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0. Dans ce memoire, nous montrerons d'abord que se verifie la dualite de
Tannaka sur un groupe algebrique connexe si et seulement s'il est lineaire. En
suite nous formulerons ce theoreme sur les espaces homogenes des groupes
algebriques connexes comme M. et Mmθ Iwahori en ont fait sur les espaces
homogenes compacts (cf. [3]).

1. Soit G un groupe algebrique connexe defini sur un corps k. On su-
ppose doane un domaine universel K qui contient k. On designe par K(G) le
corps des fonctions rationnelles sur G et par k(G) le sous-corps de K(G)
forme des fonctions definies sur k. Alors K(G) = K(k(G)). Pour un element p
de G, on designe par Rp (resp. Lp) la transformation a droite (resp. gauche)
de G par p (resp. par p'1), et par R* (resp. L*) le cohomomrphisme de Rp

(resp. Lp) qui est un iC-automorphisme du corps K(G) defini par

pour toute f onction f definie au point considere. Si p est rationnel sur k, R*
(resp. L%) induit un £-automorphisme du corps k(G).

Soit H un sous-groupe έ-ferme de G. Les operateurs LP} p € H, sont
bi-rationnels et bi-reguliers partout sur G; done on suppose que H est le

groupe des operateurs de G. Pour un element x de G, on designe par x
Γensemble Hx des transf ormes de x par les operateurs Lp, p € H. Soit V Γen-

semble des x pour tout x € G, sur lequel il existe une structure de variete
definie sur k, et lequel on appelle la variete de //-orbites de G (cf. [4] p.408).
De plus, les operateurs induits par Rp, p € G, sur V sont rationnel, transitifs

et reguliers partout sur V et on les designe par RP. Par suite sur la variete
V, il se trouve une structure d'espace homogene de G. Dorenavant, nous
considerons V avec cette structure.

Soit K(V) le corps des fonctions rationnelles sur V. Nous identifierons ce
corps avec le sous-corps 5 (H) de K(G) forme de fonctions / telles que Lΐf
= /pour tout x e H (cf. [4] Theoreme 2). Si Γon note k(V) = K(V) Π k(G\
on peut verifier des proprietes suivantes:

(1) k(V) contient le corps k,
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(2) K(V) est stable par Γoperateur R* pour un element p quelconque
de G,

(3) Tout element de k(G) radiciel sur k(V) appartient a ce corps.

Dans [1], nous avons appele (//)-corps tout sous-corps de k(G) pu se veri-
fient ces conditions. Reciproquement, pour un (ί/)-corps % de k(G), soit H($)
le sous-groupe de G forme d'elements x tels que Lΐf = f pour toute / € 3\
Alors HC3) est £-ferme. Si k est algebriquement cίos, on a que les correspon-
dances H-* $(H) et $ - * ϋ O ) sont les inverses Γun Γautre et bi-univoques
entre les sous-groupes definis sur k de G et les (//)-corps de £(G) (cf. [1]
Theoreme).

Nous designerons par V Γensemble de toutes les K-automorphismes de

K(V) commutant a tous les operateurs R*f p € G. Sur Γensemble V il y a une
structure de groupe bien determinee par

(στ*)(/) = σ*(τ*(/)) pour toute / € K(V); σ*, r* € V.

Toute fonction reguliere sur V se transforme par les elements de V a
une fonction reguliere sur V. Nous demontrerons dans la section 4 le theoreme
suivant qui contient, comme cas particulier, la dualite de Tannaka des groupes
algebriques lineaires.

THEOREME. Le groupe V est isomorphe au groupe quotient de N(H)
par Hy N(H) etant le normalisateur de H dans G.

En particulier, si H est un sous-groupe normale, alors G/H = G/H,

et si H est le sous-groupe forme du seul element neutre, alors G = G.

2. Soient G un groupe algebrique connexe et G* Γensemble de toutes
les representations rationnelles de dimensions finies de G. On appelle la repre-
sentation de G* toute application ϋ->μ(D), D€ G*9 telle que μ(D) est une
matrice qui opere sur Γespace de la representation D satisfaisant aux conditions
suivants :

(4) μ(Dx + A ) = K A ) + K A ) (somme direct)

(5) μ{Dι X A ) - K A ) X K A ) (produit tensoriel)

(6) Si PA^P"1 — A pour une matrice P non-singuliere a coefficients dans

K, alors

On designe par G** Γensemble de toutes les representations de G* sur lequel
il existe une structure du groupe bien determinee par
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(μ^XD) = μW) μ2(D);μl9 μ2 € G**, D € G*.

Alors, il existe un homomorphisme T de G dans G** defini par

τ(x)(D) = iχx) pour x € G, De G*.

Lorsque r est un isomorphisme de G sur G**, nous dirons que G verifie la
Dualile de Tannaka.

Soit N le sous-groupe normale ferme de G, tel que G/N est lineaire et
que le noyau d'une representation rationnelle quelconque de G contient N (cf.
[4] Corollaire 3 au Theoreme 12). On identifie K(L), L = G/N, avec le sous-
corps de K(G)} et designe par R(G) le sous-anneau de K{L) forme de fonctions
de K(L) partout regulieres sur G. Alors R(G) est Γanneau affine de K(L), car
L est affine, done R(G) est de type fini. (N.B. On peut montrer que pour que
la fonction f de K{G) appartienne a R(G), il faut et il suffit que/ soit partout
definie sur G et que les fonctions R*f9 x € G, engendrent Γespace lineaire de
dimension finie sur K.)

LEMME 1. II existe une correspondance bi-univoque entre G** et
Vensemble Hom(i?(G), K) de tous les K-homomorphismes de R(G) dans K.

En effet, soit % uα element quelconque de Hom(i?(G), K). Pour une repre-
sentation quelconque D: G -> L' de G. on a K(L) c: K(L). Done Dlj € K(L),
designant D\x) = (Dlj(X)). Si Γon pose μκ(D) la matrice dont les coefficients
sont χ(D' t j), alors μx est une representation de G*. χ -> Atχ est une correspon-
dance bi-univoque. Nous montrerons qu'elle est surjective. Pour la representa-
tion D: G-+L, L = G/N, designant D{x) = (DiS (*)), on a Di} € R(G) et
K(Dυ) = K(L). II est facile de montrer que Γapplication D t j -> μ(Dυ)9 μ(Dij)
etant les coefficients de la matrice μ (D), est extensible au K-homomorphism
%x defini sur R(G) et que cette application μ -> %α est Γinverse de % -> /χχ.

N. B. Soit έ un corps de definition des G, iV et D. Si Γon pose RJ^G)
= i?(G) Π ̂ (G), alors jR(G) est Γextension scalaire de Rk(G) a X. Done il
existe une correspondance bi-univoque entre Horn (R (G), K) et Γensemble
Horn (Rk (G), K) de tous les β-homomorphismes de Rk(G) dans X.

LEMME 2. Soient X une variete affine *definie sur k et Ak(X) Γanneau
de toute fonction reguliere sur X et definie sur k. Pour un k-homomorphisme
X quelconque de Ak{X) dans K, il existe un et seu i un element x de X tel
que χ(f) =f(x) pour toute f e Ak(X).

En effet, soit (xl9~- xn) uα systeme de functions coordonnees de X, i.e.
celui des fonctions telles que pour Γelement generique p = (pl9 ,pn) sur
k de X, on a Xi(p) = pt (l ^ i: ̂  n); ceux-ci ne dependent pas du choix du
point generique/). On appelle le sous-anneau k[xl9 ,ΛΓJ de k(X) Γanneau
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de coordonnees de X sur k, et on le designe par S3. Pour % € Horn (Ak(X), K),
le point x = (χGrO, /*(#«)) est dans X et on a %(/) = f(x) pour toute/
€ ilfc(X) car % est ^-homomorphisme.

PROPOSITION I . G** ^ ί isomorphe au groupe G/N.

En effet, soient F Γensemble algebrique irreductible dans Γespace de

(w-w)-matrices tel que L = \a~ (atj) € V; det ( α ^ + Ol et 95 = k[Xij]

Γanneau de coordonnees de V. Alors,

Nous montrerons qu'il existe une correspondance bi-univoque entre
Horn (Rk(G), K) et L. Pour un element quelconque % de Horn (Rk(G), K), on
a ^ = (xC îj)) ^ V (cf. Lemme 2). De plus x € L, car det(χ fej)) 4 s 0.
Done, en vertu des lemme 1, et N.B. de ce lemme il existe une correspondance
bi-univoque entre G** et G/N. II est facile de montrer qu'elle est isomor-
phisme, et que Γhomomorphisme r est le compose de Γhornomorphisme canonique
de G sur G/N et cet isomorphisme.

COROLLAIRE. Pour quun groupe algebrique connexe verifie la Dualite
de Tannaka il faut et il suffit quil soit lineaire.

3. Nous utiliserons les notations de la section 1 et supposons k soit le
corps algebriquement clos. Pour x € V, on designe par o(x) Γensemble des
fonctions de k(V) qui sont definies a x, et on Γappelle Γanneau local de x
sur V. Soit «£>! Γensemble des έ-homomorphismes defmis sur un anneau local
sur ^ et a valeurs dans K; on ordonne ξ>t par la relation de prolongement. On
appellera Γhomomorphisme de έ(F)dans K tout element maximal de ξ>t; tout
element de &ι se prolonge en un element maximal. On designe par
Hom(k(V), K) Γensemble des homomorphismes de k(V) dans K. Pour χ €
Horn (k(V\ K) on designe par θ(χ) Γanneau local sur lequel % est defini.
Alors on a

LEMME 3. Pour un element % quelconque de Horn (£(F), K), il existe
un et seul un element x de V tel que χ(f) — f ipc) pour toute f € θ(%)*

Soit V la reunion finie d'ouvert affines ΩΛ homeomorphes a Va — Fa.
Alors, il existe au moins un Va tel que Ak(Va) d θ(χ). La restriction χύ de
X a Ak(Va) determine un et seul un element x de Va (cf. Lemme 2). Soit
p le noyau de χ% dans Ak(Va). Alors \) est Γideal premier et Γanneau local

- \fr\ f.g € Ak(va\ (j ^ Pi
est contenu dans θ(χ). II est facile de montrer que θ(χΛ) = ϋ(χ) et x € V. II
suffit de demontrer que x ne depend pas du chois du V&. Nous pouvons
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formuler cette assertion par notre identification de maniere suivante :

LEMME 4. Soient x,y € G; si f(x) — f(y) pour toute fonction de %{H)
definie aux points x et y, alors x € Hy.

Supposons x ^ Hy. Soit H1 le sous-groupe &-ferme de G engendre par
xy'1 et H. Alors HX^H par notre hypothese. En vertu de la correspondance
de Galois (cf. section 1), on a ^ (Hx) ̂  ffljϊ), d'oύ il y a une fonction / de
%{H) qui n'est pas contenue a ^{H^. Done L%-if=Jrf, autrement dit il y a
z € G tel que Lί^-l/l*) + /(*)• Si Γon pose g = R*^z f, alors g € %(H)
(cf. (2)) et on a ^(J:) H= ̂ C )̂- C'est une contradiction de notre hypothese, ce
qui demontre le lemme 4.

PROPOSITION 2. Poz/r un K-auto morphis me σ* quelconque de K(V), il
existe une application cr bi-rationnelle de V dans lui meme dont le cohomo-

morphisme est σ*. De plus si σ* commute avec R*9 p € G, alors <r commute

avec Rp.

En effet, soient k le sous-corps de K tel que σ*(kCy)) C k(V) et % Γele-
ment de Horn (k(V), K) tel que f-><r*f(,x) pour un element x generique sur
k de V, alors il y a un element^ de V tel que % est Γapplication f->f(y)
(cf.Lemme 3). Parce que % est un isomorphisme de k(V) dans K, y est un
element generic sur k. On designe par y = σx, alors σ definit une application
bi-rationnelle de V dans lui meme definie sur k et <r*f(x) = f(<rx) pour toute
fonction definie au point σx. II est facile de montrer que la derniere assertion
est vraie.

4. Pour demontrer le theoreme de la section 1, nous demontrerons d'a-
bord deux lemmes suivants :

LEMME 5. Si une application bi-rationnelle σ de V dans lui meme

commute avec Rx pour tout x € G, alors σ est induite par La pour un
element a de G.

En effet, si σ(l) — a'1, alors σ{χ) = Rx(l) = a 1x — La(x) pour tout x.

LEMME 6. Pour que L* transforme K(V) dans lui meme, il faut et il
suffit que a est un element du normalisateur N(H) de H dans G,

En effet, soit a£N(H), alors pour h € H il y a un element ti tel que
tia = ah. Done, pour / € K(V),

Lt LtAx) = Ltaf(χ) = LI* f(x) = IARx)

et on a L*f € K(V). Reciproquement, soit IΛ(K(V)) d K(V\ alors LlLlf
= L%f pour tout h € H. Done LS-iHaf = f e'est-a-dire α"1 ha € H pour tout



332 E ABE

h e H et a e N(H).

On designe par Lt Γautomorphisme de K(V) induit par L*3 a € N(H).

En vertu de lemmes 6 et 4, Γapplication a -» L* est un homomorphisme de

N(H) dans V dont le noyau est H. Nous montrerons c'est surjective. Soit σ*

€ F, alors il y a une application bi-rationnelle de V dans lui meme commutant
a Rt, p € G (cf.Proposition 2). C'est induit par une La, a € G (cf. Lemme 5).

Done σ* = Lt et α € N(H) (cf. Lemme 6). Ce qui demontre le theoreme.

N.B. Si H est le sous-groupe normale N de G defini a la section 2, alors

G/iV est isomorphe au groupe G**.
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