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0. Dans ce mémoire, nous moatrerons d’abord que se vérifie la dualité de
Tannaka sur un groupe algébrique connexe si et seulement s’il est linéaire. En
suite nous formulerons ce théoréme sur les espaces homogénes des groupes
algébriques connexes comme M. et M™ Iwahori en ont fait sur les espaces
homogeénes compacts (cf. [3]).

1. Soit G un groupe algébrique connexe défini sur un corps 2. On su-
ppose doané un domaine universel K qui contient k.. On désigne par K(G) le
corps des fonctions rationnelles sur G et par k(G) le sous-corps de K(G)
formé des fonctions définies sur %2 Alors K(G) = K(%(G)). Pour un élément p
de G, on désigne par R, (resp. L,) la transformation 3 droite (resp. gauche)
de G par p (resp. par p!), et par R} (resp. L¥) le cohomomrphisme de R,
(resp. L,) qui est un K-automorphisme du corps K(G) défini par

Rifix) = fxp); Lifiz) = f(p~'x)

pour toute fonction f définie au point considéré. Si p est rationnel sur £, R}
(resp. L}) induit un k-automorphisme du corps k(G).

Soit H un sous-groupe k-fermé de G. Les opérateurs L,, p € H, sont
bi-ratioanels et bi-réguliers partout sur G, donc on suppose que H est le

groupe des opérateurs de G. Pour un élément x de G, on désigne par x
I’ensemble Hz des transformés de x par les opérateurs L,, p € H. Soit V l’en-

semble des Z pour tout x € G, sur lequel il existe une structure de variété
définie sur £, et lequel on appelle la variété de H-orbites de G (cf. [4] p.408).
De plus, les opérateurs induits par R,, p € G, sur V soat rationnel, transitifs

et réguliers partout sur V et on les désigne par R,. Par suite sur la variété
V, il se trouve une structure d’espace homogéne de G. Dorénavant, nous
considerons V avec cette structure.

Soit K(V) le corps des fonctions rationunelles sur V. Nous identiferons ce
corps avec le sous-corps & (H) de K(G) formé de fonctions f telles que LJf
= f pour tout € H (cf. [4] Théoreme 2). Si 'on note A(V) = K(V) N kKG),

on peut vérifier des proprietes suivantes :

(1) AV) contient le corps &,
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(2) K(V) est stable par l'opérateur Rj pour un élément p quelconque

de G,
(8) Tout élément de k(G) radiciel sur A(V) appartient a ce corps.

Dans [1], nous avons appelé (H)-corps tout sous-corps de k(G) ot se véri-
fient ces conditioas. Réciproquement, pour un (H)-corps & de k(G), soit H(F)
le sous-groupe de G formé d’éléments x tels que LXf = f pour toute f € .
Alors H(%) est k-fermé. Si k est algébriquement clos, on a que les correspon-
dances H — §(H) et § — H(F) sont les inverses l'un I'autre et bi-univoques
entre les sous-groupes définis sur £ de G et les (H)-corps de k(G) (cf. [1]
Théoréme).

Nous désignerons par V lensemble de toutes les K-automorphismes de

K(V) commutant § tous les opérateurs R}, p € G. Sur 'ensemble V il y a une
structure de groupe bien determinée par

(@ TNf) = a*@*(f)  pour toute f € K(V); o, 7 € V.

Toute fonction réguliére sur V se transforme par les éléments de V a
une fonction réguliére sur V. Nous démontrerons dans la section 4 le théoréme
suivant qui contient, comme cas particulier, la dualité de Tannaka des groupes
algébriques linéaires.

THEOREME. Le groupe V est isomorphe au groupe quotient de N(H)
par H, N(H) étant le normalisateur de H dans G.

En particulier, si H est un sous-groupe normale, alors G/fl = G/H,

et si H est le sous-groupe formé du seul élément neuire, alors G = G.

2. Soient G un groupe algébrique connexe et G* I’ensemble de toutes
les représentations rationnelles de dimensions finies de G. On appelle la repré-
sentation de G* toute application D — u(D), D € G*, telle que w(D) est une
matrice qui opére sur ’espace de la représentation D satisfaisant aux conditions

suivants :
(4) w(D, + D,) = u(D) + p(D,) (somme direct)
(5) w(D, X D,) = w(D,) x uw(D,) (produit tensoriel)

(6) Si PD,P™* = D, pour une matrice P non-singuliére a coefficients dans
K, alors
Pu(D)P~" = w(D,).

On désigne par G** I’ensemble de toutes les représentations de G* sur lequel
il existe une structure du groupe bien determinée par
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(i, )X D) = p(D) po(D); s 4 € G**, D € G*.
Alors, il existe un homomorphisme 7 de G dans G** défini par
() D) = D(x) pour x € G, D € G*.

Lorsque 7 est un isomorphisme de G sur G**, nous dirons que G vérifie la
Dualité de Tannaka.

Soit N le sous-groupe normale fermé de G, tel que G/N est linéaire et
que le noyau d’'une représentation rationnelle quelcoaque de G contient N (cf.
[4] Corollaire 3 au Théoréme 12). On identifie K(L), L = G/N, avec le sous-
corps de K(G), et désigne par R(G) le sous-anneau de K(L) formé de fonctions
de K(L) partout réguliéres sur G. Alors R(G) est 'anneau affine de K(L), car
L est affine, donc R(G) est de type fini. (N.B. On peut montrer que pour que
la fonction f de K(G) appartienne a R(G), il faut et il suffit que £ soit partout
définie sur G et que les fonctions R:f, x € G, engendrent l’espace linéaire de
dimension finie sur K.)

LEMME 1. Il existe une correspondance bi-univoque entre G** et
Uensemble Hom(R(G). K) de tous les K-homomorphismes de R(G) dans K.

En effet, soit ¥ un élément quelconque de Hom(R(G), K). Pour une repré-
sentation quelconque D: G — L' de G, on a K(L') < K(L). Donc D; € K(L),
désignant D'(x) = (Di;(x)). Si 'on pose p,(D’) la matrice dont les coefficients
sont x(D';;), alors u, est une représentation de G*. x — u, est une correspon-
dance bi-univoque. Nous montrerons qu’elle est surjective. Pour la représenta-
tion D: G— L, L =G/N, désignant D{x) = (D,; (x)), on a D;; € R(G) et
K(D;;) = K(L). 1l est facile de montrer que Iapplication Dj; — u(D,;), u(D;;)
étant les coefficients de la matrice u (D), est extensible au K-homomorphism
x. defini sur R(G) et que cette application u —> ), est l'inverse de x — p,.

N. B. Soit £ un corps de définition des G, N et D. Si l'on pose Ri(G)
= R(G) N KG), alors R(G) est l'extension scalaire de R (G) & K. Donc il
existe une correspondance bi-univoque entre Hom (R (G), K) et I’ensemble
Hom (R, (G), K) de tous les k-homomorphismes de Ri(G) dans K.

LEMME 2. Soient X une variété affine définie sur k et A(X) lanneau
de toute fonction réguliere sur X et définie sur k. Pour un k-homomorphisme
X quelconque de A(X) dans K, il existe un et seu i un élément x de X tel
que X(f) = f(x) pour toute f € A(X). '

En effet, soit (z, - z,) un systeme de fonctions coordonnées de X, i.e.
celui des fonctions telles que pour I’élément générique p = (pi, = - D) sur
k de X, on a z(p) = (1 =i=n); ceux-ci ne dépendent pas du choix du
point générique p. On appelle le sous-anneau k[x,,:--- ,x.] de kB(X) l'anneau
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de coordonnées de X sur k, et on le désigne par L. Pour ¥ € Hom (A(X), K),
le point x = (x(x,), - D (x,)) est dans X et on a x(f) = f(x) pour toute f
€ AX) car x est k-homomorphisme.

PROPOSITION 1. G** est isomorphe au groupe G/N.

En effet, soient V I’ensemble algébrique irreductible dans l’espace de
(n-n)-matrices ; tel que L = {a=(a;) € V; det (a;)3=0} et B = klx;;]
I’anneau de coordonnées de V. Alors,

Rk(G) =k [‘rlj’ det(x“)'l:]

Nous montrerons qu’il existe une correspondance bi-univoque entre
Hom (R,(G), K) et L. Pour un élément quelconque ¥ de Hom (Ry(G), K), on
a x=(xy) € V (cf. Lemme 2). De plus = € L, car det(x (x;;)) == 0.
Donc, en vertu des lemme 1, et N.B. de ce lemme il existe une correspoadance
bi-univoque entre G** et G/N. 1l est facile de montrer qu’elle est isomor-
phisme, et que ’homomorphisme 7 est le composé de I’homomorphisme canonique
de G sur G/N et cet isomorphisme.

COROLLAIRE. Pour qu'un groupe algébrique connexe wvérifie la Dualité
de Tannaka il faut et il suffit qu’il soit linéaire.

3. Nous utiliserons les notations de la section 1 et supposons k soit le
corps algébriquement clos. Pour £ € V, on désigne par o(x) I’ensemble des
fonctions de (V) qui sont définies 4 x, et on lappelle 'anneau local de z
sur V. Soit §, ’ensemble des k-homomorphismes définis sur un anneau local
sur V et a valeurs dans K;on ordonne $, par la relation de prolongement. On
appellera ’homomorphisme de k(V)dans K tout élément maximal de $,; tout
élément de H, se prolonge en un élément maximal. On désigne par
Hom (k(V), K) I'ensemble des homomorphismes de k(V) dans K. Pour x €

Hom (k(V), K) on désigne par 0(x) l'anneau local sur lequel ¢ est défini.
Alors on a

LEMME 3. Pour un élément x quelconque de Hom (k(V), K), il existe
un et seul un élément x de V tel que X(f) = f (x) pour toute f € 0(x)

Soit V la reunion finie d’ouvert affines , homéomorphes & V, — F..
Alors, il existe au moins un V, tel que A, (V.) C 0(x). La restriction ), de
x & AV,) détermine un et seul un élement x de V,(cf. Lemme 2). Soit
p le noyau de x, dans A (V,). Alors b est l'ideal premier et I'anneau local

0(xa) = 1f97% 19 € Ai(Va), g &0

est contenu dans 0(x). Il est facile de montrer que o(x.) =0(x) et z € V. 1l
suffit de démontrer que x ne depend pas du chois du V. Nous pouvons
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formuler cette assertion par notre identification de maniére suivante :

LEMME 4. Soient x,y € G; si flx) = f(y) pour toute fonction de F(H)
définie aux points x et y, alors x € Hy.

Supposons x & Hy. Soit H, le sous-groupe k-fermé de G engendré par
xy ' et H. Alors H, 52 H par notre hypothése. En vertu de la correspondance
de Galois (cf. section 1), on a § (H,)SE F(H), d’ou il y a une fonction f de
S(H) qui n’est pas contenue a F(H,). Donc L*_1f==f, autrement ditil y a
2z € G tel que Li,1fiz)==f(2). Si I'on pose g = R}, f, alors ¢ € F(H)
(cf.(2)) et on a g{x)=+= g(y). C’est une contradiction de notre hypothése, ce
qui démontre le lemme 4.

PROPOSITION 2. Pour un K-automorphisme o* quelconque de K(V), il
existe une application o bi-rationnelle de V. dans lui méme dont le cohomo-
morphisme est o*. De plus si o* commute avec R:, p € G, alors o commute
avec R,.

En effet, soient % le sous-corps de K tel que o*(&(V)) < k(V) et x 1'élé-
ment de Hom (k(V), K) tel que f— o*f(x) pour un élément x générique sur
k de V, alors il y a un élémenty de V tel que x est l'application f— f(y)
(cf.Lemme 3). Parce que x est un isomorphisme de 2(V) dans K, y est un
élément généric sur k. On désigne par y = oz, alors ¢ définit une application
bi-rationnelle de V dans lui méme définie sur £ et o*f(x) = flox) pour toute
fonction définie au point ox. Il est facile de montrer que la derniére assertion
est vraie.

4. Pour démontrer le théoréme de la section 1, nous démontrerons d’a-
bord deux lemmes suivants :
LEMME 5. Si une application bi-rationnelle o de V. dans lui méme

commute avec R, pour tout x € G, alors o est induite par L, pour un
élément a de G.

En effet, si o(1) = a~}, alors o(z) = R (1) = a~'z = L(z) pour tout z.

LEMME 6. Pour que Lj transforme K(V) dans lui méme, il faut et il
suffit que a est un élément du normalisateur N(H) de H dans G.

En effet, soit a€ N(H), alors pour h € H il y a un élément A" tel que
K a = ah. Donc, pour f € K(V),

L L flx) = Liaflx) = Liw f(z) = Lif(x)

et on a L¥f € K(V). Réciproquement, soit L% (K(V)) < K(V), alors L} Lz f
= L pour tout h € H. Donc Liuf = f cest-a-dire a™' ha € H pour tout
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h € H et a € N(H).

On désigne par L* ’automorphisme de K(V) induit par L%, a € N(H).
En vertu de lemmes 6 et 4, ’application @ — L* est un homomorphisme de
N(H) dans V dont le noyau est H. Nous montrerons c’est surjective. Soit o*

€ ‘7, alors il y a une application bi-rationnelle de V' dans lui méme commutant
3 R}, p € G (cf.Proposition 2). C’est induit par une L,, @ € G (cf. Lemme 5).

Donc o* = L* et a € N(H) (cf. Lemme 6). Ce qui démontre le théoréme.
N.B. Si H est le sous-groupe normale N de G défini a la section 2, alors

——
G/N est isomorphe au groupe G**.
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