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197. Remarque sur les espaces fonctionnels
au noyau besselien

Par Masayuki IT0
Institut Mathématique d’Université de Nagoya

(Comm. by Kinjiré6 KUNUGI, M. J. A., June 12, 1971)

1. Soit R® ’espace euclidien & n (=2) dimensions. Rappelons
que le noyau besselien G,, d’ordre 2« sur R* est une fonction positive,
continue au sens large dans R” et dont la transformation de Fourier
est de la forme

Gau@) =+ ]z,
oll & est un nombre positif (voir [1]). Il est caractérisé, d’autre part,
par le noyau reproduit de I’espace fonctionnel P*(R") sur R", qui est
obtenu par la complété de Cy(R™) par la norme

%] = (jlﬁ(x) |2(1+|9U|Z)“dx) 12

(voir ’article cité ci-dessus). Notons T,, la distribution sur R” dont la
transformation de Fourier est égale & (1+|x»*. Alors T,,+G,,=¢, ol
¢ est la mesure de Dirac a I’origine.

Pour un ouvert 2 de R”, Cr(R) désigne l’espace de fonctions
numériques, infiniment dérivables dans R™ et & support compact dans
2. En complétant C(2) par la présente norme, on obtient l’espace
fonctionnel régulier P*(2) sur 2, qui s’appelle ’espace fonctionnel au
noyau besselien d’ordre 2« sur 2 (voir [4]). On note E,(£2) I’ensemble

de mesures positives ¢ dans £, & support compact et avec ”Gz,,(x—y)

dp(ydp(x) < +oo. Alors, pour toute ¢ de E (£2), il existe le potentiel
Uy de p dans P«(2).
On note

22, y) = j .. j G2 o (#, 2)GE (2, 2) - - - GE(2p, W2y - -2y,

oll p est un entier non-négatif tel que 0<a—p=1 et G&._,, (resp. G7)
est la fonction greenienne dans 2 obtenue par le balayage relatif au
noyau G,,_,, (resp. G,). Alors G£ posséde les méme propriétés que la
fonction greenienne ordinaire.

I. Higuchi a montré, dans son article [4], que s’il existe un ouvert
non-vide et borné 2 de R” tel que G£ soit le noyau reproduit de P*(2),
alors 0<a<1.

Cela pourra étre amélioré comme la proposition suivante:

Proposition. Soit a un nombre positif. Alors les trois énoncés
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suivants sont é uivalents:

(a) Il existe un ouvert borné 2 de R™ et une mesure non-zéro p
de E () tels que Gi. 1t appartienne a P*(Q).

(b) «a n’est pas entier =2, et il existe un ouvert borné Q de R et
une mesure positive p(+0) dans 2, a support compact, tels que G2 p
= ézgaﬂ .

(¢) O<a<l.

On note GZ(w,n)=GL(y, ) et GLu(x)= I G2(x, Y)dp(y). Cette
proposition résultera immédiatement du théoréme suivant:

Théoréme. Sotent 0<S<min (%, 1) et 2 un ouvert borné de R”.

Si, pour une fonction u de P*(2), on a T, «+u=0 au sens des distributions
dans 2, alors u=0.

2. On connait que I’on peut écrire, quelle que soit ¢ de C3(R™),
T..(9) =00+ [0~ p(@Ns. (da et sm<x>=c?fil%§~);:—;§§@,

ou C,, est une constante positive (voir [2]).

Lemme. Sotent 0<B8<2 et 2 un ouvert borné et non-vide de R™.
Alors on a

[[re@scawio—yr-rayda=+ o,
ou [y et fpq sont respectivement les fonctions caractéristiques de Q2 et
de CQ.
On connait bien qu’il existe une constante négative ¢, telle que
c(pf. rF )b n=¢
au sens des distributions dans R”, oll r=|«| et la signe pf. est la partie
finie de I’intégrale. On pose

gl(x):{f(l—fg(y))lx—yr%ndy cen
0

xe(CR
et

gz(x)z{jf.o(y)m—yi—ﬂ—n Seco
0

rel.
Si 'intégrale du lemme est finie, alors g, et g, sont non-négatives et
sommables. On a, au sens des distributions,
WS P )% fo=—0,+9,

dans R*. La fonction f, étant & support compact, il existe une autre
constante positive c; telle que

Sa=cr* " x(9,—9,)
presque partout sur B*. La mesure g,dx doit étre la mesure balayée
de g,dx sur C2 relativement au noyau de Riesz-Frostman »*-”. La
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fonction g, étant localement bornée dans 2, " "x(g9,—g¢, est finie et
continue dans £ et donc, la présente égalité a lieu partout dans 2. 1l
existe, d’autre part, un point z, de la frontiére de 2 tel que

lim 7" % (g, — 9,)(%) =0,

Yy—xo
d’out une contradiction.

Montrons notre théoréme. On a P*(Q2)CPi(R™) et P/(2)CP(R)
pour 0<0<y. On peut donc supposer 0<a<1+pB. D’aprés le ré-
sultat de [1], il existe une fonction f dans R” dont le carré est sommable
et telle que u=G, +f. On désigne respectivement par ¢, et par g, la
restriction de G _,,*f sur 2 et la restriction de —G,_,,* f sur CQ.
Alors, d’apres notre hypotheése, g,=0 et, d’aprés le principe de domina-
tion pour le noyau G, on a u=0. Cela implique 9,=0. La mesure
g.dx doit étre la mesure balayée de g,dx sur CQ2 relativement au noyau
G,. En utilisant la théorie de ’espace de Dirichlet, on a

i [fomic-s  zcco

0 rxef
(voir [3]). Siwu=+0, g, est positive partout sur C2 et, pour tout »>0,
ona inf{g,(x);xeCRNRN,}>0,0u 2,={x e R"; dis (x, D) <r}. D’apres
le présent lemme, on a, quel que soit y >0,

[[#s@0@iz—yrrdyaz=+co.

D’autre part, on connait bien que G, _,, satisfait au principe d’enve-
loppe inférieure, car 0 <a—28<2. Il existe donc une mesure positive
¢ dans R™ telle que

G aspy* p=10F (G (o _yp)% [Ty Gamsp* 7).
On utilise ici J] fldx < + oo, qui résulte du fait que 0<a <2 et G, * f est

a support compact. On a donc
gzz(G(a—z,e) * )= G(m—Zﬂ) « f~—inf (G(a—z,e) * f, G(a~zp) * f7)
= G(a—zm *(f7— )u)'
On prend une suite croissante (¢,,) des fonctions non-négatives de C;(2)
et qui converge vers f,. Pour 0<y<a—28, ona

0 <”€0m(x)gz(y)8,(x —ydydx= —J(pm(x)G(,,_Z,, k(T —pmdx

<— j Geaasp (™= @) < 400,

car G, _,_,,*(f~—p)<0 dans Q résulte de g,=0 et g,=0 dans 2. En
faisant m— 4 oo, on arrive a

I Fa@g.(W)s,(x—y)dydx < + oo,
d’ou
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”f @) g,z —y| T rdydr < 4 co.

Mais cela est une contradiction, et la démonstration est ainsi compléte.
Remarque. Pour le cas o 0 <a<n, on peut montrer, de la méme
maniere, que le méme théoréme pour le noyau d’ordre a, 77, a lieu.
Pour notre proposition, il suffit de voir que (a) ou (b) implique (c).
Supposons que (a) a lieu, et soit «>1. Alors, pour ’entier positif avec
0<a—p=1l,
Tyopy*Grpt =G0t

au sens des distributions dans 2. Si 0<a—p<min (%, 1) , on arrive

a une contradiction, d’ou 0<a <1 ou a=2.

D’apreés la discution de I. Higuchi, a2 (cf. [4]), d’olu (a)=(c).

Remarque. Pour pde £ (2), GEp=Ugp des que G£ ¢ appartient
a P«(02). Cela résulte de I’égalité

T+ Ghp=TxUlp=p
au sens des distributions dans 0.
Supposons que (b) a lieu. Si p>0, on a, d’apreés la définition de
GE1(2) =Gy % Gy 1 (2) — Gy 5 X (),
ot A’ est la mesure balayée de G, _,, p#dx sur Cf2 relativement au noyau
G,. Donc 'implication (b)=>(c) résultera de la proposition suivante:

Proposition. Soient 0 <a<SZ1 et Q un ouvert borné de R*. S,
pour une mesure positive p dans 2 et a support compact, T, +GHu=0
au sens des distributions dans £, alors p=0.

En effet on a

Giptt =G fr—Grop e 1
ol p’ est la mesure balayée de p sur CQ relativement au noyau G,,.
Désignons respectivement par g, et par g, la restriction de G,,_,, *
(pe— ) sur Q et la restriction de G,,_,, * (' — ) sur C2. Alors, de la
méme maniere que dans le théoréme, on arrive a G5, =0, d’ou p=0.

Corollaire. Soienta >0, 0<S<1 et Q un ouvert borné et non-vide
de R*. Alors les deux énoncés suivants sont équivalents.

(a) Il existe une mesure positive v (+=0) dans 2 et a support com-
pact, telle que, quelle que soit p une mesure positive de E,(£),

GHr@)=GLv(x) sur S(u)=>GLp(x) <GLv(x) dans 2,
on S(u) désigne le support de 1.

(b) B=a—p.

Le noyau Gj,_,, satisfait au principe de domination relatif au
noyau G, ; c’est-a-dire, quelles que soient ¢ de E,_,,(2) et v une mesure
positive dans 2 et & support compact, G&,_,, ¢#(%) < GLy(x) partout sur
2 dés que la méme inégalité a lieu sur S(y). Cela résulte du principe
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de domination pour Gf,_,, et de Gov=G3,_,,(G&Y).

Supposons que (a) a lieu. On a T, «G5=0 au sens des distribu-
tions dans @, et donc, d’apreés la proposition, on a f=a—p. Sip>a
—p, il est évident que v doit étre égale & 0, d’out f=a—p.
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