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40. Uber zusammenhingende kompakte abelsche Gruppen.

Von Kunihiko KODAIRA und Makoto ABE.
Mathematical Institute, Tokyo Imperial University.
(Comm. by T. TAKAGI, M.LLA. May 13, 1940.)

Jede zusammenhingende (nicht notwendig lokal-zusammenhingende)
kompakte separable abelsche Gruppe® liit sich, wie es w.u. (Nr. 4)
gezeigt werden soll, als Limesgruppe einer G,-adischen Folge von
(endlich-dimensionalen) Torusgruppen auffassen. Diese letzten Gruppen
haben folgende Eigenschaften, die wegen ihrer einfachen (topologischen
bzw. algebraischen) Struktur leicht nachzuweisen sind (Nr. 1-3):

Es seien I, T zwei endlich-dimensionale Torusgruppen und & die
additive Gruppe der mod. 1 reduzierten reellen Zahlen ; dann gelten:
a) < ist mit Bh(Z)? topologisch isomorph.

b) Fiir jede stetize Abbildung f von ¥ in & gibt es einen und nur

einen stetigen Homomorphismus 4 von ¥ in ‘;7', der zu f homotop ist.

¢) Die Abbildungsklasse einer stetigen Abbildung f von einem
Kompaktum F' in £ ist durch den von f induzierten stetigen Homomor-
phismus H; von BR(F) in Bh(T)==2T (T-Charakter H; von B%(F")) ein-
deutig bestimmt.

Nun ist zu vermuten, dafl diese Behauptungen noch giiltig bleiben,
wenn man darin die Torusgruppen durch beliebige zusammenhingende
kompakte separable abelsche Gruppen, d.h. durch G,-adische Limes-
gruppen von Torusgruppen ersetzt. Wir bestitigen im Folgenden, da8
dies tatsichlich der Fall ist (Nr. 5-8, Siatze 1-8). Schlielich beweisen
wir einen Satz (Satz 4, Nr. 9), daB die n-dimensionale Torusgruppe die
einzige n-dimensionale zusammenhédngende kompakte separable abelsche
Gruppe ist, die sich im (n-+1)-dimensionalen Euklidischen Raum topo-
logisch einbetten 1dft.>

1. Isomorphie von T und BL(Z).

Die n-dimensionale Torusgruppe £ ist die direkte Summe der =
Exemplare von &:

T=R+8+---+8.
N e— p————
n-mal

Jedes Element von $ 1aflt sich also in der Form
T=T(xl’x2: ""xn)’ xieR

darstellen. z; heifie die i-te Koordinate von reZ. Die Elemente von

1) Alle vorkommenden Gruppen sind abelsch und additiv geschrieben.

2) Die 1-dimensionale Bettische Gruppe von ¥ in bezug auf den Koeffizienten-
bereich K.

3) Die Sitze 1 und 4 in dieser Note sind schon frither von einem der Verfasser
(Kodaira) erhalten und in japanisch vertffentlicht worden [Isd-Stigaku, Vol. 1, No. 2,
1939].
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%, deren Koordinaten mit der einzigen Ausnahme der i-ten, alle gleich
0 sind, bilden einen 1-dimensionalen Zyklus Z; von £. Die Homologie-
klassen von 7, ..., Z, (die wir einfachheitshalber auch mit Z, ..., Z,
bezeichnen wollen) bilden eine Basis von BL(%):

By(R)=8Z,+--+82Z,.

Ordnet man dem Element z=x,Z,+--+x,Z, von Bk(Z) das Element
I(z)=(x, ..., 2,) von T, so entsteht ein topologischer Isomorphismus
von BY(R) auf .V

2. Die Abbildungsklasse einer stetigen Abbildung f von einem
Kompaktum F in die n-dimensionale Torusgruppe T ist durch den von
S induzierten stetigen Homomorphismus H; von Bw(F) in BR(T)=T
eindeutig bestimmdt.

Schreibt man f(p) (peF) koordinatenweise in der Form

F@O) =@, - flD)),

so sind f; stetige Abbildungen von F in & Die Abbildungsklasse von
fie &F ist nun durch den von f; induzierten stetigen Homomorphismus
Hj, von BY(F) in 822BY(8R) vollig bestimmt.? Der von f induzierte

Homomorphismus H; von B(F) in By() ist offenbar der folgende:
HA2)=Hy(:)Z\+ -+ H; (2)Z,, zeBy(F).

Die Abbildungsklasse von f ist durch die Abbildungsklassen von fj, ...,
Ju, also durch die Homomorphismen Hj, ..., Hy , also schliellich durch
den Homomorphismus H; vollig bestimmt, w. z. b. w.

3. PFiir jede stetige Abbildung f von T in g gibt es etnen und nur
einen stetigen Homomorphismus hy von T in i, der zu f homotop ist.

Wir bezeichnen mit Z(yy, ---, Ym), ¥; € & die Elemente von ¥, mit 2,,
vy Z.. die Basis von B}q(i) und mit 7 den Isomorphismus von B};(%)
auf ¥ in derselben Weise, wie wir in Nr. 1 fur £ erklirt haben. f
induziert einen Homomorphismus H; von Bk(®) in B}?(f), der als
Homologierelation durch

HAZ)~3j05%;,  i=1,...n
=

ausgedriickt wird. Hierbei ist A,=(a;) eine ganzzahlige nm-Matrix.
Wegen der Isomorphie von ¥ und Bh(Z) bzw. F und B}@(i) veranlait
H; einen stetigen Homomorphismus s von ¥ in g:

1) Unter allen moglichen Isomorphismen von B!g(¥) auf ¥ betrachten wir im
folgenden vorzugsweise nur diesen Isomorphismus; I bedeute immer diesen speziellen
Isomorphismus.

2) Fir den Fall, wo F' ein Polyeder ist, siche z. B. Alexandroff-Hopf: Topologie
I, Kap. XIII, ¢3. Bei einem beliebigen Kompaktum lé8t sich die Behauptung in
iiblicher Weise mittels des Ry-adischen Grenziiberganges nachweisen.
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hy=IHI?,
oder hpc(y, .., Tn)=THp1 20+ -+ 20 Z,)
~ n ~ n ~ ~ n n
=1 ((21 aa20;) Zy+ -+ (Zlaimxi)zm) =t (21‘. Wity +=+5 Zlaimxi) .
i= i= %= =

Ist jetzt insbesondere f selbst ein Homomorphismus, so 1dt sich f
in der Form

Fel@y -eey 02 =F(2buts -y it

mit den ganzen Koeffizienten b;; darstellen.” f induziert dann offenbar
den Homomorphismus der Bettischen Gruppen :

H,(z,.)~j\;;b,-,-2,-, i=1,..m.

hs stimmt also in diesem Falle mit f iiberein.
Kommt man wieder auf den Fall einer allgemeinen Abbildung f
zuriick, so ist jedenfalls

hf= h'hf .

Daraus folgt Hf=th, was aber die Homotopie von f und &, bedeutet,

wie es in der vorigen Nummer bewiesen wurde. Andererseits sind zwei
verschiedene Homomorphismen f und ¢ niemals einander homotop, denn
aus der Homotopie von f und ¢ folgt hs=h,, also f=hr=h,=g. Zu

jeder stetigen Abbildung f von ¥ in g gibt es daher ejnen und nur

einen stetigen Homomorphismus = THI, der zu f homotop ist, w.
z. b. w.
Zum Schluf8 sei noch bemerkt, daB bei den gleichdimensionalen

und ¥ der Grad von f definiert ist und zwar gleich dem Werte der
Determinante det A; der Quadratmatrix A, ist.?

4. Jede zusammenhingende kompakte separable abelsche Gruppe
& lif3t sich als Limesgruppe einer auwf-G,-adischen Folge von Torus-
gruppen T,

h:tg:v__-gn, v, h/l‘h'/l;= 1y ®=limzv’

auffassen.

1) Dies sieht man am leichtesten durch die Dualititsbetrachtung ein. In der Tat
sei ® bzw. D die zu T bzw. T orthogonale Gittergruppe; jeder stetige Homomorphismus
fvon € in T ist einem Homomorphismus f* von ?5 in ® dual, d.h. f ordnet einem
Element ¢ von € (als Charakter von D betrachtet) das Element =f* von F4 (Charakter

von D) zw S* ist aber eine ganzzahlige lineare Transformation.

2) Dies beweist man z. B. wie folgt. Man kann ohne Beschrinkung der Allge-
meinheit annehmen, da8 f eine homomorphe Abbildung sei. Falls det Ar3:0 ist, ist f
im Kleinen topologisch und hat genau |det As| 0-Stellen mit dem Index +1 bzw.
—1 je nach dem Vorzeichen von det Ay. Falls det Ar=0 ist, ist f unwesentlich und
hat daher den Grad 0.
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Die Charaktergruppe &* von @ ist diskret, abzahlbar, und torsions-
frei; @* ist also die Vereinigungsmenge einer aufsteigenden Folge von
freien abelschen Gruppen ¥, endlichen Ranges:

Rl F o RPN o T ITr=G*.

Es seien ¥, Charaktergruppen von %;. £, sind dann Torusgruppen
endlicher Dimension und bilden eine auf-G,-adische Folge, die & als
Limesgruppe hat, w.z. b. w.

Ist speziell @ n-dimensional, so ist &* vom Rang »; man kann
daher T, so wihlen, da alle 2, den Rang =, und folglich alle £, die
Dimension n haben.

5. Satz 1. PFir jede zusammenhingende kompakte separable
abelsche Gruppe & ist die Bettische Gruppe BLW(®) mit & topologisch
isomorph.

Beweis. Es sei 8=1lim¥,,n,Z,=%,, #<<v. Nach Nr. 1 gibt es
fir jedes » einen Isomorphismus I, der Gruppe Bk(Z,) auf $,. Die
Bettischen Gruppen B%(Z,) bilden eine ®,-adische Folge

HyyBh(T,) < BY(E,),

die die Gruppe BL(®) als Limesgruppe hat.” Wegen der Gleichung
LHy=h,I, sind die zwei Folgen {Z,} und { Bk(Z,)} topologisch iso-

morph,? also sind es auch ihre Limesgruppen, w.z.b. w. Der durch
I, deﬁnie;'te topologische Isomorphismus von Bi(®) auf & heifie I;
I=lim L,.?

Eine bemerkenswerte Folgerung aus diesem Satz ist die, da8 die
algebraische Struktur einer zusammenhingenden kompakten separablen
abelschen Gruppe schon durch deren topologische Struktur vollstindig
bestimmt wird.

6. Wir wollen in dieser Note unter Homotopie zweier stetigen
Abbildungen f, g eines Kompaktums F in ein anderes Kompaktum F'
folgendes verstehen:

Fiir eine beliebige stetige Abbildung ¢ von F” in ein beliebiges
Polyeder @ sind die zusammengesetzten Abbildungen ¢f, ¢ge QF ein-
ander homotop.

F” sei nun in eine R,-adische Polyederfolge

OmPn < Py, m<n, lim P,=F"
entwickelt ; ¢, =lim ¢, ist eine Abbildung von F” in P,. Sind f,g in

unserem Sinne einander homotop, so sind ¢,.f, pnge PL fir jedes m
einander homotop. Diese Bedingung ist aber fiir die Homotopie von f,
g auch hinreichend. Denn es gibt fiir fast alle n ¢™e QFr, sodaB ¢™¢,
mit ¢ homotop sei ;¥ ¢f ist also mit ¢"¢,f, also mit ¢"p,g, also schlieB-

1) Freudenthal: Entwicklungen von Riumen und ihren Gruppen, Kap. VI, 40-
41, [Comp. Math. 4 (1937), 145-234].

2) Freudenthal: lc, Kap. I, 8 u. Kap. II, 19.

38) Vgl. M. Abe: Uber die Methode der Polyederentwicklung der Kompakten
und ihre Anwendungen auf die Abbildungstheorie, ¢ 2, Vorbemerkung 2), [Comp. Math.
7 (1939), 185-193].
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lich mit ¢g homotop (fiir jedes Q und jedes ¢).

Es ist klar, daB unsere Definition der Homotopie mit der iiblichen
tibereinstimmen, falls F” ein Polyeder ist.

7. Satz 2. O, seien zwei zusammenhingende kompakte separable

abelsche Gruppen. Fiir jede stetige Abbildung f von & in G gibt es
einen und nur einen stetigen Homomorphismus hs, der zu f homotop
1st,

Beweis. 1) Der Fall G=% (Torusgruppe). Es sei &=lim¥,,
h.T,=T, Wiahlt man fir eine stetige Abbildung f von & in T ein
geniigend grofes v, so kann man fir dieses » eine stetige Abbildung
f* von %, in ¥ so konstruieren, daB f mit f*h, homotop sei.® Dann
ist H=HpH,, als hy=hph, =heh,” Ist speziell f ein Homomor-
phismus, so 18t sich f» auch homomorph wéhlen, und zwar so, daB
f=s*h, ist® Da nach Nr. 3 hr=f" ist, gilt in diesem Fall h=hph,
=f*h,=f.

Folglich ist fir eine beliebige stetige Abbildung f

hf=hhf,

das heifit aber nach Nr. 2, daB ks zu f homotop ist. Andererseits be-
weist man genau wie in Nr. 3, dafl zwei verschiedene Homomorphismen
niemals einander homotop sein konnen.

2) Der allgemeine Fall. ® sei auf-G,-adisch in der Folge
G=1img%,, »%,=3,
entwickelt. f sei eine beliebige stetige Abbildung von & in ®. Man

setze f.,=7b,,ﬁ Aus f,,=7b,f folgt I%=ii,,hf. Nun ist &, nach der ersten

Halfte dieses Beweises fiir jedes » zu f, homotop. &y ist also defini-
tionsgemil zu f homotop.

Ist f speziell ein Homomorphismus, so ist ks, =f, fir jedes v,
woraus hy,=f folgt. Die weitere Betrachtung verlduft ebenso wie
frither.

8. Folgender Satz laBt sich aus der Nr. 2 mit derselben SchluB-
weise wie in der vorigen Nummer ableiten.

Satz 3. Die Abbildungsklasse einer stetigen Abbildung f eines
Kompaktums F in eine zusammenhingende kompakte separable abelsche

Gruppe G dst durch den von [ induzierten stetigen Homomorphismus

H; der Gruppe BW(F) in die Gruppe BY(®)2® wvollstindig be-
stimmdt.

Ob es fir jeden &-Charakter von BY(F') eine zugehorige Abbildungs-

1) Siehe Fusfnote 3), S. ¥70.

2) Es ist definitionsgemis hr=I H-1, hfy=f vaI;l und hp,=LHp It (=hy
nach Nr. 3).

8) Freudenthal: L ec., Kap. II, Vierter Dualititssatz.
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klasse existiert oder nicht, ist eine offene Frage; jedenfalls gibt es
solehe, wenn F'=@® ist (Satz 2).

9. Satz }. Die einzige n-dimensionale zusammenhingende kom-
pakte separable abelsche Gruppe ®, die sich in den (n+1)-dimensionalen
Euklidischen Raum R™*! topologisch einbetten lif3t, ist die Torusgruppe.

Beweis. Da8 die n-dimensionale Torusgruppe sich in B™*! topologisch
einbetten liBt, ist ohne weiteres klar. Es sei nun & in R" einge-
bettet ; man entwickle & in eine auf-G,-adische Folge

nE,=%,, #<v, lmnZ,=6,

wobei T, alle n-dimensionale Torusgruppen seien. BX(R"*'—@)" ist
nach dem Alexander-Pontrjaginschen Dualititssatz die Charaktergruppe
von BZ(®), also die G,-ale Limesgruppe der Charaktergruppen von
Bx(Z,), die alle mit  isomorph sind ; BY(R**'—@®) ist also jedenfalls
eine diskrete Gruppe vom Rang 1. Andererseits ist BY(R"*1—@®) direkte
Summe der endlich- oder abzdhlbarunendlichvielen mit & isomorphen
Gruppen ; folglich mu8 BY(R"*'—@)22J sein. Dafiir sollten aber fir
fast alle » die von A:*' induzierten Homomorphismen der n-ten Bet-
tischen Gruppen Isomorhismen sein, d.h. es mu8 (nach der SchluB-
bemerkung der Nr. 8) det App+1=11 gelten, also miissen he*! selbst

Isomorphismen sein. Dies bedeutet aber, daB & eine n-dimensionale
Terusgruppe ist, w. z. b. w.

Die Solenoide (G,-adische Limites der Kreisgruppen) lassen sich
also im allgemeinen in eine Ebene nicht einbetten. Sie bilden also
Beispiele der 1-dimensionalen homogenen Kontinua, die in eine Ebene
nicht topologisch einbettbar sind.

1) D.h. die Bettische Gruppe der 0-dimensionalen berandungsfihigen Zyklen in
bezug auf die additive Gruppe J der ganzen Zahlen als Koeffizientenbereich.



