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UBER EINE DIFFERENTIALUNGLEICHUNG m-TER

ORDNUNG IM KOMPLEXEN

ERWIN MUES UND RAY REDHEFFER1

Herrn Professor Ernst Straus zum Gedachtnis gewidmet

Let L defined by (Lf)(z) = pmzmf<m)(z) + • • • + pιzf'(z) +
Pof(z) be an Euler-type differential operator with positive coefficientsp}

and let Ao denote the class of functions analytic in \z\ < 1 which satisfy
/(0) = 0. For example, the function g(z) = cz belongs to Ao, if c is a
constant. Oearly (Lg)(z) = cz(pλ + pQ) and hence, if \(Lg)(z)\ < 1 for
\z\ < 1, we must have \g(z)\ < 1/λ for \z\ < 1, where λ = p0 + pv Here
it is shown that the same result holds for all/ e Ao, providedp0 < 2p2,
and that the latter condition is sharp. Our result solves, in sharpened and
generalized form, a problem that has been open since 1978. An important
aid in the proof is a recent theorem of Brown and Hewitt, which
improves a well-known criterion of Vietoris for positivity of certain
trigonometric sums.

1. Einleitung. Es sei A der Raum der in \z\ < 1 holomorphen
Funktionen und AQ die Unterklasse von Funktionen / e A derart, dass
/(0) = 0 ist. Ausgangspunkt fur diese Arbeit ist das folgende von S. Miller
in [1] formulierte

Problem. Es sei/ e Ao, m e N, und fur \z\ < 1

\zmfim)(z) + zm-ψm'l){z) + • + zf\z) +/(z)| < 1.

Folgt daraus |/(z) | < 1 fur \z\ < 1?
Der Fall m = 1 ist trivial, und der Fall m = 2 ist in einer Arbeit von

Miller und Mocanu [3] enthalten. Hier verallgemeinern wir das Problem
auf Ungleichungen der Form

\pmzmf{m\z) +pm^zm-ιf{m-l){z) + • + pλzf'{z) +pof(z)\ < 1

mit positiven Parametern pj9 j = 0,...,m, und geben auf verschiedenen
Wegen hinreichende Bedingungen fur das Bestehen der Ungleichung
\f(z)\ < l/λ x mit λλ = p0 + /?x an. Offenbar ist dieses Ergebnis optimal,

2z.Zt. als Gastprofessor an der Universitat Karlsruhe mit Unterstϋtzung der Deutschen
Forschungsgemeinschaft.
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d a / ( z ) = z/λj zur Klasse^40 gehort. Im Falle/?; = 1 erhalt man | / ( z ) | <

1/2. Das zeigt, dass die Antwort auf die oben gestellte Frage positive

ausfallt und dass 1/2 (anstatt 1) die korrekte Schranke fur \f | ist. Bei

m = 2 ergibt unser Ergebnis eine Verstarkung und Verallgemeinerung

eines Satzes in [3].

2. Ergebnisse. Fur m ^ N und p ^ R definieren wir einen Opera-

tor L\ A —> A bzw. L: Ao -> v40 durch

(1)

Der folgende Satz wird bewiesen:

pιzf'(z)+pof(z).

Satz 1. Fury = 0,1, . . . ,m sei/?; > 0, sei λ, = p0 + /?l9 sei/ e >40, und

falls m > 3 sei weiter/?() < 2p2. Dann gilt

| ( L / ) ( z ) | < 1 fur |z| < 1 < 1 fur |z| < 1.

Im Falle /?y > 0, die hier vorausgesetzt wird, wlirde man naturlich

erwarten, dass die Funktion/(z) = z/λ{ sozugagen massgebend ist und

die richtige Schranke f u r / e Ao bestimmt. Nach Satz 1 ist das zwar fur

m < 2 richtig, aber nach Satz 2 stimmt es fur m > 3 im allgemeinen nicht:

Satz 2. Es sei m > 3 und p fury Φ 3 seien gegebene positive Zahlen.

Gilt die Behauptung von Satz 1 fur beliebig grosses p3, so ist/?0 < 2p2.

3. Der Fall m < 2. Wir benutzen den folgenden

HILFSSATZ 1 [3]. Es sei f holomorph fύr \z\ < 1, /(z) = Σ™=panz",

p > 1. Es sei 0 < r0 < 1 wλzJ z() = r()^^() e/>z Punkt mit | / ( z o ) | =

| j |aB#b|/(z)|.Z)flΛΛwr

ω = z reell und > P, Re > ω - 1.

Aus der Voraussetzung von Satz 1 im Falle m = 2 folgt mit dem

Schwarzschen Lemma fur z = zn

also wegen Re(Z) < | Z | mit Hilfssatz 1

ι/ωr

/J,ω + />0 <
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Aus co > 1 folgt die Behauptung von Satz 1. Der Fall m = 1 ist noch

einfacher; man setze/?2

 = 0.

4. Zusammengang mit einer Kosinusreihe. Im folgenden sei

(2) Rk{n) = Λ ( Λ - 1) ( Λ - * + 1), * = 1,. ..9n9n e N .

Bei gegebenem/? 0, pl9...9pm e R sei weiter λ π = λπ(/> 0, /? 1 ? . . . ,p m ) defi-

niert durch

(3) λn=PmRm(n)+pm_ιR'"-1(n)+ •••+PιR
ί(n)+p0, n e N.

Man beachte, dass die Funktionen /Λ(z) = zπ, /i e N, Eigenfunktionen

von L mit den Eigenwerten λn sind, d.h.

(4) Lzn = λnz\ n e N.

Fur/(z) = Σ*β / I «nz" e 4̂ ist dann

(L/)( 2 )= Σλnanz\ \z\<\.

Unser Ziel ist, Bedingungenfur die/?0, pl9...,pm aufzustellen, so dass aus

(5) feA, \(Lf)(z)\<\Zf fύr |z| < 1

die Abschatzung

\z\p

folgt. Wir werden uns dabei im wesentlichen auf den Fall p = 1

beschr'anken.

HILFSSATZ 2. Es seip e N, λw e R, λΛ # 0/tir Λ e N, wwJ

(7) j ^ + 2£ γ ^ - > 0 fύrθ<θ<2π.

Dann gilt (5) => (6).

Im folgenden Beweis von Hilfssatz 2 setzen wir ohne Beschrankung

der Allgemeinheit voraus, dass alle auftretenden Reihen absolut konver-

gent sind. Es sei fur 0 < θ < 2m

F(θ) = /(e") = fβ -e'- ,

(7(β) = ( i/ )( β

Λ ) = £ Kane
inβ,
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wobei a0 = ax = = ap_1 = 0 aus der Voraussetzung λn Φ 0 folgt.
Dann ist

und daher

wobei
00 inφ

H(φ) = Σ -T—
n-p λ"

ist. F lasst sich auch schreiben als

(8)

Da

J2" einφeipψG(θ - φ)dφ = 0 fur n = - 1 , - 2 , - 3 , . . .

ist, kann man zu H(φ)e~'p'p in (8) eine beliebige Funktion /(φ) der Form
00

• ^ -

F(θ) = 7Γ- / i/(φ)e- z ^ / > φ G(^ - φ) dφ.

addieren. Bezeichnet man die Klasse solcher Funktionen / mit /, so erhalt
man aus (8), wenn man die Voraussetzung \G(Θ)\ < 1 beachtet,

\F(Θ)\ < inf ^ I(φ)\dφ.

Wir wahlen cn = l/λn+p9 n G N, und erhalten mit dieser Funktion /

Icosnφ
dφ.

Da die in den Betragsstrichen stehende Kosinusreihe nach Voraussetzung
nichtnegativ ist, folgt

\F(θ)\<^,

und das war die Behauptung.

Wir merken noch an: Wenn uber die λn ausser λn Φ 0 nichts
vorausgesetzt wird, dann erhalt man bei der Wahl /(φ) = 0

/ oo Λ 1/2

n-p \Kn\
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Hier brauchen die pj nicht mehr reell zu sein, und auch die Voraussetzung

|(Z/)(z) | < \z\p lasst sich abschw'achen.

5. Hinreichende Bedingungen im Falle m > 3. Um explizite ϋber

die Pj formulierte hinreichende Bedingungen fur die Positivat der

Kosinusreihe

-, 00

f+Σ
2 cos nθ

zu bekommen, wenden wir das folgende Kriterium von Brown und Hewitt

an:

H I L F S S A T Z 3 [2]. 1st ao> aλ> a2> > 0 mit a0 > 0 und

a2k — 2fc + 1 a"lk-^t> = 1 ' 2 , 3 , . . .

so istfύr n G N, 0 < θ < π9

a0 H- aιcos θ -f a2oos2θ + + ancos nθ > 0.

Dieses Ergebnis verscharft einen Satz von Vietoris [5], wobei die

vorige Bedingung durch die starkere Bedingung

2k- 1
aik ^ 2k a2k~1

ersetzt ist. In der erste Fassung dieser Arbeit haben wir den Satz von

Vietoris benutzt, aber dieser hat den Nachteil, dass ausser p0 < 2p2 noch

pγ < 6p3 fur den Beweis von Satz 1 erforderlich ist.

Um (7) mit Hilfssatz 3 im Falle p = 1 nachzuweisen, genϋgt es zu

zeigen, dass ausser λn > 0 noch

(9) 2 λ ^ λ 2 , λ ^ λ ^ (n>2)

und

(10) (n + l)λn£nλn + l9 n = 2,4,6,. . .

gilt. Aus

λ i = Po + Pi, λ 2 = pQ + 2px 4- 2p2

folgt, dass die erste Ungleichung (9) mit/?0 < 2p2 gleichbedeutend ist, und

diese ist in der Voraussetzung von Satz 1 gegeben. Die zweite Ungleichung

(9) folgt aus der Monotonie von Rk(n) als Funktion von «, d&pk > 0 ist.

Sie folgt auch aus (10) die, wie wir jetzt sehen, fur alle n > 1 giiltig ist.
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Wird Rk(n) fur k > n durch 0 ersetzt, so ist (10) mit

(n + ΐ)(po + PιR
1(n)+p2R

2(n)+ •••)

Equivalent. Mit dieser Verabredung ist fur, n,k>\

(n + l)Rk(n) = (n-k + \)Rk{n + 1)

Daher ist fur k > 3

(n + l)PkR
k{n) = (n - k + l)pkR

k(n + 1) < npkR
k{n + 1)

und wir mύssen nur die Gleider in/?0, /?l9 /?2 betrachten.

Die erwύnschte Ungleichung gilt, wenn

n + 1) -(/ i )

ist, und das ist wegen/?0 < 2/?2 fur « > 1 richtig. Zusammenfassend haben

wir den folgenden:

HILFSSATZ 4. Es sei m > 3 w«ί//?7 > O/iiry = 0,1, . . . ,m.

(11) p 0 < 2^ 2 .

Die λn seienfύr n > 1 JwrcΛ (3) gegeben. Dann ist

(12) f + Σ
Λ

Satz 1 folgt offenbar aus Hilfssatz 2 und Hilfssatz 4.

6. Eine notwendige Bedingung. Anstatt mit pj zu arbeiten, setzen

wir fur den Augenblick

f a,zλ = t \ajZ\
7 = 1 / 7 = 1

wobei die linksstehende Reihe zur Klasse Ao gehort und die λy reell sind.

Der Operator L wird also durch die Folge {λy.},y = 0,1, . . . ,/i, bestimmt.

HILFSSATZ 5. Es seien λy fur j = 1,2,...,« positiv mit \λ und λ 2

festegelegt, und es gelte fur jedes Polynomf

(13) ^
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Dabei seien λ 3, λ 4 , . . . ,λ r t beliebig; insbesondere sei erlaubt, dass diese λ

beliebiggross sein dύrfen. Dann ist\2 > lj2λ1 im Falle n = 3 undλ2 > 2λ l 9

ween sowohl n als auch die λ fύrj > 3 beliebig gross sein dύrnfen.

Zum Beweis setzen wir λ = λ 2 /λ 1 und

/ ( z ) = £_z + f! z 2 3 + . . . + η z » m
λ l λ l

Die Bedingung (13) fϋhrt auf

\cλ 4 λc2z 4 λ3η3z
2 4 + \nr\nz

n'l\ < 1

=> |cx -I- c2z + λ 1 η 3 z 2 + - + λ ^ z " " 1 ! < 1,

wobei beide Ungleichungen fur \z\ < 1 zu verstehen sind. Wegen des

Maximumprinzips jedoch genύgt es, statt dessen die Ungleichungen nur

fur \z\ = 1 zu verlangen.

Wir setzen λ y η 7 = Cj fiiry > 3 und erhalten bei η 7 -> 0, λy -> oo,

sup \cλ + λc2z 4- c 3z 2 + + c^z""1) < 1 => \cx\ + |c 2 | < 1.

Diese Bedingung ergibt insbesondere

kil + kzl = 1 => sup |cx 4 λc2z + c 3 z 2 + + cnz
n~ι\ > 1.

| z | - l

Fur 0 < ί < 1 wahlen wir nun cλ = 1 - t, c2 = t, Cj = ^ y _ ^ (y > 3) und
erhalten

sup | l - t 4- ί (λz + α 2 z 2 -f + an_ιz
n~ι)\ > 1.

Hier ist das linksstehende Quadrat gleich

1 - 2 / 4 2ίRe(λz + a2z
2 + 4- an_λz

n-1) 4

und bei ί - > 0 4 ergibt sich die notwendige Bedingung

(14) sup Re(λz 4 a2z
2 4 4 Λ I I _ 1 Z ' 1 " 1 ) > 1.

|z| = l

Z>βr Fα// w = 3.

Wir wahlen a2 = —1/2 und erhalten

sup Re(2λz - z 2 ) > 2.
| z | - l

Mit z = eiθ und x = cos θ ergibt sich

sup 2(λx - x2) > 1,

woraus λ > ]/2 unmittelbar folgt.
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Der Fall n beliebig

Wir nehmen ay e R,

gn(θ) = λcostf 4- a2cos2θ + + an_λcos(n - 1)0

und merken an, dass sup gn(θ) > 1 fur alle aj und alle n > 3 aus (14)

folgt. Im Falle λ < 2, was jetzt vorausgesetzt, wird, wird ein Gegenbeispiel

konstruiert. Zu diesem Zwecke sei c > 0 klein und

/I, 0 < θ < 77 - C

Dann ist

h(θ)<l, Γh{θ)dθ = O, Γ
Jo Jo

Da λ < 2 ist, gilt bei kleinem c > 0

(15) h(θ) < 1, Γ h(θ)dθ = O, - Γ h(θ)cosθdθ>λ.
Jo π Jo

Wir wahlen c > 0 so, dass (15) gilt, und finden dann eine glatte Ap-

proximation g(θ) = h(θ) derart, dass

sup g(θ) < 1, f g(θ) dθ = 0, - f g(θ)cos θdθ = \

ist. (Das geschieht wie folgt: Zuerst finden wir eine glatte Funktion h, fur

die (15) gilt. Dann setzen wir g = nh mit einer passenden Konstante K,

0 < K < 1.) Wird nun

* / = - Γ g(θ)cosjθdθ (j = 2,3,...,H - 1)

gesetzt, so ist gn(θ) -» g(θ) gleichmassig auf [0,77]. Daraus folgt sup gn(θ)

< 1 fur grosses n, also ein Widerspruch.

9. Beweis von Satz 2. Sind pj fur j Φ 3 festgelegt dann ist λ7 eine

Funktion von/?3 allein, \ = λy(/?3). Aus pj > 0 folgt

λj(p3)>p3R
3(j)=p3j(j ~ l)(j ~ 2), j > 3

und daraus folgt λj(p3) -* 00 fur/?3 -> 00,7 > 3. Im Beweis von Hilfssatz

5 war diese Bedingung die einzige notwendige; die Tatsache, dass die λy

nicht unabhangig gegen 00 streben spielt keine RoUe. Daher folgt λ 2 > 2λx

aus der Voraussetzung von Satz 2, und dies ist mit p0 < 2p2 Equivalent.

Der Fall n = 3 in Hilfsatz 5 bezieht sich auf Polynome / von Grad 3 in

Satz 1, und der Fall n -> 00 bezieht sich auf Polynome von Grad n -> 00.
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8. Schlussbemerkung. Im Falle m > 3, pjr = 1 kann man durch
eine leichte Abschatzung direkt zeigen, dass die Kosinusreihe in Hilfsatz 2
positiv ist. Daraus gewinnt man eine Lόsung zum Miller-Mocanu Problem
(mit der verbesserten Konstante 1/2) die durchaus kurz und elementar ist.
Der Fall p} = 1 lasst sich auch durch den Satz von Young [6] erledigen.
Diese und weitere Ergebnisse ϋber das hier behandelte Thema sind vom
ersten Verfasser, Universit'at Hannover zu erhalten.
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