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Pour é&tudier les points singuliers des équations différentielles
linéaires, j’ai déja remarqué® 1’importance des théorémes d’existence
des solutions du probléme généralisé de CAUCHY:

Etant donneés un systéme di_ﬂ“‘érentiel ordinaire-

(D) %’Z=fp(t,xl,....,x,,) r=12,....,m)

et les n paires de nombres

(2) (tl’xg)’ (tz, a;g)’ eee ey (tn’xga)’

(1) M. FUKUHARA, Sur les singularités des fonctions définies par des équations différ-
entielles, I, II, Jap. Jour. Math., 8 (1931).
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chercher s’il existe une solution de (1) telle que
(38) : zz:z,,(vt,,,)——--wG : =12,....,n).

Dans mes deux mémoires precedents J’ai utilisé, pour traiter ce
probléme, la méthode des approx1mat10ns successives, car la premiére
méthode de CAUCHY qui posséde une supériorité incontestable con-
cernant le probléme de CAUCHY (au sens strict) devient impuissante
pour ce probléme généralisé. Mais la méthode des approximations
successives a, comme on le sait, ce point faible qu’elle exige, pour
assurer la convergence des approximations successives, de certaines
régularités sur les fonctions f,(¢, 21, ...., x,) outre la continuité.
Pour combler cette lacune j’ai été obligé d’introduire une autre
méthode, qui se base sur un théoréme d’existence des points in-
variants dans l’espace a un nombre fini de dimensions. A P’aide
de ce théoréme d’existence des points invariants, nous pouvons
démontrer le théoréme suivant qui a été énoncé sans démonstration
dans mon ouvrage sur la théorie des équations différentielles or-
dinaires®: Soient @,(t), w,(t) (p=1, 2, ...., n) des fonctions con-
tinues respectivement dans des intervalles I, dont les intérieurs
coincident avec un intervalle ouvert I, les w,(¢) ne prenant que des
valeurs positives. Supposons que les f,(¢, x) soient des fonctions
continues par rapport a (21, %2, ...., 2,) dans le domaine

(4) | #p—p(t) | < wa(t) =1, 2,---.,7&)

quand ¢ reste fixe dans I, et mesurables dans I quand les x, restent
fixes. Supposons de plus que

(8) | fo(ts @) | S F(t) =12 ....,n)

F,(t) désignant une fonction sommable dans tout sous-intervalle
fermé® de I,. Soit ¢, n nombres donnés appartenant respectivement

2) @, ""‘ﬁﬁ}jﬁgﬁeﬁ (H¥ssrE) 1268. Ici nous avons supposé la continuité par
rapport &4 t. Mais cette restriction n’est pas essentielle.

(3) Nous appellerons fermé tout intervalle de 1a forme a <t < b, I'une des extrémitds
a, b ou toutes les deux pouvant devenir infinies. Donc l’mtervalle ast <+ oo
n’est pas fermé suivant notre terminologie.
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a I, et ) n nombres.donnés satisfaisant aux conditions

(6) | 2% —@o(ty) | < wp(ty) P=1,2,....,17) .

Supposons enfin que I’on - ait

(7)

B+ | Sl o) di—gp () | Sp()  @=1,2,....,7)

F4

quelles que soient les fonctions x,(f) continues dans I et satisfaisant
aux conditions

(8) |xp(t)_'¢p(t‘),_—<_—_—wp(t) Cp=12,....,m).

Alors le systéme différentiel (1) admet au moins une solution®

xp, = x,(t) telle que les fonctions x,(f) sont continues dans I, res-
pectivement et satisfont aux conditions

xp(tp) = 3, »=12,....,m).

Le chapitre premier est consacré a la démonstration de ce

théoréme. Dans le chapitre II nous appliquerons ce théoreme aux
équations de la forme '

* n (B5—rp)t :
(9) %=j_lcm-(t)e’ Y @=1,2....,7),

les u, étant des constantes réelles. Désignons par x un des nombres
t4p €t supposons par exemple que I’on ait

(10) J7A ﬁ@?_]ll coi®) | < p—po| —p'  pOUr pp==p,
en posant
11) max{ Tlﬁf_.‘ | epi(t) | } = max {p,;,} = 4.
wp=p lt>+eo 7=l B =i

D

(4) Une solution du systéme différentiel est, par définition, un systén:le des n fonctions

continues xp(t) telles que x,(f) soient respectivement les intégrales indéfinies
(au sens de M. LEBESGUE) des fonctions f»(¢, = (¢)).
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Nous chercherons d’abord s’il existe une solution z,(¢) de (9) tell
que

e 1 ' /7
| tll?l 5 log | z(%) | <p—pp~i2§§ {,u,q} »=12,...., n)
(12) 2plr) = 7 (ko = )
2p(h) = z% . (up < 1)

Ieé h, T(h <7<+ ) et les 2} étant des nombres d(_mnés. On verra
Pexistence et I'unicité de la solution pourvu que % soit assez grand,
et obtiendra = inégalités qui donnent des limites supérieures des
modules |z,(Y)—23|, ou nous supposons 2} =0 pour u,>ux. Done
si I’on pose

(M = max {|2,0)] ']

(13) | M) = max {15 ™)

| My(f) = max {l 2o(t) | e"”t}

et si I’on suppose 2 = 0 pour u, < u, ces n inégalités donneront des
relations entre |z,(t)—z}| et Mi(r). Grace au théoréme d’unicité
nous pouvons considérer  comme variable indépendante,' et nous
pouvons en déduire des relations entre M(t), Mi(t), Mx(t). Ainsi
nous arrivons a ce résultat: La solution de (9) satisfaisant aux condi-
tions (12) remplie les relations suivantes

(14) (p—p)t—o(t) <log Mi(t) < (u+ u/)t+o(t)
(15) M@) = O(M(t) ) .

En particulier, st ' = 0 on obtiendra

(16) log Mi(t) = ut+o(t) .
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Il en découle un théoréme de M. LETTENMEYER® : Si7 a,{t) sont des
SJonctions continues de t ayant des limites finies a,; lorsque t— + o,
le systeme difféerentiel®

a7) ”{:; - j"g;am-rt)x,- ®=1,2....,7)

admet n solutions independantes

(18) 1 = X15(8), %2 = a2(t), ...., Tp = Xn;(t)
G=1,2,....,m)

telles que

a9 max { ,a(9) | | = gt +0(0)

en designant par u; les parties reelles des n racines de Iéquation
caracteristique

an—Ai = G2 ceee A1pn
azl (1»22—'& ) azn ‘

(20)  |=o.
An1 Qn2 . Qpn— A

Dans le chapitre III nous referons le calcul dans des hypothéses
plus restrictives. Les résultats de MM. LETTENMEYER, SPATH et
PEYOVITCH® y seront discutés précisément, car leurs résultats me
semble vagues encore. Par exemple, st les a,(t) sont développables
asymptottquement dans le voisinage de t = + o comme il suit:

a -
(21) apj(t)‘\"apj-l—atm +....+CZ:’+....

(6) Stsber. Akad. Munchen (Math.-naturw, K1.) 1929.

(6) Pour amener le systéme (17) &4 1a forme (9) oﬁ'cm(t)=o (1), voir fBIE, s R H
G 3% k) 169-1651 .

(7 Math. Zeits. 30.

(8) Publication math. Univ. Belgrade, 1, 1932.
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et st les m racines de I’équation caractéristique sont toutes differentes,
on peut développer la solution de (17) asymptotiquement dans le
voisinage de t = + . Pour le démontrer on forme d’abord n séries

1) (k)
(22) x,,~e“t"{3p+BTp+....+%—;c-+....}

qui satisfont formellement aux équations (17) et ’on pose

q“vé(t)—gl Gpi(t)Pi(t) = a'p(t)en .
%, = $,(t) est une solution des équations linéaires non homogeénes

(23) %”z_” — ﬁl i ); -+ .y (£) =12 ....,m).
2

Nous chercherons si (17) admet une solution: x, = ¢,(f) telle que
| (&) —F(t) | = O(~** ")

en désignant par u, v les parties réelles de 4, p. Nous sommes
ainsi conduits 2 un théoréme de comparaison de deux systémes dif-
férentiels (17) et (23). On peut en déduire que les (22) sont les
développements asymptotiques d’une solution de (17). Pour arriver
a ce résultat on devra beaucoup préciser les résultats de M. LETTEN-
MEYER, en les étendant au systéme non linéaire. Ce mode de raison-
nements a été employé dans mon ouvrage déja cité®. Dans le
présent mémoire nous montrerons comment on peut étendre cette
méthode aux équations différentielles linéaires de la forme

—‘%’=t“2am(t)wj rp=12,....,7)
J=1

) mE, BHsFERE (kM) 166-1725.
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ou les a,i{t) sont développables asymptotiquement sous la forme (21)
et a désigne un entier non négatif. Je termine ce mémoire en

montrant quelques applications a la recherche des conditions pour la
stabilité.

CHAPITRE 1
INTRODUCTION

I.—THEOREMES D’EXISTENCE DES POINTS
INVARIANTS(

1. Transformations continues dans ’espace a m dimensions.
Nous appellerons étoile de centre o tout ensemble E contenant o in-
térieurement et tel que chaque demi-droite partant de o contient au
plus un point frontiére de E. MM. BIRKHOFF et KELLOG"? ont démontré
le théoréme suivant qui est la base de mon présent mémoire.

Théoreme 1. Si Z =f(x) transforme d'une maniére continue
chaque point x d’une étoile fermee et bornée K a un point x de K, il
existe au moins un point invariant relatif & cette transformation,
c’est-a-dire un point x tel que x = f(x).

Nous allons en déduire le théoréme suivant.

Théoreme 2. St Z =f(x) transforme d’une maniére continue
chaque point x d’une étoile fermeée E o un point * d’un ensemble
borné A contenu dans K, il existe au moins un point invariant relatif
a cette transformation.

Soit 0 un des centres de I’étoile E. Si ’on prend un nombre
positif R assez grand pour que la sphére®® S de centre o et de rayon
R contienne A, ¥ = f{x) transforme d’une maniére continue chaque

(10) Dans cette section les valeurs que prend la fonction peuvent étre des nombres
complexes, ou plus généralement des vecteurs libres dans un espace 4 un
nombre fini de dimensions. Mais la variable indépendante ¢ est toujours
réelle.

(11) BIRKHOFF and KELLOG, Invariant points in function space, Trans. Amer. Math.
soc., 238 (1922). Voir aussi M. FUKUHARA, Sur les systémes des équations
différentielles ordinaires, II, Jap. Jour. Math., 5 (1930).

(12) Nous supposerons que la surface de la sphére lui appartient.
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point x de SE a un point  de SE. SE est évidemment une étoile
fermée et bornée. Il existe done un point invariant.

2. Degré de continuité d’une fonction continue. Avant d’éten-
dre le théoréme 2 a I’espace fonctionnel il convient d’introduire une
notion : degré de continuité d’une fonction continue.

Théoréme 3. Si une fonction S (t) positive et bornée dans I’inter-
valle 0 <t < h converge vers zéro lorsque t tend vers zéro en deécroissant,
il existe une fonction continue F(t) convexe vers le haut dans I’intervalle

0<t<h et telle que f(0) = 0, f(t) < F(¢).

Nous supposerons, pour simplifier les considérations, la fonction
S(t) semi-continue supérieurement. Sinon il suffit de la remplacer
par le maximum @) de fat. Soit yo>f(t) pour 0<t<h et con-
sidérons I’ensemble E, des valeurs ¢ pour lesquelles on a yo+ c(t—h) >f(t)
dans 0 <t <h. La borne supérieure ¢, de Eo n’est pas négative
puisque ¢ = 0 appartient a Ey,. Désignons par 2¢ la borne inférieure
des valeurs +(0 <+ < h) telles que P’on ait yo+co(r—ts) = f(#)(& = k).
S’il n’existe pas de telle valeur =, on pose & = 0. Nous posons

F(t) = yo+ co(t—1to) pour H=<t<t.

Si ¢ >0, nous cosidérons ’ensemble E; des valeurs ¢ pour lesquelles
on a yi1+c(t—t) > f(t) (y» = F(¢t)) dans ’intervalle 0 < ¢t <t et désig-
nons par c; la borne supérieure de E;. c¢; est plus grand que ¢,. Puis
nous désignons par 2¢; la borne supérieure des valeurs +(0 <+ <¢)
telles que I’on ait y1+ci(r—t) = f(r) et posons

F(t) =Y+ Cl(t—tl) pour (2] g t < t .

Et ainsi de suite. Si aprés un nombre fini d’opérations on obtient
t. =0, la fonction F(f) est définie et continue dans P’intervalle
0 <t <h et satisfait a 'inégalité f(t) < F(¢). Elle est convexe vers
le haut puisque le nombre ¢; croit avec j. ¢, étant égal-2 0, on
obtient ‘



Sur les Points Singuliers des Equations Difiérentielles Linéaires 21
F(0) =f(0) =0.

F(t) remplit donc les conditions voulues.

Si ’on obtient une suite infinie de nombres: &, &, ..., I,

. cette suite converge vers 0 puisque 2t, <t.,—1. La fonction F(¢)
est donc définie et continue dans l’intervalle 0 <t < h et satisfait a
linégalité f(t) < F(f). La semi-continuité supérieure de f(¢) et la
définition des nombres ¢, entrainent f(2t,) = F(2t,). Puisque
lim f(2¢t,) = 0, on a lim F(2t,) = 0. La fonction F(f) étant monotone,
on a 1}2‘10 F(i)=0. T.a fonction F(t) est convexe vers le haut puisque
¢; croit avee 5. Le théoréme est donc établi.

Soit 5(8) une fonction continue, positive et convexe vers le haut
dans P’intervalle 0 <<t < 4+ . Nous dirons qu’une fonction f(¢) est
continue 7(8) dans un intervalle I si ’on a | FiN—f@'") | < 5(8) pourvu
que la différence |t'—t’’| de deux nombres ¢/, t’’ appartenant a I
soit inférieure a d.

" Théoréme 4. La limite d’une suite convergente de fonctions con-
tinues 7(8) dans un intervalle I est aussi continue n(8) dans I.

En effet si une suite de fonctions

Ji@®), (@), ..oy fu@®)y o--.

converge vers une fonction f(¢) et si I’on a |f,(t)—fat’’) | <7 on a
| f)—ft'") | <75, ce qui démontre le théoréme.

Théoréme 5. Si une fonction f(t) est continue n(8) dans a <t b,
une fonction F(t) continue dans a <t <b, linéaire dans chagque inter-
valle t; ., <<t<t; G=1,2,...,m), 00 a=1t<t<...<t,<b, e
coincidant avec f(t) pour t=1¢(3=20,1, 2, ..., n) est ausst continue
7(d) dans a < t<b.

L’ensemble E des points (¢, ) tels que
L <t<+ oo, e—f(t) | <2(t—15)

forme une figure convexe puisque 7(t) est une fonction continue,
positive et convexe vers le haut. f(t) étant continue 7(5), les points
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(e, fte)) (k =3, +1, ...., n) appartiennent &4 E. Donc la ligne
brisée joignant ces points successivement se trouve dans E. II
s’ensuit que

| F@O—F(t) | <n(t—1ty) pour t=>%;.

Prenons deux nombres quelconques ¢/, t'’ (¢’ <t’’) appartenant a
a<St<b. Sit <t <<t <t on aura

| FE")—F ()| = | Ftj-1+t"—t')—F(t;.) | <n@"—t).
Si 4t <4<t on aura
| FE")—F) | <nt"—t), |FE")—F@E-1) | <" —t;).

Ceci signifie que les points (£, F(t-1)), (¢, F(t;)) appartiennent a
I’ensemble Eoy des points (¢, ) tels que :

t<t”, |e—F@") | <n(t"—?).

E, formant une figure convexe, le segment joignant ces deux points
se trouvent dans E, et I’on a

| FE¢)—F@") | <n(t"—¢). C.Q.F.D.

3. Transformations continues dans I’espace fonctionnel. Soit
& une famille de fonctions continues dans un intervalle I, et sup-
posons qu’a chaque fonction f(¢) de ¥ on a fait correspondre une
fonction: continue dans I, de maniére que si une suite de fonctions
de § est uniformément convergente dans tout sous-intervalle fermé
et borné de I, la suite des fonctions correspondantes le soit aussi.

Alors cette correspondance s’appelle transformation continue de la
famille % .

Théoréme 6. Si f(&) =Ff(®OI|T transforme d’une maniére continue
chaque fonction f(t) continue dans un intervalle I & une fonction f(t)
continue dans le meéme intervalle I et si de plus la famille ¥ des
Jonctions tranformées f(t) est bornée et également continue dans tout
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intervalle fermé et borné contenu dans I, il existe au moins une fonc-
tion invariante relative a cette transformation, ¢’est-a-dire une fonction
f@) telle que ft) =) | T.

Supposons établi le théoréme dans le cas ou I est un intervalle
fermé et borné. Si I n’est pas un intervalle fermé et borné, nous
considérons une suite croissante d’intervalles tendant vers I:

<t <b, G <t<DBy, .eeee, UntZbn,.-..

Soit ¢(f) une fonction continue dans a, < t<b,, et posons

o(t) - pour @, <t by
f@) =1 ola) pour t < an
(b) pour b,<t¢.

f(®) est continue dans I. Nous poserons
) =) T pour a,<t<b,.

La transformation qui fait correspondre ¢(t) & () = @(¢)|T»n est
continue, les fonctions ¢(f) et &(f) étant continues. De plus la famille
des fonctions transformées @(t) est bornée et également continue.
Par suite, d’aprés la supposition, il existe une fonction @n(t) invariante
relative a T, . Posons '

" @n(t) pdur a, <t<b,
Fa)=13 @u(a) pour t < Gn
Pn(b) pour b,<t.

La famille des fonctions f,(f) est bornée et également continue dans
tout sous-intervalle fermé et borné de I. On peut donc en extraire
par le procédé diagonal une suite partielle convergente. La limite
de cette suite est une fonction invariante relative & T puisque la
transformation T est continue.

Nous supposons donc Dintervalle I fermé. Soit 8 un nombre
positif et désignons par e(8) la borne supérieure des différences
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[F@)—=Ff@") ], ou f(t) désigne une fonction queleonque dans § et ¢/,
t’’ deux nombres queleconques dans I: a<t<b, dont la différence
ne surpasse pas §. D’aprés I’égale continuité de la famille &, )
converge vers zéro avec 8. Il existe done une fonction 7(t) continue,
non croissante, convexe vers le haut, satisfaisant & l’mégahté
e(t) < n(t) dans l’intervalle 0<t<b—a et s’annulant pour t=0.

Nous posons 7(f) = n(b—a) pour ¢>b—a. Toute fonction de & est
continue 7(9) dans ¢ <t <b. Intercalons entre a et b d’une maniére
arbitraire une suite de nombres eroissants

G=t<t<....<ty1<ta=.

A un point (2,22, ...., 2,) dans P’espace FE, nous faisons cor-
respondre une fonction f(¢; ) continue dans a < t<0b, linéaire dans

chaque intervalle t, <t <t;u(7=1,2, .... , n—1) et coincidant avee
%; pour ¢t =#;. Désignons par z =« | T le point dont les coordonnés
sont f(t1; ), flta; @), ...., ftn; ), St ; x) étant la fonction trans-

formée f(t; )| T. ¥ transforme d’une maniére continue chaque point
® de E, 4 un point 2 dans une ensemble borné. Il existe done un
point invariant relatif &4 T. Désignons par o(t) la fonetion corres-
pondante, c’est-a-dire la fonction telle que o(t) = o) | T pour t=1t,,
t2, ...., ty, et linéaire dans chaque intervalle LSt tu(f=1,2,

..., »—1). La fonction transformée &(f) = @(t) | T étant continue
7(8) dans a <t<b, le théoréme 5 montre que la fonction o(¢) est
aussi continue #(8) dans le méme intervalle.

Considérons maintenant un ensemble dénombrable de nombres
dense dans a <¢<b. Désignons par 1, 72, ...., T, .... les
nombres de cet ensemble. Alors il existe, comme on 1’a vu plus
haut, une fonction £,.(¢) continue 7(8) dans @ <t <b et satisfaisant
aux relations

Fa(rd) = Julrs) ¢G=12...., n) .

La famille des fonctions f,(f) est bornée et également continue. On
peut donc en extraire une suite uniformément convergente. Grace
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a la continuité de la transformation T la limite de cette suite est
une fonction invariante relative a 7. Le théoréme est donc établi.

IL—APPLICATIONS A LA THEORIE DES EQUATIONS
DIFFERENTIELLES®

4. Théoréeme d’existence. Démontrons maintenant le théoréeme
énoncé au début de ce mémoire.

Théoréme 7. Soient @,(t), w,(t) @=1,2,..., n) des fonctions
continues respectivement dans des intervalles I, dont les intérieurs
coincident avec un intervalle ouvert I, les wy(t) me premant que des
valeurs positives. Supposons que les f,(t, x) soient des fonctions con-
tinues par rapport ¢ (x1, 2z, ..., %,) dans le domaine

,xp_¢1’(t) l g wp(t) '(p = 1’ 2’ co ey n)

quand t reste fixe dans I, et mesurables dans I quand les x, restent
fixes. Supposons de plus que

| folt, 2) | < Fo(t) | C w=12,....,m),

-

F,(t) désignant une fonction sommable dans tout sous-intervalle fermé
de I,. Sotient t, m mombres donnés appartenant respectivement a I, et
x5, m nombres donnés satisfaisant aux conditions

lm(z):_ﬁpp(tp) l—gwp(tp) (p =1,2,...., 'n) .

Supposons enfin que 'on ait

7+ | 1,02, 2(8) dt— () | < ws(®) ®=1,2....,7)

(13) Dans cette section et dans les chapitres suivants les valeurs que prend Ja fonction
sont des nombres complexes s’il n’y a pas de mention contraire. La variable
indépendante est toujours réelle. Les fonctions de ¢ que nous considérerons
sont toujours supposées mesurables. '
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quelles que soient les fonctions x,(t) continues dans I et satisfaisant
aux conditions

pr(t)‘¢p(t) | < wp(?) =12 ....,m).
Alors le systeme différentiel

dx,

. = filt, @) =12 ....,m)

(1)

admet au moins une solution x, = x,(t) telle que les fonctions x,(t)
sont continues dans I, respectivement et satisfont aux conditions

(2) Xp(tp) = 22 : p=12,....,n).

Soit un systéme de n fonctions continues dans I: f,(t)(p =1, '2,

., n). Nous faisons lui correspondre un systéme des n fonctions
définies comme il suit: Pour les valeurs de ¢ ou ’on a |f,(t)—q,(t) |
o) (p=1,2,....,7n) nous posons x,(t) =f,(t); pour les valeurs
de ¢ ou une au moins de ces inégalités n’est pas satisfaite nous
posons

_ nx [16Q)] b —
%@ =50 [max (LAL p=12. 0.

Alors le systéeme des x,(t) satisfait aux inégalités
| 25(t) — @p(t) | < wp(?) =12 ....,m)

et varie d’'une maniére continue avec le systéme des f,(t). Posons
ensuite

E,(t)=x2,+§fp(t, x(t) ) dt r»=12,....,n).

Alors la famille des fonctions f,(¢) est bornée et également continue
dans tout sous-intervalle fermé de I et le systéme des » fonctions
f»(t) varie d’une maniére continue avec le systéme des n fonctions
fp(#). Le théoréme 6 montre done qu’il existe un systéme des =
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fonctions f,(f) tel que f,(t) =f,(tf) dans I. Ceci signifie qu’il existe
au moins une solution du systéme des équations intégrales

2,(t) = xg+jfp(t, 2(2)) dt p=1,2, ....,7).

i

C.Q.F.D.

5. Théoreme d’unicité. Pour que ’on puisse affirmer I'unicité
de la solution nous devons introduire d’autres conditions. Le théoréme
d’unicité que nous utiliserons fréquemment est le suivant.

Théoréeme 8. Outre les hypothéses exposées au theoréme 7, nous
supposerons que si le systéme des fonctions x,(t) satisfail auwx inegalites

(3) | 25(8) — po() | < Cowp(t) r=12...., n)

on ait

(4) 0 +S £t 2() dt—pp(®) | < oCop(®) @ =1,2,....,7)

i

on C est ume constamte positive quelconque et o un nmombre positif
moindre que 1. Alors x, = @y(t) est la solution unique du systéme
differentiel (1) satisfaisant aux conditions (2).

En effet, si «, = x,(f) est une telle solution, désignons par C la
borne inférieure de ’ensemble des nombres C pour lesquels on obtient
(8). Nous aurons alors (3) et par suite (4). Puisque

wt) = a3+ | £olt, @(®) dt ®=1,2....,m)

par hypothése, nous aurons
| 25(8) —p(t) | = 6Ce0s(?) »p=12,....,7m)

par suite ¢C = C, ce qui entraine C=0. C.Q.F.D.
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CHAPITRE II
EQUATIONS A COEFFICIENTS BORNES
I.—EQUATIONS HOMOGENES.

6. Theoréme d’existence. Nous appliquerons dans cette section
les théorémes 7 et 8 aux équations linéaires

P«j—ﬂp)t

(1) ‘(lzztp .—_-gcm'(t)g( Zj »=1,2,....,m)

les u, étant des constantes réelles. Soit
h<r+<+ o

et définissons les nombres =, par

+ o (po > 1) »
(2) TP =1 T (e = p)
h (o << ) -

Nous allons chercher d’abord si le systéme (1) admet des solutions
telles que

(3) | 2olrp) = 2%, (o < 1)

(4) (1) =2 | < Cexp {(—p)t +| j 7, ) dt| | = Cuntt, 7)

(p=1,2"“-9n)’

ou les nombres 2, sont nuls pour u, > p et arbitraires pour o Z
C est une constante suffisamment grande et

() pour T <t<+ oo

(5) v, ) = {
v(t) pour A<t~
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7(t), 7(t) étant des fonctions que nous définirons dans la suite. Sup-
posons que

n

(a) 21 enil(®) | = 72(0) r=12....,m)

J=1
(6) |2 | < Co@wyp(t, ) (er Z ) -

Des inégalités (4) et (6) on déduit

20| SCA+3@) wplts ) @ =1,2...,m) .
Par suite
(M| [ Sedao)dt| < | [ @a+80) 7o) watt, 7 e

r=1,2,....,m).

Done, d’aprés le théoréme 7, la solution existe si

(b) | [ @+800) 70 @ty 7 dt | < o®) @rtt, )

=12, ....,n),
(c) 0<<a®) 1.
D’aprés le théoréme 8, la solution est unique si
(¢) 0<o(t) =o<1,

o étant une constante. Nous supposons que le minimum de la fone-
tion 8(t)w,(t, ™)(up, < u) est atteint pour r = +,. Pour cela il suffit que

(d) 5(8) ¥(t) = —&'(£) = 0
(e) (p—pup)(E—h) = j v(t) dt+ log »g%) (o < 1) -

Si ces conditions sont satisfaites, nous pouvons prendre pour C une
constante quelconque telle que

(8) cC= 1 max {ﬁﬁ—}

81 e Lap(Tss 7)
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Si les nombres 2 sont nuls pour u,<p, les hypothéses (e) sont
inutiles. Nous arrivons ainsi au théoréme suivant.

Thoéréme 999, Supposons que les c,(t) sont des fonctions som-
mables dans tout sous-intervalle fermé de Uintervalle I: h <\t <+ o
et qu’il existe des fonctions wy(t), V&), Y(t), 3(¢t), o(t) remplissant les
conditions (a), (), (¢), (d), (e) dans I, ou les nombres =, sont définis
par (2) (A< <+ ) et la fonction ¥(t, ) est définie par (5). Alors,
etant donnés les nombres 23, qui sont nuls pour u, > u mais arbitraires
POUT up =, il existe au moins une solution telle que

(3) | 2p(Tp) = 23 ' =12,....,7m)
(9) | 2p(8) — 25| = Cowplt, 7) =12 ....,n),

on C est une constante quelconque satisfaisant & inégalité (8). Si la
solution est unique on obtient '

|25 |
wp('rps 'T)

=12,....,n).

(10) |20) = 21 <29 max

() wy=w

}cop(t, T)

St les 23, sont nuls pour p,<u, les hypothéses (e) sont inutiles. Pour
que Von puisse affirmer Punicité de la solution, il suffit de supposer
(¢') au liew de (c) mais les hypothéses (d) et (e) sont inutiles.

Pour obtenir les inégalités (10) il suffit d’appliquer les inégalités
(7) et (b) aux relations

t
2u(8) = 2 +j rﬁl‘, Coi(t)esB)dt w=1,2....,7)

en définissant la constante C par

(14) Il n’est nullement nécessaire qu’il existe un p, égal & ..
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7. Hypothéses sur les fonctions: «,(t), ¥(t), ¥(t), &), o(%).
Démontrons que si ’on a

-1 lim E | cps(?) l+11m Z [ cai(®) | <|p—pal

t>+o0 g=1
(F'p=ll'v I-‘q:}"/")

et si ’on prend le nombre & assez grand, nous pouvons déterminer
les fonctions ,(f) , 7(t) etc. de maniére que les conditions exposées
au théoréme d’existence 9 soient remplies.

LES FONCTIONS w,(f). Déterminons d’abord les ,(t) de maniére
que

(A) > lew(® | S 75(0) (P=1,2....,7)
12) }}glm')'p(t)ﬂlm Yet) <|p—pal  (o=p pa=Ep) .

LES FONCTIONS 7¥(t), ¥(t). Puis nous déterminons les fonctions
Y(t), Y(t) de maniére que

1s) - 7(t) S (D), 7(t) < 7(0) (pp = )
(14) thm 'y(t)—i—hm Vo(®) < pa— (pg > 1)
(15) lim 'Y(t) +hm Yo(t) < p—pa (pg < p)-

t>+0
Nous pouvons supposer de plus que

(16) lim 7(t) > llm vo@t),  lim (@) > hm 7o(t)

t++oo t»+oo
(,U'P = I"') ’
mais nous considérerons aussi le cas ou

lim ¥(t) = hm v»(t) ou lim ¥(t) = llm A L))

t>+oo t»+oo

pour certains des indices p (u, = p). Nous supposons alors

a7) | F(t) = () = Y(£)
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- St‘r(t)dt _
(18) e =0 (”—“)ﬂ;*@ (o = 1.

LA FONCTION &(¢). Si les conditions (14), (15), (16) sont remplies,
les_conditions suivantes

(D) V()S(E) = —&'() =0 (p < )
(E) | 8'(2) | 1 8@®) +7(t) < p—peo (4p = 12)
(19) () = (1+8(2) ) V»(2) | (o = )
(20) Y@ + (1 +8@)) 7(t) < pe—p (pa > )
(21) YR+ 1 +8(1)) 7 (t) < p—pe (pg < p)

seront remplies, en prenant pour 6(¢) une constante positive suffisam-
ment petite. Naturellement on doit supposer le nombre % suffisam-
ment grand. Siles conditions (16) ne sont pas remplies nous définirons
(t) par

—8'(t) = Y()3(t)

ce qui donne

z
- {v@ae

8(t) = S(h)e *

La relation (18) entraine (19) pourvu que 8(k) soit suffisamment petit.
Les conditions (14), (15) entrainent (20), (21), en supposant, s’il est
nécessaire, que le nombre 8(k) soit assez petit et que le nombre %
soit assez grand. La condition (D) est remplie par la définition de
(). Les conditions (E) deviennent

L+3(R)) 2(t) < p—pup (o < p)
qui sont remplie par (15) quand % est suffisamment grand.

LLA FONCTION o (¢). Si l’'on prend o(f)=1, les conditions sui-
vantes

(B) [ &' (®) [+ (1+8@)) 70(8) < o (8)7(2) (1p = p)
(B') I '@ |+ @ +81) ) 7.(8) < o()2(2) (1 = p)
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B - o®){p— p— V() =1 o't |+ (1 + 8(2)) 7»() o > 1)
B oW {p—p—®) Z @D A+ O (<)
. (O) : 0<o®) =1

seront remplies.

Les conditions (A), (C), (D) sont les mémes qﬁe (a), (¢), (d). Les
conditions (E) entrainent (e) et les conditions (B), (B’), (B’'), (B’’’}
entrainent (b). Ainsi notre assertion est vérifiée. Pour que I’on
puisse affirmer ’unicité de la solution, il suffit 'q'ue ’on puisse "p‘x‘éndi“e}

©) 0<ot) o<1
au lieu de (C) ; les hypothéses (D), (E) sont inutiles. Si les 23 sont’
nuls pour u, < pu, les hypothéses (E) sont inutiles.
8. Choix des fonctions: «,(t), ¥(t), Y(¥), &), o(t).
1° Pour que l’on obtienne des conditions d’unicité, nous prendns
(F) st =0
(C) a(t) = o (constante positive) <1.
Nous aévons déterminer les fonctions ry;,(t), ¥(t), ¥(t) de maniére que

les conditions (A), (B), (B’), (B')), (B'’') soient remplies. Ces condi-
tions deviennent ici

- (Ap g | eoi(®) | £ 7u(t) - ‘ (b =1,2,....,7)
(B) O<A® . (=)
B ~ <o . (=)

(BY) o(pp—p—() ) = 7.() N (P
B ewmmere)ZWme (o < )~

Les conditions (9) deviennent d’autant moins: restrictives que les.
fonctions #(¢), ¥(¢) sont plus:.grandes. .1l est donc naturel de déter-:
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miner ces fonctions aussi grandes que possible, car si certaines
conditions entrainent I’unicité de la solution, les conditions plus
restrictives I’entraineraient tout de sunite. Posons

Hm 7,(2) = 4 r»=12,....,7m).

£ +oo
Si les conditions (12) qui peuvent s’écrire
st pe<| p—pq | oo = p»  paFp)
sont satisfaites, on peut prendre |
(22) V) = p—pu, Y@t) = p—p
ou x, p sont des constantes quelconques telles que
(23) ptp <p< pa—py (o =p» pa>p) s
(24) p—pp > B> pat g (o =p, pe<<p);

le nombre % doit €tre pris assez grand. Quant aux fonctions o,(f)
il suffit de prendre

n

>3 | enil®) | < 75(0) =12 ....,m).

J=1

Les conditions (By), (B), (BY), (B//) deviennent

() =< o(p—p), 7o) < o(p—p) (o = )
o(u—B) ZVs(t) | (up > )
o(p—pp) = 7p{?) (pp <)

qui sont remplies griace aux conditions (23), (24) pourvu que % soit
assez grand et o assez voisin de 1.

~ 2° §’il existe une solution satisfaisant a certaines conditions,
Pexistence d’une solution satisfaisant a des conditions moins restrie-
tives est évidente. Donc le théoréme d’existence deviendra d’autant
plus efficace que les fonctions 7(¢), ¥(£) sont plus petites. Il est done
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naturel de déterminer ces fonctions aussi petites que possible en
supposant

(Cy) ~ o) = 1.
Posons
(@) = (@) = @)
et prenons pour «(t) une fonction satisfaisant a la condition

lim 7(f) = max {u,) = u’.
-

. t>+oo by

En supposant que ,
7p(t) = I?) (ep = 1)
lim I'(t) = &/

t»+0

ce qui est évidemment possible, on prend
5(t) = e ou & (s & sont des constantes positives)
suivant que x' > ou =0, et puis
(B2) 7@t) = 1+3@)) I'®) .

Les conditions (B), (B"), (B'), (B”') sont alors satisfaites pour les
valeurs suffisamment grandes de ¢. Pour que l’on puisse obtenir
(D), (E) pour les valeurs suffisamment grandes de ¢, il suffit que

Pon ait

(Do) 0 <le<lyp

(E2) 0 <e<p—ppr—p o < .
Nous arrivons ainsi au théoréme suivant.

Théoréme 109, Si les conditions (11) sont remplies et st les
c,{t) sont des fonctions mesurables dans 0 <t <+ « le systeme (1)
admet une solution et une seule qui satisfait aux conditions

(16) Il n’est nullement nécessaire qu’il existe un p, égal & ..
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@5) - ) =2 (w<p,  HE) =2 (=g
(<7 <<+ ) o
(26) 2p(8) = O(e™~*»%)

ou p designe un nombre quelconque satisfaisant aux conditions (23),
les h, v, 22(p, < u) sont des mombres donnés arbitrairement mais le
nombre h est toujours supposé plus grand qu’un nombre suffisamment
grand H"®, Posons

3(t) = e ou & (e, & sont des constantes posz'tz'ves)

sutvant que p'> ou = 0 ou mous: supposons remplies les conditions
(D2), (E:;). Ponsons ensuite

7)) = A+8@)) 1)

e = exp {(umpt+| [ 006}

I(t) étant une fonction telle que

lim I(t) = max {pn)

t->»+o0
JCO R S L0 1' <r@.
Alors la solution satz‘sfait aux tnegalités

7) | 2p()—2, | < -1 max {12

8(r) Ve 2, 7) } @s(f, 7)

ou -r,,—h ou T sutvant que u, = ou <,u

3° On prend pour 3(f) une constante posmve telle que

L+ &) (upt+pg) <l p—pal (Mp##, Mg = p)-

(16) 11 dépend des fonctxons auxiliaires v,(t), Y(¢), etc. mais ne dépend pas des nombres.
':etz0 . . ,
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Soit 4 une constante telle que

4

(28) | 54, o o
(29) A+ Dt O+ Dy <V pmpia| o= r pia = )
et posons | | |
(A9) ,il | cos®) | = 7o(®) 0=1,2,....,m)
(Bs) 7(t) = A(t) = 7(#) = (L+4) max (%@}
(30) olt) = % .

On a évidemment

(Co) 0<ao@® <1.

La condition (D) est évidemment remplie. Les conditions (B), (B’)
sont des conséquences de (Bs), (28), (30). Les conditions (B’’), (B’"')
et (E) deviennent ici

BY) | o | > 7(®) + L+ 2)7,(0) (o = 1)
(Eq) V(@) < p—pop ‘ (o < pa)-

.En remarquant que

Tim 7(®) < (Q+4) max {u)) = A+,
Bp=i ' ’

t—>+oo

on voit que les conditions (29) entrainent (BY), (Es) quand ¢ est assez
grand.

Le cas ou p,=0(p=1, 2, ...., n) (c’est-a-dire le cas ou I’on
peut supposer «,(t) =o0(1)) sera discuté plus précisément dans le
chapitre suivant. Mais ici encore on peut remarquer ce fait que
I’on peut prendre o(t)/8(f) aussi petit que ’on veut puisque & peut
.etre pris aussi grand que l’on veut.
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9. Inégalités fondamentales. Supposons remplies les conditions
(a), (b), (¢’), (d), (e). Désignons par z, = @,(t) la solution satisfaisant
aux conditions (3), (9). Posons

@D M, 5) = max (Lol L]
ou
e : (o > p2)
(32) b= 8 (1o = p)
h (p < p)

s étant un nombre quelconque tel que
h<s<+ .
2p = @p(t) est la seule solution telle que
22(Sp) = pp(sy) (p < ),
2p(t) = O(wy(t, 7)) p=12,....,n).

Nous obtenons donc les inégalités

(I) l%(t)——%(sp)lggi(‘gM(h,s)w,s) ®=1,2 ....,0)

en remplacant dans (10) 2,(f), 2%, = par @,(t), @.(s,), s respectivement
pourvu que les fonctions v (¢), ¥(¢), Y ¢t), 8(%), o(t) satisfassent aux
conditions (A), (B), (B"), (B"), (B"""), (C’), (D), (E).

Les conditions (E) sont introduites pour que la fonction 8(£)ew,(t, 7)
(up < p) soit minimum pour ¢t = k. Ces conditions sont indépendantes
de . Nous obtenons donec

3D wo(h, 8) < 8(h)ewp(h, 8) < 8(D)wpl(t, 5)
D’autre part, ’expression de w,(¢, ) montre que

1 = wy(s, 8) < wp(t, 8) (e = ).
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Nous obtenons done

wp(8ps 8) < wy(t, 8) (o < p)-
Par suite
| @o(sp) | = M(h, S)ap(t, 8) =12,....,n).

Si done on pose

eyt

M @) = max || p,(0) | ¢

=

t

(33) Mit) = max || po(®) | ¢

Bt

My(t) = Imax {I po®) | e”

(R S

on aura
an |9a() ] < COLED bl St ) =12
d’ou I’on déduit
, o () + 8(s) o )
(1) o) < 2O 2 Mk, 5) exp {,ut+ ] jsn/(t)dt] L.

En regardant ici le nombre s constant, nous obtenons une limite
supérieure de I’expression M(t). Sil’on suppose @,(k) = 0 pour p,<u
on a

M, t) e*t = Mi(?) .

Par suite

fv(t) |}

4

| golt) | € < f%%‘ﬁi)—Ml(s) exp | ult—s) +
5

(p = 1)

qui sont équivalentes a I’inégalité unique

ar) M;(t) < E%S—@«M(s) exp {p,(t-——s) + ] j}(t) dt |} :
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Si ’on considére ici ¢ constant et s variable, on obtient une limite
inférieure de M;(?).

En faisant ¢ = s dans (I), on a

am  exe)—enlsn) < ;((S; Mk, )e(rb P =12 ...., n).
Si @u(h) =0 pour p.,,<p, , on obtient -
PROJEL M@ee " (1o = 1)

- &(s)

qui sont équivalente a l’inégalité

(1) MO < ggt; @ pry
ou nous avons remplacé s par ¢. Résumons les résultats obtenus
ci-dessus.

Théoréme 1147, Supposons que les conditions (a), (b), (¢’), (d), (e)
sont remplies, et désignons par z, = @,(t) la solution telle que

Zo(tp) =23 . (0o < )
2o(t) —2p = O(wp(?, 7)) r=12....,n)

les 23, etant nuls pour u, > u et des mombres donnés pour p,=< .
Alors on obtient les inégalités (I'), (II), (IIT). Si P’on suppose de plus
que 2% =0 pour o < les conditions (e) sont inutiles et on obtient en
outre les inégalitées (II'), (IIT').. Et ces inégalités sont des conséquences
tmmediates des inégalités (I). o
Plagons-nous maintenant dans les hypothéses aux numéros 7, 8.
Il existe une solution et une seule satisfaisant aux conditions (25),
(26). Désignons-la par 2z, =¢@,(t). Les inégalités auxquelles elle
satisfait s’obtiennent par l’a_pplication du théoreme 11. Puisqu’on

(17) Si aucun des vy ne soit égal 4 p, les inégalitds (II’), (III’) que ’on obtient en
supposant zg = 0 pour pp <y deviennent banales puisque la solution est
identiquement nulle.
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peut prendre pour (f) une. fonction tendant vers u’ lorsque t— + oc,
I’inégalité (I’) entrainent ‘

log M(£) < (u+p)t+0() .

Si un au moins des p, est égal & u et si 2 =0 pour u,<p mais un
des 2%(up, = p) n’est pas nul, ’inégalité (II’) entraine '

(p—p)t+o(t) < log Mi(t) .

Prenons un nombre 7z tel que |
! << o il N )
Désignons maintenant par 2, = @,(f) Ja solution telle que
2p(ts) = 2 R (75D
2(t) = O<f"‘p’t) N | =1, 2, )
et par z, =,(f) la solution telle que
2(ty) = 25 = (o < 1)
2p(t) '—'_-:.’O(e(iv_%)t) ' - =12, ...., n)
La solution z, = @,(f)—yr,(f) satisfait ’aux condit;ions
2p(ty) =0 - S (pr < )
zp(i) = 'O(éf—wt) | | =12,....,n).
Donc si elle n’est pas identiquement nulle, on obtiendra
(p—p)t +0(¢) < log max {! Pp(t) —ro(t) | ep”t} é (1 +p)t+0(®)
»
mix {| o0~ | ¢} = O(max {i po— s | €™ }).

Par suite nous arrivons au théoréme suivant.
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Théoréeme 12. Si, en posant ,u;,——'t lim }fjl[ c.i(O) |, on obtient
> +00g= .

Hpt g <| p—pa | (p = py o= )

et si h es' suffisamment grand, il existe une solution et une seule de
(1) telle que

2p(Tp) = éop - (o < )

2p(t) = O(e@_%)t> @=1,2 ..., m
ot u est un nombre tel que

ptp <p < po—ul (¢ = pff {pds pa > p) .
Dégignons par z, = @,(t) cette solution et définissons les fonctions M(t),
Mi(t), Mx(t) par (33). Alors elle satisfait ¢ la relation

log M) < (u+pu') t+o (2).
St elle ne satisfait pas ¢ la relation

| log M(t) < u t+0 (8,

0 et pp<lp<p—u (up<p), on aura de plus
(p—p) t+ o(t) < log M(t},
M(t) = O (Mi(t)).

Remarque. Si la solution considérée au théoréme 12 ne satisfait
pas a la relation log M(t) = (u—p’)t+o0(t) , on aura log M(@t) < pt+o(t),
p étant un nombre quelconque tel que pp+uh << p << p—p'(up <p) .
Par suite on obtiendra

log M(t) < t max {p,,, +~,u.;} +o(2t) .
My <H

IL.—EQUATIONS NON HOMOGENES

10. Théoréme d’existence. Considérons le systéme non homo-
geéne '
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, ® (m~1 )t (n—w )t
(34) flztv = S1cult)e Tt et)e T
=12, ....,m).
Si I'on suppose
Elcm(t)l"i'lcp(t”gryr(t) (p=1,2,....,'n),
par la transformation
zp=up/un+1, un+1=1 . (p=1,2, ....,'n)
le systéme se change en
n+l (wi=-w, )¢
d"”——z*cm()e”’ LA =12 ....,m)
dt =1
duy 1
n+l ()
dt

0l Cpn+1(t) = Cp(t) , pn+1 = p. On peut done lui appliquer les résultats
précédents et en partieulier nous obtenons ce théoréme.

Theoreme 13. Si

po+ g <l p—pa | (ko = p»  pa=F p)
ou , .
p=Tm {Se® ] +1a0])  @=12...n

le systéme (34) admet une solution et une seule qui satisfait aux
‘conditions

2p(Ts) = 25, (=
(w-m )t
zp(t)=0(e”’° ) =12, ....,m)
on 'rp=‘+°°, T, h sutvant que p, >,=,<0, g est un mombre

quelconque tel que

pot pip < o < pa—pg (pp = ps  pg > ) s
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le nombre h étant supposé suﬂ‘isamment g’rand Cette solution satwfazt
aux relations

|25(8) | < (ut 4 —pp)t +0(0) ®=12,....,n)

ot p = max {u).
D

Supposons maintenant

BNE N ptue<lp—pl o=t pat )
(36) Slea@<%® ©=12....n)
G _ e @) S 40) =12, ....,m)

ou
_hmglcp,(t)l =12 ....,%)

t>+o0

Les condltlons imposées a la solutlon lesquelles nous cons1dererons
dans la suite seront exclusivement

2p(tp) = 0
z2p(t) = O(e(?—pp)t ) ,
2 étant un .nombre tel que |
pt b << ot b (W = max ), pa>p) -

La solution correspondante est identiquement nulle si ¢,(f)=0. On
pourrait donc prévoir que la solution deviendrait d’autant plus petite
en module que les fonctions 4,(f) sont plus petites. C’est ce que
nous allons discuter.

Soit

hy=h ou + w suivant que pp< Ou =u,



Sur les Points Singuliers des E'quations Différentielles Linéaires 45.
et supposons que
- t ‘ v(u—u t " ‘(u—u ft | ‘
@8 Hdp(t)e o dt| < s e P=1,2....,m).
i”P
Pour qu’il existe une solution telle que
(w—p )t

PCIES SO  =1,2....,n),

il suffit que l'on ait

g ' -Vt (r-p,)e
[ {more+am e a| < rae
hﬂ’
=12 ....,m)
qui sont des conséquences 'dés inégalités
) , :
- (-v)
(39) H v @OIE) e P dt < {F(t)—sp(t)}e kvt
. P |

=12 ....,m).

Ces inégalités s’obtiennent en intégrant les inégalités suivantes,

aprés les avoir multipliées par o — Bt

BOIQ+ 180 | + | IO S| p—p | {TO—80))  (Fp)

LOIH < —I"O—18@H] (w=p.

Pour que P’on obtienne ces inégalités pouf t assez -'grand, il suffit

que 'on ait

r

Fim_ ’%’ <1, 8() = o(I%)) | (p == 2}
40 | = 7O . e 1y -
}llpw———__l,,(t) <1, &=o(|I"®)]) (up = )
| I'(t) = o(I?)) .
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Théoréme 14. Si les conditions (35), (36), (37), (38) et (39), o
= lzm Z | ep(®) |, T(t) = 0(1) sont satzsfaztes, le systeme (34) admet
une solutzon et une seule telle que

Zp(1p) = 0 (1o < p)

Zo(t) = O(em-pp)t) | r=12,...,,n)

et cette solution satisfait aux inégalites

(- uz,)

!z,,(t)lSF(t)e r»=12,....,n).

Si les conditions (40) sont remplzes, les conditions (39) sont aussi rem-
plies pour t assez grand.

11. Conditions satisfaites par une seule solution. Plagons-nons
dans les hypothéses au théoréme 13. Si une solution de (34) ne
satisfait pas a la relation

| (7 ‘-# )t
z,(t):O(e“ ) =12 ....,n),
ne satisfait-elle pas & la relation

max {l zp(t) | e } pt—o(t) ?

c’est ce que nous allons examiner.

Considérons une suite de solutions de .(34)

2y = pni(t), 2p = Pp2(t), s -; Zp = ¢pk(t), sone
telles que

¢pk(h(k)) - zg: . ) (#p _S_ F’)

— %) i
(r-p )¢
_» lpu®) < Ce T ()
ou | -
h® —h, t® —4oo, pEOI gD k=12....).
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Posons

@-u ) t-t®h
gttty P (® <t <+ o).

21 = ‘\lf‘lk(t), R = ’\[fzk(t), cren Zn = ‘\!f'mk(t)

Pif) | (h < t < ¢
o(t) = {

est une solution du systéeme diﬁ'érentie]

dzp — Z c (t)e L el (n— w0t
DI

| e zitco(t; k)e

r=1,2,....,m)
ou
co(t) , <t tW)

cp(t; k) = -G-n)t® ~ -t
(ﬁ“"l‘p)¢pk(t(k)) € i ""2 cm(t)¢ak(t(k)) € !

o <t <+ oo) .
Par hypothese il existe une constat;te Co indépendantg de k& et telle que
|Co(t; k)| < Co =12 ....,m),
Si donc e est un nombre positif tel que
o Bte <'M_P; | (>,
on obtiendra éisément les in'égalités

(u!u)t'

lgopk(t)lﬁAe »=12,....,n),

ou A est une constante indépenda’nf,e de k. On peut donc extraire
de la suite de solutions une suite partielle uniformément convergente.
Cette limite est évidemment une solution de (384) telle que

am=g =

(u+e-up)t

| 2,(0) | < Ae ®=1,2....,n).
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Une telle solution étant unique la suite méme converge vers cette
solution, qui satisfait sirement aux relations

’max{l zo(t) | e ‘r } S (p+p’)t+o(t)

(ﬂ’ =max\/“'p})
p’ P . )

Theéoréeme 15. Une suite de solutions de (34)
= ¢1’1(t)! Zp = ¢p2(t), seeey Rp = (Ppk(t), ceee
telles que .

Por(h®) — 2, - (o < 1)

k
(e

,¢pk(t(k)) , <Ce N | (I"p> )

AW s, £ s 4 oo, R < 3
converge un'éformément ve*fs la solutioﬂ Zp = q:p(t); de ‘(34) tellel que
Po(h) = 2,
max {] g, ¢ < (p+_;;')t+'o(t) W= ’xggip;})
Considérons une solution quelcpnque Zp = @p(t) de (84). Si

lim 1 log max { | @o(t) | eu”t} < min {puy—pu3)}
: : wp>H

t—’+o°

le théoréme montre que I’on a nécessairement
R : . p,pt N ’ . ,
o) e < (utp)t+o@) .

Par conséquent, nous obtenons les deux corollaires suivants.

Corollaire 1. Une solutzon 2= @p(2) de (34) ne satisfaisant pas
a la relation =
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t—> +oo

lim — log max {I @(t) | eupt} < p+max {u,)
t Hp=i

satisfait necessairement a la relation

lim _t. log max {[ Po(t) | e ,,} 2m1n {,u,,,—p,,,}

>+
Corollaire 2. Il n’existe qu’une solution de (34) telle que
2p(Tp) = 25, | (po < )

lim 1. log max {[ zo(t) | eppt} < min {up—us}
> B>

t—> +oo t P*p

o rp=h, 7, +0hlr<+ ) su'want que p,<,=,_>u.

12. Principe de comparaison de deux systemes différentiels.
Etant donnés deux systémes différentiels

w, )t (r=r,)
Oollztp = EGp,(t)e PteMe T (0=1,2....,n)
P
( )t (n-¢ )¢
B e T e e T @=1,2 ....,m)
dt I=1

comparons leurs solutions satisfaisant aux mémes conditions

2p(ry) = 24 (o < 10)

(w-pp) ~
z,,(t)=0<e””‘) =12 ....,7m).
Nous les désignerons par @,(f), @,(t) respectivement.
Up = ¢p(t)—¢p(t) (p = 17 29 cecey n)

est une solution du systéme différentiel

(r-p )t

=12 ....,m)

n (Rs-w, )¢
Dy _ v oo’ uit do(t)e
d_t =1
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ou

Aylt) = ex®—5(0) + 3] en®—n®) J& 7 7ut0) .

Si ’on suppose les fonctions &;(t) connues, on obtiendra des limites
supérieures de {d,()|. Par suite le théoréme 14 donne des limites
supérieures des modules |@,(t)—&,(t)|. Ces limites supérieures
deviennent d’autant plus petites que les différences |c,(t)—cu(t) ],
| ex(t) —¢,(t)| sont plus petites. On verra dans la section II du
chapitre suivant comment ce mode de discussion nous conduit aux
développements asymptotiques des solutions d’un systéme différentiel.

CHAPITRE III

EQUATIONS DONT LES COEFFICIENTS SONT
ASYMPTOTIQUES A DES CONSTANTES.

L.—EQUATIONS HOMOGENES.

Considérons d’abord le systéme

(1) Off” =Slaste; - @®=1,2....,n)
t J=1

A}

ou

lim a,i() = ap;.
t>+o0

Une: transformation linéaire a coefficients constants des variables
dépendantes ’améne 4 un systéme de la forme

dy ¢ m Ky
(2) | _d’?q = glimkzpk+§’§bquk(t)yjk
=12, ....,kp; p=1,‘2, ceee, M)
ou
- bpei(t) = o(1) .
kl+k2+....+km=n,
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les 2, étant des constantes. Les nombres
Apgg = Ap =12, ....,kp; p=1,2,....,m)

sont les » racines de I’équation caractéristique

an—A Qp ceeee in
21 azz—-ﬂ ceee Aon

| A—AFE | = =0.
anl anz ' o a0 ann——l

Il existe une fonction B(f) telle que™®

LM§

gf | Branlt) | < B(E)

B) =o(l),  B()= O(B(t)l+"l>

\) m -
ou x = max {k,,} . Si, en posant

o a1
€ 2pa=8BE)" Ypg»
on obtient

(ri—w, )t
d;;f' = zzcmku)e T

@=12,....,ky; »=12,....,m),

ou u, est la partie réelle de 2,, on verra sans peine que

C Coanlt) = O(B(t)%) :

Ainsi nous pouvons toujours amener le systéme (1) a un systeme de
la forme

—w )t '
dzp _ S‘cm(t) P s ®=1,2....,m)
dt J=1 ‘

(8) B, BMoFRRAR (HiR) 161H.
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ou
cpi(t) = o(1) .

Donc les résultats obtenus sur ce systéme donneront quelques ren-
seignements sur le systéme (1). Mais on obtiendra des résultats
plus précis si I’on applique les théorémes.7, 8 directement au systéme

depg - T, -m_ ¥y (CTIONT
= > dparRpr+ 2 > Cpeit(?) € Rt
dt k=1 i=1k=1

(q=1’2,--"’k11; ll‘pz:!zfl')
{

k..

dz m_ "5 (-1 )t
2 = SV epainle ¥ 2
dt is1k=1 :

(q='19,2’--'°’kp; /‘p=l~")

auquel se raméne le systeme '(2) par un changement de variables
Apt
€ 2pqa = Ynq ‘ (pp =+ m;

lpt q-1 ‘ ‘ :
e 2pg = B®) * Ypq (pp=p; x= Talf( p})-
D

Les résultats obtenus sur ce systéme s’étendent facilement au systéme

g-1 m_ % | w(E) — 1t (6
(3) e = $ O+ 2 S i) 7 2
dt =1 =1 k=1

@=1,2,....,kp; »p=1,2, ceee, M)

ou

(4) Coult) = 0(1)

(5) Apar(t) = O(1) ' (pp == p)
(6)  Aha®)=0 (4 = 1)
(7) ) = pp+o(l)

(8) | po(t) = po(t) | | (p» = pa)-

Cette extension est utile pour étudier le systéme différentiel de la
forme que nous appellerons équations différentielles linéaires de
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classe a+1,

-——Z’i” = t* 3 anltus ®=12....,m)
J=1

ou a,(t) sont bornées et développables asymptotiquement en séries
de puissances de ¢ dans le voisinage de { = + co.

13. Théoréme d’existence. Nous considérons donc le systeme
(3) ou les conditions (4), (6), (6), (7), (8) sont remplies. Supposons que

m k:)’
(a) Eg I_cpqak(t) | < 7(2) . p=12,....,m)
(b) S dl®) | < Ay < 4 et

et désignons par w(t) une fonction telle que w'(f) = p + o(1). Nous
supposerons de plus que si g = p, on ait u(t) = py(f). En posant

rp=h, T, + oo suivant que  pp <, =, > p

v, ) = ¥(), () suivant que 't >, <

(h < +< + ) et supposant que

() {0<ap(t)§1 ' (pp =F 1)
ap(t) =1 (p» = 1)
nous cherchons s’il existe une solution telle que
Zpa(Tp) = 25, (pp < 1)
(9) | 2pa(t) =25, | < Cop(t)ws(t, 7) |

ou C désigne une constante. Pour que o,(t)wy(t, ) soit minimum
pour t = 7, (u, <w), il suffit que

(d) O —plt) = pl)— (k) + V() +10g ,,,,g?
h 9»

(o < p, Bt <A 20)
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qui se déduisent de

(D) WO —uy0 Z o)+ L1 (4 < 1.

Si pp=p, op(t)oy(t, 7) est évidlemment minimum pour ¢=+. On
aura donc

(10) |22 | £ 8Cap(t)wp(t, 7)
si
1 EAERY
= — pg R
(11) C—_ 3 {‘I;gi{ {o'p(”'p)wp('?'p, ‘7')]

Les inégalités (9), (10) entrainent
Fzoe(®) | < (A +8)Cop(t)ws(t, 7) .

L’existence de la solution est donc certdine si

(&)  +9| f {Apors®) +75(8)oalty I8 | < aul@es(ts 7

(p=1r2’-~°-’m; qu=0 pourﬂp=;b).

La solution est unique; car la différence de deux telles solutions est
une solution du systéme (8) telle que
Zpa(Tp) = 0 (up = 1)
I zpq(t) l g Aa'p(t)a)p(t, ’7')

A étant une constante, et les inégalités (e) entrainent

A

lzm(t)l§1+8

op(Dwp(t, 7) .

Pour obtenir les inégalités (e) il suffit que

(E) (1+8)7(t) = 7() (pp = 1)
(E/) a+ B)Vp(t) g Z(t) (Hp = .U')
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(E") (1+8) {75(8) + Apop(®) } + ] op(t) | + op(£)7(2)

< (pp®)—p'(®) ) ap(t) (o > 1)
(E") (1+8) {7p(®) + Apar(t) | +] }(E) | + o (B)Y(2)

=< (W) —pp(®)) ou(®) (1o < p)-

Ces conditions remplies, on a

12) | | 2pa(t) —20 | < 1 max { | z';q | 1ﬂp(t)0-’p(t; 7)

S mpsw ap(Tp)wp(Tp, ’7')J

=1,2,....,ky; p=12,....,m).

Les conditions (D) sont des conséquences de (E’’'). Nous arrivons
ainsi au théoréme suivant.

Théoreme 16. Supposons que

lqu(t) =0 (,“zo = l")
pp(t) = up+o(1) =12, ....,m)
I‘p(t) = #’q(t) (P"p = ﬂq)

us(t) me prenant que des valeurs réelles; et deésignons par p(t) une des
Jonctions u,(t) ou ume fonction réelle telles que u'(t) =p+o(1), p
nw'étant égal ¢ aucun des mombres p,. Posons

T =h,r, + o0 (h§7<+00)

sutvant que u, <, =, >u. S'il existe des fonctions V,(t), au(t), W(t) R
v(t) et des constantes A, remplissant les conditions (a), (b), (c), (d), (e),
le systeme difféerentiel (3) admet une solution et une seule telle que

Zpa(Tp) = zopq (/-"p )

| 2pa)— 2y | = Olop@eplt, 7)) p=1,2....,n)
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ot les 25, sont nuls pour p, >pu et des mombres arbitraires pour Pp =

et
t

wsft, 7) = exp {u(®)—p(t) + e, mat| |

T

v, ) = Y(E), () sutvant que | t>, <r.

Cette solution satisfait aux inégalités

| 2pa()—22 | <L max{ | 4 | }a,,(t)m,,(t, 7).

3 wy=e loy(ry) wp(Tp, T)

On peut remplacer les éonditions (d), (e) par (E), (E"), (E'), (E').
St 20, = 0 (up, < w) les conditions (d) sont inutiles.

14. Détermination des fonctions 7(f), Y(t), 7,(¢) etc. Si
Crai(t) = o(1),

;?_:j, lqu(t) , g Apq g 4y,

on peut supposer les constantes 4, aussi petites que l’on veut, en
faisant, s’il est nécessaire, un changement de variables

Zpg = €71 Upq @=1,2,....,ky; p=1,2,....,m).

Nous supposons donec
Yo(t) = o(1) »=1,2, .;..{m)
Ap<,l"—l-"p|' (l-"p#l")-

Nous déterminons les o,(¢) de maniére que, en posant

L —Tim 0 v T L@

AN PToN T

on ait

lp+l;+Ap<'#—'F‘p‘ (I-l'p=i=ﬂ')
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puis les fonctions #(¢), ¥(¢) de maniére que I’on ait les conditions
(E), (E)), (E’"), (E’”’) pour ¢t suffisamment grand. Ceci est évidem-
ment possible si I’on prend la constante & assez petite.

Cela posé, considérons une solution de (8) telle que

Iim I_O_g_ﬁ___p‘l(t)L< m1n {/" Y.

t>+oo t

Si 'on remarque que l’on peut supposer les constantes 4, aussi
petites que l’on veut, on peut déduire du théoreme 10 que cette
solution satisfait aux inégalités®?®

Iim l&g_l_im(t)ig#,

t>+o0

Nous obtiendrons donc les inégalités

| 230l —2oulr) | S L max [ LEmlrd Lo 0, )

S w=e lo 2(Tp) wp(Tp, T)

pourvu que A soit assez grand.

Un cas particulier important est celui ou

Coa(t) = O(t™Y) .

Supposons que

m % B q=1,2,....,k,,
2 20| Cpair(t) | £ =2 .
3=l k=1 Z p=1,2....,m

Prenons les nombres ¢,, B tels que

5po<lF'—I"pl — Ay | '(l"pz;:l"),
B> B, - (ko = p).

(19) Pour pouvoir appliquer ce théoréme, les fonction py(f) doivent prendre la forme
vpt. Mais cela importe peu, car le changement de variables u, =2p exp
{vp (t)-vp t) raméne le systéme i un systéme ol p,(t) prendraient cette forme. -
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On peut vérifier sans peine que si 1’on prend

op(t) = 1 (up == 1)

epl

et si la constante positive § est assez petite, les conditions (E), (E’),
(E’"), (E’'") sont remplies pour les valeurs suffisamment grandes de
t. On obtient donec le théoréme suivant.

Théoréeme 17. S2

k

15 erae® | < Bo(1+0)) ®=12....,m
S Aalt) | < Ay < Ay <| =i (4 == )

quk(t) =0 (ﬂp = l")
et st h est assez grand, il existe une solution et une seule telle que
Zpe(Tp) = zg;q (,U? < u)

im L log | 2pe(t) | < min {py)
t-+o { | o<t

T = h, T, + o0 < v+ )

suitvant que p, <, =, > u et les 22,(up, < ) sont des nombres quelcon-
ques. Si B est une constante telle que :

B> B, (,U'p = FJ‘)’
celte solution satisfait aux relations
., (8
e’ | 2polt)—22 | = O(tBe*®) . (to = w)
gy (2) o B-1u(t)
€ | zPQ(t)_zpq [ = O(tB-1e*®) - (llp == M),

0% 25 = 0 pour u, < u.
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Remarque. Comme nous avons remarqué au numéro 11, les
conditions

Zpa(Tp) = z;)oq = ")

. 1 . Mp® .
lim — log max { | Zoa(t) | € } < min {pp}
- B> >

t—>+o t )

ne détermine qu’une solution. Mais dans ce cas nous pouvons
démontrer ce fait sans recourir au systéme non linéaire. En effet,
désignons par

Rpg = Saquk(t)

la solution de (8) définie par les conditions

0 w=+j ou p=j, q=Fk)

Zpg(h) = 8pgit = { .
1 (=43, q=k)

— 1 L @
lim 5 log max { | 20g(t) | € } < pj -

) t>+o0
Alors la solution

Rpg = ¢pq(t) = %ﬂcjkgpquk(t)v

H

ou Ci sont des constantes (] Cs | > 0) satisfait a la relation
Ry=t

f . Rp(®)
log max { | @p(t) | € } = ut+o(?) .

po=p |
Par suite si

. 1 p(t) .
lim — log max { | 2pe() | € } < min-{u,}
rp>@

t>+0 § up>p

on a nécessairement

(t)
lim 1 log max { | Zpa(t) | epp } =p.

t—> +oo
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- 15. Inégalités fondamentales. Supposons remplies les condtions
4), (6), (6), (7) et désignons par z,, = Pre(t) la solution de (8) définie
par les conditions

Zpe(Tp) = q | , (uo < M)
Zpe(t) = (,U» p«p)t+0(t) »=12,.. SOR

Sl les condltlons (a), ), (c), (d), (e) sont remplies, 2y, = @py(t) est 'la
seule solution telle que '

zpq(sp) = ?’pq(sp) : (o < )
2pe() — Ppa(Sp) = O(ap(D)wy(t, 5))

ou sp—-h, s, + o (h<s<+<x>) suivant que p,<,=,>pu. Si
done on pose

W) = vt) = v®)

M(h, fs);max'{ | Poalsp) ||

vosk \op(Sp)wp(Sp, S) J

M (t) = max {| ppult) | ¢}

Mit) = max {| gpult) | ¢

@=1,2, . kp; pp=p)

Mift) = max {| ppult) 16} |
| | ‘(q=1’2s°'_‘~'rkp; ll'p':l:ﬂa),

nous obtenons d’aprés le théoréme 16 les inégalités

(D o —lsn) | T M, ot 5) -
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Nous pouvons en déduire, comme au numéro 9, les inégalité suivantes:

‘ q=1,2, ...., kp
am) | P | = B+ gy (7, S)ep(t, 8) ( )
5 p=1,2,....,m
a MO < l-'éiM(h, s) exp {,ut + ] j Y(t)dt ] }
I | o) —pralsn) [ €7 < L o(5) M, )

Si 2,(h) = 0 pour p, < pu, nous obtenons

a MO = i —i(s) exp {,L(t—s) _ { 5'7(15) dt [ }
am 6 < D [+(®) = max {2 (®}].

Ainsi nous obtenons ce théoréme.

Théoréme 18. Si les conditions (4), (5), (6) , (7) sont remplies et
si les 7,(t), op(t) ete. satisfont aux conditions (a), (b), (¢’), (d), (e), on
a les imbgalités (I'), (II), (III). St U’on suppose de plus que gpy(h) =0
pour up,<m, on obtient (II'), (III'). Et ces inégalités sont toutes des
conséquences immediates des inégalites (I). ‘

16. Théorémes de M. Lettenmeyer. Comme nous avons remar-
qué au début de cette section, les résultats obtenus jusqu’ici nous
conduisent trés facilement aux théorémes plus précis que ceux de
M. LETTENMEYER. Considérons le systeme

k

dYq e 2\
(13) ) “?lt— = g;lzmk(t)ypk_ + 32_]1 >: lbmjk(t)yjk

@=1,2,....,ky; p=1,2,....,m)

O bpei(t) = 0(1), Apeg = 4, sont des constantes et 2,u(f) sont des
fonctions bornées. Prenons une fonction B(t) telle que
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m %
gz_;”g ] bquk(t) l g B(t)

1+1
A®) = o(1), g = o(s®) ")
ol x = max {k } et posons
Rp = ‘
lpt
€  2p¢ = Ypq (F«p =+ )
Apt < L |
e 2pg = B(?) Yva (1o = p).
Nous avons alors
( m % [CITIRY
d;:q S 2par(t)2 +.?21 g Cpq:lk(t) € T 2k (Iip == )
(14) J d (B;-u,)t
2ra — Z 2 cpqak(t)e 7P Zjk (!-"p = Ilf)
L dt =1 k=1
ou
L .
cran(®) = 0(B®)), = RG) .

Nous pouvons prendre

‘ ' 1

ap(t) = constante; @) = @) = AB®)” , .
A étant une constante positive assez grande. Nous aurons éinsi |

| : . ot f1 ‘
log max { | 2pa(®) | € © } = ut + O( Jﬁ(t)” dt)
h
pour la solution de (14) telle que
. - ar2d R
log max { | 2oy(t) | € } = ut+o(t).

En remarquant que

log B(2) = O( f ,B(tj’l' dt) ,
h
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nous obtenons pour la solution correspondante de (13) la relation
: » 4 1
log max { | ya(®) |} = ut+0( | 80" dt).
3

On peut aussi prendre

aul(t) = ABW®)” .

Nous aurons donc

max {121 6™} = 0 807 max {120 1™}).

Yp

Puisque

ot .
| 2pa(t) | € ? < | Ypa(?) |

pour les valeurs assez grandes de ¢, nous aurons

wp=H

max {I Yra() | } = O(B(t)"‘l' max { | ¥2a(t) l})

Supposons maintenant qu’il n’existe qu'un u, égal & p. Dans
ce cas nous pouvons prendre -

7(t) = () = BE)*

ou
op(t) = B()*

ou e est une constante pdsitive, assez petite et B(¢) est une fonction
telle que

m Ky
3 S branlt) | < 80

Bl =01), B =0BW).
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Nous aurons done

log max { | Ypa® | } = ut +0( f B(t)’dt)

max {4 | } = 0(80)" max {1umtt)1}).

p™ W

Posons
At
Yn(t) = y() = e "2(t),  2(t) = r(t)e®
pour P’indice p tel que u, = pu. De la relation

2@ =[O +ir@®)e' )] e

on déduit
[2'@) [ =12@)[16'C) | .
Puisque
m k; PSSR Y
120 | = | 33 3 boun®e ™ 2t
= 0B [2(®) )
on a

16) | < O(8(%))

ce qui entraine
o(t) = 0( f B)dt ) :
k
D’autre part‘ .
logr(®) = Of f Bltydt) .
h
Par conséquent

log 2(¢) = log [y *] = o fﬁ(t)’dt) :
. h
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II.—DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES.

17. Procédé de réduction. Considérons un systéme différentiel

(15) @y _ g Z"} @pi(t)2; p=1,2,....,m)
dt' J=1

ol a est un entier positif ou nul et a,(t) sont développables asymp-
totiquement comme il suit:

a a(k)

: (1) 2
(16) apj(t)~apj+ th + es e e +—tkpi+ s o oe

Nous supposons distinctes les » racines 4, 42, ...., 4, de ’équation
caractéristique

au_z s a12 e e alln
21 axn—A co e A2y

aamn =0.
Anl Ay2 . Qpn—A

Posons

al)
apilt) = Gpi + 2Lt

Les n racines A4,(t) de I’équation

an(t)—./l am(t) cuee aln(t)
az(t) ax(t)—A4 .... az(b)

anl(t) a'n2(t) ceee ann(t) —A

sont réguliéres et prennent les valeurs 4, pour { = co. Nous pouvons
choisir les fonctions réguliéres p,(f) de maniere que ’on ait
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( 4H() O e O \

0 A@) .... 0
POTADPE) = ,

N\ 0 0 .... A /

en désignant par A@), P() les matrices formées des ay(t), Pplt)
respectivement et par L(f)~! la réciproque de P(f), et de plus que
les éléments de la matrice P(t)~! soient aussi des fonctions réguliéres
pour ¢ = . Désignons par X, Y, A(f) les matrices

x1 ' (y1 \ r an(t) Cb12(t) eeene am(t) \

T2 Y2 a.zx(t) am(t) coee azn(t)

. y . - .

2l \tn)  \am® al® ... Gu®/
Si on pose -
X =PBOY
nous obtenons

Les éléments des deux matrices
EPOAGD—AD) BB,  BEOTPQ)

sont des fonctions O(t™2). Si donc on désigne par #,(f) la somme
des a+ 1 premiers termes du développement de £*4,(f) au voisinage
de t = o et par -F—;’i le terme (a+ 2)ime le systéme différentiel auquel

les y, satisfont prend la forme
(18) Wo — 2@ +-L2 |yp+L Sbutyy; (0=1,2 )
Tat LSO et = b S e

ou b,(t) sont développables asymptotiquement comme il suit

1) k)
by b5

(19) bpj(t)~bpj + + ceost ‘——iZ’:L"‘ ce e e
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Par le changement de variables
(20) Zp €XP {2,,(t)+zp log t} Yp
(bo=ppticy, a0 = (%@t )

nous obtenons

” i =pp) Ai()=A, (2) '
@) Lo Pog il Sipar 0 e T s =12 ...m).

Si ’on prend pour variable indépendante la variable s liée a ¢ par
t**! = s le systéme prend la forme

i(8) =1 (s) ‘
(22) | %ztl’— = ,Z cp,(s)eua 2 =12, ....,70)

po(8) = R(2(2) )

— lppl+oQ)
Elcp(s)l (@+1)s .

Cette forme est justement celle que nous avons discutée dans la
section précédente.

18. Introduction des équations non homogénes. On peut trouver

7 séries (convergentes ou non)
2,0 (%) '
(23) Yo ~{% " {B '8”" +. '81"’ +. }
=12 ....,m; ,qu = 0 ou 1 suivant que p = ou = q)

qui satisfont aux équations formelles

dyv ——[a @& +-F ]yp+ ST i‘ b )yg =12 ...,m).

t? =1
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Nous voulons démontrer que les » séries (23) donnent les développe-
ments asymptotiques d’une solution de (18). Posons

P, A ( (1) (k)
Zo(0) = £% @ {/sm B:q +....+ﬁtgt}
a+pq

p<t) = rpp(t)—[z ()+-2 ] 7t

— Z bm(t)q’a(t)

Alors

by(t) = O(t~*=*-2) (»=1q)

by(t) = O(t™*"1) (r=+9)
et ¥, = $,(t) est une solution du systéme différentiel

n o )
(24) dy» _ [z;(t) + _P_p_]yp + L Sttt % bye)
dt t 2 i=1

=12 ....,7n).

Si le systéme (18) admet une solution y, = @,(t) développable asympto-

tiquement sous la forme (k2?;), ?/)p = @p(t)—gp,(t) est une solution de
P k-1 (¢

(24) telle que y,(t) = O(t T et ) . Le changement de variables

Yp = Zp €XP {Rp(t)+'£p” log t} , £+ — g

raméne le systéme (24) au systeme

n B(2) -1, (s)
(25) Ozlztp =j§_;cp,-(s)e P it ey(s)e

q(s) I*p(s)

=12 ....,m)
ou

—_ |Pp|+0(1)
po(8) = R(4(2)), Z | €24i(8) | atDs

—ph +E+1

ca(8) = O(s™* 1),  cx(s) = O(s™) ( = et
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Et pour la solution correspondante du systéme (25) nous obtenons
(s) -2 (s)
(26) 2o(8) e’ — O(s ¢? ) .

Il s’agit donc de démontrer I’existence d’une solution de (25) telle
que (26). ’

Théoreme 19. S7

n k_) C .
SIS epain(t) | < =2 =12 ....,m)
7=1%=1 t
Aoa(®) = 0 (po = )
-1
ZE_I ' quk(t) | é Am g Ap (.“20 =l= I-")
—-%x=1 p{t)-r, (t)
| epa(l) | = It e ? (=)
% (e - (8
ENCIEY AP (1o =+ )
x > Cp (Fp = F')
les équations
©;(8) =, (8)
@7 Boo — S bpalt) 2+ 3 2 Con®e” 7 2
+ cm(t) eu (?) —up(t)

@=1,2,....,ky; »p=12,....,m)
admettent au moins une solution telle que

=% w(t)

zpq(t)e%(t) = O(t e )

Pour démontrer ce théoréme, il suffit, d’aprés le théoréme 7,
de montrer que si ’on prend la constante C assez grande nous
obtenons pour A < t<+ oc les inégalités
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t

ga , =% B(t)=i,(2) % B(E)-r,(8)
(28) li[/rﬁ y )C+I’p]t e dt]g(:t e
b 4 .. .
' (1o == 1)
t
(29) |f o+ ryerra |< o (o =)
"p
en posant
™ =h, + 0 suivant que u, <<, = pu.
Nous pouvons supposer que
dp+Tp <| p—pp | (o == p)
Cp<x | (p» = p)

en faisant préalablement, s’il est nécessaire, un changement de
variables de la forme '

Upg = &7 Zpg (o =+ p)

Upe = X 2ps  (pp = p, K=max {k}+1),-
N

ou ¢ est une constante assez petite. Si donc on prend C assez
grand, nous obtenons

C,C+T,<=x;

et les inégalités (28), (29) sont satisfaites pourvu que % soit assez
grand. T _

Du théoréme 19 nous pouvons conclure que si u, == u, pour p=}=q
le systéme (25) admet une solution telle que (26) pourvu que k soit
assez grand. Si I’équation caractéristique (17) a deux ou plusieurs
racines dont les parties réelles sont égales, nous pouvons dire seule-
ment que le systéme (25) admet une solution telle que

®, (8) -%+1 n©_(s)
2(s) e ” =.O(s e’ )
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Mais cela suffit pour notre but. Car on peut prendre %k aussi grand
que ’on veut.

19. Développements asymptotiques des solutions. Nous avons
montré au numéro précédent qu’a chaque racine /, de l’équation
caractéristique (17) correspond au moins une solution de (18) telle que

Yo = pral®) = (Brat+o(1)) % .

Les n nombres 4, étant différents I'un de I’autre, les » solutions ainsi
obtenues sont linéairement indépendantes et une solution quelconque
de (18) telle que

Yp(t) = (Bpg+0(1)) tpqe)qm

est nécessairement de la forme

Yp = ¢pq(t) + C:i?m’(t) .

uj< Hq

Or, nous avons montré qu’il existe une solution telle que

Yp(t) = (Bz;q+-%£+ ceeot '823? k+0(' t’}“)) £e¢ " .

On devra donec avoir

(%) P )
Pro(t) = (/3 +- £ B +. R L . Bm +O(t’°1+1 ))t"e“ .
L &tant un éntier positif quelconque, la solution y, = @p(t) est déve-
loppable asymptotiquement sous la forme (23).

Théoréme 20. Si les a,(t) sont développables asymptotiquement
sous la forme (26) et si Véquation caractéristique (17) admet des n
racines distinctes, toute solution des équations (15) est développable
asymptotiquement sous la forme '

Yp~1trer® {/9 +—B-2——+....+ B(k) }
t .
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P étant uue constante, A(t) un polynome de degré o+ 1. Les séries
Jormelles, les développements asymptotiques d’une solution de (I5),
satisfont formellement aux équations differentielles (15).

III.—STABILITE

20. Quelques propositions préliminaires. Avant d’aller plus
loin établissons quelques propositions préliminaires.

Lemme 1. Si Uintégrale
(30) jt%(t)dt ' (a constante positive)
I3

a une valeur finie, on a

(<]

(31) [ p)dt = o1)
82 fu“-l | o(s)dsdu = o(1) .

En effet, de I’égalité

k k k [
1 , dt
= o [ Ad t
Sh¢(t)dt L it plt)dt +a;§ o5 J p(t)d

on déduit, en faisant k— + o,

oo oo 4
Jotar = a | 2 [rpea .
I h h
Puisque

[ retar =0,
z
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on a
\ y Fo(t)dt ﬁ < F®), F(t) = o(1) .
t
Done
| [oae | < £
hd-
h
ce qui démontre (31). D’autre part,
’f ~ -1 ~ 1] 1 k
S go-1 S p()dt = [_t—y tp(t)dt] + —j t“p(t)dt .
a h a
h t t h
En faisant &£ — -+ o, nous obtenons
oo i oo B hd oo 1 oo )
St jq,(t)dt = qj cp(t)dt+—S Lo(b)dt
. h - -t @ h @ h
ce qui démontre (32).
Du lemme 1 résulte immédiatement le suivant.
Lemme 2. Soit
t
st"‘lf(t)dt = 0Q) .
h
Si agtazt....ran=N=<Zn, on a
oo Gm-—l o0 o0 o -1
(33) Stm dt,,,j Stll )t = o(t™ D) .
t : tm t2
Si fA)=0, atat....tagasxsn<ataet....ta, ona
t o -1 tm Lo -1 3 ~ -1
34) X .7 dtm j .. S & dt, j .. S £ ftdt, = ot¥") .
A 3 h o iy
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En effet, posons

M=a1+az+....+aj

o

fi(t) = jmt;j-ldt,- j e

t;

Puisque 1’on a

o0

j 8 f(t)d -

%

jtn-al P(B)dt = O(1)

en posant

o) =t' ft) ,

le lemme 1 montre que

£ ot = 001),

c’est-a-dire

'n—Nl
¢ fit) = o(1),
Supposons done que l’on ait

(35) £ ) = o(1)

Si ’on pose

t

oo -n—al—l oo
j & jqp(tl)dtldaz = o(1)
%

o n-Nl—l ,
j t fi®)dt = o(1) .

t

. ce'n-N-—l
jt U f(t)dt = o) .

t

o) =t fi(t)

on a

o0

"""'1\7:1'\'»1
&7 gyt = oy,
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par suite, d’aprés le lemme 1, on a

N s Pp(Odt = o(1) S £ g fqz(t)dt =o(1),
¢ ¢ ¢
c’est-a-dire

o0

'n-N_,,-.,_l‘ . n=N;,1-1
£ ) = o), g t Fradt = o(D) .

2

Les formules (85) sont donc vraies pour 7=1, 2,...., m. Nous
obtenons en particulier

n-N,,
t Jm(t) = o(1)

qui n’est autre que la formule (33).

Pour démontrer la formule (34) nous remarquons que si ’on pose

. ¢, _1-1 ~ ~ oy—-1
P(t) = jt,fll dts_1 S e §t11 Ft)dt
t

G-1 2
Ni=atat....+a (j.-—-1,2,....,m)

on a

oo

""Nl-l_l
jt P(t)dt = o(1)

comme nous avons vu tout & I’heure. Nous avons donc

n—

[ N meNyg-1
li t 9"(?)‘”]5-1‘ Lt P(B)dt+ 0(1)

le nombre H pouvant &tre supposé aussi grand que I’on veut. On
aura donc

stt“"l P(t)dt = o (tN‘_”) :
h
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Par suite, suppsons que l’on ait

(36) Hy=o(t7")

en posant

9 2% R

t
ap-1

H@®=\t" dtr|....\ &° o@)dt
Juranf. ]

k=1+1,1+2,....,m).

On aufa alofs
fin(®) = io(tN"“_"_l)dt = o(th“-n) .

La formule (36) est donec vraie pour j=1+1, [+2, ...., m. Nous
aurons done en particulier la formule (84), en faisant 7 = m.

21. Généralisations d’un théoréeme de MM. Spath-Peyovitch.
Revenons aux équations différentielles

m_ k; (8 =1y (8)

-1 ;
e %&Jz Aat &g+ 57 ST epinlt)e 2+ Cpalt)e
t k=1 F=1 k=1

w(t) - B (t)

@=12,....,k; »p=1,2,....,m).
Soit I” une constante positive et définissons les fonetions I,(t) par

Ip(t) =T (po == )

Ln® = [ S At ) + 3| epunlt) | T

S len®t 0+ len®]]dt| (= p
ou
{h (b <pp OU pp = p, lp—gq <7)
Tpqg =
+ oo (o >p OU pp=p, ky—q=7).
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D’apres le lemme 2, si

( & k,—a-r
Jlemty 167 at = o) (4r = 1)
- ~kjtkp=a
(a) | [lom@it " at=0)  Gw=n w=p
| [lemn €77 at = o) (hr = r it )

les relations

T

rq ky,-a-r-1
j LHt” " dt = o(l)

t

~Fytr e =
(39) rm(t)=o(t ") (q=1,2,....,kp)

sont satisfaites pour g =1, par suite nous verrons de proche en
proche les relations satisfaites pour ¢ =2, 8, ...., k, . Nous supposons
de plus que

S AR IO O -1
jlcpqak(t)l 3 ept o dt=0(ept " ) (pp F p» i =)
pq ‘
t
() -15(8) ) -1 48)
@ | (1o ar=o(e ) (o= s i == 1)
qu |
t
S [ cm(t) ‘ eu(t)—u,—(t) dt = o (er(t) u,-(t)) (,up =*= M)
1
(y) { ?_lllmk(t)l_éflm<|#—ﬂ~pl (=)
4 )
f ka(t) ' < quktq—k—l (,“p = F') .

Pour démontrer, dans ces hypothéses, qu’il existe une solution de
(37) telle que ‘ ‘
Zpa(h) = 0 (o < p OU pp=p, kp—a <7)
(40)

w(t) - Pp(t)

| 2e(t) | = Ipolt)e
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il suffit de montrer que V’on a

¢ g- . m k;
J f {Z [ Zoate(®) | o) + 33 37 | pae®) | Tnlt)
k=1 s |

Tpg

B (2) =1y (2)

d J < Lu(e :

w(@)-p @)
+ | Cpe(t) , } € ?

Si h est assez grand, ces inégalités sont satisfaites grace aux rela-
tions (39), (B) et (y). Cette solution satisfait aux conditions

[ 2pe(R) = 0 (oo <p OU pp=p, ky—q<7)
(41) 4 Zptl(t) =0 (tq-kp'*"') (ﬂp = f“)
| #a(?) =0 (e"(t)-“pm) | (po =+ ) -

Réciproquement si ces conditions sont satisfaites, en intégrant les
relations (37) nous obtenons

#ul®) = O( T & ")

Zpe(h) = 0 (p<p ou pp=p, ky—qg<7).

L’unicité d’une telle solution se démontre facilement, car il suffiit
de montrer que

£ a1 m k; O )
{81400 1 T+ 23 10 Tatt) ) ™|
A k=1 J=1k=1
»q
() ~ 1y (2)
=< ol (t)e ’

o étant un nombre positif moindre que l'unité.

Nous pouvons de méme démontrer par la méthode souvent
utilisée que le systéme différentiel homogéne

. a-1 m kj M) —1, (2)
42) 91— 5 dk D+ DS e g
dt =1 =175

@=1,2,.....k; p=1,2, )
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admet une solution et une seule telle que

2pa(h) = 234 (o <p OU pp=p, kp—q7)
(43) 2pe(l) = 0 (6Mt)—yp(t)) (ﬂp :{: F')
Zpa(t) = 0 (tq—kp") (po = 1) -

Nous pouvons aussi le démontrer comme application des résultats
obtenus tout a I’heure. En effet, si I’on pose '

Zpg = 1}2}: {l 29q l}e*‘”‘upq+zgq e Al

les 23, étant nuls pour u, ># ou u,=p, ky—q=r, les u satisfont
au systéme différentiel de la forme

du m kj B (8) = b (8) Y ORIING)

44) Do - 2 pa g+ 51> Cpanlt) € i Cralt)e
dt k= S
(q=1’2,"0~’kp; p=1,2,....,’m).

Si A est une constante positive assez grande, on aura
| ea(t) | < Be™®*

e et B étant des constantes positives indépendantes de % et de 2),.
Si done h est suffisamment grand le systéme (44) admet une solution
et une seule telle que

([ Upg(h) = 0 (o <p OU pp=p, kip—q<7)

(45) 4 Upe(t) = 0(3u(t)-“p(t)) (I‘p =+ ,“')
~ky +r

| (t) = o7 (o = 1) -

A la solution de (44) telle que (45) correspond une solution de (42)
telle que (43) et réciproquement. En additionnant la solution de (42)
telle que (43) a la solution de (37) telle que (41) nous obtenons une
solution de (87) telle que (43).
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Théoréeme 21. St les conditions (a), (B) et (y) sont satisfaites et
st h est assez grand le systéme differentiel (37) admet une solution et
une seule telle que (43), les 25, étant des constantes quelconques.

Considérons maintenant les équations différentielles

dx,

(46) dt

= ﬁl} api(t)x; + ay(t)e*t r=12,....,n),
=

ol nous suppsons

( j | @pe(t) —apq | £2-2dt = O(1)
(a1) -

| 1asty | 221t = 0(1)

r (=)t

f | Gpa(B)—apg | E e dt = o(e(u—pj)t)
i

r (B-rE (r—p)e
[lap(t)[tep E t=o(e‘L " )

T

(75 = h on + o suivant que w;<<on=>pu). Une transformation linéaire
a coefficients constants le raménerai a la forme
k

. qQ m ]
47 @% = 3 oottt 30 S Bpaie(Oie + bpalt)e
t k=1 F=1k=1

(q=1’2)°-",kp; p=1,2,....,m)
ou

Apag = Ap

f [boein(8) | £271dE = O(1)
(a2) "
[ 1020 1 #2122 = 0(0)
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t

(e-n )t (r—p,,)e
[ 1ttty 1276 t=ofc )
Tp

(8) 1
P o g (AT
Lg[bm(t)-lte dt=ofc ")

les constantes A,(q==%) pouvant &tre ’supposées aussi petites que
Pon veut. Les A,,4(¢=1, 2, ...., ky; p=1, 2, ....,m) sont les n:
racines de I’équation caractéristique

all—z a12 LI Y aln
: a/21 a22_'1 ee e az-n i .
(48) =0.
an1 Ap2 N .

Nous considérons donc le systéme (41) au lieu du systeme (46), en
supposant que

oo = R@y) , d = max{k,) .

=1

Si ’on pose

Apt

Ypg = € Zpq

on a
d. g9-1 m % (=)t (-t
o= S heateet 2 S e | zutouBe
@=1,2....,k; p=1,2,....,m)
ou

| Couite(®) | = | bpaz® | , Lepe®) | = | bpaf®) | -
Définissons les polynomes P,(t) par.

Pp(t) = 2%

 (49) .

. ' . o . o gD .
Poo(t) = 2+ | S doaPratt)dt
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Si 23, = 0(k,—q>>7), Pu(t) est un polynome de ¢ de degré au plus
égal & r+q—k,. Supposons que l'on ait

%’;—"— = :z:zmumﬁl ﬁlcmjk(t)e(uﬂ”)twﬁdpq(t)ew—u”)t'
(q@=1,2, ....,lg,,; p=1,2,....,m)
en posant
Zpq = Upq s ' (pp=Fp 0U pp=p, Q<kp_"'")

Zpq = Upg+ Ppe(t) (l‘p‘=‘ py Q@ = kp—r) .

On aura alors

po(8) = cpe) + 23 Coain()Prlt) -

Puisque
[len® 11 Pa@ 1€ at = o)
t
t
. ky—a (w—p )¢ (r-1 )t
[ 1o 11 Pa) 77" dt = o) ok
. Tp , ‘
on a

o

f | dpo(®) | 8271 dt = o(1)

(u-up

t
) (—np) . »
(1wt e “dt =0 ) (o == 12) -

Les conditions (a), (8) sont donc évidemment remplies. Nous arrivons
ainsi au théoréme suivant. ' '
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Theéoréeme 22. St les conditions (a2), (B2) sont remplies et si h

est assez grand, le systéme differeniiel (47) admet une solution et une
seule telle que

Yoalh) = 12, (o <pp OU pp=p, byp—q<7)
(50) Ype(t) = o(e*?) (o =F 1)

ne q-k, +r ut
ypq(t)“PpQ(t)e =o(t 7 e ) (o = p)

P(t) étant les polynomes définis par les formules (49) o 25, = 0 pour
kob—q=1r et ¥5, = 25,e** pour k,—q <r. Les conditions (B2) peuvent
elre remplacees par les suivantes :

bpeir(t) = o(t™")
bpe(t) = o(t7") .

Si ’on suppose

nous retrouvons un théoreme de M. SPATH® généralisé au systeme
différentiel par M. PEYOVITCH®Y,

22. Conditions pour la stabilite. Les résultats obtenus jusqu’ici

s’appliquent a la recherche des conditions pour la stabilité. Par
exemple,

Théoréeme 24. Supposons que

t—>+oo

et que les racines de I’equation caracteristique (48) sont toutes ¢ partie
reelle negative ou nulle. S’il existe des racines ¢ partie réelle nulle,
nous les supposons simples et que

(20) Math. Zeits. 30. |
(21) Publications math. Univ. Belgrade, 1 (1932).
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[ lastt)—ass1 dt = 0 .

h

Alors la solution x,==0 du systéms differentiel (46) est stable.
Citons un autre exemple.
Théoreme 25. Supposons que

t—>+co

et qu’il existe des fonctions A,t) telles que

GY [ 1ant—a.) 1 at = 01)
13

(52) - |raseia=ow,

(53) Api(t)—ap(t) = o(1)

5 A5(t) = o(1) .

Si les racines de léquation caractéristique (48) sont toutes différentes
Pune de Vautre, mon nulle, et & partie réelle négative ou mnulle la
solution x,=0 du systéme difféerentiel (46) est stable.

Pour le démontrer, désignons par 2(t), A(#) les matrices formées
des éléments A, (t), ay{t)— A,{t), et écrivons le systéme différentiel
sous la forme

X = @A) +A® Y X .
En faisant le changement de variables
X=P®Y

nous obtenons

Y = {4)+ B®)} ¥
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ou

A@®) = P@)TAQPE) ,
B(t) = P@#)~P'@t) + P()" U@ P®) .

En désignant par 4,(t) les n racines de ’équation
| A@)—AE | =0,
nous pouvons choisir la matrice P(t) de maniére que

( ME) 0 N | N

0 LR ... 0
A(t) =
. 0 0 A, () /

et que les éléments de P(t) et P(¢)~! possédent des limites déterminées
et finies pour t— + o . Eecrivons le systéme différentiel sous la
forme

D — Oyt 3 b =12 ....,m)
dt =1 :

et faisons le changement de variables

Ap(t)

Yo=e" 2 <2p(t)=j/]p(t)dt; p=1,2,....,n).
Pour que l’on puisse appliquer le théoréme 21 il suffit que

t ) .

[100) 1dt=00), ) = o) .

h .
Désignons par b,(t), z,,j(t) les éléments des matrices P(t)41P'(t),

P)~YAR)P(D) . Puisque les éléments des matrices P(¢), P(¢)~! sont
bornés les hypothéses (61), (53) entrainent respectivement
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[1Ba 1t =00,  Bu® =o.
]

Si ’on pose .
F{t, A) = | A(t)— AE |,

FY(t, A) a une valeur différente de zéro pour t= + o, A=21,, 2,
étant une racine de I’équation caractéristique (48), car cette équation
(48) n’admet pas de racines multiples. Les hypothéses (562), (54)
entrainent done

(14,014 =o0w, A1) = o(1) .

On en verra sans peine que l’on peut déterminer P(f) de maniere
que 'on ait

[ 180012t = 0, Byi(t) = o(1) .
h

Le théoréme est donc établi.

En appliquant ce théoréme a 1’équation dif‘férentielle

y' +f)y =0 (hm fi®) = a2 > 0)

t>+0

nous retrouvons un critérium pour la stabilité qui a été signalé par
M. NAGUMO et moi®. Ce critérium a été étendu a I’équation

Yy’ +p@)y +e®)y = 1t)

par M. SATO®.

(22) M. Nacumo et M. FUKUHARA, Sur la stabilité des intégrales d’un systéme
d’équations différentielles, Proc. Imp. Acad., 6 (1930). Voir aussi i@, ¥ H
RXW CHUERE) 1745,

(23) Ce mémoir paraitra prochainement dans le Japanese J ournal of Mathematics.
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ADDENDA

Pour arriver a linégalité (II’) du chapitre 1I il n’est nullement
nécessaire que 1’on suppose gy(h) =0 pour w,< u. Il est évident
qu’il suffit de supposer

(1) M(h, He*t = My(t) .

Considérons en particulier le cas ou o(f), 8(f) sont des constantes o,
8. Silon a

we(Sq; 8)

M) = 124D ) g0 | exp {(ua— i~ | v@)dt |
- h

pour une valeur de s plus grande que k2 et un indice g tel que
e < les inégalités (II) deviendront

23N ) K
w167 TE (g | 67
pour t =h. On aura donc l’inégalité

M) < <2 YOI

qui ne dépend pas de s. Cela nous conduit a cette conclusion: st

(

@) e <2 M <,

on a (1) pour h<t<+ o . Par suite la seconde inégalité fonda-
mentale

M) < "';8 M;(s) exp {,u.(t—s) + ] f'y(t)dt ‘ }
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subsiste encore. Puisque ’on peut supposer
7(@t) = p't+o(2),
on a
(8)  (u—p)t+o(®) < log M) < (u+u)t+o(d).

Par conséquent, si les imégalités (2) sont satisfaites, on obtient les
tnegalités (3).

Naturellement on peut faire une remarque analogue relativement
a la seconde inégalité fondamentale (II’) du chapitre III.



