
SUR LES POINTS SINGULIERS DES \’EQUATIONS
DIFF\’ERENTIELLES LIN\’EAIRES;

DOMAINE R\’EEL

Par

Masuo HUKUHARA

TABLE DES MATI\‘ERES
CHAPITRE I. INTRODUCTION. 19

I.–Th\’eor\‘emes d’existence des points invariants. 19

II.–Applications \‘a la th\’eorie des \’equations diff\’erentielles 25

CHAPITRE II. EQUATIONS A COEFFICIENTS BORN\’ES 28

I.–Equations homogenes 28

II.–Equations non homog\‘enes 42

CIIAPITRE III. \’EQUATIONS DONT LES COEFFICIENTS SONT ASYMPTOTIQUES

A DES CONSTANTES. . 50

I.–Equations homog\‘enes 50.
II.–D\’eveloppements asymptotiques 65

III.–Stabilit\’e. . . . . 72

Pour \’etudier les points singuliers des \’equations diff\’erentielles

lin\’eaires, $j’ ai$ d\’ej\‘a remarqu\’e(1) l’importance des th\’eoremes d’existence
des solutions du probleme g\’en\’eralis\’e de CAUCHY:

Etant donn\’es un systeme diff\’erentiel ordinaire

(1) $\frac{dx_{p}}{dt}=f_{p}(t, x_{1}, \ldots., x_{n})$ $(p=1,2, \ldots., n)$

et les $n$ paires de nombres

(2) $(t_{1}, x_{1}^{0})$ , $(t_{2}, \phi)$ , . . . ., $(t_{n}, x_{n}^{0})$ ,

(1) M. FUKUHARA, Sur les singularit\’es des fonctions d\’eflnies par des \’equations diff\’er$\cdot$

entielles, I, II, Jap. Jour. Math., 8 (1931).
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chercher s’il existe une solution de (1) telle que

(3) $x_{p}(t_{p})=x_{p}^{c}$ $(p=1;2, \ldots., n)$ .
Dans mes deux m\’emoires pre’c\’edents. $j$ ‘ai utilis\’e, pour traiter ce

probl\’eme, la m\’ethode des approximations successives, car la premiere
m\’ethode de CAUCHY qui poss\‘ede une sup\’eriorit\’e incontestable con-
cernant le probleme de CAUCHY (au sens strict) devient impuissante
pour ce probleme g\’en\’eralis\’e. Mais la m\’ethode des approximations
successives a, comme on le sait, ce point faible qu’elle exige, pour
assurer la convergence des approximations successives, de certaines
r\’egularit\’es sur les fonctions $f_{p}(t,$ $x_{1}$ , . . .. . $x_{n})$ outre la continuit\’e.
Pour combler cette lacune $j’ ai$ \’et\’e oblig\’e d’introduire une autre
m\’ethode, qui se base sur un th\’eor\’eme d’existence des points in-
variants dans l’espace \‘a un nombre fini de dimensions. A l’aide
de ce th\’eoreme d’existence des points invariants, nous pouvons
d\’emontrer le th\’eoreme suivant qui a \’et\’e \’enonc\’e sans d\’emonstration
dans mon ouvrage sur la th\’eorie des \’equations diff\’erentielles or-
dinaires: Soient $\varphi_{p}(t),$ $\omega_{p}(t)$ ($p=1,2$ , . . . ., n) des fonctions con-
tinues respectivement dans des intervalles $I_{p}$ dont les int\’erieurs
coIncident avec un intervalle ouvert $I$, les $\omega_{p}(t)$ ne prenant que des
valeurs positives. Supposons que les $f_{p}(t, x)$ soient des fonctions
continues par rapport \‘a $(x_{1},$ $x_{2}$ , . . . . , $x_{n})$ dans le domaine

. (4) $|x_{p}-\varphi_{p}(t)|\leqq\omega_{p}(t)$ $(p=1,2, \ldots., n)$

quand $t$ reste fixe dans $I_{p}$ et mesurables dans I quand les $x_{p}$ restent
fixes. Supposons de plus que

(5) $|f_{p}(t, x)|\leqq F_{p}(t)$ $(p=1,2, \ldots., n)$

$F_{p}(t)$ d\’esignant une fonction sommable dans tout sous-intervalle
ferm\’e(3) de $I_{p}$ . Soit $t_{p}n$ nombres donn\’es appartenant respectivement

(2) mrth, $A\hslash\ovalbox{\tt\small REJECT}*\ovalbox{\tt\small REJECT} gR\ovalbox{\tt\small REJECT}\backslash (gR\ovalbox{\tt\small REJECT}\&)125F$ . Ici nous avons suppos\’e la continuit\’e par
rapport a $t$ . Mais cette restriction n’est pas essentielle.

\langle 3) Nous appellerons ferm\’e tout intervalle de la forme $a\leq t\leqq b,$ $1$‘une des extr\’emit\’es
$a,$ $b$ ou toutes les deux pouvant devenir infinies. Donc l’intervalle $e\iota<t<+\infty$

n’est pas ferm\’e suivant notre terminologie.
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a $I_{p}$ et $x_{p}^{0}nnombreS_{\backslash }^{1}$ donn\’es satisfaisant aux conditions

(6) $|x_{p}^{0}-\varphi_{p}(t_{p})|\leqq\omega_{p}(t_{p})$ $(p=1,2, \ldots., n)$ .
Supposons.enfin que l’on ait

(7) $|x_{p}^{0}+|^{t}f_{p}(t, x(t))dt-\varphi_{p}(t)t_{p}|\leqq\omega_{p}(t)$ $(p=1,2, \ldots., n)$

quelles que soient les fonctions $x.(t)$ continues dans $I$ et satisfaisant
aux conditions

(8) $|x_{p}(t)-\varphi_{p}(t)|\leqq\omega_{p}(t)$ $(p=1,2, \ldots., n)$ .
Alors le syst\’eme diff\’erentiel (1) admet au moins une solution(4)

$x_{p}=x_{p}(t)$ telle que les fonctions $x_{p}(t)$ sont continues dans $I_{p}$ res-
pectivement et satisfont aux conditions

$x_{p}(t_{p})=x_{p}^{0}$ $(p=1,2, \ldots., n)$ .
Le chapitre premier est consacr\’e \‘a la d\’emonstration de ce

th\’eor\‘eme. Dans le chapitre II nous appliquerons ce th\’eoreme aux
\’equations de la forme

(9) $\frac{dz_{\mathcal{D}}}{dt}=\sum_{j-1}^{n}c_{pj}(t)e^{(\mu_{j}-\mu_{p})t}z_{j}$ $(p=1,2, \ldots., n)$ ,

les $\mu_{p}$ \’etant des constantes r\’eelles. D\’esignons par $\mu$ un des nombres
$\mu_{p}$ et $suPDosons$ par exemple que l’on ait

(10) $\mu_{p}^{\prime}=\varlimsup_{t\rightarrow+\infty}\sum_{j- 1}^{n}|c_{pj}(t)|<|_{\mu}-\mu_{p}|-\mu^{\prime}$ pour $\mu_{p}\neq\mu$ ,

en posant

(11) $\underline{\max_{\mu_{p}\mu}}\{\varlimsup_{t\rightarrow+\infty}\sum_{j-1}^{n}|c_{pj}(t)|\}=\max_{\mu_{p}-\mu}\{\mu_{p}^{\prime}\}=\mu^{\prime}$ .

(4) Une solution du syst\‘eme diff\’erentiel est, par d\’efinition, un syst\‘eme des $n$ fonctions
continues $x_{p}(t)$ telles que $x_{p}(t)$ soient respectivement les int\’egrales ind\’efinies
(au sens de M. LEBESGUE) des $fonctionsf_{p}(t, x(t))$ .
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Nous chercherons d’abord s’il existe une solution $z_{p}(t)$ de (9) tell
que

(12) $\left\{\begin{array}{ll}\varlimsup_{t\rightarrow+\infty}\frac{1}{t}\log|z_{p}(t)|<\mu-\mu_{\Phi^{-\max_{\mu_{q}>\mu}}}\{\mu_{q}^{\prime}\} & (p=1,2, \ldots., n)\\z_{p}(\tau)=z_{p}^{0} & (\mu_{p}=\mu)\\z_{p}(h)=z_{p}^{0} & (_{\mu_{p}}<\mu)\end{array}\right.$

les $h,$ $\tau(h\leq\tau<+\infty)$ et les $z_{p}^{0}$ \’etant des nombres donn\’es. On verra
l’existence et l’unicit\’e de la solution pourvu que $h$ soit assez grand,
et obtiendra $n$ in\’egalit\’es $quI$ donnent des limites sup\’erieures des
modules $|z_{p}(t)-z_{p}^{0}|$ , $0\dot{u}$ nous supposons $z_{p}^{0}=0$ pour $\mu_{p}>_{\mu}$ . Donc
si l’on pose

(13) $\left\{\begin{array}{l}M(t)=\underline{\max_{p1}^{n}}\{|z_{p}(t)|e^{\mu_{p}t}\}\\M_{1}(t)=\underline{\max_{\mu_{p}\mu}}\{|z_{p}(t)|e^{\mu_{p}t}\}\\M_{2}(t)=\max_{\mu_{p}\neq\mu}\{|z_{p}(t)|e^{\mu_{p}t}\}\end{array}\right.$

et si l’on suppose $z_{p}^{0}=0$ pour $\mu_{p}<\mu$ , ces $n$ in\’egalit\’es donneront des
relations entre $|z_{p}(t)-z_{p}^{0}|$ et $M_{1}(\tau)$ . Gr\^ace au th\’eor\‘eme d’unicit\’e
nous pouvons consid\’erer $\tau$ comme variable ind\’ependante, et nous
pouvons en d\’eduire des reIations entre $M(t),$ $M_{1}(t),$ $M_{2}(t)$ . Ainsi
nous arrivons \‘a ce r\’esultat: La solution de (9) satisfaisant aux condi-
tions (12) remplie les relations $su\dot{w}$antes

(14) $(_{\mu}-\mu^{\prime})t-o(t)\leqq\log M_{1}(t)\leqq(\mu\mu^{\prime}$

(15) $M(t)=O(M_{1}(t))$ .
En particulier, si $\mu^{\prime}=0$ on obtiendra

(16) $\log M1(t)=\mu t+o(t)$ .
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Il en d\’ecoule un th\’eoreme de M. LETTENMEYER \ddagger Si $a_{\dot{w}}(t)$ sont des
fonctions continues de $t$ ayant des limites finies $a_{\dot{w}}$ lorsque $ t\rightarrow+\infty$ ,
le systeme $dfferentiel^{(6)}$

(17) $\frac{dx_{p}}{dt}=\sum_{j-1}^{n}a_{pj}(t)x_{j}$ $(p=1,2, \ldots., n)$

admet $n$ solutions ind\’epmdantes

(18) $x1=x_{1j}(t),$ $x_{2}=x_{2j}(t)$ , . . . ., $x_{n}=x_{n^{j}}(t)$

$(j=1,2, \ldots., n)$

telles que

(19) $\underline{\max_{p1}^{n}}\{|x_{pq}(t)|\}=\mu_{q}t+o(t)$

en d\’esignant par $\mu_{j}$ les parties r\’eeues des $n$ racines de l’\’equation
caract\’eristique

(20) $\left|\begin{array}{lllllll} & & & a_{11}-\lambda & a_{12} & \cdots & a_{ln}\\ & & & a_{21} & a_{\mathfrak{B}}-\lambda & \cdots & a_{2n}\\ & & & \ldots\cdots\cdots\cdots\cdots\cdots\cdots\cdots\ldots\cdots\cdots & & & \\a_{n1} & a_{n2} & \cdots & a_{nn}-\lambda & & & \end{array}\right|=0$ .

Dans le chapitre III nous referons le calcul dans des hypoth\’eses
plus restrictives. Les r\’esultats de MM. LETTENMEYER, SP\"ATH et
PEYOVITCH $y$ seront discut\’es pre’cIse’ment, car leurs r\’esultats me
semble vagues encore. Par exemple, si les $a_{pj}(t)$ sont d\’eveloppables
asymptotiquement dans le voisinage de $ t=+\infty$ comme il suit:

(21) $ a_{pj}(t)\sim a_{pj}+\frac{a_{pj}^{\langle 1)}}{t}+\ldots.+\frac{a_{pj}^{(k)}}{t^{k}}+\ldots$ .

(5) Stsber. Akad. MUnchen (Math.-naturw, Kl.) 1929.
(6) Pour amener le syst\‘eme (17) \‘a la forme (9) o\‘u $c_{pj}(t)=o(1)$, voir $\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT},$ $\theta a9\mathfrak{X}gR\ovalbox{\tt\small REJECT}$

\langle $g\Re\ovalbox{\tt\small REJECT} R$) $159-165$ El.
(7) Math. Zeits. 30.
(8) Publication math. Univ. Belgrade, 1, 1932.
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et si les $n$ racines de l’\’equation caract\’eristique sont toutes differentes,

on peut d\’evelopper la solution de (17) asymptotiquement dans le
voisinage de $ t=+\infty$ . Pour le d\’emontrer on forme d’abord $n$ s\’eries

(22) $x_{p}\sim e^{\lambda t}t^{P}\{\beta_{p}+\frac{\beta_{p}^{(1)}}{t}+\ldots.+\frac{\beta_{p}^{(k)}}{t^{k}}+\ldots.\}$

qui satisfont formellement aux \’equations (17) et l’on pose

$\overline{\varphi}_{p}(t)=e^{\lambda t}t^{P}\{\beta_{p}+\frac{\beta_{p}^{\langle 1)}}{t}+\ldots.+\frac{\beta_{p}^{\langle k)}}{t^{k}}\}$

$\overline{\varphi}_{p}^{\prime}(t)-\sum_{;-1}^{n}a_{pj}(t)\overline{r^{\text{ノ}}}j(t)=a_{p}(t)e^{\lambda t}$ .
$x_{p}=\overline{\varphi}_{p}(t)$ est une solution des \’equations lin\’eaires non homogenes

(23) $\frac{dx_{p}}{dt}=\sum_{j\leftarrow 1}^{n}a_{pj}(t)x_{j}+a_{p}(t)e^{\lambda t}$ $(p=1,2, \ldots., n)$ .

Nous chercherons si (17) admet une solution: $x_{p}=\varphi_{p}(t)$ telle que

$|\varphi_{p}(t)-\overline{\varphi}_{p}(t)|=O(t^{v-k-1}e^{\mu t})$

en d\’esignant par $\mu,$ $\nu$ les parties r\’eelles de $\lambda,$
$\rho$ . Nous sommes

ainsi conduits \‘a un th\’eor\’eme de comparaison de deux systemes dif-
f\’erentiels (17) et (23). On peut en d\’eduire que les (22) sont les
d\’eveloppements asymptotiques d’une solution de (17). Pour arriver
\‘a ce r\’esultat on devra beaucoup pr\’eciser les r\’esultats de M. LETTEN-
MEYER. en les \’etendant au systeme non lin\’eaire. Ce mode de raison-
nements a \’et\’e employ\’e dans mon ouvrage d\’ej\‘a $cit\text{\’{e}}^{(9)}$ . Dans le
pr\’esent m\’emoire nous montrerons comment on peut \’etendre cette
m\’ethode aux \’equations diff\’erentielles lin\’eaires de la forme

$\frac{dx_{p}}{dt}=t^{\alpha}\sum_{j\Rightarrow 1}^{n}a_{pj}(t)x_{j}$ $(p=1,2, \ldots., n)$

(9) $\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT},$ $\#aa*g\mathfrak{X}\ovalbox{\tt\small REJECT}(g\Re\ovalbox{\tt\small REJECT}\&)165-172H$ .
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ou les $a_{\dot{w}}(t)$ sont d\’eveloppables asymptotiquement sous la forme (21)

et $a$ d\’esigne un entier non n\’egatif. Je termine ce m\’emoire en
montrant quelques applications \‘a la recherche des conditions pour la
stabilit\’e.

CHAPITRE I

INTRODUCTION

I.-TH\’EOR\‘EMES D’EXISTENCE DES POINTS
INVARIANTS(10)

1. Transformations continues dans l’espace \’a $m$ dimensions.
Nous appellerons \’etoile de centre $0$ tout ensemble $E$ contenant $0$ in-
t\’erieurement et tel que chaque demi-droite partant de $0$ contient au
plus un point fronti\’ere de E. MM. BIRKHOFF et KELLOG ont d\’emontr\’e
le th\’eoreme suivant qui est la base de mon pr\’esent m\’emoire.

Th\’eoreme 1. Si $\overline{x}=f(x)$ transforme d’une maniere continue
chaque point $x$ d’une \’etoile ferm\’ee et born\’ee $E$ a un point $\overline{x}$ de $E$, il
existe au moins un point invariant relatif a cette transformation,
c’est-a-dire un point $x$ tel que $x=f(x)$ .

Nous allons en d\’eduire le th\’eoreme suivant.

Th\’eoreme 2. Si $\overline{x}=f(x)$ transforme d’une maniere continue
chaque point $x$ d’une \’etoile ferm\’ee $E$ a un point $\overline{x}$ d’un ensemble
born\’e A contenu dan$sE$, il existe au moins un point invariant relattf
a cette transformation.

Soit $0$ un des centres de l’\’etoile $E$ . Si l’on prend un nombre
positif $R$ assez grand pour que la sph\’e$re^{(12)}S$ de centre $0$ et de rayon
$R$ contienne $A,\overline{x}=f(x)$ transforme d’une mani\’ere continue chaque

(10) Dans cette section les valeurs que prend la fonction peuvent \^etre des nombres
complexes, ou plus g\’en\’eralement des vecteurs libres dans un espace \‘a un
nombre fini de dimensions. Mais la variable ind\’ependante $t$ est toujours
r\’eelle.

(11) BIRKHOFF and KELLOG, Invariant points in function space, Trans. Amer. Math.
soc., 28 (1922). Voir aussi M. FUKUHARA, Sur les syst\‘emes des \’equations
diff\’erentielles ordinaires, II, Jap. Jour. Math., 5 (1930).

(12) Nous supposerons que la surface de la sph\‘ere lui appartient.
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point $x$ de SE \‘a un point hi de SE. $SE$ est \’evidemment une \’etoile

ferm6e et born\’ee. Il existe donc un point invariant.

2. Degr\’e de continuit\’e d’une fonction continue. Avant d’\’eten-
dre le th\’eoreme 2 \‘a l’espace fonctionnel il convient d’introduire une
notion: degr\’e de continuit6 d’une fonction continue.

Th\’eoreme 3 $\cdot$ Si une fonction $f(t)posit\dot{w}e$ et born\’ee dans l’inter-
valle $0<t<h$ converge vers z\’ero lorsque $t$ tend vers z\’ero en d\’ecroissant,
il existe une fonction continue $F(t)$ convexe vers le haut dans $l’ intervaue$

$0\leqq t<h$ et telle que $f(0)=0,$ $f(t)\leq F(t)$ .
Nous supposerons, pour simplifier les consid\’erations, la fonction

$f(t)$ semi-continue sup\’erieurement. Sinon il suffit de la remplacer
par le $maximum\overline{f}(t)def$ \‘a $t$ . Soit $y_{0}>f(t)$ pour $0<t<h$ et con-
sid\’erons l’ensemble $E_{0}$ des valeurs $c$ pour lesquelles on a $y_{0}+c(t-h)>f(t)$

dans $0<t<h$ . La borne sup\’erieure $c_{0}$ de $E_{0}$ n’est pas n\’egative
puisque $c=0$ appartient \‘a $E_{0}$ . D\’esignons par $2t_{1}$ la borne inferieure
des valeurs $\tau(0<\tau<h)$ telles que l’on ait $y_{0}+c_{0}(\tau-t_{0})=f(\tau)(t_{0}=h)$ .
S’il n’existe pas de telle valeur $\tau$ , on pose $t_{1}=0$ . Nous posons

$F(t)=y_{0}+\alpha(t-h)$ pour $t_{1}\leqq t<h$ .
Si $t_{1}>0$ , nous cosid\’erons l’ensemble $E_{1}$ des valeurs $c$ pour lesquelles
on a $y_{1}+c(t-t_{1})>f(t)(y_{1}=F(t_{1}))$ dans l’intervalle $0<t<t_{1}$ et d\’esig-
nons par $c_{1}$ la borne sup\’erieure de $E_{1}$ . $c_{1}$ est plus grand que $c_{0}$ . Puis
nous d\’esignons par $2t_{2}$ la borne sup\’erieure des valeurs $\tau(0<\tau<t_{1})$

telles que l’on ait $y_{1}+c_{1}(\tau-t_{1})=f(\tau)$ et posons

$F(t)=y1+c1(t-t1)$ pour $t_{2}\leqq t<t_{1}$ .

Et ainsi de suite. Si apres un nombre fini d’op\’erations on obtient
$t_{n}=0$ , la fonction $F(t)$ est d\’efinie et continue dans l’intervalle
$0\leqq t<h$ et satisfait \‘a l’in\’egalit\’e $f(t)\leqq F(t)$ . Elle est convexe vers
le haut puisque le nombre $c_{j}$ croit avec $j$ . $t_{n}$ \’etant \’egal $\cdot$ \‘a $0$ , on
obtient
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$F(0)=f(0)=0$ .
$F(t)$ remplit donc les conditions voulues.

Si l’on obtient une suite infinie de nombres: $t_{0},$ $t_{1}$ , .... , $t_{n}$ ,

. ... cette suite converge vers $0$ puisque $2t_{n}\leq t_{n-1}$ . La fonction $F(t)$

est donc d\’efinie et continue dans l’intervalle $0<t<h$ et satisfait \‘a

l’in\’egalit\’e $f(t)\leq F(t)$ . La semi-continuit\’e sup\’erieure de $f(t)$ et la
d\’efinition des nombres $t_{n}$ entrainent $f(2t_{n})=F(2t_{n})$ . Puisque

$\lim f(2t_{n})=0$ , on a $\lim F(2t_{n})=0$ . La fonction $F(t)$ \’etant monotone,
$n\rightarrow\infty ona$

$\lim_{t\rightarrow+0}F(t)=0$ . $n\infty\vec{L}a$ fonction $F(t)$ est convexe vers le haut puisque

$c_{j}$ croit avec $j$. Le th\’eor\’eme est donc \’etabli.

Soit $\eta(\delta)$ une fonction continue, positive et convexe vers le haut

dans l’intervalle $ 0<t<+\infty$ . Nous dirons qu’une fonction $f(t)$ est
continue $\eta(\delta)$ dans un intervalle $I$ si l’on a $|f(t^{\prime})-f(t^{\prime\prime})|\leqq\eta(\delta)$ pourvu
que la diff\’erence $|t^{\prime}-t^{\prime\prime}|$ de deux nombres $t^{\prime},$

$t^{\prime\prime}$ appartenant \‘a $I$

soit inf\’erieure \‘a $\delta$ .
Th\’eor\’eme 4. La hmite d’une suite convergente de fonctions con-

tinues $\eta(\delta)$ dans un intervalle I est aussi continue $\eta(\delta)$ dans $I$.
En effet si une suite de fonctions

$f_{1}(t),$ $f_{2}(t)$ , . . . . $f_{n}(t)$ , . . . .
converge vers une fonction $f(t)$ et si l’on a $|f_{n}(t^{\prime})-f_{n}(t^{\prime\prime})|\leq\eta$ on a
1 $f(t^{\prime})-f(t^{\prime\prime})|\leqq_{\eta}$ , ce qui d\’emontre le th\’eoreme.

Th\’eoreme 5. Si une fonction $f(t)$ est eontinue $\eta(\delta)$ dans $a\leq t\leqq b$ ,

une fonction $F(t)$ continue dans $a\leq t\leq b$ , lin\’eaire dans chaque inter-
valle $t_{j-1}<t<b(j=1,2, \ldots, n),$ o\‘u $a=t_{0}<t_{1}<\ldots<t_{n}<b$ , et
eoinct,dant avec $f(t)$ pour $t=t_{j}\langle j=0,1,2,$ $\ldots.n$) est aussi continue
$\eta(\delta)$ dans $a\leq t\leq b$ .

L’ensemble $E$ des points $(t, x)$ tels que

$ t_{j}\leqq t<+\infty$ , $|x-f(t_{j})|<\eta(t-t_{j})$

forme une figure convexe puisque $\eta(t)$ est une fonction continue,

positive et convexe vers le haut. $f(t)$ \’etant continue $\eta(\delta)$ , les points
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$(t_{k}, f(t_{k}))(k=i, i+1, \ldots. n)$ appartiennent \‘a $E$. Donc la ligne
bris\’ee joignant ces points successivement se trouve dans $E$. Il
s’ensuit que

$|F(t)-F(t_{j})|<\eta(t-t_{j})$ pour $t\geqq t_{j}$ .
Prenons deux nombres quelconques $t^{\prime},$ $t^{\prime\prime}(t^{\prime}<t^{\prime\prime})$ appartenant \‘a
$a\leqq t\leq b$ . Si $t_{j-1}\leq t^{\prime}<t^{\prime\prime}\leqq t_{j}$ on aura

$|F(t^{\prime\prime})-F(t^{\prime})|=|F(t_{j-1}+t^{\prime\prime}-t^{\prime})-F(t_{j-1})|\leqq\eta(t^{\prime\prime}-t^{\prime})$ .
Si $t_{j-1}\leq t^{\prime}\leq t_{j}<t^{\prime\prime}$ on aura

$|F(t^{\prime\prime})-F(t_{\dot{J}})|\leqq\eta(t^{\prime\prime}-t_{j})$ , $|F(t^{\prime\prime})-F(t_{j- 1})|\leqq\eta(t^{\prime\prime}-t_{j-1})$ .
Ceci signifie que les points $(t_{j-1}, F(t_{j-1})),$ $(t_{j}, F(t_{j}))$ appartiennent \‘a
l’ensemble $E_{0}$ des points $(t, x)$ tels que

$t\leqq t^{\prime\prime}$ , $|x-F(t^{\prime\prime})|\leqq\eta(t^{\prime\prime}-t)$ .
$E_{0}$ formant une figure convexe, le segment ioignant ces deux point8
se trouvent dans $E_{0}$ et l’on a

$|F(t^{\prime})-F(t^{\prime\prime})|\leqq\eta(t^{\prime\prime}-t^{\prime})$ . C.Q.F.D.

3. Transformations continues dans l’espace fonctionnel. Soit
$\mathfrak{F}$ une famille de fonctions ,continues dans un intervalle $I$, et sup-
posons qu’\‘a chaque fonction $f(t)$ de $\mathfrak{F}$ o.n a fait corre8pondre une
fonction continue dans $I$, de mani\‘ere que si une suite de fonctions
de $\mathfrak{F}$ est uniform\’ement convergente dans tout sous-intervalle ferm\’e

et born\’e de $I$, la suite des fonctions correspondantes le soit aussi.
Alors cette correspondance s’appelle transformation continue de la
famille $\mathfrak{F}$ .

Th\’eoreme 6. Si $\overline{f}(t)=f(t)|T$ transforme d’une maniere continue
chaque fonetion $f(t)$ continue dans un intervalle $I$ $d$ une fonction $f\overline{(}t$)

continue dans le m\^eme intervalle I et si de plus la famille $\mathfrak{F}$ des
fonct,ions tranform\’ees $f(t)$ est born\’ee et \’egalement $\grave{c}$ontinue dans tout
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intervalle ferm\’e et born\’e contenu dans $I$, il existe au moins une fonc-
tion invariante relative a cette transformation, c’est-a-dire une fonction
$f(t)$ telle que $f(t)=f(t)|T$.

Supposons \’etabli le th\’eoreme dans le cas ou $I$ est un intervalle
ferm\’e et born\’e. Si $I$ n’est pas un intervalle ferm\’e et born\’e, nous
consid\’erons une suite croissante d’intervalles tendant vers $I$ :

$a_{1}\leqq t\leqq b_{1}$ , $a_{2}\leqq t\leqq b_{2}$ , . . . ., $a_{n}\leqq t\leqq b_{n}$ , . . . .

Soit $\varphi(t)$ une fonction continue dans $a_{n}\leq t\leq b_{n}$ , et posons

$f(t)=\left\{\begin{array}{ll}\varphi(t) & pour a_{n}\leqq t\leqq b_{n}\\\varphi(a) & pour t\leqq a_{n}\\\varphi(b) & pour b_{n}\leqq t.\end{array}\right.$

$f(t)$ est continue dans $I$. Nous poserons

$\overline{\varphi}(t)=f(t)|T$ pour $a_{n}\leqq t\leqq b_{n}$ .

La transformation qui fait correspondre $\varphi(t)$ \‘a $\overline{\varphi}(t)=\varphi(t)|T_{n}$ est

continue, les fonctions $\varphi(t)$ et $\overline{\varphi}(t)$ \’etant continues. De plus la famille

des fonctions transform\’ees $\overline{\varphi}(t)$ est born\’ee et \’egalement continue.

Par suite, d’apr\’es la supposition, il existe une fonction $\varphi_{n}(t)$ invariante

relative \‘a $T_{n}$ . Posons

$f_{n}(t)=\left\{\begin{array}{ll}\varphi_{n}(t) & pour a_{n}\leqq t\leqq b_{n}\\\varphi_{n}(a) & pour t\leqq a_{n}\\\varphi_{n}(b) & pour b_{n}\leqq t.\end{array}\right.$

La famille des fonctions $f_{n}(t)$ est born\’ee et \’egalement continue dans

tout sous-intervalle ferm\’e et born\’e de $I$. On peut donc en extraire
par le proc\’ed\’e diagonal une suite partielle convergente. La limite

de cette suite est une fonction invariante relative \‘a $T$ puisque la

transformation $T$ est continue.
Nous $8Upposons$ donc l’intervalle $I$ ferm\’e. Soit $\delta$ un nombre

positif et d\’esignons par $\epsilon(\delta)$ la borne sup\’erieure des diff\’erences
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$|f(t^{\prime})-f(t^{\prime\prime})|$ , ou $f(t)$ d\’esigne une fonction quelconque dans $\mathfrak{F}$ et $t^{\prime}$ ,
$t^{\prime\prime}$ deux nombres quelconques dans $I$ : $a\leqq t\leqq b$ , dont la diff\’erence
ne surpasse pas $\delta$ . D’apres l’\’egale continuit\’e de la famille $\mathfrak{F},$ $e(\delta)$

converge vers z\’ero avec $\delta$ . Il existe donc une fonction $\eta(t)$ continue,
non croissante, convexe vers le haut, satisfaisant \‘a l’in\’egalit\’e
$e(t)\leqq\eta(t)$ dans l’intervaIle $0\leq t\leq b-a$ et s’annulant pour $t=0$ .
Nous posons $\eta(t)=\eta(b-a)$ pour $t\geqq b-a$ . Toute fonction de $\mathfrak{F}$ est
continue $\eta(\delta)$ dans $a\leq t\leq b$ . Intercalons entre $a$ et $b$ d’une mani\‘ere
arbitraire une suite de nombres croissants

$a=t_{1}<\&<\ldots.<t_{n-1}<t_{n}=b$ .
A un point $(x_{1} , x_{2}, \ldots. , x_{n})$ dans l’espace $E_{n}$ nous faisons cor-
respondre une fonction $f(t:x)$ continue dans $a\leq t\leq b$ , lin\’eaire dans
chaque intervalle $t_{j}\leqq t\leqq t_{j\star 1}(j=1,2, \ldots. , n-1)$ et coIncidant avec
$x_{j}$ pour $t=b$ . D\’esignons par $\overline{x}=x|\mathfrak{T}$ le point dont les coordonn\’es
$sont\overline{f}(t_{1} ; x),\overline{f}(t_{2} ; x)$ . .. . . . $\overline{f}(t_{n} ; x).\overline{f}(t;x)$ \’etant la fonction trans-
form\’ee $f(t;x)|$ T. $\mathfrak{T}$ transforme d’une maniere continue chaque point
$x$ de $E_{n}$ \‘a un point $x$ dans une ensemble born\’e. Il existe donc un
point invariant relatif a $\mathfrak{T}$ . D\’esignons par $\varphi(t)$ la fonction corres-
pondante, c’est-\‘a-dire la fonction telle que $\varphi(t)=\varphi(t)|T$ pour $t=t_{1}$ ,
$t_{2}$ , . .. . , $t_{n}$ , et lin\’eaire dans chaque intervalle $t_{j}\leqq t\leqq t_{j+1}(j=1.2$,.. .. . $n-1$). La fonction transform\’ee $\overline{\varphi}(t)=\varphi(t)|T$ \’etant continue
$\eta(\delta)$ dans $a\leqq t\leqq b$ , le th\’eor\‘eme 5 montre que la fonction $\varphi(t)$ est
aussi continue $\eta(\delta)$ dans le m\^eme intervalle.

Consid\’erons maintenant un ensemble d\’enombrable de nombres
dense dans $a\leqq t\leq b$ . D6signons par $\tau_{1},$ $\tau_{2}$ , . . . . , $\tau_{n}$ , . . . . les
nombres de cet ensemble. Alors il existe, comme on l’a vu plus
haut, une fonction $f_{n}(t)$ continue $\eta(\delta)$ dans $a\leqq t\leqq b$ et satisfaisant
aux relations

$f_{n}(\tau_{j})=\overline{f_{n}}(\tau_{j})$ $0=1,2,$ $\ldots.,$ $n$).

La famille des fonctions $f_{n}(t)$ est born\’ee et \’egalement continue. On
oeut donc en extraire une suite uniform\’ement convergente. Gr\^ace
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\‘a la continuit\’e de la transformation $T$ la limite de cette suite est
une fonction invariante relative \‘a $T$. Le th\’eor\’em$e$ est donc \’etabli.

II.–APPLICATIONS \‘A LA TH\’EORIE DES \’EQUATIONS
DIFF\’ERENTIELLES(13)

4. Th\’eoreme d’existence. D\’emontrons maintenant le th\’eoreme

\’enonc\’e au d\’ebut de ce m\’emoire.

Th\’eoreme 7. Soient $\varphi_{p}(b),$ $\omega_{p}(t)(p=1,2, \ldots.n)$ des fonctions
continues respectivement dans des intervalles $I_{p}$ dont les int\’erieurs

coinczdent avec un intervalle ouvert $I$, les $\omega_{p}(i)$ ne prenant que des
valeurs $posit\dot{w}$es. Supposons que les $f_{p}(t, x)$ soient des fonctions con-
tinues par rapport a $(x_{1} , x_{2}, \ldots , x_{n})$ dans le domaine

$|x_{p}-\varphi_{p}(t)|\leqq\omega_{p}(t)$ . $(p=1,2, \ldots., n)$

quand $t$ reste fixe dans $I_{p}$ et mesurables dans I quand les $x_{p}$ restent
fxes. Supposons de plus que

$|f_{p}(t, x)|\leqq F_{p}(t)$ $(p=1,2, \ldots., n)$ ,

$F_{p}(t)$ d\’esignant une fonction sommable dans tout sous-intervalle ferm\’e
de $I_{p}$ . Soient $t_{p}n$ nombres donn\’es appartenant respectivement a $I_{p}$ et
$x_{p}^{0}n$ nombres donn\’es satisfaisant aux conditions

$|x_{p}^{0}-\varphi_{p}(t_{p})|\leqq\omega_{p}(t_{p})$ $(p=1,2, \ldots., n)$ .

Supposons enfin que l’on ait

$|x_{p}^{0}+\int_{t_{p}}^{t}f_{p}(t, x(t))dt-\varphi_{p}(t)|\leqq\omega_{p}(t)$ $(p=1,2, \ldots., n)$

(13) Dans cette section et dans les chapitres suivants les valeurs que prend la fonction
sont des nombres complexes s’il n’y a pas de mention contraire. La variable
ind\’ependante est toujours r\’eelle. Les fonctions de $t$ que nous consid\’ererons
sont toujours suppos\’ees mesurables.
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quelles que soient les fonctions $x_{p}(t)$ continues dans I et satisfaisant
aux conditions

$|x_{p}(t)-\varphi_{p}(t)|\leqq\omega_{p}(t)$ $(p=1,2, \ldots., n)$ .
Alors le systeme diff\’erentiel

(1) $\frac{dx_{p}}{dt}=f_{p}(t, x)$ $(p=1,2, \ldots., n)$

admet au moins une solution $x_{p}=x_{p}(t)$ telle que les fonctions $x_{p}(t)$

sont continues dans $I_{p}respect\dot{w}$ement et satisfont aux conditions

(2) $x_{p}(t_{p})=x_{p}^{0}$ $(p=1,2, \ldots., n)$ .
Soit un systeme de $n$ fonctions continues dans $I$ : $f_{p}(t)(p=1,2$ ,

. . .. , $n$). Nous faisons lui correspondre un systeme des $n$ fonctions
d\’efinies comme il suit: Pour les valeurs de $t$ ou l’on a $|f_{p}(t)-\varphi_{p}(t)|$

$\leqq\omega_{p}(t)$ ($p=1,2,$ $\ldots$ . , n) nous posons $x_{p}(t)=f_{p}(t)$ ; pour les valeurs
de $t$ ou une au moins de ces in\’egalit\’es $n’ e$st pas satisfaite nous
Dosons

$x_{p}(t)=f_{p}(t)/maxj\approx 1n\{\frac{|f_{j}(t)|}{\omega_{j}(t)}\}$ $(p=1,2, \ldots., n)$ .

Alors le systeme des $x_{p}(t)$ satisfait aux in\’egalit\’es

$|x_{p}(t)-\varphi_{p}(t)|\leqq\omega_{p}(t)$ $(p=1,2, \ldots., n)$

et varie d’une maniere continue avec le syst\‘eme des $f_{p}(t)$ . Posons
ensuite

$\overline{f_{p}}(t)=x_{p}^{0}+\int_{t_{p}}^{t}f_{p}(t, x(t))dt$ $(p=1,2, \ldots., n)$ .

Alors la famille des fonctions $\overline{f_{p}}(t)$ est born\’ee et \’egalement continue
dans tout sous-intervalle ferm\’e de $I$ et le syst\‘eme des $n$ fonctions

$\overline{f_{p}}(t)$ varie d’une mani\‘ere continue avec le systeme des $n$ fonctions
$f_{p}(t)$ . Le th\’eoreme 6 montre donc qu’il existe un systeme des $n$
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fonctions $f_{p}(t)$ tel que $\overline{f_{p}}(t)=f_{p}(t)$ dans $I$. Ceci signifie qu’il existe
au moins une solution du syst\‘eme des \’equations int\’egrales

$x_{p}(t)=x_{p}^{0}+\int_{t_{p}}^{t}f_{p}(t, x(t))dt$ $(p=1,2, \ldots., n)$ .

C.Q.F.D.

5. Th\’eor\’eme d’unicit\’e. Pour que l’on puisse affirmer l’unicit\’e

de la solution nous devons introduire d’autres conditions. Le th\’eor\‘eme

d’unicit\’e que nous utiliserons fr\’equemment est le suivant.

Th\’eoreme 8. Outre les hypotheses expos\’ees au th\’eoreme 7, nous
supposerons que si le systeme des fonctions $x_{p}(t)$ satisfait aux in\’egaht\’es

(3) $|x_{p}(t)-\varphi_{p}(t)|\leqq C\omega_{p}(t)$ $(p=1,2, \ldots., n)$

on ait

(4) $|x_{p}^{0}+\int_{t_{p}}^{t}f_{p}(t, x(t))dt-\varphi_{p}(t)|\leqq\sigma C\omega_{p}(t)$
$(p=1,2, \ldots., n)$

o\‘u $C$ est une constante $posit\dot{w}e$ quelconque et $\sigma$ un nombre positif

moindre que 1. Alors $x_{p}=\varphi_{p}(t)$ est la solution unique $du$ systeme

diff\’eretetiel (1) satisfaisant aux conditions (2).

En effet, si $x_{p}=x_{p}(t)$ est une telle solution, d\’esignons par $C$ la

borne inf\’erieure de l’ensemble des nombres $C$ pour lesquels on obtient
(3). Nous aurons alors (3) et par suite (4). Puisque

$x_{p}(t)=x_{p}^{0}+\int_{t_{p}}^{t}f_{p}(t, x(t))dt$ $(p=1,2, \ldots., n)$

par hypoth\‘ese, nous aurons

$|x_{p}(t)-\varphi_{p}(t)|\leqq\sigma C\omega_{p}(b)$ $(p=1,2, \ldots., n)$

par suite $\sigma C\geqq C$ , ce qui entralne $C=0$ . C.Q.F.D.



28 M. Hukuhara

CHAPITRE II

\’EQUATIONS \‘A COEFFICIENTS BORN\’ES

I.–\’EQUATIONS HOMOG\‘ENES.

6. Th\’eoreme d’existence. Nous appliquerons dans cette section
les th\’eor\‘emes 7 et 8 aux \’equations lin\’eaires

(1) $\frac{dz_{p}}{dt}=\sum_{j-1}^{n}c_{pj}(t)ez_{j}(\mu_{j}-\mu_{p})^{t}$ $(p=1,2, \ldots., n)$

les $\mu_{p}$ \’etant des constantes r\’eelles. Soit

$ h\leqq\tau<+\infty$

et d\’efinissons les nombres $\tau_{p}$ par

(2) $\tau_{p}=\left\{\begin{array}{ll}+\infty & (_{\mu_{p}}>\mu),\\\tau & (\mu_{p}=\mu),\\h & (\mu_{p}<\mu).\end{array}\right.$

Nous allons chercher d’abord si le syst\‘eme (1) admet des solutions
telles que

(3) $z_{p}(\tau_{p})=z_{p}^{0}$ $(\mu_{p}\leqq\mu)$

(4) $|z_{p}(t)-Z_{p}^{0}|\leqq c_{\exp}\{(\mu-\mu_{p})t+|\int_{\oint \mathfrak{r}}^{t}\gamma(t, \tau)dt|\}\equiv C\omega_{p}(t, \tau)$

$(p=1,2, \ldots., n)$ ,

$o\dot{u}$ les nombres if sont nuls pour $\mu_{p}>_{\mu}$ et arbitraires pour $\mu_{p}\leqq_{\mu}$ ,
$C$ est une constante suffisamment grande et

(5) $\gamma(t, \tau)=\left\{\begin{array}{ll}\overline{\gamma}(t) & pour \tau<t<+\infty\\\underline{\gamma}(t) & pour h\leqq t<\tau\end{array}\right.$



Sur les Poin$ts$ Singuhers des Equations Differentielles Lineaires 29

$\overline{\gamma}(t),\underline{\gamma}(t)$ \’etant des fonctions que nous d\’efinirons dans la suite. Sup-
posons que

(a) $\sum_{j\approx 1}^{n}|c_{pj}(t)|\leqq\gamma_{p}(t)$ $(p=1,2, \ldots., n)$

(6) $|z_{p}^{0}|\leqq C\delta(t)\omega_{p}(t, \tau)$ $(\mu_{p}\leqq\mu)$ .
Des in\’egalit\’es (4) et (6) on d\’eduit

$|z_{p}(t)|\leqq C(1+\delta(t))\omega_{p}(t, \tau)$ $(p=1,2, \ldots., n)$ .
Par suite

(7) $|\int_{\tau_{p}}^{t}\sum_{J^{-1}}^{n}|c_{pj}(t)z_{j}(t)|dt|\leqq C|\int_{\tau_{p}}^{t}(1+\delta(t))\gamma_{p}(t)\omega_{p}(t, \tau)dt|$

$(p=1,2, \ldots., n)$ .
Donc, d’apr\‘es le th\’eoreme 7, la solution existe si

(b) $|\int_{r_{p}}^{t}(1+\delta(t))\gamma_{p}(t)\omega_{p}(t, \tau)dt|\leqq\sigma(t)\omega_{p}(t, \tau)$

$(p=1,2, \ldots., n)$ ,

(c) $0<\sigma(t)\leqq 1$ .
D’apres le theoreme 8, la solution est unique si

$(c^{\prime})$ $0<\sigma(t)\leqq\sigma<1$ ,

$\sigma$ \’etant une constante. Nous supposons que le minimum de la fonc-
tion $\delta(t)_{\omega_{p}}(b, \tau)(\mu_{p}\leqq_{\mu})$ est atteint pour $\tau=\tau_{p}$ . Pour cela il suffit que

(d) $\delta(t)\overline{\gamma}(t)\geqq-\delta^{\prime}(t)\geqq 0$

(e) $(\mu-\mu_{p})(t-h)\geqq\int_{h}^{t}\underline{\gamma}(t)dt+\log\frac{\delta(h)}{\delta(t)}$ $(\mu_{p}<\mu)$ .

Si ces conditions sont satisfaites, nous pouvons prendre pour $C$ une
constante quelconque telle que

(8) $c\geqq\frac{1}{\delta(\tau)}\max_{\mu_{p}\leq\mu}\{\frac{|z_{p}^{0}|}{\omega_{p}(\tau_{p},\tau)}1$ .
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Si les nombres $z_{p}^{0}$ sont nuls pour $\mu_{p}<_{\mu}$ , les hypoth\‘eses (e) sont
inutiles. Nous arrivons ainsi au th\’eoreme suivant.

Tho\’ereme $9^{(14)}$. Supposons que les $c_{z\dot{v}}(t)$ sont des fonctions som-
mables dans tout sous-intervalle ferm\’e de $ l’ intervaueI:h\leqq t<+\infty$

et qu’il existe des fonctions $\gamma_{p}(t),\overline{\gamma}(t),\underline{\gamma}(t),$ $\delta(t),$ $\sigma(b)$ remplissant les
conditions $(a),$ $(b),$ $(c),$ $(d)$ , $(e)$ dans $I$, o\‘u les nombres $\tau_{p}$ sont d\’efinis
par (2) $(h\leq\tau<+\infty)$ et la fonction $\gamma(t , \tau)$ est d\’efinie par (5). Alors,
\’etant donn\’es les nombres $z_{p}^{0}$ qui sont nuls pour $\mu_{p}>\mu$ mais arbitraires
pour $\mu_{p}\leq_{\mu}$ , il existe au moins une solution telle que

(3) $z_{p}(\tau_{p})=z_{p}^{0}$ $(p=1,2, \ldots., n)$

(9) $|z_{p}(t)-z_{p}^{0}|=C\omega_{p}(t, \tau)$ $(p=1,2, \ldots., n)$ ,

o\‘u $C$ est une constante quelconque satisfaisant a l’in\’egaht\’e (8). Si la
solution est unique on obtient

(10) $|z_{p}(t)-z_{p}^{0}|\leqq\frac{\sigma(t)}{\sigma(\tau)}\max_{\mu_{p}\leq\mu}\{\frac{|z_{p}^{0}|}{\omega_{p}(\tau_{p},\tau)}\}\omega_{p}(t, \tau)$

$(p=1,2, \ldots., n)$ .
$S^{i}\dot{b}$ les $z_{p}^{0}$ sont nuls pour $\mu_{p}<_{\mu}$ , les hypotheses $(e)$ sont inutiles. Pour
que l’on puisse affirmer l’unicit\’e de la solution, il $su$ffit de supposer
$(c^{\prime})$ au lieu de $(c)$ mais les hypotheses $(d)$ et $(e)$ sont inutiles.

Pour obtenir 1es in\’egalit\’es (10) il suffit $d’ appliquer$ les in\’egalit\’es
(7) et $(b)$ aux relations

$z_{p}(t)=z_{p}^{0}+\int_{\tau_{p}}^{t}\sum_{j\Rightarrow 1}^{n}c_{pj}(t)z_{j}(t)dt$ $(p=1,2, \ldots., n)$

en d\’efinissant la constante $C$ par

$C=\frac{1}{\delta(\tau)}\max_{\mu_{p}\leq\mu}l\frac{|z_{p}^{0}|}{\omega_{p}(\tau_{p},\tau)}1$ .

(14) Il n’est nullement n\’ecessaire qu’il existe un $\sigma_{P}$ \’egal \‘a $\mu$ .
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7. Hypoth\’eses sur les fonctions: $\gamma_{p}(t),\overline{\gamma}(t),\underline{\gamma}(t)$ , $\delta(t)$ , $\sigma(t)$ .
D\’emontrons que si l’on a

(11) $\varlimsup_{t\rightarrow+\infty}\sum_{j\approx 1}^{n}|c_{pj}(t)|+\varlimsup_{t\rightarrow+\infty}\sum_{j-1}^{n}|c_{qj}(t)|<|\mu-\mu_{q}|$

$(\mu_{p}=\mu, \mu_{q}\neq\mu)$

et si l’on prend le nombre $h$ assez grand, nous pouvons d\’eterminer

les fonctions $\gamma_{p}(t),\overline{\gamma}(t)$ etc. de maniere que les conditions expos\’ees

au th\’eor\‘eme d’existence 9 soient remplies.

LES FONCTIONS $\gamma_{p}(t)$ . D\’eterminons d’abord les $\gamma_{p}(t)$ de maniere
que

(A) $\sum_{j=1}^{n}|c_{pj}(t)|\leqq\gamma_{p}(t)$ $(p=1,2, \ldots., n)$

(12) $\varlimsup_{t\rightarrow+\infty}\gamma_{p}(t)+\varlimsup_{t\rightarrow+\infty}\gamma_{q}(t)<|_{\mu^{-\mu_{q}}}|$ $(\mu_{p}=\mu, \mu_{q}\neq_{\mu})$ .

LES FONCTIONS $\overline{\gamma}(t),\underline{\gamma}(t)$ . Puis nous d\’eterminons les fonctions
$\overline{\gamma}(t),\underline{\gamma}(t)$ de mani\‘ere que

(13) $\gamma_{p}(t)\leqq\overline{\gamma}(t)$ , $\gamma_{p}(t)\leqq\underline{\gamma}(t)$ $(\mu_{p}=\mu)$

(14) $\varlimsup_{t\rightarrow+\infty}\overline{\gamma}(t)+\varlimsup_{t\rightarrow+\vee}\gamma_{q}(t)<\mu_{q}-\mu$
$(\mu_{q}>\mu)$

(15) $\varlimsup_{t\rightarrow+\infty}\underline{\gamma}(t)+\varlimsup_{t\rightarrow+\infty}\gamma_{q}(t)<\mu-\mu_{q}$

$(_{\mu_{q}}<\mu)$ .

Nous pouvons supposer de plus que

(16) $\varliminf_{t’+\infty}\overline{\gamma}(t)>\varlimsup_{t\rightarrow+\infty}\gamma_{p}(t)$ , $\varliminf_{t\rightarrow+\infty}\underline{\gamma}(t)>\varlimsup_{t\rightarrow+\infty}\gamma_{p}(t)$

$(\mu_{p}=\mu)$ ,

mais nous consid\’ererons aussi le cas ou

$\varliminf_{t\rightarrow+\infty}\overline{\gamma}(t)=\varlimsup_{t\rightarrow+\infty}\gamma_{p}(t)$ ou $\varliminf_{t^{-\prime}+\infty}\gamma(t)=\varlimsup_{t\rightarrow+\infty}\gamma_{p}(t)$

pour certains des indices $p(\mu_{p}=\mu)$ . Nous supposons alors

(17) $\overline{\gamma}(t)=\underline{\gamma}(t)=\gamma(t)$
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$-J^{t}\tau\langle t)dt$

(18) $eh$ $=O(\frac{\gamma(t)-\gamma_{p}(t)}{\gamma_{p}(t)})$ $(\mu_{p}=\mu)$ .

LA FONCTION $\delta(t)$ . Si les conditions (14), (15), (16) sont remplies,
$1es_{\wedge}^{-}condItions$ suivantes

(D) $\overline{\gamma}(t)\delta(t)\geqq-\delta^{\prime}(t)\geqq 0$
$(_{\mu\prime p}<\mu)$

(E) $|\delta^{\prime}(t)|/\delta(t)+\underline{\gamma}(t)\leqq\mu-\mu_{\mathcal{D}}$ $(\mu_{p}=\mu)$

(19) $\gamma(t)\geqq(1+\delta(t))\gamma_{p}(t)$ $(\mu_{p}=\mu)$

(20) $\overline{\gamma}(t)+(1+\delta(t))\gamma_{q}(t)\leqq\mu_{q}-\mu$ $(_{\mu_{q}}>\mu)$

(21) $\underline{\gamma}(t)+(1+\delta(t))\gamma_{q}(t)\leqq\mu-\mu_{q}$ $(\mu_{q}<\mu)$

seront remplies, en prenant pour $\delta(t)$ une constante $pos\ddagger t\ddagger ve$ suffisam-
ment petite. Naturellement on doit supposer le nombre $h$ suffisam-
ment grand. Si Ies conditions (16) ne sont pas remplies nous d\’efinirons
$\delta(t)$ par

$-\delta^{\prime}(t)=\gamma(t)\delta(t)$ ,
ce qui donne

$-J^{t}\tau tt)dt$

$\delta(t)=\delta(h)eh$ .
La relation (18) entraine (19) pourvu que $\delta(h)$ soit suffisamment petIt.
Les conditions (14), (15) entrainent (20), (21), en supposant, s’il est
n\’ecessaire, que le nombre $\delta(h)$ soit assez petit et que le nombre $h$

soit assez grand. La condition (D) est remplie par la d\’efinition de
$\delta(t)$ . Les conditions (E) deviennent

$(1+\delta(h))\underline{\gamma}(t)\leqq\mu-\mu_{p}$ $(\mu_{p}<\mu)$

qui sont remplie par (15) quand $h$ est suffisamment grand.

LA FONCTION $\sigma(t)$ . Si l’on prend $\sigma(t)\equiv 1$ , les conditions sui-
vantes

(B) $|_{\sigma^{\prime}}(t)|+(1+\delta(t))\gamma_{p}(t)\leqq\sigma(t)\overline{\gamma}(t)$
$(\mu_{p}=\mu)$

(B) $|_{\sigma^{\prime}(t)|+(1+\delta(t))\gamma_{p}(t)\leqq(t)\underline{\gamma}(t)}\sigma$
$(\mu_{p}=\mu)$
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$(B^{\prime\prime})$ $\sigma(t)\{\mu_{p}-\mu-\overline{\gamma}(t)\}\geqq|_{\sigma^{\prime}}(t)|+(1+\delta(f))\gamma_{p}(t)$ $(_{\mu_{p}}>\mu)$

$(B^{\prime\prime\prime})$ $\sigma(t)\{\mu-\mu_{p}-\underline{\gamma}(t)\}\underline{\geq}|\sigma^{\prime}(t)|+(1+\delta(t))\gamma_{p}(t)$ $(_{\mu_{p}}<\mu)$

(C) $0<\sigma(t)\leqq 1$

seront remplies.

Les conditions (A), (C), (D) sont les m\^emes que (a), (c), (d). Les
conditions (E) entrainent (e) et les conditions (B), (B), $(B^{\prime\prime}),$ $(B^{\prime\prime\prime})$

$entra^{\wedge}1nent(b)$ . Ainsi notre assertion est v\’erifi\’ee. Pour que l’on
puisse affirmer l’unicit\’e de la solution, il suffit que l’on $puiss^{-}e$ prendre

(C’) $0<\sigma(t)\leq\sigma<1$

’

au lieu de (C); les hypotheses (D), (E) sont inutiles. Si les $z_{p}^{0}s\dot{0}nt$

‘

nuls pour $\mu_{p}<_{\mu}$ , les hypoth\’eses (E) sont inutiles.

8. Choix des fonctions: $\gamma_{p}(t),\overline{\gamma}(t),\underline{\gamma}(t),$ $\delta(t),$ $\sigma(t)$ .
1o Pour que l’on obtienne des conditions d’unicit\’e, nous prenons

(F) $\delta(t)\equiv 0$

(C) $\sigma(t)=\sigma$ (constante positive) $<1$ .
Nous devons d6terminer les fonctions $\gamma_{p}(t),\overline{\gamma}(t),\underline{\gamma}(t)$ de maniere que
les conditions (A), (B), (B), $(B^{\prime\prime}),$ $(B^{\prime\prime\prime})$ soient remplies. Ces condi-
tions deviennent ici

$\mathfrak{l}$

(A) $\sum_{j-1}^{n}|c_{pj}(t)|\leqq\gamma_{p}(t)$ $(p=1,2, \ldots., n)$

(B) $\gamma_{p}(t)\leqq\sigma\overline{\gamma}(t)$ $(\mu_{p}=\mu)$

(B\’i) $\gamma_{p}(t)\leqq 0\underline{\gamma}(t)$ $(\mu_{p}=\mu)$

(B\’i’) $\sigma(\mu_{p}-\mu-\overline{\gamma}(t))\geqq\gamma_{p}(t)$ $(\mu_{p}>\mu)$

$2(B_{1}^{\prime\prime\prime})$
$\sigma(\mu-\mu_{p}-\underline{\gamma}(t))\geqq\gamma_{p}(t)$ $(\mu_{p}|<\mu)$ .

Les conditions (9) deviennent d’autant moins( restrictives que les
fonctions $\overline{\gamma}(t),\underline{\gamma}(t)$ sont plus. grandes. Il est donc naturel de d\’eter-
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miner ces fonctions aussi grandes que possible, car si certaines
conditions entrainent l’unicit\’e de la solution, les conditions Plus
restrictives l’entraineraient tout de suite. Posons

$\varlimsup_{t\rightarrow+\infty}\gamma_{p}(t)=\mu_{p}^{f}$ $(p=1,2, \ldots., n)$ .
Si les conditions (12) qui peuvent s’\’ecrire

$\mu_{p}^{\prime}+\mu_{q}^{\prime}<|\mu-\mu_{g}|$ $\langle\mu_{p}=\mu$ , $\mu_{q}+\mu$)

sont satisfaites, on peut prendre

(22) $\overline{\gamma}(t)=\overline{\mu}-\mu$ , $\underline{\gamma}(t)=\mu-\underline{\mu}$

ou $\overline{\mu},$

$\sim\mu$ sont des constantes quelconques telles que

(23) $\mu+\mu_{p}^{\prime}<\overline{\mu}<\mu_{q}-\mu_{q}^{r}$ $(\mu_{p}=\mu, \mu_{q}>_{\mu})$ .
(24) $\mu-\mu_{p}^{\prime}>\underline{\mu}>\mu_{q}+\mu_{q}^{\prime}$ $(\mu_{p}=\mu, \mu_{q}<\mu)$ ;

le nombre $h$ doit etre pris assez grand. Quant aux fonctions $\gamma_{p}(t)$

il suffit de prendre

$\sum_{j-1}^{n}|_{C_{pj}}^{\prime}(t)|\leqq\gamma_{p}(t)$ $(p=1,2, \ldots., n)$ .
Les conditions $(B_{1})$ , (B\’i), $(Bi),$ $(B_{1}^{\prime\prime\prime})$ deviennent

$\gamma_{p}(t)\leqq\sigma(\overline{\mu}-\mu)$ , $\gamma_{p}(t)\leqq\sigma(\mu-\underline{\mu})$ $(\mu_{p}=\mu)$

$\sigma(\mu_{p}-\overline{\mu})\geqq\gamma_{p}(t)$ $(_{\mu p}>\mu)\backslash $

$\sigma(\mu\sim^{-\mu_{p})\geqq\gamma_{p}(t)}$ $(_{\mu p}<\mu)$

qui sont remplies gr\^ace aux conditions (23), (24) pourvu que $h$ eoit
assez grand et $\sigma$ assez voisin de 1.

$2^{o}$ S’il existe une solution satisfaisant \‘a certaines conditions,
l’existence d’une solution satisfaisant \‘a des conditions moins restric-
tives est \’evidente. Donc le th\’eoreme d’existence deviendra d’autant
plus efficace que les fonctIons $\overline{\gamma}(t),\underline{\gamma}(t)$ sont plus petites. $n$ est done
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naturel de d\’eterminer $c$es fonctions aussi petites que possible en
$suPDosant$

(C) $\sigma(t)=1$ .
Posons

$\overline{\gamma}(t)=\underline{\gamma}(t)=\gamma(t)$

et prenons pour $\gamma(t)$ une fonction satisfaisant a la condition

$\lim_{t\rightarrow+\infty}\gamma(t)=\underline{\max_{\mu_{p}\mu}}\{\mu_{p}^{\prime}\}=\mu^{\prime}$ .
En supposant que

$\gamma_{p}(t)=\Gamma(f)$ $(\mu_{p}=\mu)$

$\lim_{t\rightarrow+\infty}\Gamma(t)=\mu^{\prime}$

ce qui est \’evidemment possible, on prend

$\delta(t)=e^{\leftarrow et}$ ou $\delta$ ( $e,$
$\delta$ sont des constantes positives)

suivant que $\mu^{\prime}>$ ou $=0$ , et puis

(B) $\gamma(t)=(1+\delta(t))\Gamma(t)$ .
Les conditions (B), (B), $(B^{\prime\prime}),$ $(B^{\prime\prime\prime})$ sont alors satisfaites pour les
valeurs suffisamment grandes de $t$ . Pour que l’on puisse obtenir

\langle $D$)
$,$

$(E)$ pour les valeurs suffisamment grandes de $t$ , il suffit que
l’on ait

(D) $0<\epsilon<\mu^{\prime}$

(E) $0<\epsilon<\mu^{-\mu_{p}}-\mu^{\prime}$ $(\mu_{p}<\mu)$ .
Nous arrivons ainsi au th\’eor\‘eme suivant.

Th\’eoreme 1 $0^{(1M}$. Si les conditions (11) sont remphes et si les
$c_{pJ}\langle t$) sont des fonctions mesurables dans $ 0\leqq t<+\infty$ le systeme (1)

admet une solution et une seule qui satisfait aux conditions

\langle 15) Il n’est nullement n\’ecessaire qu’il existe un $\mu_{p}$ \’egal \‘a $\mu$ .
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{25) $rz_{p}(h)=z_{p}^{0}$ $(\mu_{p}<\mu)$ , $z_{p}(\tau)=z_{p}^{0}$ ($\mu_{p}=\mu\rangle$

$(h\leqq\tau<+\infty)$

(26) $z_{p}(t)=O(e^{(\overline{\mu}-\mu_{p})t})$

o\‘u $\overline{\mu}$ d\’esigne un nombre quelconque satisfaisant aux conditions (23),
les $h,$

$\tau,$
$z_{p}^{0}(\mu_{p}\leqq_{\mu})$ sont des nombres donn\’es arbitrairement mais le

nombre $h$ est toujours suppos\’e plus grand qu’un nombre $su$. fisamment
grand $H^{(16)}$ . Posons

$\delta(t)=e^{-et}$ ou $\delta$ ($e,$
$\delta$ sont des constantes $pos\dot{b}tives$)

$su\dot{w}$an $t$ que $\mu^{\prime}>$ $ou=0$ , o\‘u nous supposons remplies les conditions
$(D_{2}),$ $(E_{2})$ . Ponsons ensuite

$\gamma(t)=(1+\delta(t))\Gamma(t)$

$\omega_{p}(t, ’\tau)=\exp\{(\mu^{-\mu_{p})t+|\int_{\tau}^{t}\gamma(t)dt|\}}$ ,

$\Gamma(t)$ \’etant une fonction teue que

$\lim_{t\rightarrow+\infty}\Gamma^{\prime}(t)=\max_{\mu_{p}\mu}\{\mu_{p}^{\prime}\}$

(A) $\sum_{J-1}^{n}|c_{pj}(t)|\leqq\Gamma(t)$ .
Alors la solution satisfait aux in\’egaht\’es

(27) $|z_{p}(t)-z_{p}^{0}|\leqq\frac{1}{\delta(\tau)}$ max $\{\frac{|z_{p}^{0}|}{\omega_{p}(t,\tau)}\}\omega_{p}(t, \tau)$

o\‘u $\tau_{p^{=}}h$ ou $\tau$ suivant que $\mu_{p^{=}}$ $ou<_{\mu}$ .
$3^{o}$ On prend pour $\delta(t)$ une constante positive telle que

$(1_{\wedge}+\delta)(\mu_{p}^{J}+\mu_{q}^{\prime})<|\mu-\mu_{q}|$ $(\mu_{p}=\mu, \mu_{q}\neq_{\mu})$.

(16) II d\’epend des fonctions auxiliaires $\gamma_{p}(t),\overline{\gamma}(t)$ , etc. mais ne d\’epend pas des nombres.
$\tau$ et $z_{p}^{0}$ .
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Soit $\Delta$ une constante telle que

(28) $\delta<\Delta$ ,

(29) $(1+\Delta)_{\mu_{p}^{\prime}}+(1+\Delta)_{\mu_{q}^{/}}<|_{\mu^{-\mu_{q}}}|$ $(\mu_{p}=\mu, \mu_{q}\neq_{\mu})$

et posons

(A) $\sum_{j-1}^{n}|c_{pj}(t)|=\gamma_{p}(t)$ $(p=1,2, \ldots., n)$

(B) $\overline{\gamma}(t)=\underline{\gamma}(t)=\gamma(t)=(1+\Delta)\underline{\max_{\mu_{p}\mu}}\{\gamma_{p}(t)\}$

(30) $\sigma(t)=\frac{1+\delta}{1+\Delta}$ .

On a \’evidemment

(C) $0<\sigma(t)<1$ .

La condition (D) est \’evidemment remplie. Les conditions (B), (B)

sont des cons\’equences de (B3), (28), (30). Les conditions $(B^{\prime\prime}),$ $(B^{\prime\prime\prime})$

et (E) deviennent $icI$

$(B_{3}^{\prime\prime})$ $|\mu_{p}-\mu|>\gamma(t)+(1+\Delta)\gamma_{p}(t)$ $(_{\mu_{p}}\neq\mu)$

(E3) $\gamma(t)\leqq\mu-\mu_{p}$ $(_{\mu_{p}}<\mu)$ .

En remarquant que

$\varlimsup_{t\rightarrow+\infty}\gamma(t)\leqq(1+\Delta)\max_{\mu_{p}-\mu}\{\mu_{p}^{J}\}=(1.+\Delta)\mu^{\prime}$
,

on voit que les conditions (29) entrainent $(B_{3}^{\prime\prime})$ , (E3) quand $t$ est assez
grand.

Le cas o\’u $\mu_{p}^{\prime}=0$($p=1,2$ , . . . . , n) (c’est-\‘a-dire le cas ou l’on
peut supposer $\gamma_{p}(t)=o(1))$ sera discut\’e plus pr\’ecis\’ement dans le
chapitre suivant. Mais ici encore on peut remarquer ce fait que
l’on peut prendre $\sigma(b)/\delta(t)$ aussi petit que l’on veut puisque $\delta$ peut
.\^etre pris aussi grand que l’on veut.
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9. In\’egalites fondamentales. Supposons remplies les conditions
(a), (b), $(c^{\prime}),$ $(d),$ $(e)$ . D\’esignons par $z_{p}=\varphi_{p}(t)$ la solution satisfaisant
aux conditions (3), (9). Posons

(31) $M(h, s)=\max_{\mu_{p}\leq\mu}\{\frac{|\varphi_{p}(s_{p})|}{\omega_{p}(s_{p},s)}\}$

ou

(32) $s_{p}=\left\{\begin{array}{ll}+\infty & (_{\mu_{p}}>\mu)\\s & (\mu_{p}=\mu)\\h & (_{\mu_{p}}<\mu)\end{array}\right.$

$s$ \’etant un nombre quelconque tel que

$ h\leqq s<+\infty$ .
$z_{p}=\varphi_{p}(t)$ est la seule solution telle que

$z_{p}(s_{p})=\varphi_{p}(s_{p})$ $(\mu_{p}\leqq\mu)$ ,

$z_{p}(t)=O(\omega_{p}(t, \tau))$ $(p=1,2, \ldots., n)$ .
Nous obtenons donc les in\’egalit\’es

(I) $|\varphi_{p}(t)-\varphi_{p}(s_{p})|\leqq\frac{\sigma(t)}{\delta(s)}M(h, s)\omega_{p}(t, s)$ $(p=1,2, \ldots., n)$

en remplaqant dans (10) $z_{p}(t),$ $z_{p}^{0},$ $\tau$ par $\varphi_{p}(t),$ $\varphi_{p}(s_{p}),$ $s$ respectivement
pourvu que les fonctions $\gamma_{p}(t)$ . $\overline{\gamma}(t),\underline{\gamma}t),$ $\delta(t),$ $\sigma(t)$ satisfassent aux
conditions (A), (B), (B), ( $B^{\prime\prime}\rangle$ , $(B^{\prime\prime\prime}),$ $(C^{\prime}),$ $(D),$ $(E)$ .

Les conditions (E) sont introduites pour que la fonction $\delta(t)_{\omega_{p}}(t, T)$

$(\mu_{p}<\mu)$ soit minimum pour $t=h$ . Ces conditions sont ind\’ependantes
de $\tau$ . Nous obtenons donc

$\delta(t)_{\omega_{P}}(h, s)\leqq\delta(h)_{\omega_{p}}(h, s)\leqq\delta(t)_{\omega_{p}}(t, s)$ .
D’autre part, l’expression de $\omega_{p}(t, \tau)$ montre que

$1=\omega_{p}(s, s)\leqq\omega_{p}(t, s)$ $(\mu_{p}=\mu)$ .
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Nous obtenons donc

$\omega_{p}(s_{p}, s)\leqq\omega_{p}(t, s)$ $(\mu_{p}\leqq\mu)$ .
Par suite

$|\varphi_{p}(s_{p})|\leqq M(h, s)w_{p}(t, s)$ $(p=1,2, \ldots., n)$ .
Si donc on pose

$M(t)=\underline{\max_{p.1}^{n}}\{|_{\varphi_{p}}(t)|e^{\mu_{p}t}\}$

(33) $M_{1}(t)=\underline{\max_{\mu_{p}\mu}}\{|\varphi_{p}(t)|e^{\mu_{p}t}\}$

$M_{2}(t)=\max_{\mu_{p}\neq\mu}\{|_{\varphi_{p}}(t)|e^{\mu_{p}t}\}$

on aura

(II) $|_{\varphi_{p}}(t)|\leqq\frac{\sigma(t)+\delta(s)}{\delta(s)}M(h, s)\omega_{p}(t, s)$ $(p=1,2, \ldots., n)$

d’o\‘u I’on d\’eduit

(I) $M(t)\leqq\frac{\sigma(t)+\delta(s)}{\delta(s)}M(h, s)\exp\{\mu t+|\int_{\epsilon}^{t}\gamma(t)dt|\}$ .

En regardant ici le nombre $s$ constant, nous obtenons une limite
sup\’erieure de l’expression $M(t)$ . Si l’on suppose $\varphi_{p}(h)=0$ pour $\mu_{p}<\mu$

on a
$M(h, t)e^{\mu t}=M_{1}(t)$ .

Par suite

$|\varphi_{p}(t)|e^{\mu t}\leqq\frac{\sigma(t)+\delta(s)}{\delta(s)}M_{1}(s)ex_{P}\{\mu(t-s)+|\int_{t}^{\epsilon}\gamma(t)dt|\}$

$(\mu_{p}=\mu)$

qui sont \’equivalentes a l’In\’egalit\’e unique

(II’) $M_{1}(t)\leqq\frac{\delta(t)+\delta(s)}{\delta(s)}M_{1}(s)$ exp $\{\mu(t-s)+|\int_{f}^{\epsilon}\gamma(t)dt|\}$ .
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Si l’on considere ici $t$ constant et $s$ variable, on obtient une limite
inf\’e\rieure de $M_{1}(t)$ .

En faisant $t=s$ dans (I), on a

(III) $|_{\vee}\varphi_{p}(s)-\varphi_{p}(s_{p})|\leqq\underline{\sigma}\underline{(s)}M(.h, s)e^{t^{\mu-\mu_{p})\epsilon}}$

$(p=1,2, \ldots., n)$ .
$\delta(s)$

Si $\varphi_{p}(h)=0$ pour $\mu_{p}<\mu$ , on obtient

$[\varphi_{p}(s)|\leqq\frac{\sigma(S)}{\delta(s)}M_{1}(s)e-\mu_{p^{8}}$ $(\mu_{p}\neq\mu)$

qui sont \’equivalente \‘a l’in\’egalit\’e

(III’) $M_{2}(t)\leqq\frac{\sigma(t)}{\delta(t)}M(t)$ ,

$o\dot{u}$ nous avons remplace $s$ par $t$ . R\’esumons les r\’esultats obtenus
ci-dessus.

Th\’eoreme $11^{\langle 17)}$. Supposons que les conditions $(a),$ $(b),$ $(c^{\prime}),$ $(d),$ $(e)$

sont remplies, et $d^{J}e$signons par $z_{p}=\varphi_{p}(t)$ la solution telle que

$z_{p}(\tau_{p})=z_{p}^{0}$ $(\mu_{p}\leqq\mu)$

$z_{p}(t)-z_{p}^{0}=O(\omega_{p}(t, \tau))$ $(p=1,2, \ldots,\cdot, n)$

les $z_{p}^{0}$ \’etant nuls pour $\mu_{p}>\mu$ et des nombres donn\’es pour $\mu_{p}\leqq_{\mu}$ .
Alors on obtient les in\’egalit\’es (I’), $(\Pi),$ $(III)$ . Si l’on suppose de plus
que $z_{p}^{0}=0$ pour $\mu_{p}<\mu$ les conditions $(e)$ sont inutiles et on obtient en
outre les in\’egaht\’es (II’), (III’). Et ces in\’egalit\’es sont des cons\’equences
imm\’ediates des in\’egaht\’es (I).

Pla\caons-nous maintenant dans les hypoth\’eses aux num\’eros 7, 8.
Il existe une solution et une seule satisfaisant aux conditions (25),
(26). D\’esignons-la par $z_{p}=\varphi_{p}(t)$ . Les in\’egalit\’es auxquelles elle
satisfait s’obtiennent par l’applIcation du th\’eoreme 11. Puisqu’on

(17) Si aucun des }’ ne soit \’egal \‘a $\mu$, les in\’egalit\’es (II’), (III’) que 1‘on obtient en
supposant $z_{p}^{0}=0$ pour }$\iota_{p}<\mu$ deviennent banales puisque la solution est
identiquement nulle.
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peut prendre pour $\gamma(t)$ une fonction tendant vers $\mu^{\prime}$ lorsque $ t\rightarrow+\infty$ ,

l’in\’egalit\’e (I) entrainent

$\log M(t)\leq(+)t+o(t)$ .

Si un au moins des $\mu_{p}$ est 6gal \‘a $\mu$ et si $z_{p}^{0}=0$ pour $\mu_{p}<\mu$ mais un
des $z_{p}^{0}(\mu_{p}=\mu)$ n’est pas nul, l’in\’egalit\’e (II’) entraine

$(\mu-\mu^{\prime})t+o(t)\leqq\log M_{1}(t)$ .
Prenons un nombre $\overline{\mu}$ tel qu $e$

$\mu+\mu^{\prime}<\overline{\mu}<\mu_{p}-\mu_{p}^{\prime}$ $(\mu_{p}>\backslash \mu)$ .
D\’esignons maintenant par $z_{p}=\varphi_{p}(t)$ la solution telle que

$z_{p}(t_{p})=z_{p}^{0}$ $(\mu_{p}\leqq\mu)$

$z_{p}(t)=o(e^{\overline{1\mu}-\mu_{p})t})$ $(p=1,2, \ldots., n)$

et par $z_{p}=\psi_{p}(t)$ la solution telle que

$z_{p}(t_{p})=z_{p}^{0}$ $(_{\mu_{p}}<\mu)$

$z_{p}(t)=o(e^{t^{\overline{\mu}-\mu_{p})t}})$ $(p=1, 2, n)$ .

La solution $z_{p}=\varphi_{p}(t)-\psi_{p}(t)$ satisfait aux conditions

$z_{p}(t_{p})=0$ $(\mu_{p}<\mu)$

$z_{p}(t)=o(e\overline{(\mu}-\mu_{p})t)$ $(p=1,2, \ldots., n)$ .

Donc si elle n’est pas identiquement nulle, on obtiendra

$(\mu-\mu^{\prime})i+o(t)\leqq\log\underline{\max_{\mu_{p}\mu}}\{_{\mathfrak{l}}|\varphi_{p}(t)-\psi_{p}(t)|e\mu_{p}t\}\leqq(\mu+\mu^{\prime})t+o(t)$

$\max_{p-1}^{n}\{|\varphi_{p}(t)-\psi_{p}(t)|e^{\mu_{p}t}\}=o(\max_{\mu_{p}\Leftrightarrow\mu}\{|\varphi_{p}(t)-\psi_{p}(t)|e\mu_{p}t\})$ .

Par suite nous arrivons au th\’eoreme suivant.
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$Th\acute{e}or\dot{e}nle12$ . Si, en posant $\mu_{p}^{\prime}=\varlimsup_{t\rightarrow+\infty}\sum_{J-1}^{n}|c_{\dot{w}}(t)|$ , on obtient

$\mu_{p}^{\prime}+\mu_{q}^{\prime}<\lfloor\mu-\mu_{q}|$ $(\mu_{p}=\mu, \mu_{q}\neq\mu)$

et si $h$ es sufsamment grand, il existe une $\epsilon olution$ et une seule de
(1) telle que

$z_{p}(\tau_{p})=z_{p}^{0}$ $(\mu_{p}\leqq\mu)$

$z_{p}(t)=o(e\overline{(\mu}-\mu_{p})t)$ $(p=1,2, \ldots., n)$

$0\tilde{u}.\overline{\mu}$ est un nombre tel que

$\mu+\mu^{\prime}<\overline{\mu}<\mu_{q}-\mu_{q}^{\prime}$

$(\mu^{\prime}=\underline{\max_{\mu_{p}\mu}}\{\mu_{p}^{\prime}\}, \mu_{q}>_{\mu})$ .
D\’efflgnons par $z_{p}=\varphi_{p}(b)$ cette solution et d\’efinissons les fonctions $M(t)$ ,
$M_{1}(t),$ $M_{2}(t)$ par (33). Alors elle satisfait \’a la relation

$logM(t)\leq(+)t+o(t)$ .
Si elle ne satisfait pas \’a la relation

$ logM(t)\leq-ut+o(t\rangle$ ,

ou $\mu_{p}\mu_{p}^{\prime}\underline{\mu}\mu(_{\mu_{p}}<\mu)$ , on aura de plus
$(\mu^{-\mu^{\prime})}t+o(t)\leqq logM(t)$ ,

$M(t)=O(M_{I}(t))$ .
Remarque. Si la solution consid\’er\’ee au th \’eoreme 12 ne satisfait

pas \‘a la relation log $M(t)\geqq(_{\mu}-\mu^{\prime})t+o(t)$ , on aura log $M(t)\leqq_{\underline{\mu}}t+o(t)$ ,
$\underline{\mu}$ \’etant un nombre quelconque tel que $\mu_{p}+\mu_{p}^{\prime}<_{\underline{\mu}}<\mu^{-\mu^{r}(\mu_{p}}<_{\mu}$).
Par suite on obtiendra

$\log M(t)\leqq t\max_{\mu_{p}<\mu}\{\mu_{p}+\mu_{p}^{\prime}\}+o(t)$ .

II.–\’EQUATIONS NON HOMOG\‘ENES

10. Th\’eor\’eme d’existence. Consid\’erons le systeme non homo-
g\‘ene
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(34) $\frac{dz_{p}}{dt}=\sum_{J-1}^{n}c_{pj}(t)ez_{j}+c_{p}(t)e(\mu_{j^{-}}\mu_{p})t(\mu-\mu_{p})t$

$(p=1,2, \ldots., n)$ .
Si l’on suppose

$\sum_{j\leftarrow 1}^{n}|c_{pj}(t)|+|c_{p}(t)|\leqq\gamma_{p}(t)$ $(p=1,2, \ldots., n)$ ,

$Dar$ la transformation

$z_{p}=u_{p}/u_{n+1}$ , $u_{n+1}=I$ $(p=1,2, \ldots., n)$

le systbme se change en

$\left\{\begin{array}{ll}\frac{du_{p}}{dt}=\sum_{g-1}^{n+1}c_{pj}(t)e(\mu_{j}-\mu_{p})tu_{j} & (p=1,2, \ldots., n)\\\frac{du_{n+1}}{dt}=0 & \end{array}\right.$

o\‘u $c_{p.n+1}(t)=c_{p}(t)$ , $\mu_{n+1}=\mu$ . On peut donc lui appliquer les r\’esultats
pr\’ecedents et en particulier nous obtenons ce th\’eor\’eme.

Th\’eor\’eme 13. Si

$\mu_{p}^{\prime}\mu_{q}^{\prime}|$ $(\mu_{p}=\mu, \mu_{q}\neq\mu)$

o\‘u

$\mu_{p}^{\prime}=\varlimsup_{t\rightarrow+\infty}\{\sum_{j-1}^{n}|c_{pj}(t)|+|c_{p}(t)|\}$ $(p=1,2, \ldots., n)$

le systeme (34) admet une solution et une seule qui satisfait aux
conditions

$z_{p}(\tau_{p})=d_{p})$ $(_{\mu_{\Phi}}\leqq\mu)$

$z_{p}(t)=o(e\overline{(\mu}-\mu_{p})t)$ $(p=1,2, \ldots., n)$

o\‘u $\tau_{p}=+\infty,$ $\tau$ , $h$ suivant que $\mu_{p}>,$ $=$ $<0$ , $\overline{\mu}$ est un nombre
quelconque tel que

$\mu_{p}+\mu_{p}^{J}<\overline{\mu}<\mu_{q}-\mu_{q}^{J}$ $(\mu_{p}=\mu, \mu_{q}>_{\mu})$ ,
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le nombre $h$ \’etant suppos\’e suffisamment grand. Cette solution satisfait
aux relations

$|z_{p}(t)|\leqq(\mu+\mu^{\prime}-\mu_{p})t+o(t)$ $(p=1,2, \ldots., n)$

o\‘u
$\mu^{\prime}=m\underline{a}x\{\mu_{p}^{\prime}\}\mu_{p}\mu$

Supposons maintenant

(35) $\mu_{p}^{\prime}+\mu_{q}^{\prime}<|_{\mu^{-\mu_{q}}}|$ $(\mu_{\varphi}=\mu, \mu_{q}\neq_{\mu})$

(36) $\sum_{J^{\leftarrow 1}}^{n}|c_{pj}(t)|\leqq\gamma_{p}(t)$ $(p=1,2, \ldots., n)$

(37) $|c_{p}(t)|\leqq\Delta_{p}(t)\backslash $ $(p=1,2, \ldots., n)$

ou
$\mu_{p}^{J}=\varlimsup_{t\rightarrow+\infty}\sum_{j-1}^{n}|c_{pj}(t)|$ $(p=1,2, \ldots., n)$

Les conditions impos\’ees \‘a la solution lesquelles nous consid\’ererons
dans la suite seront exclusivement

$z_{p}(\tau_{p})=0$

$z_{p}(t)=o(e^{\overline{t\mu}-\mu_{p})t})^{\prime}$ ,

$\overline{\mu}$ \’etant un nombre tel que

$\mu+\mu^{\prime}<\overline{\mu}<\mu_{q}+\mu_{q}^{\prime}$

$(\mu^{\prime}=\max_{\mu_{p}-\mu}\{\mu_{p}^{\prime}\}, \mu_{q}>\mu)$ .

La solution correspondante est identiquement nulle si $c_{p}(t)\equiv 0$ . On
pourrait donc pr\’evoir que la solution deviendrait d’autant plus petite
en module que les fonctions $\Delta_{p}(t)$ sont plus petites. C’est ce que
nous allons discuter.

Soit

$h_{p}=h$ ou $+\infty$ suivant que $\mu_{p}<$ ou $\geqq_{\mu}$ ,
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et supposons que

(38) $|\int_{h_{p}}^{t}\Delta_{p}(t)edt(\mu-\mu_{p}t|\leqq\delta_{p}(t)e(\mu-\mu_{p})t$ $(p=1,2, \ldots., n)$ .

Pour qu’il existe une solution telle que

$|z_{p}(t)|\leqq\Gamma(t)e(\mu-\mu_{p})t$ $(p=1,2, \ldots., n)$ ,

il suffit que l’on ait

$|\int_{h_{p}}^{t}\{\gamma_{p}(t)\Gamma(t)+\Delta_{p}(t)\}edt(\mu-\psi_{\Phi}1t|\leqq\Gamma(t)e(\mu-\mu_{p})t$

$(p=1,2, \ldots., n)$

qui sont des cons\’equences des in\’egalit\’es

(39) $|\int_{h_{p}}^{t}\gamma_{p}(t)\Gamma(t)e^{1\mu-\mu_{p})t}dt|\leqq\{\Gamma(t)-\delta_{p}(t)\}e(\mu-\mu_{p})t$

$(p=1,2, \ldots., n)$ .
Ces in \’egalit\’es s’obtiennent en int\’egrant les in\’egalit\’es suivantes,

apr\‘es les avoir multipli6es par $e^{(\mu-\mu_{p})t}$

$\gamma_{p}(t)\Gamma(t)+||\delta_{p}^{\prime}(t)|+|\Gamma^{\prime}(t)|\leqq|\mu-\mu_{p}|\{F(t)-\delta_{p}(t)\}$ $(_{\mu_{p}}\neq\mu)$

$\gamma_{p}(t)\Gamma(t)\leqq-\Gamma^{\prime}(t)-|\delta_{p}^{\prime}(t)|$ $(\mu_{p}=\mu)$ .
Pour que l’on obtienne ces in\’egalit\’e $s$ pour $t$ assez grand, il suffit
que l’on ait

(40) $\left\{\begin{array}{ll}\varlimsup_{t\rightarrow+\infty}\frac{\delta_{p}(t)}{\Gamma(t)}<1, & \delta_{p}^{\prime}(t)=o(\eta t)) (\mu_{p}\neq\mu),\\\varlimsup_{t\rightarrow+\infty}\frac{\gamma_{p}(t)\Gamma(t)}{-\Gamma’(t)}<1, \delta & =o(|\Gamma^{\prime}(t)|) (\mu_{p}=\mu)\\\Gamma^{\prime}(t)=o(\Gamma(t)). & \end{array}\right.$
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Th\’eor\’eme 14. Si les conditions (35), (36), (37), (38) et (39), $ c\hslash$

$\mu_{p}^{\prime}=\overline{hm}\sum_{\infty_{J-}}^{n}t\rightarrow+1|c_{\dot{w}}(t)|,$ $\Gamma(t)=o(1)$ sont satisfaites, le systeme (34) admet
une solution et une seule telle que

$z_{p}(\tau_{p})=0$ $(_{\mu_{p}}\leqq\mu)$

$z_{p}(t)=o(e\overline{(\mu}-\triangleright_{p})t)$ $(p=1,2, \ldots., n)$

et cette solution $sat\iota Mait$ aux in\’egalit\’es

$|z_{p}(t)|\leqq\Gamma(t)e(\mu-Ir_{p})t$
$(p=1,2, \ldots., n)$ .

Si les conditions (40) sont remplies, les conditions (39) sont aussi rem-
plies pour $t$ assez grand.

11. Conditions satisfaites par une seule solution. Plagons-nons
dans les hypoth\‘eses au th\’eor\’eme 13. Si une solution de (34) ne
satisfait pas \‘a la reIation

$z_{p}(t)=o(e^{\overline{1\mu}-\mu_{p})t})$ $(p=1,2, \ldots., n)$ ,

ne satisfait-elle pas \‘a la relation

$\max_{\mu_{p}>\mu}\{\overline{\mu}$

c’est ce que nous allons examiner.
Consid\’erons une suite de solutions de (34)

$z_{p}=\varphi_{p1}(t)$ , $z_{p}=\varphi_{p2}(t),$
$\ldots.$ , $z_{p}=\varphi_{pk}(t),$

$\ldots$ .
telles que

$\varphi_{pk}(h^{(k)})\rightarrow z_{p}^{0}$ $(\mu_{p}\leqq\mu)$

$|\varphi_{pk}(t^{(k)})|<c_{e}^{\overline{(\mu}-\mu_{p})t}(k)$

$(_{\mu_{p}}>\oint l)$

ou
$h^{(k)}\rightarrow h$ , $ t^{\langle k)}-+\infty$ , $h^{(k)}<.t^{\{k}$ $(k=1,2, \ldots.)$ .
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Posons

$\psi_{pk}(t)=\left\{\begin{array}{ll}\varphi_{pk}\langle i) & (h\leqq t\leqq t^{\varphi)}\uparrow\\t_{\mathfrak{l}}^{A-\mu_{p})\langle t-t^{(k)})}- & \\\varphi_{pk}(t^{(k)})e (t^{(k)} & \leqq t<+\infty)_{\tau}\end{array}\right.$

$z_{1}=\psi_{1k}(t)$ , $z_{2}=\psi_{2k}(t)$ , . . . ., $z_{n}=\psi_{nk}(t)$

est une solution du systeme diff\’erentiel

$\frac{dz_{p}}{dt}=\sum_{J-1}^{n}c_{pj}(t)ez_{j}+c_{p}(t;k)e(\mu_{j^{\leftarrow}}\mu_{p})t\overline{(\mu}-\mu_{p})t$

$(p=1,2, \ldots., n)$

ou

$c_{p}(t;k)=\left\{\begin{array}{ll}c_{p}(t) & (h\leqq t\leqq t^{(k)})\\(\overline{\mu}^{-\mu_{p})\varphi_{pk}(t^{(k)})e-\sum_{j\approx 1}^{m}c_{pj}(t)\varphi_{J}\mathfrak{n}(t^{(k)}}-\overline{(\mu}-\mu_{p})t^{(k)} & \end{array}\right.$

$(t^{(k)}\leqq t<+\infty)$ .
Par hypoth\‘ese il existe une constante $C_{0}$ ind\’ependantp de $k$ et telle que

$|C_{p}$ ( $t$ ; k) $|\leqq C0$ $(p=1,2, \ldots., n)$ .
Si dpnc $e$ est un nombre positif tel que

$\overline{\mu}+e<\mu_{p}-\mu_{p}^{\prime}$ $(\mu_{p}>\mu)$ ,

on obtiendra ais\’ement les in\’egalit\’es

$|\varphi_{pk}(t)|\leqq Ae^{\overline{t\mu}+\epsilon-\mu_{p})t}$ $(p=1,2, \ldots., n)$ ,

ou $A$ est une constante independante de $k$ . On peut donc extraire
de la suite de solutions une suite partielle uniform\’ement convergente.

Cette limite est \’evidemment une solution de (34) telle que

$z_{p}(h)=z_{p}^{0}$ $(\mu_{p}\leqq\mu)$

$|z_{p}(t)|\leqq Ae\overline{(\mu}+e-\mu_{p})t$ $(p=1,2, \ldots., Jt)$ .
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Une telle solution \’etant unique la suite m\^eme converge vers cette
solution, qui satisfait surement aux relations

$-\max\{|z_{p}(t)|e^{\overline{\mu}_{p}t}\}\leqq(\mu+\mu^{\prime})i+o(t)$

$(\mu^{\prime_{=\underline{\max_{\mu_{p}\mu}}\{\mu_{p}^{J}\})}}$ .
$f$

Th\’eoreme 15. . Une suite de solutions de (34)

$z_{p}=\varphi_{p1}(t)$ , $z_{p}=\varphi_{p2}(t)$ , . . . . . $z_{p}=\varphi_{pk}(t),$
$\ldots$ .

telles que

$\varphi_{pk}(h^{\langle k)})\rightarrow z_{p}^{0}$ ($\mu_{p}\leqq\mu\rangle$

$|\varphi_{pk}(t^{\langle k)})|<Ce\overline{(\mu}-\mu_{p})t^{(k)}$

($\mu_{p}>\mu\rangle$

o\‘u

$h^{\langle k)}\rightarrow h$ , $ t^{(k)}\rightarrow+\infty$ , $h^{t^{k)}}<t^{(k)}$

converge uniform\’ement vers la solution $z_{p}=\varphi_{p}(t)$ de (34) telle que

$\varphi_{p}(h)=z_{p}^{0}$

$\max_{p-1}^{n}\{|\varphi_{p}(t)|e\mu_{p}t\}\leqq(\mu+\mu^{\prime})t+o(t)-$
$(\mu^{r}=\max\langle\mu_{p}^{\prime}\})\mu_{p}-\mu$

Consid \’erons une solution quelconque $z_{p}=\varphi_{p}(t)$ de (34). Si

$\varliminf_{t\rightarrow+\infty}..\frac{1}{t}\log\max_{\mu_{p}>\mu}\{|\varphi_{p}(t)|e\mu_{p}tI<\min_{\mu_{p}>\mu}\langle\mu_{p}-\mu_{p}^{J}\}$

le th\’eor\‘eme montre que l’on a n\’ecessairement

$\sim|\varphi_{p}(t)|e\leqq(\mu+\mu^{\prime})t+o(t)\mu_{p}t$

Par cons\’equent, nous obtenons les deux corollaires suivants.
Corollaire 1. Une solutio $nz_{p}=\varphi_{p}(t)$ de (34) ne satisfaisant pas

a la relation
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$\varlimsup_{t\rightarrow+\infty}\frac{1}{t}\log\underline{\max_{P1}^{n}}\{|\varphi_{p}(t)|e^{\mu_{p}t}\}\leqq\mu+\underline{\max_{\mu_{p}\mu}}\{\mu_{p}^{\prime}\}$

satisfait n\’ecessairement a la relation

$\varliminf_{t\rightarrow*\infty}\frac{1}{t}$ log $\max_{\mu_{p}>\mu}\{|\varphi_{p}(t)|e^{1}\mu_{p}t/\geqq\min_{\mu_{p}>\mu}\{\mu_{p}-\mu_{p}^{\prime}\}$

Corollaire 2. Il n’existe qu’une solution de (34) telle que

$z_{p}(\tau_{p})=z_{p}^{0}$ $(\mu_{p}\leqq\mu)$

$\varliminf_{t\rightarrow+\infty}\frac{1}{t}\log\max_{\mu_{p}>\mu}\{|z_{p}(t)|e\mu_{p}t\}<\min_{\mu_{p}>\mu}\{\mu_{p}-\mu_{p}^{\prime}\}$

o\‘u $\tau_{p^{=}}h,$ $\tau,$ $+\infty(h-\leq\tau<+\infty)su\dot{w}$ant que $\mu_{p}<,$ $=$ . $>_{\mu}$ .
12. Principe de comparaison de deux systemes diff\’erentiels.

Etant donn\’es deux systemes diff\’erentiels

$\frac{dz_{p}}{dt}=\sum_{j-1}^{n}c_{pj}(t)e^{t\mu_{j^{-}}\mu_{p})t}z_{j}+c_{p}(t)e^{t\mu-\mu_{p})t}$ $(p=1,2, \ldots., n)$

$\frac{dz_{p}}{dt}=j-15_{\rightarrow}^{\urcorner}\overline{c}_{pj}(t)ez_{j}+\overline{c}_{p}(t)en(\mu_{j^{-}}\mu_{p})t(\mu-\mu_{p})t$ $(p=1,2, \ldots., n)$

comparons leurs solutions satisfaisant aux m\^emes conditions

$z_{p}(\tau_{p})=z_{p}^{0}$ $(\mu_{p}\leqq\mu)$

$z_{p}(t)=o(e\overline{(\mu}-\mu_{p})t)$ $(p=1,2, \ldots., n)$ .

Nous les d\’esignerons par $\varphi_{p}(t),\overline{\varphi}_{p}(t)$ respectivement.

$u_{p}=\varphi_{p}(t)-\overline{\varphi}_{p}(t)$ $(p=1,2, \ldots., n)$

est une solution du syst\‘eme diff\’erentiel

$\frac{du_{p}}{dt}=\sum_{J-1}^{n}c_{pj}(t)e^{t\mu\mu)t}u_{j}+d_{p}(t)e^{t\mu-\mu_{p})t}j^{-}p$ $(p=1,2, \ldots., n)$
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$od$

$d_{p}(t)=c_{p}(t)-\overline{c}_{p}(t)+\sum_{j-1}^{n}\{c_{pj}(t)-\overline{c}_{pj}(t)\}e^{t^{\mu_{j^{-}}\mu_{p})t}}\overline{\varphi}_{j}(t)$ .

Si l’on suppose les fonctions $\overline{\varphi}_{j}(t)$ connues, on obtiendra des limites
sup\’erieures de $|d_{p}(t)|$ . Par suite le th\’eor\‘eme 14 donne des limites
sup\’erieures des modules $|\varphi_{p}(t)-\overline{\varphi}_{p}(t)|$ . Ces limites sup\’erieures
deviennent d’autant plus petites que les diff\’erences $|c_{\emptyset}(t)-\overline{c}_{\dot{w}}(t)|$ ,
$|c_{p}(t)-\overline{c}_{p}(t)|$ sont plus petites. On verra dans la section II du
chapitre suivant comment ce mode de discussion nous conduit aux
d\’eveloppements asymptotiques des solutions d’un syst\‘eme diff\’erentiel.

CHAPITRE III

\’EQUATIONS DONT LES COEFFICIENTS SONT
ASYMPTOTIQUES \‘A DES CONSTANTES.

I.–\’EQUATIONS HOMOG\‘ENES.

Consid\’erons d’abord le syst\‘eme

(1) $\underline{dx_{n}}=\Sigma a_{pj}(t)x_{j}l$
’

$(p=1,2, \ldots., n)$
$dt$ j-l

ou
$\lim_{t\rightarrow+\infty}a_{pj}(t)=a_{pj}$ .

Une transformation lin6aire \‘a coefficients constants des variables
d\’ependantes $1’ am6ne$ \‘a un syst\‘eme de la forme

(2) $\frac{dy_{pq}}{dt}=\sum_{k-1}^{q}\lambda_{pqk}z_{pk}+\sum_{j\sim 1k}^{m}\sum_{-1}^{k_{j}}b_{pqjk}(t)y_{jk}$

$(q=1,2, \ldots., k_{p} ; p=1,2, \ldots e’ m)$

ou
$b_{pqJk}.(t)=o(1)$

$k_{1}+k_{2}+\ldots.+k_{m}=n$ ,
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les $\lambda_{pqk}$ \’etant des constantes. Les nombres

$\lambda_{pqq}=\lambda_{p}$ $(q=1,2, \ldots., k_{p} ; p=1,2, \ldots., m)$

sont les $n$ racines de l’equation caract\’eristique

$|A-\lambda E|=\left|\begin{array}{llll}a_{Il}-\lambda & a_{12} & \cdots & a_{ln}\\a_{21} & a_{22}-\lambda & \cdots & a_{2n}\\\cdots & \cdots & \cdots & \cdots\\ a_{n1} & a_{n2} & \cdots & a_{nn}-\lambda\end{array}\right|=0$ .

Il existe une fonction $\beta(t)$ telle quet18)

$\sum_{j-1}^{m}\sum_{k-1}^{k_{j}}|b_{pqjk}(t)|\leqq\beta(t)$

$\beta(t)=o(1)$ , $\beta^{\prime}(t)=o(\beta(t)^{1+\frac{1}{)}})$

ou $x=_{p}m^{m_{1}}\underline{a}x\{k_{p}\}$ . Si, en posant

$e^{\lambda_{p}t}z_{pq}=\beta(t)^{\frac{q-1}{)\iota}}y_{pq}$ ,

on obtient

$\frac{dz_{pq}}{dt}=\sum_{j-1}^{m}\sum_{k\leftrightarrow 1}^{k_{j}}c_{pqjk}(t)e^{t\mu_{j}-\mu_{p})t}z_{jk}$

$(q=1,2, \ldots., k_{p} ; p=1,2, \ldots., m)$ ,

ou $\mu_{p}$ est la partie r\’eelle de $\lambda_{p}$ , on verra sans peine que

$c_{pqjk}(t)=o(\beta(t)^{\frac{1}{2t}})$ .

Ainsi nous pouvons toujours amener le syst\‘eme (1) \‘a un syst\’eme de
la forme

$\frac{dz_{p}}{dt}=\sum_{j\leftarrow 1}^{n}c_{pj}(t)e^{tu_{j}-\mu_{p})t}z_{j}$ $(p=1,2, \ldots., n)$

\langle 18) $\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT},$ $\theta\ovalbox{\tt\small REJECT}\#\not\supset g\infty\ovalbox{\tt\small REJECT}(g\Re\ovalbox{\tt\small REJECT} E)161F$ .
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ou
$c_{pj}(t)=o(1)$ .

Donc les r\’esultats obtenus sur ce systeme donneront quelques ren-
seignements sur le syst\‘eme (1). Mais on obtiendra des r\’esultats
plus pr\’ecis si l’on applique les th\’eor\‘emes.7, 8 directement au systeme

$|\frac{dz_{pq}}{dt}=\sum\sum_{-j1k-1}^{k_{j}}c_{pqjk}(t\frac{dz_{pq}}{dt}=\sum^{-}\lambda_{pqk}z_{pk}+\sum_{)e^{1\mu}}^{m}\sum_{kk\leftarrow 1j-1-1}^{k_{j}}c_{pqjk}(t)e^{t\mu_{j^{-}}\mu_{p})t}z_{jk}q1mjp(q_{Z_{jk}}=(q=1,2,, k_{p};1,2,..\cdot.\cdot.\cdot.’ k_{p}; \mu_{p}=\mu)\mu_{p}\neq\mu)$

auquel se ramene le syst\‘eme (2) par un changement de variables

$ez_{pq}=y_{pq}\lambda_{p}t$
$(_{\mu p}\#\mu)$

$ez_{pq}=\beta(t)^{\frac{q-1}{x}}y_{pq}\lambda_{p}t$

$(\mu_{p}=\mu; x=\underline{\max_{\mu_{p}\mu}}\{k_{p}\})$ .

Les r\’esultats obtenus sur ce syst\’eme s’\’etendent facilement au systeme

(3) $\frac{dz_{pq}}{dt}=\sum_{k\rightarrow 1}^{-}\lambda_{pqk}(t)z_{pk}+\sum_{j-1}^{m}\sum_{k-1}^{k_{j}}c_{pqjk}(t)ez_{jk}q1\mu_{j}(t)-\mu_{p}(t)$

$(q=1,2, \ldots., k_{p} ; p=1,2, \ldots., m)$

ou
(4) $c_{pqjk}(t)=o(1)$

(5) $\lambda_{pqk}(t)=O(1)$ $(_{\mu_{p}}\neq\mu)$

(6) $\lambda_{pqk}(t)=0$ $(\mu_{p}=\mu)$

(7) $\mu_{p}^{\prime}(t)=\mu_{p}+o(1)$

(8) $\mu_{p}(t)=\mu_{q}(t)$ $(\mu_{p}=\mu_{q})$ .
Cette extension est utile pour \’etudier le syst\’eme diff\’erentiel de la
forme que nous appellerons \’equations diff\’erentielIes lin\’eaires de
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classe $a+1$ ,

$\frac{dx_{p}}{dt}=t^{\alpha}\sum_{j\sim 1}^{n}a_{pj}(t)y_{j}$ $(p=1,2, \ldots., n)$

ou $a_{pj}(t)$ sont born\’ees et d\’eveloppables asymptotiquement en s\’eries

de puissances de $t$ dans le voisinage de $ t=+\infty$ .
13. Theoreme d’existence. Nous consid\’erons donc le systeme

(3) ou les conditions (4), (5), (6), (7), (8) sont remplies. Supposons que

(a) $\sum_{j-1k}^{m}\sum_{-1}^{k_{j}}|c_{pqJk}(t)|\leqq\gamma_{p}(t)$ $(p=1,2, \ldots., n)$

(b) $\sum_{k-1}^{q-1}|\lambda_{pqk}(t)|\leqq\Lambda_{pq}\leqq\Lambda_{p}$ $(\mu_{p}\neq\mu)$

et d\’esignons par $\mu(t)$ une fonction telle que $\mu^{\prime}(t)=\mu+o(1)$ . Nous
supposerons de plus que si $\mu=\mu_{p}$ on ait $\mu(t)=/r_{p}(t)$ . En posant

$\tau_{p}=h,$ $\tau,$
$+\infty$ suivant que $\mu_{p}<,$ $=,$ $>\mu$

$\gamma(t, \tau)=\overline{\gamma}(t),\underline{\gamma}(t)$ suivant que $t>,$ $<\tau$ ,

$(h\leqq\tau<+\infty)$ et supposant que

(c) $\left\{\begin{array}{ll}0<o_{p}(t)\leqq 1 & (\mu_{p}\#\mu)\\\sigma_{p}(t)=1 & (\mu_{p}=\mu)\end{array}\right.$

nous cherchons s’il existe une solution telle que

$z_{pq}(\tau_{p})=z_{pq}^{0}$ $(\mu_{p}\leqq\mu)$

(9) $|z_{pq}(t)-z_{pq}^{0}|\leqq C\sigma_{p}(t)\omega_{p}(t, \tau)$

o\’u $C$ d\’esigne une constante. Pour que $\sigma_{p}(t)_{\omega_{p}}(t, \tau)$ soit minimum

Pour $t=\tau_{p}(_{\mu_{p}}<\mu)$ , il suffit que

(d) $\mu(t)-\mu_{p}(t)\geqq_{\mu}(h)-\mu_{p}(h)+\int_{\dot{h}}^{t}\underline{\gamma}(t)dt+\log\frac{\sigma_{p}(h)}{\sigma_{p}(t)}$

$(_{\mu_{p}}<\mu, h\leqq t<+\infty)$
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qui se d\’eduisent de

(D) $\mu^{\prime}(t)-\mu_{p}^{\prime}(t)\geqq\underline{\gamma}(t)+\frac{|\sigma_{p}^{\prime}(t)|}{\sigma_{p}(t)}$ $(\mu_{p}<\mu)$ .

Si $\mu_{p}=\mu,$
$\sigma_{p}(t)\omega_{p}(t, \tau)$ est \’evidemment minimum pour $ t=\tau$ . On

aura donc

(10) $|z_{pq}^{0}|\leqq\delta C\sigma_{p}(t)_{\omega_{\mathcal{D}}}(t, \tau)$

si

(11) $C\geqq\frac{1}{\delta}\max_{\mu_{p}\leq\mu}\{\frac{|z_{pq}^{0}|}{\sigma_{p}(\tau_{p})\omega_{p}(\tau_{p},\tau)})$ .

Les in\’egalit\’es (9), (10) entrainent

$|\cdot z_{pq}(t)|\leqq(1+\delta)C\sigma_{p}(t)\omega_{p}(t, \tau)$ .

L’existence de la solution est donc certaine si

(e) $(1+\delta)|\int_{\tau_{p}}^{f,}\{\Lambda_{pqp}\sigma(t)+\gamma_{p}(t)\}o_{p}(t, \tau)dt|\leqq\sigma_{p}(t)\omega_{p}(t, \tau)$

($p=1,2,$ $\ldots.,$ $m$ ; $\Lambda_{pq}=0$ pour $\mu_{p}=\mu$).

La solution est unique; car la diff\’erence de deux telles solutions est
une solution du syst\‘eme (3) telle que

$z_{pq}(\tau_{p})=0$ $(_{\mu p}\leqq\mu)$

$|z_{pq}(t)|\leqq A\sigma_{p}(t)\omega_{p}(t, \tau)$

$A$ \’etant une constante, et les in\’egalit\’es (e) entrainent

$|z_{pq}(t)|\leqq\frac{A}{1+\delta}\sigma_{p}(t)\omega_{p}(t, \tau)$ .

Pour obtenir les in\’egalit\’es (e) il suffit que

(E) $(1+\delta)\gamma_{p}(t)\leqq\overline{\gamma}(t)$ $(\mu_{p}=\mu)$

(E) $(1+\delta)\gamma_{p}(t)\leqq\gamma\sim(t)$ $(\mu_{p}=\mu)$
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$(E^{\prime\prime})$ $(1+\delta)\{\gamma_{p}(t)+\Lambda_{p}\sigma_{p}(t)\}+|\sigma_{p}^{\prime}(t)|+\sigma_{p}(t)\overline{\gamma}(t)$

$\leqq(\mu_{p}(t)-\mu^{\prime}(t))\sigma_{p}(t)$ $(_{\mu_{p}}>\mu)$

$(E^{\prime\prime\prime})$ $(1+\delta)\{\gamma_{p}(t)+\Lambda_{p}\sigma_{p}(t)\}+|\sigma_{p}^{J}(t)|+\sigma_{p}(t)\underline{\gamma}(t)$

$\leqq(\mu^{\prime}(t)-\mu_{p}^{J}(t))\sigma_{p}(t)$ $(_{\mu_{p}}<\mu)$ .

Ces conditions $re$mplies, on a

(12) $|z_{pq}(t)-z_{pq}^{0}|\leqq\frac{1}{\delta}\max_{\mu_{p}\leq u}\{\frac{|z_{pq}^{0}|}{\sigma_{p}(\tau_{p})\omega_{p}(\tau_{p},\tau)}\}\sigma_{p}(t)\omega_{p}(b, \tau)$

$(q=1,2, \ldots. , k_{p} ; p=1,2, \ldots., m)$ .

Les conditions (D) sont des cons\’equences de $(E^{\prime\prime\prime})$ . Nous arrivons
ainsi au th\’eor\‘eme suivant.

Th\’eoreme 16. Supposons que

$\lambda_{pqk}(t)=0$ $(\mu_{p}=\mu)$

$\mu_{p}^{\prime}(t)=\mu_{p}+o(1)$ ($p=1,2,$ $\ldots.,$
$ m\rangle$

$\mu_{p}(t)=\mu_{q}(t)$ ($\mu_{p}=\mu_{q}\rangle$

$\mu_{p}(t)$ ne prenant que des valeurs r\’eelles; et d\’esignons par $\mu(t)$ une des
fonctions $\mu_{p}(t)$ ou une fonction r\’eelle telles que $\mu^{\prime}(t)=\mu+o(1),$ $\mu$

n’\’etant \’egal \’a aucun des nombres $\mu_{p}$ Posons

$\tau_{p}=h,$
$\tau,$

$+\infty$ $(h\leqq\tau<+\infty)$

suivant que $\mu_{p}<,$ $=,$ $>_{\mu}$ . S’il existe des fonctions $\gamma_{p}(t),$ $\sigma_{p}(t),\overline{\gamma}(t)$ ,
$\underline{\gamma}(t)$ et des constantes $\Lambda_{p}$ remplissant les conditions $(a),$ $(b),$ $(c),$ $(d),$ $(e)$ ,

le systeme diff\’erentiel (3) admet une solution et une seule telle que

$z_{pq}(\tau_{p})=z_{pq}^{0}$ $(_{\mu_{p}}\leqq\mu)$

$|z_{pq}(t)-z_{pq}^{0}|=O(\sigma_{p}(t)\omega_{p}(t, \tau))$ $(p=1,2, \ldots., n)$
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o\‘u les $z_{pq}^{0}$ sont nuls pour $\mu_{p}>_{\mu}$ et $ de\epsilon$ nombres arbitraires pour $\mu_{p}\leqq_{\mu}$

$et$

$\omega_{p}(t, \tau)=\exp\{\mu(t)-\mu_{p}(t)+|\int_{r}^{t}\gamma(t, \tau)dt|\}$

$\gamma(t, \tau)=\overline{\gamma}(t)$ , $\gamma\sim(t)$ suivant que $t>,$ $<\tau$ .
Cette solution satisfait aux in\’egaht\’es

$|z_{pq}(t)-z_{pq}^{0}|\leqq\frac{1}{\delta}\max_{\mu_{p}\leq\mu}\{\ovalbox{\tt\small REJECT}^{|z^{0}|}\}\sigma_{p}(t)\omega_{p}(t, \tau)$ .

On peut remplacer les conditions $(d),$ $(e)$ par $(E),$ $(E^{\prime}),$ $(E^{\prime\prime}),$ $(E^{\prime\prime\prime})$ .
Si $z_{vq}^{0}=0(\mu_{p}<\mu)$ les conditions $(d)$ sont inutiles.

14. D\’etermination des fonctions $\overline{\gamma}(t),\underline{\gamma}(t),$ $\gamma_{p}(t)$ etc. Si

$\iota_{pqjk}(t)=o(1)$ ,

$\sum_{k-1}^{q-1}|\lambda_{pqk}(t)|\leqq\Lambda_{pq}\leqq\Lambda_{p}$ ,

on $pe$ut supposer les constantes $\Lambda_{p}$ aussi petites que l’on veut, en
faisant, s’il est n\’ecessaire, un changement de variables

$z_{pq}=\epsilon^{q-1}u_{pq}$ $(q=1,2, \ldots., k_{p} ; p=1,2, \ldots., m)$ .
Nous supposons donc

$\gamma_{p}(t)=o(1)$ ($p=1,2,$ $\ldots.$ \dagger

$\Lambda_{p}<|\mu-\mu_{p}|$ $(\mu_{p}\neq\mu)$ .
Nous d\’eterminons les $\sigma_{p}(t)$ de mani\’ere que, en posant

$l_{p}=\varlimsup_{t\rightarrow+\infty}\frac{\gamma_{p}(t)}{\sigma_{p}(t)}$ , $l_{p}^{\prime}=\varlimsup_{t\rightarrow+\infty}\ovalbox{\tt\small REJECT}^{(t)|}|\sigma^{J}I\sigma_{p}(t)$

on ait

$l_{p}+l_{p}^{\prime}+\Lambda_{p}<|_{\mu}-\mu_{p}|$ $(\mu_{p}\neq\mu)$
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puis les fonctions $\overline{\gamma}(t)$ , $\underline{\gamma}(t)$ de mani\‘ere que l’on ait les conditions
(E), (E), $(E^{\prime\prime}),$ $(E^{\prime\prime\prime})$ pour $t$ suffisamment grand. Ceci est \’evidem-

ment possible si l’on prend la constante $\delta$ assez petite.

Cela pos\’e, consid\’erons une solution de (3) telle que

$\varlimsup_{t\rightarrow+\infty}\frac{\log^{1}|z_{pq}(t)|}{t}<\min_{\mu_{p}>\mu}\{\mu_{p}\}$ .

Si l’on remarque que l’on peut supposer les constantes $\Lambda_{p}$ aussi
petites que l’on veut, on peut d\’eduire du th\’eoreme 10 que cette
solution satisfait aux in\’egalit\’es

$\varlimsup_{t\rightarrow+\infty}\frac{\log|z_{pq}(t)|}{t}\leqq\mu$ .

Nous obtiendrons donc les in\’egalit\’es

$|z_{pq}(t)-z_{pq}(\tau_{p})|\leqq\frac{1}{\delta}\max_{\mu_{p}\leq\mu}\{\frac{|z_{pq}(\tau_{p})|}{\sigma_{p}(\tau_{p})\omega_{p}(\tau_{p}.\tau)}\}\sigma_{p}(t)\omega_{p}(t, \tau)$

pourvu que $h$ soit assez grand.

Un cas particulier important est celui $oU$

$c_{pvk}(t)=O(t^{-1})$ .
Supposons que

$\sum_{g-1}^{m}\sum_{k-1}^{k_{j}}|c_{pqjk}(t)|\leqq\frac{B_{p}}{t}$ $\left(\begin{array}{lllll}q & =1,2 & \cdots & \cdots & k_{p}\\p & =1,2 & \cdots & ’ & m\end{array}\right)$ .

Prenons les nombres $e_{p},$
$B$ tels que

$e_{p}B_{p}<|\mu-\mu_{p}|-\Lambda_{p}$ $(\mu_{p}\neq\mu)$ ,

$B>B_{p}$ $(\mu_{p}=\mu)$ .
(19) Pour pouvoir appliquer ce th\’eoreme, les fonction $\mu_{p}(t)$ doivent prendre la forme

$\}^{J}pt$. Mais cela importe peu, car le changement de variables $u_{p}=z_{P}$ exp
$\{I^{1}p(t)-I^{\lambda}pt\}$ ram\‘ene le syst\‘eme \‘a un syst\‘eme o\‘u $\mu_{p}(t)$ prendraient cette forme.
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On peut v\’erifier sans peine que si l’on prend

$\sigma_{p}(t)=\frac{1}{\epsilon_{p}t}$ $(\mu_{p}\neq\mu)$

$\overline{\gamma}(t)=\sim\gamma_{\backslash }t)=\frac{B}{t}$

et si la constante positive $\delta$ est assez petite, les conditions (E), (E),
$(E^{\prime\prime}),$ $(E^{\prime\prime\prime})$ sont remplies pour les valeurs suffisamment grandes de
$t$ . On obtient donc le th\’eor\‘eme suivant.

Th\’eoreme 17. $Si$

$\sum_{j-1}^{m}\sum_{k=1}^{k_{j}}|c_{pqjk}(t)|\leqq\frac{B_{p}}{t}(1+o(1))$ $(p=1,2, \ldots., m)$

$\sum_{k-1}^{q-1}|\lambda_{pqk}(t)|\leqq\Lambda_{pq}\leqq\Lambda_{p}<|\mu-\mu_{p}|$ $(\mu_{p}\#\mu)$

$\lambda_{pqk}(t)=0$ $(\mu_{p}=\mu)$

et si $h$ est assez grand, il exis$te$ une solution et une seule telle que

$z_{pq}(\tau_{p})=z_{pq}^{0}$ $(\mu_{p}\leqq\mu)$

$\varlimsup_{t\rightarrow+\infty}\frac{1}{t}\log|z_{pq}(t)|<\min_{\mu_{p}<\mu}\{\mu_{p}\}$

o\‘u
$\tau_{p}=h,$

$\tau,$
$+\infty$ $(h\leq-\tau<+\infty)$

suivant que $\mu_{p}<,$ $=$ . $>_{\mu}$ et les $z_{pq}^{0}(\mu_{p}\leqq_{\mu})$ sont des nombres quelcon-
ques.’ Si $B$ est une constante telle que

$B>B_{p}$ $(\mu_{p}=\mu)$ ,

cette solution satisfait aux relations

$e^{\mu_{p}\langle t)}|z_{pq}(t)-z_{pq}^{0}|=O(t^{B}e^{\mu\langle t)})$
$(\mu_{p}=\mu)$

$e^{\mu_{p}(t)}|z_{pq}(t)-z_{pq}^{0}|=O(t^{B-1}e^{\mu(t)})$
$(\mu_{p}\neq\mu)$ ,

o\‘u $z_{pq}^{0}=0$ pour $\mu_{p}<_{\mu}$ .
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Remarque. Comme nous avons remarqu\’e au num\’ero 11, les

conditions
$z_{pq}(\tau_{p})=z_{pq}^{0}$ $(\mu_{p}\leqq\mu)$

$\varliminf_{t\rightarrow+\infty}\frac{1}{t}\log\max_{\mu_{p}>\mu}\{|z_{pq}(t)|e^{\nu_{p}(t)}\}<\min_{p^{>\mu}}\{\mu_{p}\}$

ne d\’etermine qu’une solution. Mais dans ce cas nous pouvons
d\’emontrer ce fait sans recourir au systeme non lin\’eaire. En effet,

d\’esignons par

$z_{pq}=\varphi_{pw}n(t)$

la solution de (3) d\’efinie par les conditions

$z_{pq}(h)=\delta_{pqjk}=\left\{\begin{array}{ll}0 & (p\neq j ou p=j, q\neq k)\\1 & (p=j, q=k)\end{array}\right.$

$\varlimsup_{t\rightarrow+\infty}\frac{1}{t}\log$ max $\{_{1}|z_{pq}(t)|e\mu_{p}(t)\}\leqq\mu j$ .

Alors la solution

$z_{pq}=\varphi_{pq}(t)\equiv\sum_{\mu_{j}\leq\mu}C_{jk}\varphi_{pqjk}(t)$

ou $C_{jk}$ sont des constantes $(\Sigma|C_{jk}\mu_{j}\overline{-}\mu|>0)$
satisfait \‘a la relation

$\log\max_{\mu p\mu}\{|_{\varphi_{pq}}(t)|e\mu_{p}\langle t)\}=\mu t+o(t)$ .

Par suite si

$\lim_{t\rightarrow+\infty}\frac{1}{t}\log\max_{\mu p>\mu}\{|z_{pq}(t)|e^{\mu_{p}\{t)}\}<\min_{\mu p>\mu}\cdot\{\mu_{p}\}$

on a n\’ecessairement

$\lim_{t\rightarrow+\infty}\frac{1}{t}$ log max $\{|z_{pq}(t)_{1}|e^{\nu_{p}(t)}\}\leqq\mu$ .
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15. In\’egalit\’es fondamentales. SuPposons remplies les $co^{\backslash }ndtions$

(4), (5), (6), (7) et d\’esignons par $z_{pq}=\varphi_{pq}(t)$ la solution de (3) d\’efinie
par les conditions

$z_{pq}(\tau_{p})\overline{\leftarrow}\theta_{pq}$
$(\mu_{p}\leqq\mu)$

$z_{pq}(t)\leqq(\mu-\mu_{p})t+o(t)$ $(p=1,2, \ldots., n)$ .
Si les conditions $(a),$ $(b),$ $(c),$ $(d),$ $(e)$ sont remplies, $z_{pq}=\varphi_{pq}(t)$ est la
seule solution telle que

$z_{pq}(s_{p})=\varphi_{pq}(s_{p})$ $(\mu_{p}\leq\mu)$

$z_{pq}(t)-\varphi_{pq}(s_{p})=O(\sigma_{p}(t)_{\omega_{p}}(t, s))$

ou’ $s_{p}=h,$ $s,$ $+\infty(h\leqq s<+\infty)$ suivant que $\mu_{p}<,$ $=>\mu$ . Si
donc on pose

$\overline{\gamma}(t)=\sim\gamma(t)=\gamma(t)$

$M(h, s)=\max_{\leq\mu p\mu}\{\frac{\prime|_{\varphi pq}(s_{p})|}{\sigma_{p}(s_{p})_{\omega_{p}}(s_{p},s)}\}$

$M(t)=\max\{|\varphi_{pq}(t)|e^{\mu_{p}\{t)}\}$

$(q=1,2, \ldots., k_{p} ; p=1,2, \ldots., m)$

$M_{1}(t)=\max\{|\varphi_{pq}(b)|e^{\mu_{p}\langle t)}\}$

$(q=1,2, \ldots., k_{p} ; \mu_{p}=\mu)$

$M_{2}(t)=\max\{|\varphi_{pq}(t)|e^{\mu_{p}\langle t)}\}$

$(q=1,2, \ldots., k_{p}i \mu_{p}\neq_{\mu})$ ,

nous obtenons d’apres le th\’eoreme 16 les in\’egalit\’es

(I) $|\varphi_{pq}(t)-\varphi_{pq}(s_{p})|\leqq\frac{\sigma_{p}(b)}{\delta}M(h, s)\omega_{p}(t, s)$ .
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Nous pouvons en d\’eduire, comme au num\’ero 9, les in\’egalit\’e suivantes:

(II) $|\varphi_{pq}(t)|\leqq\frac{\delta+\sigma_{p}(t)}{\delta}M(h, s)_{\omega_{p}}(t, s)$ $\left(\begin{array}{llll}q & =1,2 & \cdots & k_{p}\\p & 2=1, & .\cdot & \end{array}\right)$

(I) $M(t)\leqq\frac{1+\delta}{\delta}M(h, s)exP\{\mu t+|\int_{s}^{t}\gamma(t)dt|\}$

(III) $|\varphi_{pq}(s)-\varphi_{pq}(s_{p})|e^{\mu_{p}\{)}\leqq\frac{1}{\delta}\sigma_{p}(s)M(h, s)\epsilon$

Si $z_{pq}(h)=0$ pour $\mu_{p}<_{\mu}$ , nous obtenons

(II’) $M_{1}(t)\geqq\frac{\delta}{1+\delta}M_{1}(s)$ exp $\{\mu(t-s)-|\int_{s}^{t}\gamma(t)dt|\}$

(III’) $M_{2}(t)\leqq\frac{\sigma(t)}{\delta}M_{1}(t)$ $[\sigma(t)=\max_{\mu p\neq\mu}\{\sigma_{p}(t)\}]$ .

Ainsi nous obtenons ce th\’eoreme.

Th\’eoreme 18. Si les conditions (4), (5), (6), (7) sont remphes et

si les $\gamma_{p}(t),$ $\sigma_{p}(t)$ etc. satisfont aux conditions $(a),$ $(b),$ $(c^{\prime}),$ $(d),$ $(e)$ , on
a les in\’egaht\’es (I’), (II), (III). Si l’on suppose de plus que $\varphi_{p}(h)=0$

pour $\mu_{p}<\mu$ . on obtient (II’), (III’). Et ces in\’egaht\’es sont toutes des
cons\’equences imm\’ediates des in\’egaht\’es (I).

16. Th\’eor\’emes de M. Lettenmeyer. Comme nous avons remar-
qu\’e au d\’ebut de cette section, les r\’esultats obtenus jusqu’ici nous
conduisent tr\‘es facilement aux th\’eor\‘emes plus pr\’ecis que ceux de

M. LETTENMEYER. Consid\’erons le syst\’eme

(13) $\frac{dy_{pq}}{dt}=\sum_{k-1}^{q-1}\lambda_{pqk}(t)y_{pk}+\sum_{j-1}^{m}\sum_{k-1}^{k_{j}}b_{pqjk}(t)y_{jk}$

$(q=1,2, \ldots., k_{p} ; p=1,2, \ldots., m)$

ou $b_{pqgk}(t)=o(1),$ $\lambda_{pqq}=\lambda_{p}$ sont des constantes et $\lambda_{pqk}(t)$ sont des

fonctions born\’ees. Prenons une fonction $\beta(t)$ telle que
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$\sum_{j-1k}^{m}\sum_{-1}^{k_{j}}|b_{pqjk}(t)|\leqq\beta(t)$

$\beta(t)=o(1)$ , $\beta^{\prime}(t)=o(\beta(t)^{1+\frac{1}{)}})$

ou $x^{=}\underline{\max_{\mu p\mu}}\{k_{p}\}$ et Posons

$e^{\lambda_{p}t}z_{pq}=y_{pq}$

$(_{\mu p}\neq\mu)$

$e^{\lambda_{p}t}z_{pq}=\beta(i)^{\frac{q-1}{)\iota}}y_{pq}$

$(\mu_{p}=\mu)$ .
Nous avons alors

(14) $\left\{\begin{array}{ll}\frac{dz}{d}t\underline{pq}=\ovalbox{\tt\small REJECT}_{-1}^{-1}\lambda_{pqk}(t)z+\sum_{j-1k}^{m}\sum_{-1}^{k_{j}}c_{pqjk}(t)e^{t^{\mu_{j}-\mu_{p})t}}z_{jk} & (\mu_{p}\neq\mu)\\\frac{dz_{pq}}{dt}=\sum_{j-l}^{m}\sum_{k-1}^{k_{j}}c_{pqjk}(t)e^{1^{\mu_{j}-\mu_{p})t}}z_{jk} & (\mu_{p}=\mu)\end{array}\right.$

ou

$c_{pqjk}(t)=o(\beta(t)^{\frac{1}{}})$ , $\mu_{p}=\Re(\lambda_{p})$ .
Nous pouvons prendre

$\sigma_{p}(t)=constante$ , $\overline{\gamma}(t)=\underline{\gamma}(t)=A\beta(t)^{\frac{1}{},}$

$A$ \’etant une constante positive assez grande. Nous aurons ainsi

$\log$ max $\{|z_{pq}(t)|e^{\mu_{p}t}\}=\mu t+o(\int_{h}^{t}\beta(t)^{\frac{1}{\alpha}}dt)$

pour la solution de (14) telle que

$\log$ max $\{|z_{py}(t)|e^{\mu_{p}t}\}=\mu t+o(t)$ .
En remarquant que

$]_{og\beta(t)}=o(\int_{\dot{h}}^{t}\beta(t)^{\frac{1}{}}dt)$ ,
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nous obtenons pour la solution correspondante de (13) la relation

log max $\{|y_{pq}(t)|\}=\mu t+o(|^{t}\beta(t)^{?}dt)\dot{h}\frac{1}{\iota}$

On peut aussi prendre

$\sigma_{p}(t)=A\beta(t)^{\frac{1}{f}}$ .
Nous aurons donc

$\max_{\mu_{p}\neq\mu}\{|z_{pq}(t)|e\mu_{p}tI=o(\beta(t)^{\frac{1}{\nu}}\max_{\nu_{p}\Leftrightarrow\mu}\{|z_{pq}(t)|e\mu_{p}t\})$ .

Puisque

$|z_{pq}(t)|e\leqq|y_{pq}(t)|\mu_{p}t$

pour les valeurs assez grandes de $t$ , nous aurons

$\max_{\mu_{p}\neq\mu}\{|y_{pq}(t)|\}=o(\beta(t)^{\frac{1}{\nu}}\max_{\mu_{p}-\mu}\{|y_{pq}(t)|\})$ .

Supposons maintenant qu’il n’existe qu un $\mu_{p}$ \’egal \‘a $\mu$ . Dans

ce cas nous pouvons prendre

$\overline{\gamma}(t)=\underline{\gamma}(t)=\beta(t)^{e}$

ou
$\sigma_{p}(t)=\beta(t)^{e}$

ou $e$ est une constante positive assez petite et $\beta(t)$ est une fonction

telle que

$\sum_{j\leftarrow 1}^{m}\sum_{k\rightarrow 1}^{k_{j}}|b_{pqjk}(t)|\leq\beta(t)$

$\beta(t)=O(1)$ , $\beta^{\prime}(t)=O(\beta(t))$ .
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Nous aurons donc

$\log$ max $\{|y_{pq}(t)|\}=\mu t+o(\int_{h}^{t}\beta(t)^{8}dt)$

$\max_{\mu_{p}\neq\mu}\{|y_{pq}(t)|\}=o(\beta(t)^{e}\max_{\mu_{p}\mu}\{|y_{pq}(b)|\})$ .
Posons

$y_{pq}(t)=y(t)=ez(t)\lambda_{p}t$
$z(t)=\gamma(t)e^{i9(t)}$

pour l’indice $p$ tel que $\mu_{p}=\mu$ . De la relation

$z^{\prime}(t)=[r(t)+ir(t)\theta^{f}(t)]e^{i6(t)}$

on d\’eduit

$|z^{\prime}(t)|\geqq|z(t)||\theta^{\prime}(t)$ .
Puisque

$|z^{\prime}(t)|=|\sum_{j-1}^{m}\sum_{k-1}^{k_{j}}b_{pqjk}(t)e^{1^{\lambda_{j^{-}}\lambda_{p})t}}z_{jk}(t)|$

$=O(\beta(t)|z(t)[)$

on a
$|\theta^{\prime}(t)|\leqq 0(\beta(t))$

ce qui entraine

$\theta(t)=o(|^{t}\beta(t)dt)\dot{h}$

D’autre part

log $r(t)=o(\int_{\dot{h}}^{t}\beta(t)^{e}dt)$ .
Par cons\’equent

$\log z(t)=\log[y(t)e-\lambda p^{\prime}’]=o(\int_{h}^{t}\beta_{\backslash }^{\prime}t)^{\epsilon}dt)$ .
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II.–D\’EVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES.

17. Proc\’ed\’e de r\’eduction. Consid\’erons un systeme diff\’erentiel

(15) $\frac{dx_{p}}{dt}=t^{\alpha}\sum_{j-1}^{n}a_{pj}(t)x_{j}$ $(p=1,2, \ldots., n)/$

ou $a$ est un entier positif ou nul et $a_{\dot{w}}(t)$ sont d\’eveloppables asymp-
totiquement comme il suit:

(16) $ a_{pj}(t)\sim a_{p\dot{g}}+\frac{a_{pj}^{\{1)}}{t}+\ldots.+\frac{a_{pj}^{(k)}}{t^{k}}+\cdots$ .

Nous supposons distinctes les $n$ racines $\lambda_{1},$ $\lambda_{2},$ $\ldots..\lambda_{n}$ de l’\’equation
caract\’eristique

(17) $\left|\begin{array}{llll}a_{V}-\lambda & a_{12} & \cdots & a_{1n}\\a_{21} & a_{\mathfrak{B}}-\lambda & \cdots & a_{2n}\\\cdots & \cdots & \cdots & \cdots\\ a_{n1} & a_{n2} & \cdots & a_{nn}-\lambda\end{array}\right|=0$ .

Posons

$\mathfrak{a}_{pj}(t)=a_{pj}+\frac{a_{pj}^{(1)}}{t}+\ldots.+\frac{a_{pj}^{(a+1)}}{t^{\alpha+1}}$ .

Les $n$ racines $\Lambda_{p}(t)$ de l’\’equation

$\left|\begin{array}{llll}\mathfrak{a}_{11}(t)-\Lambda & \mathfrak{a}_{l2}(t) & \cdots & \mathfrak{a}_{1n}(t)\\\mathfrak{a}_{21}(t) & \mathfrak{a}_{\mathfrak{B}}(t)-\Lambda & \cdots & \mathfrak{a}_{2n}(t)\\\cdots & \cdots & \cdots & \cdots\\\mathfrak{a}_{n1}(t) & \mathfrak{a}_{n2}(t) & \cdots & \mathfrak{a}_{nn}(t)-A\end{array}\right|=0$

sont r\’egulieres et prennent les valeurs $\lambda_{p}$ pour $ t=\infty$ . Nous pouvons
choisir les fonctions r\’egulieres $\mathfrak{p}_{pj}(t)$ de maniere que l’on ait
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$\mathfrak{P}(t)^{-1}\mathfrak{U}(t)\mathfrak{P}(t)=[\Lambda_{1}(t)..0\ldots\cdot..\cdot.\cdot.\cdot.\cdot.\cdot.\cdot.\cdot.00...\Lambda_{2}.(t).000\Lambda_{n}(t))$

.

en d\’esignant par $\mathfrak{U}(t)$ . $\mathfrak{P}(t)$ les matrices form\’ees des $\mathfrak{a}_{\dot{w}}(t),$ $\mathfrak{p}_{pJ}\{t$)

respectivement et par $\mathfrak{P}(t)^{-1}$ la r\’eciproque de $\mathfrak{P}(t)$ , et de plus que
les \’el\’ements de la matrice $\mathfrak{P}(t)^{-1}$ soient aussi des fonctions r\’egulieres
pour $ t=\infty$ . D\’esignons par $X,$ $Y,$ $A(t)$ les matrices

$\left(\begin{array}{l}x_{1}\\x_{2}\\\vdots\\ x_{n}\end{array}\right)$ $[y_{1}y_{2^{\backslash }}y_{nr}$ , $\left\{\begin{array}{llll}a_{11}(t) & a_{12}(t) & \cdots & a_{ln}(t)\\a_{21}(t) & a_{\mathfrak{B}}(t) & \cdots & a_{2n}(t)\\\cdots & \cdots & \cdots & \cdots\\ a_{n1}(t) & a_{n2}(t) & \cdots & a_{nn}(t)\end{array}\right\}$ .

Si l’on pose
$X=\mathfrak{P}(t)Y$

nous obtenons

$Y=t^{\alpha}\mathfrak{P}(t)^{-1}A(t)\mathfrak{P}(t)Y-\mathfrak{P}(t)^{-1}\mathfrak{P}^{\prime}(t)$ Y.

Les \’el\’ements des deux matrices

$t^{\alpha}\mathfrak{P}(t)^{-1}(A(t)-\mathfrak{U}(t))\mathfrak{P}(t)$ , $\mathfrak{P}(t)^{-1}\mathfrak{P}^{\prime}(t)$

sont des fonctions $O(t^{-2})$ . Si donc on d\’esigne par $\lambda_{v}^{\prime}(t)$ la somme
des $a+1$ premiers termes du d\’eveloppement de $t^{\alpha}\Lambda_{p}(t)$ au voisinage

de $ t=\infty$ et par $\underline{\rho_{p}}i_{e}$ terme $(a+2)^{i\grave{e}me}$ , le syst\’eme diff\’erentiel auquel
$t$

les $y_{p}$ satisfont prend la forme

(18) $\frac{dy_{p}}{dt}=[\lambda_{p}^{\prime}(t)+\frac{\rho_{p}}{t}]y_{p}+\frac{1}{t^{2}}\sum_{j-1}^{n}b_{pj}(t)y_{j}$ $(p=1,2, \ldots., n)$

ou $b_{\dot{w}}(t)$ sont d\’eveloppables asymptotiquement comme il suit

(19) $b_{pj}(t)\sim b_{pj}+\frac{b_{pj}^{(1)}}{t}+\ldots.+_{k^{-+}}^{tk)}\frac{b}{t}pj$
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Par le changement de variables

(20) $z_{p}\exp\{\lambda_{p}(t)+i\rho_{p}^{\prime\prime}\log t\}=y_{p}$

$(\rho_{p}=\rho_{p}^{\prime}+i\rho_{p}^{\prime\prime}$ , $\lambda_{p}(t)=\int\lambda_{p}^{\prime}(t)dt)$

nous obtenons

(21) $\frac{dz_{p}}{dt}=\frac{\rho_{p}^{\prime}}{t}z_{p}+\frac{1}{t^{2}}\sum_{j-1}^{n}b_{pj}(t)t^{i(p_{j}^{\prime\prime}-p_{p})\lambda_{j}(t)-\lambda_{p}\langle t)}ez_{j}$ $(p=1,2, \ldots, n)$ .

Si l’on prend pour variable ind\’ependante la variable $s$ liee \‘a $t$ par
$t^{\alpha+1}=s$ le syst\’eme prend la forme

(22) $\frac{dz_{p}}{dt}=\sum_{j\leftarrow 1}^{n}c_{pj}(s)e^{\mu_{j}(\epsilon}z_{j})-\mu_{p}(S)$ $(p=1,2, \ldots., n)$

ou

$\mu_{\mathcal{D}}(s)=\Re(\lambda_{p}(t))$

$\sum_{\dot{g}-1}^{n}|c_{pj}(s)|=\frac{|\rho_{p}^{J}|+o(1)}{(a+1)s}$ .

Cette forme est justement celle que nous avons discut\’ee dans la
section pr\’ec\’edente.

18. Introduction des \’equations non homogenes. On peut trouver
$n$ s\’eries (convergentes ou non)

(23) $y_{p}\sim t^{P_{q}}e^{\lambda_{q}(t)}\{\mathcal{B}_{pq}+\frac{\beta_{pq}^{(1)}}{t}+\cdots\cdot+\frac{\beta_{pq}^{\langle k)}}{t^{k}}+\cdots\cdot\}$

($p=1,2,$ $\ldots.,$ $n;\beta_{pq}=0$ ou 1 suivant que $p\neq ou=q$)

qui satisfont aux \’equations formelles

$\frac{d}{d}y\frac{p}{t}=[\lambda_{p}^{\prime}(t)+\frac{\rho_{p}}{t}]y_{p}+\frac{1}{t^{2}}\sum_{j-1}^{n}(\sum_{k\rightarrow 0}^{\infty}\underline{b}_{pj,t^{k}}^{\langle k)}-)y_{j}$ $(p=1,2, \ldots, n)$ .
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Nous voulons d\’emontrer que les $n$ s\’eries (23) donnent les d\’eveloppe-

ments asymptotiques d’une solution de (18). Posons

$\overline{\varphi}_{p}(t)=tp_{q}e\lambda_{q}(t)\{\beta_{pq}+\frac{\beta_{pq}^{\langle 1)}}{t}+\ldots.+^{\beta_{A^{\underline{q}}}^{\langle k)}}-t^{k}\}$

$teb_{p}(t)\alpha+p_{q}\lambda_{q}(t)=\overline{r/J}_{p}^{\prime}(t)-[\lambda_{p}^{\prime}(t)+\frac{p_{p}}{t}]\overline{\varphi}_{p}(t)$

$-\frac{1}{t^{2}}\sum_{j\leftarrow 1}^{n}b_{pj}(t)\overline{\varphi}_{j}(t)$ .
Alors

$b_{p}(t)=O(t^{-k-\alpha-2})$ $(p=q)$

$b_{p}(t)=O(t^{-k-1})$ $(p\neq q)$

et $y_{p}=\overline{\varphi}_{p}(t)$ est une solution du syst\‘eme diff\’erentiel

(24) $\frac{dy_{p}}{dt}=[\lambda_{p}^{\prime}(t)+\frac{p_{p}}{t}]y_{p}+\frac{1}{t^{2}}\sum_{j-1}^{n}b_{pj}(t)y_{j}+teb_{p}(t)\alpha+p_{q}\lambda_{q}(t)$

$(p=1,2, \ldots., n)$ .
Si le syst\‘eme (18) admet une solution $y_{p}=\varphi_{p}(t)$ d\’eveloPpable asymPto-
tiquement sous la forme (23), $y_{p}=\overline{\varphi}_{p}(t)-\varphi_{p}(t)$ est une solution de
(24) telle que $y_{p}(t)=o(tP_{q}^{\prime}e)$ . Le changement de variables

$y_{p}=z_{p}\exp\{\lambda_{p}(t)+ip^{\prime}\log t\}$ , $t^{\alpha+1}=s$

ram\’ene le syst\‘eme (24) au syst\’eme

(25) $\frac{dz_{p}}{dt}=\sum_{j-1}^{n}c_{pj}(s)ez_{j}+c_{p}(s)e\mu_{j}(z)-\mu_{p}(s)\mu_{q}(s)-\mu_{p}(s)$

$(p=1,2, \ldots., n)$

ou
$\mu_{p}(s)=\Re(\lambda_{p}(t))$ , $\sum_{J^{-1}}^{n}|c_{pj}(s)|=\underline{|}\underline{\rho}_{p,(}^{\prime}\frac{|+o(1)}{a+1)s}$

$c_{q}(s)=O(s^{-)\iota-1})$ , $c_{p}(s)=O(s^{-t})$ $(\chi=\frac{-\rho_{q}^{\prime}+k+1}{a+1})$ .
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Et pour la solution correspondante du systeme (25) nous obtenons

(26) $z_{p}(s)e^{\mu_{p}\langle s)}=o()$

Il s’agit donc de d\’emontrer l’existence d’une solution de (25) telle
que (26).

Th\’eoreme 19. $Si$

$\sum_{j-1}^{n}\sum_{k=1}^{k_{j}}|c_{pqjk}(t)|\leqq\frac{C_{p}}{t}$ $(p=1,2, \ldots., n)$

$\lambda_{pqk}(t)=0$ $(\mu_{p}=\mu)$

$\sum_{k=1}^{q-1}|\lambda_{pqk}(t)|\leqq\Lambda_{pq}\leqq\Lambda_{P}$ $(_{\mu_{p}}\neq\mu)$

$|c_{pq}(t)|\leqq\Gamma_{p}te-c-1\mu(t)-\mu_{p}(t)$ $(\mu_{p}=\mu)$

$|c_{pq}(t)|\leqq\Gamma_{p}^{-\cdot c\mu(t)-\mu_{p}\langle t)}te$
$(\mu_{p}\neq\mu)$

$\chi>C_{p}$ $(\mu_{p}=\mu)$

les \’equations

(27) $\frac{dz_{pq}}{dt}=\sum_{k-1}^{q-1}\lambda_{pqk}(t)z_{pk}+\sum_{j-1k}^{m}\sum_{\rightarrow 1}^{k_{j}}c_{pqjk}(t)ez_{jk}\mu_{j}(t)-\mu_{p}\langle t)$

$+c_{pq}(t)e\mu(t)-\mu_{p}\langle t)$

$(q=1,2, \ldots., k_{p} : p=1,2, \ldots., m)$

admettent au moins une solulion telle que

$z_{pq}(t)e\mu_{p}(t)=o(te-?\mu(t))$ .

Pour d\’emontrer ce th\’eor\‘eme, il suffit, d’apr\‘es le th\’eor\’eme 7,

de montrer que si l’on prend la constante $C$ assez grande nous
obtenons pour $ h\leqq t<+\infty$ les In\’egalit\’es
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(28) $|\int_{\pi_{p}}^{t}[(\Lambda_{p}+\frac{C_{p}}{t})C+\Gamma_{p}]t^{-}’ e^{\mu(t)-\mu_{p}(t)}dt|\leqq Ct^{-*}e^{\mu(t)-\mu_{p}\langle t)}$

$(\mu_{P}\neq\mu)$

(29) $|\cdot\int_{\tau_{p}}^{t}(C_{p}C+\Gamma_{p})t^{-x-1}dt|\leqq Ct^{-?\iota}$ $(\mu_{\Phi}=\mu)$

en posant

$\tau_{p}=h,$ $+c\circ$ suivant que $\mu_{p}<,$ $\geqq\mu$ .
Nous pouvons supposer que

$\Lambda_{p}+\Gamma_{p}<|\mu-\mu_{p}|$ $(\mu_{p}\neq\mu)$

$C_{p}<x$ $(\mu_{p}=\mu)$

en faisant pr\’ealablement, s’il est n\’ecessaire, un changement de
variables de la forme

$u_{pq}=\epsilon^{q}z_{pq}$ $(_{\mu_{p}}\neq\mu)$

$u_{pq}=e^{K}Z_{pq}$
$(\mu_{p}=\mu, K=\acute{\max_{\mu_{p}\neq\mu}}\{k_{p}\}+1),$

$\cdot$

ou $e$ est une constante assez petite. Si donc on prend $C$ assez
grand, nous obtenons

$C_{p}C+\Gamma_{p}<xi$

et les in\’egalit\’es (28), (29) sont satisfaites pourvu que $h$ soit assez
grand.

Du th\’eor\‘eme 19 nous pouvons conclure que si $/1_{I},$
$\neq_{\mu q}$ pour $p\neq q$

le syst\‘eme (25) admet une solution telle que (26) pourvu que $k$ soit
assez grand. Si l’\’equation caract\’eristique (17) a deux ou plusieurs
racines dont les parties r\’eelles sont \’egales, nous pouvons dire seule-
ment que le syst\‘eme (25) admet une solution telle que

$z_{p}(s)e^{\mu_{p}(s)}=o()$
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Mais cela suffit pour notre but. Car on peut prendre $k$ aussi grand

que l’on veut.

19. D\’eveIoppements asymptotiques des solutions. Nous avons
montr\’e au num\’ero pr\’ec\’edent qu’\‘a chaque racine $i_{q}$ de l’equation

caract\’eristique (17) correspond au moins une solution de (18) telle que

$y_{p}=\varphi_{pq}(t)=(\beta_{pq}+o(1))tep_{q}\lambda_{q}\langle t)$

Les $n$ nombres $\lambda_{p}$ \’etant diff\’erents l’un de 1‘autre, les $n$ solutions ainsi
obtenues sont lin\’eairement ind\’ependantes et une solution quelconque

de (18) telle que

$y_{p}(t)=(\beta_{pq}+o(1))t^{r_{q}\lambda_{q}(t)}e$

est n\’ecessairement de la forme

$y_{p}=\varphi_{pq}(t)+\sum_{\mu<\mu}C_{j\varphi_{pj}}(t)$ .
$g$ $q$

Or, nous avons montr\’e qu’il existe une solution telle que

$y_{p}(t)=(\beta_{pq}+\frac{\beta_{pq}^{(1)}}{t}+\ldots.+\frac{\beta_{pq}^{\{k)}}{t^{k}}k+O(\frac{1}{t^{k+1}}I)t^{P_{q}}e^{\lambda_{q}(t)}$ .

On devra donc avoir

$\varphi_{pq}(t)=(\beta_{pq}+\frac{\beta}{t}(\underline{p1q)}+\ldots.+\frac{\beta_{pq}^{(k)}}{t^{k}}+o(\frac{1}{t^{k+1}}))tep_{q}\lambda_{q}\langle t)$

$k$ \’etant un \’entier positif quelconque, la solution $y_{p}=\varphi_{pq}(t)$ est $d$ \’eve-
loppable asymptotiquement sous la forme (23).

Th\’eoreme 20. Si les $a_{l\dot{9}}(t)$ sont d\’eveloppables asymptotiquement

sous la forme (26) et si l’\’equation caract\’eristique (17) admet des $n$

$ra\sigma\dot{b}nes$ distinctes, toute solution des \’equations (15) est developpable

asymptotiquement sous la forme

$y_{p}\sim t^{P}e^{\lambda(l)}\{\beta_{p}+\underline{\beta}_{p,t}^{(1)}-+\ldots.+\frac{\beta_{p}^{\{k)}}{t^{k}}+\ldots.\}$
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$\rho$ \’etant uue constante, $\lambda(t)$ un polynome de degr\’e $a+1$ . Les s\’eries
formelles, les d\’eveloppements asymptotiques d’une solution de (15),

satisfont formellement aux \’equations diff\’erentielles (15).

III.–STABILIT\’E

20. Quelques propositions preliminaires. Avant d’aller plus
loin \’etablissons quelques propositions pr\’eliminaires.

Lemme 1. Si l’int\’egrale

(30) $\int_{h}^{\infty}i^{\alpha}\varphi(t)dt$ (a constante positive)

a une valeur finie, on a

(31) $ t^{\alpha}\int_{t}\varphi(t)dt=o(1)\infty$

(32) $\int_{t}u^{\alpha-1}\infty\int_{u}^{\infty}\varphi(s)dsdu=o(1)$ .

En effet, de l’\’egalit\’e

$\int_{h}^{k}\varphi(t)dt=\frac{1}{k^{\alpha}}\int_{h}^{k}t^{a}\varphi(t)dt+a\int_{h}^{k}\frac{dt}{t^{\alpha+1}}\int_{h}^{t}t^{\alpha}\varphi(t)dt$

on d\’eduit, en faisant $ k\rightarrow+\infty$ ,

$\int_{h}^{\infty}\varphi(t)dt=a\int_{h}^{\infty}\frac{dt}{t^{\alpha+1}}\int_{h}^{t}t_{\varphi}^{\alpha}(t)dt$ .

Puisque

$\int_{t}^{\infty}t^{\alpha}\varphi(t)dt=o(1)$ ,
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on a

$|\int_{t}t^{\alpha}\varphi(t)dt|\leqq F(h)\infty$ , $F(t)=o(1)$ .

Donc

$|\int_{h}^{\infty}\varphi(t)dt|\leqq\frac{F(h)}{h^{\alpha}}$

ce qui d\’emontre (31). D’autre part,

$J_{h}^{k}t^{\alpha-1}\int_{t}^{\infty}\varphi(t)dt=[\frac{t^{\alpha}}{a}\int_{t}\varphi(t)dt]_{h}^{k}+\frac{1}{a}\int_{h}^{k}t^{\alpha}\varphi(t)dt\infty$ .

En faisant $ k\rightarrow+\infty$ , nous obtenons

$\int_{h}^{\infty}t^{a-1}\int_{t}\varphi(t)dt=\frac{h^{\alpha}}{a}\int_{h}\varphi(t)dt+\frac{1}{a}\int_{h}^{\infty}t^{\alpha}\varphi(t)dt\infty\infty$ ,

ce qui d\’emontre (32).

Du lemme 1 r\’esulte imm\’ediatement le suivant.

Lemme 2. Soit

$\int_{h}^{t}t^{n-1}f(t)dt=O(1)$ .

Si $a_{1}+a_{2}+\cdots.+a_{m}=N\leqq n$ on a

(33) $\int_{t}t_{m}^{\alpha_{m}-1}dt_{m}\int_{t_{m}}^{\infty}\infty\ldots.\int_{t_{2}}^{\infty}t_{1}^{\alpha_{1^{-}}1}f(t_{1})dt_{1}=o(t^{n-N})$ .

Si $f(t)\geqq 0$ , $ a_{1}+a_{2}+\cdots.+a_{l-1}\leqq n<a_{1}+a_{2}+\cdots.+a\iota$ , on a

(34) $\int_{h}^{t}t_{m}^{\alpha_{m}-1}dt_{m}\int_{h}^{t}m$ $\int_{h}{}^{t}\iota+1t_{l}^{\alpha_{l}-1}dt_{l}\int_{t_{l}}^{\infty}\ldots.\int_{t_{2}}^{\infty}t_{1}^{\alpha_{1}-1}f(t_{1})dt_{1}=o(t^{N-n})$ .
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En effet, posons

$N_{j}=a_{1}+a_{2}+\ldots.+a_{j}$

$f_{j}(t)=\int_{t}^{\infty}t_{j}^{\alpha_{j}-1}dt_{j}\int_{t_{j}}^{\infty}\cdots\cdot\int_{t_{2}}^{\infty}t_{1}f(t_{1})dt_{1}\alpha_{1}-1$

Puisque l’on a

$\int_{h}^{t}t^{n-\alpha_{1}}\varphi(t)dt=0(1)$

en $P^{osant}$

$\varphi(t)=tf(t)\alpha_{1}-1$ ,

le lemme 1 montre que

$ tn-\alpha_{1}\int_{t}\varphi(t)dt=o(1)\infty$ , $\int_{t}^{\infty}t_{2}n-\alpha_{1}-1\int_{t_{2}}^{\infty}\varphi(t_{1})dt_{1}dh=o(1)$

c’est-\‘a.dire

$n-N_{1}$ $r^{\infty}n-N_{1}-1$

$t$ $f_{1}(t)=o(1)$ ,
$I_{t}^{t}$

$f_{1}(t)dt=o(1)$ .

Supposons donc que l’on ait

(35) $t^{n-N_{j}}f_{j}(t)=o(1)$ , $\int_{t}^{\infty}t^{n-N_{j}-1}f_{j}(t)dt=o(1)$ .
Si l’on pose

$\varphi(t)=tf_{j}(t)\alpha_{j+1}-1$

on a

$\int_{t}t^{n-N_{\dot{g}+1}}\varphi(t)dt=o(1)\infty$ ,
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par suite, d’apres le lemme 1, on a

$ t^{n-N_{j+1}}\int_{t}\varphi(t)dt=o(1)\infty$ , $\int_{t}t^{n-N_{j+1}-1}dt\infty\int_{t}^{\infty}\varphi(t)dt=o(1)$ ,

c’est-\‘a-dire

$t^{n-N_{j+1}}f_{j+1}(t)=o(1)$ , $\int_{\iota}^{\infty}t^{n-N_{j+1}-1}f_{\dot{J}+1}(t)dt=o(1)$ .

Les formules (35) sont donc vraies pour $j=1,2,$ $\ldots.,$ $m$ . Nous

obtenons en particulier

$t^{n-N_{m}}f_{m}(t)=o(1)$

qui n’est autre que la formule (33).

Pour d\’emontrer la formule (34) nous remarquons que si l’on pose

$\varphi(t)=\int_{t}t_{l-1}-dt_{l-1}\infty\alpha_{l1}-1\int_{t_{l-1}}^{\infty}\ldots$ . $\int_{t_{2}}^{\infty}t_{1}f(t_{1})dt_{1}\alpha_{1^{-}}1$

$N_{j}=a_{1}+\alpha_{2}+\ldots.+a_{j}$ $(j=1,2, \ldots., m)$

on a

$\int_{t}^{\infty}t^{n-N_{l-1^{-}}1}\varphi(t)dt=o(1)$

comme nous avons vu tout \‘a l’heure. Nous avons donc

$|\int_{h}^{t}t\varphi(t)dt\alpha_{l^{-}}1|\leqq t^{N_{l}-n}\int_{H}^{t}t^{n-N_{l-1}-1}\varphi(t)dt+O(1)$

le nombre $H$ pouvant \^etre suppos\’e aussi grand que l’on veut. On
aura donc

$\int_{h}^{t}t^{\alpha_{l}-1}\varphi(t)dt=o(t^{N_{l}-n})$ .
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Par suite, suppsons que l’on ait

(36) $f_{j}(t)=o(tN_{j}-n)$

en Posant

$f_{k}(t)=\int_{h}^{t}t_{k}^{\alpha_{k^{-1}}}dt_{k}\int_{h}^{t}k$ $\int_{h}^{{}^{t}\iota+1}t_{l}^{\alpha_{l^{-1}}}\varphi(t_{l})dt_{l}$

$(k=l+1, l+2, \ldots., m)$ .
On aura alors

$f_{j+1}(t)=\int_{h}^{t}o(t^{N_{j+1^{-}}n-1})dt=o(t^{N_{j+1}-n})$ .

La formule (36) est donc vraie pour $i=l+1,$ $l+2$ . . .. . , $m$ . Nous
aurons donc en particulier la formule (34), en faisant $j=m$ .

21. G\’en\’eralisations d’un th\’eoreme de MM. $Sp\ddot{a}th,Peyovitch$.
Revenons aux \’equations diff\’erentielles

(37) $\frac{dz_{pq}}{dt}=\sum_{k-1}^{-}\lambda_{pqk}(t)z_{pk}+\sum_{j-1k}^{m}\sum_{\rightarrow 1}^{k_{j}}c_{pq\dot{g}k}(t)ez_{jk}+c_{pq}(t)eq1\mu_{j}(t)-\mu_{p}\langle t)\mu(t)-\mu_{p}(t)$

$(q=1,2, \ldots., k_{p} ; p=1,2, \ldots., m)$ .
Soit $\Gamma$ une constante positive et d\’efinissons les fonctions $\Gamma_{pq}(t)$ par

$\Gamma_{pq}(t)=\Gamma$ $(\mu_{p}\#\mu)$

$\Gamma_{pq}(t)=|\int^{t}\{$

$\sum_{k-1,\tau_{pq}}^{q-1}\Lambda_{pqk}t^{q-k-1}\Gamma_{pk}(t)+\sum_{\mu_{j}\neq\mu}|c_{pqJk}(t)|\Gamma$

$+\sum_{\mu_{j}-\mu}|c_{pqjk}\langle t)|t^{k-k_{j}+r}+|c_{pq}(t)|\}dt|$ $(\mu_{p}=\mu)$

ou

$\tau_{pq}=\left\{\begin{array}{ll}h & (_{\mu_{p}}<\mu ou \mu_{p}=\mu, k_{p}-q<r)\\+\infty & (_{\mu_{p}}>\mu ou \mu_{p}=\mu, k_{p}-q\geqq r).\end{array}\right.$
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D’apr\‘es le lemme 2, si

$(a)$ $[\int_{t}|c_{pqjk}(t)|t^{k-k_{j^{\perp}}k_{p}-q}dt=o(1)\int^{\infty}|\int_{t}\infty\infty t|c_{pqjk}(t)|t^{k_{p}-q-r}dt=o(1)c_{pq}(t)|t^{k_{p}-q-r}dt=o(1)$ $(_{\mu_{p}}=\mu)(\mu_{p}=\mu(\mu_{p}=\mu’, \mu_{j}=\mu)\mu_{j}\neq\mu)$

les relations

$\int_{t}^{\prime r}pq\Gamma_{pq}(t)t^{k_{p}-q-r-1}dt=o(1)$

(39) $\Gamma_{pq}(t)=o(t^{q-k_{p}+r})$
$\left(\begin{array}{llll} & \mu_{p^{=}}\mu & & \\q & =1,2 & \cdots & k_{p}\end{array}\right)$

sont satisfaites pour $q=1$ , par suite nous verrons de proche en
proche les relations satisfaites pour $q=2,3,$ $\ldots.,$

$k_{p}$ . Nous supposons
de plus que

$(\beta)(\int|e\mu(t)-\mu_{j}(t)dt=o(\mu(t)-\mu_{j}(t))\int_{e}^{t}|c_{pqjk}(t)|tjk_{j}+r\mu(t)-\mu_{j}\langle t)$

$(\gamma)$
$\left\{\begin{array}{ll}\sum_{k-1}^{q-1}|\lambda_{pqk}(t)|\leqq\Lambda_{pq}<|_{\mu}-\mu_{p}| & (_{\mu p}\neq\mu)\\|\lambda_{pqk}(t)|\leqq\Lambda_{pqk}t^{q-k-1} & (\mu_{p}=\mu) .\end{array}\right.$

Pour d\’emontrer, dans ces hypoth\‘eses, qu’il existe une solution de
(37) telle que

(40) $\left\{\begin{array}{l}z_{pq}(h)=0\mu_{p}<\mu\mu_{p^{=}}\mu,k_{p}-q<r\\|z_{pq}(t)|\leqq\Gamma_{pq}(t)e^{\mu(t)-\nu_{p}1^{t)}}\end{array}\right.$
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il suffit de montrer que l’on a

$|\int_{\prime r_{pq}}^{t}\{\sum_{-}^{q-1}|\lambda_{pqk}(t)|\Gamma_{pk}(t)+\sum_{j\rightarrow 1k}^{m}\sum_{-1}^{k_{j}}|c_{pqjk}(t)|\Gamma_{jk}(t)$

$+|c_{pq}(t)|\}edt\mu(t)-\mu_{p}\langle t)|\leqq\Gamma_{pq}(t)e\mu(t)-\mu_{p}(t)$

Si $h$ est assez grand, ces in\’egalit\’es sont satisfaites gr\^ace aux rela-
tions (39), $(\beta)$ et $(\gamma)$ . Cette solution satisfait aux conditions

(41) $\left\{\begin{array}{ll}z_{pq}(h)=0 & (_{\mu p}<\mu ou \mu_{p}=\mu, k_{p}-q<r)\\z_{pq}(t)=o(t^{q-k_{p}*r}) & (\mu_{p}=\mu)\\z_{pq}(t)=o(e^{\mu\langle t)-\mu_{p}(t)}) & (_{\mu_{p}}\neq\mu).\end{array}\right.$

R\’ec\ddagger Proquement si ces conditions sont satisfaites, en int\’egrant $1e3$

relations (37) nous obtenons

$z_{pq}(t)=o(\Gamma_{pq}(t)e\mu(t)-\mu_{p}(t))$

$z_{pq}(h)=0$ ( $<\mu$ ou $\mu_{p}=\mu,$ $k_{p}-q<r$).

L’unicit\’e d’une telle solution se d\’emontre facilement, car il suffiit
de montrer que

$|\int_{\tau_{pq}}^{t}\{\sum_{k-1}^{q-1}|\lambda_{pqk}(t)|\Gamma_{pk}(t)+\sum_{j-1k}^{m}\sum_{-1}^{k_{j}}|c_{pgjk}(t)|\Gamma_{jk}(t)\}e\mu(t)-\mu_{p}\langle t)dt|$

$\leqq\sigma\Gamma_{pq}(b)e\mu(t)-\mu_{p}(t)$

$\sigma$ \’etant un nombre positif moindre que l’unit\’e.

Nous pouvons de m\^eme d\’emontrer par la m\’ethode souvent
utilis\’ee que le systeme diff\’erentiel homog\’ene

(42) $\frac{dz_{pq}}{dt}=\sum_{k\Leftrightarrow 1}^{q-1}\lambda_{pqk}(t)z_{k}+\sum_{j-1}^{m}\sum_{k-1}^{k_{j}}c_{pqJh}(t)ez_{jk}\mu_{j}(t)-\mu_{p}(t)$

$(q=1,2, \ldots., k_{p} ; p=1,2, \ldots., m)$
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admet une solution et une seule telle que

(43) $\left\{\begin{array}{ll}z_{pq}(h)=z_{pq}^{0} & (\mu_{p}<\mu ou \mu_{p}=\mu, k_{p} q<r)\\z_{pq}(t)=o(e^{\mu(t)-\iota_{p}^{\prime}tt)}) & (\mu_{p}\neq\mu)\\z_{pq}(t)=o(t^{q-k_{p}+1}) & (\mu_{p}=\mu).\end{array}\right.$

Nous pouvons aussi le d\’emontrer comme application des r\’esultats
obtenus tout \‘a l’heure. En effet, si l’on pose

$z_{pq}=\max_{\mu p\leq\mu}\{|z_{pq}^{0}|\}e^{Ah}u_{pq}+z_{pq}^{0}e^{-A(t-h)}$

les $z_{pq}^{0}$ \’etant nuls pour $\mu_{p}>\mu$ ou $\mu_{p}=\mu$ . $k_{p}-q\geqq r$ , les $u$ satisfont
au syst\’eme diff\’erentiel de la forme

(44) $\frac{du_{pq}}{dt}=\sum_{k-1}^{q-1}\lambda_{pqk}(t)u_{pk}+\sum_{j\Rightarrow 1k}^{m}\sum_{-1}^{k_{j}}c_{pqjk}(t)eu_{jk}+c_{pq}(t)e\mu_{j}(t)-\mu_{p}(t)\mu(t)-\psi_{p}(t)$

$(q=1,2, \ldots., k_{p} ; p=1,2, \ldots., m)$ .
Si $A$ est une constante positive assez grande, on aura

$|c_{pq}(t)|<Be^{-et}$

$e$ et $B$ \’etant des constantes positives ind\’ependantes de $h$ et de $z_{pq}^{0}$ .
Si donc $h$ est suffisamment grand le syst\‘eme (44) admet une solution
et une seule telle que

(45) $\left\{\begin{array}{ll}u_{pq}(h)=0 & (\mu_{p}<\mu ou \mu_{p}=\mu, k_{p^{-q}}<r)\\u_{pq}(t)=o(e^{\mu(t)-\mu_{p}\langle t)}) & (\mu_{p}\neq\mu)\\u_{pq}(t)=o(t^{q-k_{p}+r}) & (\mu_{p}=\mu).\end{array}\right.$

A la solution de (44) telle que (45) correspond une solution de (42)

telle que (43) et r\’eciproquement. En additionnant la solution de (42)

telle que (43) \‘a la solution de (37) telle que (41) nous obtenons une
solution de (37) telle que (43).
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Th\’eoreme 21. Si les conditions $(a),$ $(\beta)$ et $(\gamma)$ sont satisfaites et
si $h$ est assez grand le systeme diff\’erentiel $(g\gamma)$ admet une solution et
une seule telle que (43), les $z_{pq}^{0}$ \’etant des constantes quelconques.

Consid\’erons maintenant les \’equations diff\’erentielles

(46) $\frac{dx_{p}}{dt}=\sum_{j\propto 1}^{n}a_{pj}(t)x_{j}+a_{p}(t)e^{\mu t}$ $(p=1,2, \ldots., n)$ ,

o\’u nous suppsons

$(a_{1})$ $\left\{\begin{array}{l}\int_{h}^{t}|a_{pq}(t)-a_{pq}|t^{d-1}dt=0(1)\\\int_{h}^{t}|a_{p}(t)|t^{d-1}dt=0(1)\end{array}\right.$

$\int_{r_{j}}^{t}|a_{pq}(t)-a_{pq}|t^{r}e^{t^{\mu-\mu_{j})t}}dt=o(e^{t^{\mu-\mu_{j})t}})$

$|_{j}|a_{p}(t)|t^{r}e^{t\mu-\mu_{j})t}dt=o(e^{t\mu-\mu_{j})t})\epsilon$

($\tau_{j}=h$ on $+\infty$ suivant que $\mu j<on\geqq_{\mu}$). Une transformation lin\’eaire\
\‘a coefficients constants le ram\‘enerai \‘a la forme

(47) $\frac{dy_{pq}}{dt}=\sum_{k-1}^{q}\lambda_{pqk}y_{pk}+\sum_{J-}^{m}\sum_{1k-1}^{k_{j}}b_{pqjk}(t)y_{J}k+b_{pq}(t)e^{\mu t}$

$(q=1,2, \ldots., k_{p} ; p=1,2, \ldots., m)$

ou
$\lambda_{pqq}=\lambda_{p}$

$(a_{2})$ $\left\{\begin{array}{l}\int_{h}^{t}|b_{pqjk}(t)|t^{d-1}dt=O(1)\\\int_{h}^{t}|b_{pq}(t)|t^{d-1}dt=O(1)\end{array}\right.$
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$(\beta_{2})$
$\left\{\begin{array}{l}\int_{\prime r_{p}}^{t}|b_{pqjk}(t)|t^{r^{(\mu-\mu_{p})t}}edt=o(e(\mu-\mu_{p})t)\\\int_{\tau_{p}}^{t}|b_{pq}(t)|t^{r^{(\mu-\mu_{p})t}}edt=o(e(\mu-\mu_{p})t)\end{array}\right.$

les constantes $\lambda_{pqk}(q+k)$ pouvant \^etre suppos\’ees aussi petites que
l’on veut. Les $\lambda_{pqq}(q=1,2, ...., k_{p} ; p=1,2, ...., m)$ sont les $n$:

racines de l’\’equation caract\’eristique

(48) $\left|\begin{array}{llll}a_{11}-\lambda & a_{12} & \cdots & a_{ln}\\a_{21} & a_{\mathfrak{B}}-\lambda & \cdots & a_{2n}\\\cdots & \cdots & \cdots & \cdots\\ a_{nl} & a_{n2} & \cdots & a_{nn}-\lambda\end{array}\right|=0$ .

Nous consid\’erons donc le syst\’eme (41) au lieu du systeme (46), en
supposant que

$m$

$\mu_{p}=\Re(\lambda_{p})$ , $d=\underline{\max_{p1}}\{k_{p}\}$ .
Si l’on pose

$y_{pq}=ez_{pq}\lambda_{p^{t}}$

on a

$\frac{dz_{pq}}{dt}=\sum_{k\Leftrightarrow 1}^{q-1}\lambda_{pqk}z_{pk}+\sum_{j=1}^{m}\sum_{k-1}^{k_{j}}c_{pqJk}(t)ez_{jk}+c_{pq}(t)e(\mu_{j}-\mu_{p})t(\mu-\mu_{j})t$

$(q=1,2, \ldots., k_{p} ; p=1,2, \ldots., m)$

ou
$|c_{pqjk}(t)|=|b_{pqjk}(t)|$ , $|c_{pq}(t)|=|b_{pq}(t)|$ .

$D$\’efinissons les polynomes $P_{pq}(t)$ Par

(49)
$\left\{\begin{array}{l}P_{p1}(t)=z_{p1}^{0}\\P_{pq}(t)=z_{pq}^{0}+\int_{0}^{t}\sum_{k-1}^{q-D}\lambda^{*}{}_{pqk}P_{pk}(t)dt\end{array}\right.$
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Si $z_{pq}^{0}=0(k_{p}-q>r),$ $P_{pq}(t)$ est un polynome de $t$ de degr\’e au plus

\’egal \‘a $r+q-k_{p}$ . Supposons que l’on ait

$\frac{du_{pq}}{dt}=\sum_{k-1}^{\phi-1}\lambda_{pqk}u_{pk}+\sum_{j\rightarrow 1}^{m}\sum_{k-1}^{k_{j}}c_{pqjk}(t)eu_{jk}+d_{pq}(t)e(\mu_{j^{\rightarrow}}\mu_{p})t(\mu-\mu_{p})t$

$(q=1,2, \ldots., k_{p} ; p=1,2, \ldots., m)$

en posant

$z_{pq}=u_{pq}$ , ($\mu_{p}\neq\mu$ ou $\mu_{p}=\mu,$ $q<k_{p}-r$)

$z_{pq}=u_{pq}+P_{pq}(t)$ $(\mu_{p}=\mu, q\geqq k_{p}-r)$ .

On aura alors

$d_{pg}(t)=c_{pq}(t)+\sum_{\mu_{j}=\mu}c_{pqjk}(t)P_{jk}(t)$ .

Puisque

$\int_{t}^{\infty}|c_{pqjk}(t)||P_{jk}(t)|t^{d-1-q+k_{p}-f}dt=o(1)$

$\int_{\pi_{p}}^{t}|c_{pqjk}(t)||P_{jk}(t)|k_{p}edt=o(e^{t\mu-\mu_{p})t})$
$(\mu_{p}\neq\mu)$

on a

$\int_{t}^{\infty}|d_{pq}(t)|t^{d-r-1}dt=o(1)$

$\int^{t}|d_{pq}(t)^{1},e^{1\mu-\mu_{p})t}dt=0\left(e & \{\mu-\mu_{p})t\right)\tau_{p}$
$(\mu_{p}\neq\mu)$ .

Les conditions $(a),$ $(\beta)$ sont donc evidemment remplies. Nous arrivons
ainsi au th\’eor\‘eme suivant.
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Th\’eor\‘eme 22. Si les conditions $(\sigma_{\vee}2),$ $(\beta_{2})$ sont remphes et si $h$

est assez grand, le syst\‘eme diff\’erentiel (47) admet une solution et une
seule telle que

(50) $\left\{\begin{array}{ll}y_{pq}(h)=y_{pq}^{0} & (\mu_{p}<\mu ou \mu_{p}=\mu, k_{p}-q<r)\\y_{pq}(t)=o(e^{ut}) & (\mu_{p}\neq\mu)\end{array}\right.$

$y_{pq}(t)-P_{pq}(t)e=0\mu t(t^{q-k_{p}+r\mu t}e)$ $(\mu_{p}=\mu)$ ,

$P_{pq}(t)$ \’etant les polynomes d\’efinis par les formules (49) o\‘u $z_{pq}^{0}=0$ pour
$k_{p}-q\geqq r$ et $y_{pq}^{0}=z_{pq}^{0}e^{\mu^{h}}$ pour $k_{p}-q<r$ . Les conditions $(\beta_{2})$ peuvent
\^etre remplac\’ees par les $su\dot{w}$antes:

$b_{pqjk}(t)=o(t^{-r})$

$b_{pq}(t)=o(t^{-r})$ .
Si 1‘on suppose

$d=1$ , $r=0$ ,

nous retrouvons un th\’eor\‘eme de M. SP\"ATH g\’en\’eralis\’e au systeme
diff\’erentiel par M. PEYOVITCH.

22. Conditions pour la stabilit\’e. Les r\’esultats obtenus jusqu’ici
s’appliquent \‘a la recherche des conditions pour la stabilit\’e. Par
exemple,

Th\’eoreme 24. Supposons que

$\lim_{t\rightarrow+\infty}a_{pj}(t)=a_{pj}$

et que les racines de l’\’equation caract\’eristique (48) sont toutes a partie
r\’eelle n\’egative ou nulle. S’il existe des racines a partie r\’eelle nulle,
nous les supposons simples et que

(20) Math. Zeits. 30.
(21) Publications math. Univ. Belgrade“, 1 (1932).
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$\int_{h}^{t}|a_{pj}(t)-a_{pj}|dt=O(1)$ .

Alors $\cdot$ la solution $x_{p}\equiv 0dusyst\grave{e}m^{\circ}J$ diff\’erentiel $(4\theta)$ est stable.

Citons un autre exemple.

Th\’eoreme 25. Supposons que

$\lim_{t\rightarrow+\infty}a_{pj}(t)=a_{pj}$

et qu’il existe des fonctions $A_{pj}(t)$ telles que

(51) $\int_{h}^{t}|a_{pj}(t)-A_{pj}(t)|dt=O(1)$

(52) $\int_{h}^{t}|A_{pj}^{\prime}(t)|dt=O(1)$ ,

(53) $A_{pj}(t)-a_{pj}(t)=o(1)$

(54) $A_{pj}^{\prime}(t)=o(1)$ .
Si les racines de l’\’equation caract\’eristique (48) sont toutes diff\’erentes
l’une de l’autre, non nulle, et a partie r\’eelle n\’egahve ou nulle la
solution $x_{p}\equiv 0du$ syst\‘eme diff\’erentieE $(4\theta)$ est stable.

Pour le d\’emontrer, d\’esignons par $\mathfrak{U}(t),\overline{\mathfrak{U}}(t)$ les matrices form\’ees

des \’el\’ements $A_{pj}(t),$ $a_{pj}(t)-A_{pj}(t)$ . et \’ecrivons le systeme diff\’erentiel

sous la forme

$X^{\prime}=(\mathfrak{A}(t)\cdot+\overline{\mathfrak{U}}(t))^{c}X$ .

En faisant le changement de variables

$X=P(t)Y$

nous obtenons

$Y=\{\Lambda(t)+B(t)\}Y$
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ou

$\Lambda(t)=P(t)^{-1}\mathfrak{U}(t)P(t)$ ,

$B(t)=P(t)^{-1}P^{\prime}(t)+P(t)^{-1}\overline{\mathfrak{U}}(t)P(t)$ .
En d\’esignant par $\Lambda_{p}(t)$ les $nracines\backslash $ de $1’\acute{e}$quation

$|\mathfrak{U}(t)-\Lambda E|=0$ ,

nous pouvons choisir la matrice $P(t)$ de mani\‘ere que

$\Lambda(t)=\left\{\begin{array}{llll}\Lambda_{1}(t) & 0 & \cdots & 0\\0 & \Lambda_{2}(t) & \cdots & 0\\\cdots & \cdots & \cdots & \cdots\\ 0 & 0 & \cdots & \Lambda_{n}(t)\end{array}\right\}$

et que les \’el\’ements de $P(t)$ et $P(t)^{-1}$ possedent des limites d\’etermin\’ees
et finies pour $ t\rightarrow+\infty$ . Ecrivons le syst\‘eme diff\’erentiel sous la
forme

$\frac{dy_{p}}{dt}=\Lambda_{p}(t)y_{p}+\sum_{\rightarrow J1}^{n}b_{pj}(t)y_{j}$ $(p=1,2, \ldots., n)$

et faisons le changement de variables

$y_{p}=ez_{p}\lambda_{p}(t)$
$(\lambda_{p}(t)=\int\Lambda_{p}(t)dt;$ $p=1,2,$ $\ldots.,$ $n)$ .

Pour que l’on puisse appliquer le th\’eoreme 21 il suffit que

$\int_{h}^{t}|b_{pj}(t)|dt=O(1)$ , $b_{pj}(t)=o(1)$ .

D\’esignons par $\sim b_{pj}(t),$ $=b_{pj}(t)$ les \’el\’ements des matrices $P(t)^{-1}P^{\prime}(t)$ ,
$P(t)^{-1}\overline{\mathfrak{U}}(t)P(t)$ . Puisque les \’el\’ements des matrices $P(t),$ $P(t)^{-1}$ sont
born\’es les hypoth\‘eses (51), (53) entrainent $respectivement$
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$\int_{h}^{t}|\overline{b}_{pj}(t)_{1}^{t}dt-=O(1)$ , $\overline{\overline{b}}_{pj}(t)=o(1)$ .

Si l’on pose

$F(t_{;}\Lambda)=|\mathfrak{U}(t)-\Lambda E|$ ,

$F_{\Lambda}^{\prime}(t, \Lambda)$ a une valeur diff\’erente de z\’ero pour $t=+\infty,$ $\Lambda=\lambda_{p},$ $\lambda_{p}$

\’etant une racine de l’\’equation caract\’eristique (48), car cette \’equation

(48) n’admet pas de racines multiples. Les hypoth\‘eses (52), (54)

entrainent donc

$\int_{h}^{t}|\Lambda_{p}^{\prime}(t)|dt=O(1)$ , $\Lambda_{p}^{\prime}(t)=o(1)$ .

On en verra sans peine que l’on peut d\’eterminer $P(t)$ de maniere
que l’on ait

$\int_{h}^{t}|\overline{b}_{pj}(t)|dt=O(1)$ , $\overline{b}_{pi}(t)=o(1)$ .

Le th\’eor\‘eme est donc \’etabli.

En appliquant ce th\’eoreme \‘a l’\’equation diff\’erentielle

$y^{\prime\prime}+f(t)y=0$ $(\lim_{t\rightarrow+\infty}f(t)=a^{2}>0)$

nous retrouvons un crit\’erium pour la stabilit\’e qui a \’et\’e signal\’e par

M. NAGUMO et moi. Ce crit\’erium a \’et\’e \’etendu \‘a l’\’equation

$y^{\prime\prime}+p(t)y^{\prime}+q(t)y=f(t)$

par M. SAT\^O.

(22) M. NAGUMO et M. FUKUHARA, Sur la stabilit\’e des int\’egrales d’un syst\‘eme
d’\’equations diff\’erentielles, Proc. Imp. Acad., 6 (1930). Voir aussi $\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT},$ Affi $\ovalbox{\tt\small REJECT}\#B$

$RR\ovalbox{\tt\small REJECT}(g\Re\ovalbox{\tt\small REJECT} B)174H$ ,
(23) Ce m\’emoir paraltra prochainement dans le Japanese Journal of Mathematics.



Sur les Points Singuliers des Equations Diff\’erentielles Lin\’eaires 87

ADDENDA

Pour arriver \‘a l’in\’egalit\’e (II’) du chapitre II il n’est nullement
n\’ecessaire que l’on suppose $\varphi_{p}(h)=0$ pour $\mu_{p}<\mu$ . Il est \’evident

qu’il suffit de supposer

(1) $M(h, t)e^{\mathfrak{U}t}=M_{1}(t)$ .

Consid\’erons en particulier le cas ou $\sigma(t),$ $\delta(t)$ sont des constantes $\sigma$,
$\delta$ . Si l’on a

$M(h, s)=\frac{|\varphi_{q}(s_{q})|}{\omega_{q}(s_{q},s)}=|\varphi_{q}(h)|\exp\{(\mu_{q}-\mu)h-\int_{h}^{s}\gamma(t)dt\}$

pour une $\dot{v}aleur$ de $s$ plus grande qlie $h$ et un indice $q$ tel que
$\mu_{q}<\mu$ , les in\’egalit\’es (II) deviendront

$|_{\varphi_{p}}(h)|e^{\mu_{p}\hslash}\leqq\frac{\sigma+\delta}{\delta}|_{\varphi_{q}}(h)|e^{\mu_{q}h}$

pour $t=h$ . On aura donc l’in\’egalit\’e

$M_{1}(h)\leqq\frac{\sigma+\delta}{\delta}|\varphi_{q}(h)|e^{\mu_{q}h}$

qui ne d\’epend pas de $s$ . Cela nous conduit \‘a cette conclusion: $\dot{\mathfrak{N}}$

(2) $|_{\varphi_{q}}(h)|e^{\mu_{q}(h)}<\frac{\delta}{\sigma+\delta}M_{1}(h)$ $(\mu_{q}<_{\mu})$ ,

on a (1) pour $ h\leqq t<+\infty$ . Par suite la seconde in\’egalit\’e fonda-
mentale

$M_{1}(t)\leqq\frac{\sigma+\delta}{\delta}M_{1}(s)exP\{\mu(t-s)+|\int_{t}^{s}\gamma(t)dt|\}$
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subsiste encore. Puisque l’on peut supposer

$\gamma(t)=\mu^{\prime}t+o(t)$ ,

on a

(3) $(\mu-\mu^{\prime})t+o(t)\leqq\log M_{1}(t)\leqq(\mu+\mu^{\prime})t+o(t)$ .
Par cons\’equent, st les in\’egalit\’es (2) sont satisfaites, on obtient les
in\’egaht\’es (3).

Naturellement on peut faire une remarque analogue relativement
\‘a la seconde in\’egalit\’e fondamentale (II’) du chapitre III.


