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METRIQUES RIEMANNIENNES ET COURBURE

THIERRY AUBIN

Introduction

Nous allons étudier certains changements de métrique sur les variétés
Riemanniennes, et examiner dans quelle mesure, on peut modifier les
propriétés de la courbure. Un probléme fondamental de la géométrie différ-
entielle est de déduire, a partir des propriétés du tenseur de courbure, des
propriétés topologiques pour la variété, et méme si possible d’identifier la
variété comme homéomorphe a une variété connue. Les résultats de ce type
sont trés nombreux.

D’aprés le théoréeme de Whitney, sur une variété C= il existe une métrique
C=: g. Dans un systéme de coordonnées locales, a partir de I’expression des
composantes g;; du tenseur métrique, on peut calculer les composantes du
tenseur de courbure. Mais il y a peu de chance pour que les propriétés de ce
tenseur de courbure puissent -étre exploitées directement par un des nombreux
théorémes existant.

Aussi peut-on penser déformer la métrique initiale de maniere a ce que les
propriétés du tenseur de courbure ou de ses contractés soient plus agréables.
Certaines propriétés de la courbure ont une signification topologique, bien
souvent un exemple la met en évidence. Mais la ol nous n’avons aucun
exemple montrant le caractére topologique de la propriété envisagée, on peut
penser que cette propriété n’a pas d’implication topologique, et pour le montrer
il suffit de construire sur toute variété Riemannienne une métrique dont la
courbure ait la propriété envisagée.

Dans une premie¢re partie, on étudie localement les changements de
métrique: a I’intérieur d’une boule de petit rayon on modifie la métrique sans
rien changer a 1’extérieur. Cette méthode permet d’établir des résultats sur
la courbure scalaire, la courbure de Ricci et la courbure conforme. En
considérant le changement de métrique g;; = g;; + 9,09,0 avec ¢ ¢ C*, on
montre que sur toute variété riemannienne compacte de dimension supérieure
a deux, il existe une métrique dont la courbure scalaire est négative. Grace a
un changement de métrique du méme type, on montre que sur toute variété
Riemannienne il existe une métrique pour laquelle le carré du tenseur de
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courbure conforme est constant. Des résultats analogues pourraient étre établis
sur les carrés du tenseur de courbure et du tenseur de Ricci.

Puis en utilisant des changements de métriques conformes, on montre en
particulier qu’une variété a courbure de Ricci positive ou nulle et positive en
un point admet une métrique a courbure de Ricci partout positive.

Si on suppose que deux propriétés de la courbure ont les mémes implications
topologiques, on devrait pouvoir a 1’aide de changements de métriques locaux,
passer d’une métrique ayant la 1ére propriété a une métrique ayant la 2¢éme
propriété. C’est ainsi que pour montrer les limites de la méthode, on est amené
a étudier en toute généralité les changements locaux de métriques.

Dans une seconde partie, pour obtenir des résultats plus fins, on considére
des changements globaux de métriques, et on envisage des problémes
géométriques qui peuvent se ramener a montrer 1’existence d’une solution
acceptable d’une équation différentielle du type A(p) = Cte. La solution doit
étre acceptable: en effet a la fonction ¢ est attaché un changement de métrique
gi; = 8 + hi;(p), ¢ est acceptable si g;; est C= défini positif. Pour aborder
ce genre de problémes, on utilise la méthode suivante: Considérons une

expression de la forme I(p) = f{F [A(p)]}dV ou I' est une fonction de A, et

14
la borne inférieure de I(p) lorsque ¢ parcourt un ensemble de fonctions
acceptables. Il s’agit de montrer que la borne inférieure est atteinte par une
fonction acceptable, puis que A(¢p) est constant.

Dans les cas favorables le minimum sera atteint, dans d’autres cas, il faudra
faire des hypothéses sur la courbure. Quant a démontrer que A(yp) est constant,
cela revient dans bien des cas, a écrire qu’une certaine équation linéaire [adj.
partie lineaire en ¥ de A(p + ¥) = 0] n’a pas de solution en ¥ autre que la
solution constante.

Cette méthode de résolution d’équations différentielles est utilisée pour des
problémes sur la 1ére classe de Chern des variétés kidhleriennes compactes, en
considérant le changement de métrique g, = g, + 0,9 avec ¢ C~ admissible.

L’un des théorémes est une étape pour la démonstration de la conjecture de
Calabi: Moyennant une hypothése sur la courbure, on montre que sur toute
variété kahlerienne compacte, un élément de la 1ére classe de Chern est forme
de Ricci pour une certaine métrique.

Pour des raisons d’analyse, la démonstration incite a faire une conjecture
plus faible que celle de Calabi: Tout élément de la 1lére classe de Chern
pourrait étre approché aussi prés qu’on veut (au sens de la métrique initiale)
par une forme de Ricci.

Mais cette méthode de résolution d’équations différentielles peut s’appliquer
a bien d’autres problémes, le choix de la fonction ', la limitation de 1’espace
des fonctions acceptables offrent bien des possibilités.

Cette thése n’aurait pas vu le jour sans ’attention toute particuliere que le
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Professeur Lichnerowicz a bien voulu porter 2 mon travail. Combien de fois
aurais-je désespéré, combien de fois me serais-je égaré dans quelques
recherches stériles sans ses conseils.

Je suis trés heureux de pouvoir lui témoigner toute ma reconnaissance. Je
tiens aussi a exprimer toute ma gratitude au Professeur Calabi et au Professeur
Avez qui m’ont consacré beaucoup de leur temps. J’ai pu ainsi grice a leurs
remarques améliorer mes démonstations. Je remercie également le Professeur
Schwartz de ’honneur qu’il me fait en acceptant de faire partie du jury de
cette these.

PREMIERE PARTIE

1. Miétriques conformes

V., désigne une variété a n dimensions de classe C=. Soit g;; une métrique
de classe C~ sur V,. A toute fonction f € C*, on fait correspondre la métrique
conforme g}; = e’g;;. R;; et R’ désignant le tenseur de Ricci et la courbure
scalaire relatifs a la métrique g;;:

Ry =Ry = " 200+ " 207 f = (PR + B2 s
R = e—f[R —(n— PP f — WVV;{VJ] .

Cette derniere expression montre que, sur une variété riemannienne compacte,
si deux métriques ont chacune une courbure scalaire constante: R et R’ sout
égaux ou de méme signe. En effect, soit dV et dV’ les éléments de volume
relatifs aux métriques g;; et g};:

f Rle/dV = f Rav — "~ 1{4(” —2) f Py fdv

f RV’ — f e /RaAV + M~ llf” —2) f eI fdV"
Vv 14 14

a) R = 0, la 2eéme égalité montre que f R’dV’ > 0 pour toute métrique

14

conforme a g;;. Si R’ est constant la lere égalité montre que R’ < 0, donc
R’ = 0 et la métrique g;; est proportionnelle a g;; (f est constant).

b) R positif, la 2éme égalité montre que fR’d V’ > 0 pour toute métrique
14
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conforme. Donc si R’ est constant, R’ est positif.

¢) R constant négatif, d’apres ce qui précéde si R’ est constant, R’ est
négatif. De plus on peut choisir une métrique proportionnelle a g;; de maniére
que R’ = R.

Alors:

RU—e) = (n— Dprf+ "= 1{4(” =2 pyp .

En un point ou f est maximum F*F f < O ce qui entraine R étant négatif f < 0.
En un point ou f est minimum /*F,f > 0 d’ou f > 0. Donc f = 0. Les
métriques pour lesquelles R est constant et négatif sout proportionnelles.

Pour les variétés riemanniennes compactes de dimension n > 3, Yamabe
[16], [15] a démontré que, parmi les métriques conformes & une métrique
initiale, il existe une métrique pour laquelle la courbure scalaire est soit con-
stante négative ou nulle, soit partout positive.

Théoréme. Sipourune métrique conforme dla métrique initiale f R'dV’' <0,
14

il existe une métrique conforme et une seule qui a sa courbure scalaire égale a
une constante négative déterminée, il n’existe pas de métrique conforme ayant
sa courbure scalaire positive ou nulle, constante ou non. Si pour toutes les

métriques conformes a la métrique initiale f R'dV’ > 0, I’égalité n’est atteinte,
14
que par des métriques proportionnelles qui ont leur courbure scalaire nulle.

Et il n’existe pas d’autre métriques conforme ayant une courbure scalaire
constante.

2. Etude d’un changement de métrique particulier

Soit le changement de métrique défini par g;; =g;; + 9,3, avec f e C=, |¢’|
désignantion le déterminant de la matrice {g;;}, un simple calcul donne:
&'l =gl (1 + 7.,
1 — g9 fo,NA + rfr.f)=1,
gy =g — V|1l + 7.5 ,
g’t étant defini par le systeme g’'*/g;, = 4i.

Designons par Rj;;, et I';,; le tenseur de courbure et les symboles de
Christoffel de la métrique g;;:

Riju = 30,480 + 0.8 — 0851 — 0,,81) + &“* (I} o0 — Diard 50

Faisons les calculs en coordonnées normales pour la métrique:
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I = 3[0,(0.f0.0) + 0,(0.f0;1) — 8,(0,f0:)] = 8.fd;if ,
R;jkl - Rijkl = (aikfazjf - ajkfaizf)(l - glaﬂaafapf) .

Sous forme invariante:

zkal]f - jka“f_
1+ {7 f

ou on pose pour simplifier 1’écriture V,.f = V.V.f ,

szlcl = Rju + -

K

R, — Ry, — Rl "IV VifFuf — VofPsf
1+ 7t L+ 77 f
VeIV uf7"S = VudPI7173f
L+ P.p
R R 2 RIIPF 0 — 7,47
L+Pff 1P

_ ViV, vrf — VAV, 7V f
1 + r.p

Remarquons que:

R == BT | pa VTS )y PP )
L+ 7. L4 77, L+ 77 f

fR'dV—fRdV ferVfZ;ff :

dV etant I’élément de volume de la métrique g;;.

D’ou

3. Application a la courbure scalaire

Dans ce paragraphe n désignera un entier supérieur ou égal a 3.
Lemma 1. S’il existe une fontion positive u, sur une variété V, compacte,
telle que pour la métrique g, ;:

_; vauV,udV< 0,
- 14

fRude+4n
n
14

il existe une métrique conforme a g;; et une seule pour laquelle la courbure
scalaire est une constante négative déterminée.

Démonstration. Considérons la métrique conforme gj; = u""?g;;. Les
quantités (') sont relatives a la métrique g;;. D’aprés les calculs du
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paragraphe 1:

R = u—4/<"—2><R _gqn= 1V )

n—2 u

fR’dV’:fR’uZ"“"'z’dV:fRude+4n_; vauV,udV<0.
\ 4 14 4 v

n —

D’aprés le théoréme du paragraphe 1, il existe une métrique conforme]et
une seule ayant pour courbure scalaire une constante négative déterminée.

Lemme 2. Sur une variété V, compacte, s’il existe une fonction ¢ telle
que pour une métrique g;;:

fRdV— RVl e 4y
1+ Pl

Ln—1 l:V”gon,,ngﬁ‘goV‘ga _ Wil o)y ]dV <0,
n—2J LA +7ele? (14 Pl )

(%)

il existe une métrique conforme a la métrique g;; = g;; + 0,00,¢, et une seule
pour laquelle la courbure scalaire est une constante négative donnée.

Démonstration. Appliquons le lemme 1 a la métrique g;; avec u = (1 +
Vol )=, Pour qu’il existe une métrique g;; conforme a la métrique g;;, telle
que la courbure scalaire R” soit une constante négative, il suffit que:

R’dV’ N 1/4 N 1/4
Garara s fau + Pl 0) 9,1 + el )"
v v
VZSDV ) ’
X | g* — av’ < 0.
(g 11 Pl

Ce qui s’écrit car dV’ = (1 + V¢V )*dV (cf. paragraphe 2):

fR’ av + "1 fV OV * oV 1y
Vol e ) av
x@“— <0
14+ ol ! (1 + Vel 0)?
Mais
fR’ v = fR av — R”V oy av (cf. paragraphe 2) .
-+ VVQOV

D’ou I’'inégalité s’écrit (x).
Théoréme [1]. Une variété riemannienne compacte V ,, de dimension n > 3
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posséde une métrique pour laquelle la courbure scalaire est une constante
négative.

Soit g;; une métrique pour laquelle la courbure scalaire R est positive ou
nulle. Nous savous qu’il n’existe pas de métrique conforme a g;; dont la
courbure scalaire soit constante et négative. Mais nous allons mettre en
évidence une fonction positive ¢ ¢ C* et une constante positive k > 1, telles
qu’il existe une métrique conforme a la métrique g,; + 43,(kv/ )3 ,(kv/¢) dont
la courbure scalaire est constante et négative.

Démonstration. Posons g;; = ¢g;; et g; = ¢g;; + k*0,49;¢. Ecrivons que
le lemme 2 s’applique a la métrique g;; en utilisant comme fonction ¢, la
fonction k¢.

Posons f = ¢™~?/2, nous garderons simultanément les notations ¢ et f pour
simplifier 1’écriture. Soit

- ,_ RLFYV'Q ’
O = Vf (R 1/k* + V’"¢V’¢)dV
no ([P et gy
n— 2 J (1/kz V/V(IIV ¢)2 (1/kl V/v¢V/¢)3 .

11 suffit pour établir le théoréme de montrer que pour une certaine fonction
¢ > 0 et une certaine constante k, @, < 0. Faisons les calculs dans la métrique

8ij:

Ri; = R;; — = L i s
G=Ry = T T
R’:l<R 2n—l V:]:+ n—1 V”fVJ> ,

& n—2 § n—2 f

f¢dV v y¢ Vv,u¢ E(Vvstpgb - %szbylgbgv#) ’

7L =V, 7 — E}V*swxmb ,

_ ((r_  RFeFiy \ 77T
Py = J(R oK + VPV )f v J oK+ VPPV
n—1 vt gy n—1 79V f)?
w2 f n—2 J HgIK + r.9)
. f VJV Wby
n—2 ) gIk § Pl
e A
n—2 ) L@+ 7gr g @GR + Tg7.gp
1 n—1 (10 grg)y — V. oroW.or'er-d)d fdv .
K on—2 @/ R + 7P )
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Pour simplifier on peut remarquer que:

f VyfVuf dV . (Vy¢"7v.f)z dV = n—2 f VDSvaf ,
J f J 1g1k + el ) 2 ) G+ kg

f Vv gy — 1 ot

J ¢/k2+71¢,71¢ kZ J ¢/k2+ VJ¢VI¢

Soit y(x) une fonction C= telle que y(—x) = y(x); y(x) = 1 pour |x| > 1;
¥(x) >0; y(x) >0 pour 0< x< 1 et y'(x) > 1 pour "V1/4 < x <"W3/4.
La fonction y(x) est choisie, nous n’en changerons plus.

Soit M un point de V et un systtme de coordonnées normales géodésiques
polaires en M: p, ¢, -+, 0p_y. 8, =1, 8 =0, g; = 0;; + p’a;;, g°° =1
(i=1,...,n—1etcorrespond aux coordonnées ¢;). Les a;; sont des quantités
de l’ordre de 1.

Considérous une boule B(r) de rayon r < r,, centrée en M (r, étant
suffisamment petit pour que, quelque soit M € V, B(r,) existe). A l'intérieur
de la boule B(r) nous prendrous f(M’) = y(p/r), p étant la distance de M a
M’ au sens de la métrique g;;. Soit @z, l'intégrale. précédente étendue
seulement a la boule B(r).

Etudious @3, au voisinage de r = 0, k étant tres grand:

L

PR

O = [ R=Ryav + - [ yav +

B(r) B(r)

¢, est une fonction continue de 1/ketder pour 0 <r <ryet0 < 1/k < 1.
Comme y’(1) = 0:

Dy, = f (R — R,)ydV — % f ¥, Log +/[g] dV
B(r) B(r)
_n—1
r

' 1
Yav + VRE

B(r)
Il existe une constante Y telle que pour vyM e V
f (R —R,)ydv — L f Y9, Log v/[g|dV < YV, avec V, = f av .
B(r) r B(r) B(r)

Il existe M étant fixé une fonction continue de r pour 0 < r < ry, ¢,(r) telle
que:

¢1(M91/kar) S ¢M(r) .

D’apres les propriétés de la fonction y, on a, pour 0 < r < r,,
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n-1 , _
_ . _ Jiir
Dpiry <YV, + %TSbM(r) . . 1 Sy, infy x/lglf i prdp .

n=1 e,

11 existe une constante positive A telle que

A

1
¢B(‘r) _<_ YV'r + *]g'SbM(r) - 7)‘2\ Vr .

Soit r,, tel que 2/ — Y — 1 = uR, en pasant fRdV = RdV, v étant une
14
constante telle que le volume de la sphére a n dimensions de rayon 1 soit
largement supérieur a 1/v. Soit B, (j = 1, - - -, h), h boules disjointes de rayon
h
r, de maniére que ) V. (M;) > l de, M ; étant le centre de B;. Cela est
j=1
14

v

possible car v est suffisamment grand. Puis dans chaque boule B; nous

prendrous k* = sup ﬂi(ﬁ)_
i=t,n V(M)

on prendrait k> = 1. Ainsi comme pour Vj:

. Si la quantité ainsi définie était inférieur a 1

@Bj(n) < _VRVH(MJ') - VTl(MJ') + ’;lfﬂl’Mj(rl) < - VRVrl(Mj) )
— _ h
(DV<Rde—uRZ V,.(M) <0.
j=1
14

La variété¢ V,, n > 3, étant munie de la métrique g;; a courbure scalaire R
positive ou nulle, nous avous mis en évidence une fonction ¢ et un scalaire k,
tels que parmi les métriques conformes a la métrique g; = ¢g;; + k%0,49;¢,
il existe une métrique pour laquelle la courbure scalaire est une constante
négative.

4. Application a la courbure conforme
Le tenseur de courbure conforme est le tenseur de composantes :
1
n—2

R
TS D=2

(Rikgjl — Ringlc + legik — Rjkgil)

Sijkl - Rijkl -

(gjlgik - gjkgz‘l) .

Posons (S)* = S;;,S*. Sur les variétés de dimension 3, (S)* = 0. Pour les
variétés V, de dimension n» > 3 nous allous demontrer le
Théoreme [2]. Sur une variété riemannienne V, de dimension n > 4, il
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existe une métrique pour laquelle le carré du tenseur de courbure conforme est
constant non nul.

Soit ¢ une fonction C* sur V. Faisons le changement de métrique g;; = g&;;
+ 0,40;0. Les quantités (') sont relatives a la métrique g;;.

Dans I’expression de (§')? intervient la fonction ¢ par ses dérivées premicres
et secondes. On peut choisir la fonction ¢ de telle sorte que (S')* soit nul sur
aucun ouvert. Nous allons montrer qu’a la suite d’un nombre fini de change-
ments de métrique, le carré du tenseur de courbure conforme (relativement a
la dernieére métrique) est partout positif.

Demonstration. Soit M un point de V ou (S)* = 0; U un voisinage de M
muni de coordonnées normales (x,, - - -, x,). Prenons une fonction ¢ ¢ C*, nulle
a I’extérieur de U, dont les dérivées premieres sont petites de 1’ordre du dia-
metre d de U, qui est choisi suffisamment petit. Le tenseur de courbure con-
forme de la métrique g;; = g;; + 0,09;0 a d’apres le paragraphe 2 pour
développement en fonction de d? I’espression:

S;jlcl = Sijlcl + VikSDVjLSD - ViLSOijSD

-1
— ;ljy,’fSD(VikSngz — Viogix + V08 — V jx08:1)

) —V,.0™ 1
+ (nsi Din _”jo;)a (818 — 8jx8:) + Pa— (VfSDV,;kSngL

— Vf?’V,,lSogjk + Vil 08 — V%DVMSDgu) + &0, »

6, ;:, étant des fonctions de ¢ dont les valeurs sont de ’ordre de f*f"”%, ¢ étant
lié a f comme suit:

Soit f(&) une fonction C* sur l’intervelle [0, + oo [; f(§) = O pour & > 1;
(&) >0pour 0 < &< 1; f/(6) <0 pour 0 < E< 1. Soit A, ay, + -y p, 4 1
constantes dont les valeurs sont comprises entre 1 et 2. Prenons

o laxi 4+ oo 4 oayxd
r '

La constante r est choisie suffisamment petite pour que dans la suite apparais-
sent nettement des parties principales.

242
VHQD = Z(aif/ + ZL’fzxif”) + dzp“ 5 VUSD =2 Z(X::z(){j xixjf” + dzpij ’

i €t p;; étant des fonctions de ¢ dont les valeurs sont de 1’ordre de f'.
. ijk
Nous noterous ), la somme pour toutes les valeurs de [ sauf pour les valeurs
l

i,j et k. En écrivant seulement les parties principales, pour i # j # k:
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Rl = Ruyy + ZZ( o+ 20( xl f") (ozjf' 2a X f”) . ( Zaza] ijf//)z
Riji; = Ry + lza‘zijf'[f' + ——z(ajxi'rj :x) f"] .
Riys = Rigie + 220 o (cof + 20 ) 7 — 32 %08 .

’ ;o
Rijix = Riju + 220", f 7
7
’
Rijkl = Rijkl .

Riy = 3 Riuux = Rus + ¥t f’[f' Yo+ 2 (S atd+axt D a)r].

XiXj 11007
Spp

ij
R}; = ; Ricje = Ry +

R'= S R,=R +22f’{f’2(a12ak)

| %fff[z o B+ 3o 5]
1 R’
S: ij — : i T A R:,, 2R/ .
3 gi n—2( +R ’)+(n—1)(n_2)

Sijiz = Siziy + Xayf* + byf'f") + vy,
ol a,; est un scalaire:
: ( Z + Z ) ; (ai : ak)
a;; = a0 —_— oy a a; a u .
! ) ETETT = 1) —2)

ij
a;; = ! [(n - 4)aiaj — (o + ap) 35 ap + _%* > akal] .
2 % n—1 i

et ou b;; est une forme quadratique:

b, = ——{(n Dl + g, — (@3 + @) 3 a
(n — 2) %
2

— (@t a) a +

2 k
% [ 33 apit) +

N )]

/ ’
St]zk - Ruzk - R]k .

—2

22 " ki
S;jik = Sijux + 7ajakxjxkff'(0ti — . 1 Z al> .
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/4 1417 2
St = Sigin + XXXl {7 4+ 1050 s

avec a,;,, un scalaire,

20 ijk
e = 20— D — N

/ 2
iiee = Sijer + POijn -

04, 0:5 €t 0,5, sont des fonctions de ¢ dont les valeurs sont de 1’ordre de celle
de fNZf/Z'

On vérifie que pour n = 3, a;; = b;; = a;;;, = 0. Pour n > 3 nous pouvons
choisir les «; de maniere que les a;; et les a;;, ne soient pas nuls.

Iy a n(n — 1)/2 formes du type a;;f* + b;;ff’ et n relations entre elles:

iaij =0, i b;; = 0; ce quifait qu’il y a inf{ nt1 } formes indépen-
7 7 n(n — 3)/2
dantes plus les n(n — 1)/2 formes du type a,;,x;x,ff” qui sont indépendantes.

n(n — 2)
n+n+2)/2
Montrous qu’en aucun point intérieur au domaine ot 1’on opére, les parties
principales des S;;,; et des S;,;, peuvent étre nulles simultanément.
Lorsque )] «;x} n’est pas voisin de %, §,;;; et S;;;, qui sont de I’ordre de r
(3

Ce qui fait en tout inf } formes indépendantes.

ou d’un ordre plus élevé, sont petits par rapport aux A’a;;f*. Comme les a;;
ne sout pas nuls, les parties principales des S;;;; ne sont pas nulles, et (S)* ne
s’annule pas. Il en est de méme dans tout le domaine ou I’on opére, si une
composante S, ;;; est identiquement nulle.

Au point M(x; = 0),

() = 42" ¥ (ary)* -
i<
Lorsque )] a;x} est voisin de 7%, si S;;;; n’est pas identiquement nul, la partie
principale de S;;;; avant de devenir S;;;; est S;;;; + A%(ay,;f* + by;f'f”). De
méme pour les S ;.

Des équations telles que S7;;; = 0 ou Sj,;, = O permettent de calculer les n
coordonnées de points P et les valeurs possibles de A. Dans le cas général, il y
a suffisammant d’équations indépendantes pour qu’elles ne soient pas toutes
vérifiées simultanément. Si elles 1’étaient il suffirait de choisir 2 en dehors des
valeurs qui rendraient possible la nullit¢ simultanée des équations. Mais

, ik it jEl#l
S =2 Z (Sijij)z + 4 Zl:c (Sijik)z + i%c:l (Sijkl)z + "2¢' P
1) 17

¢ prenant des valeurs de 1’ordre des carrés qui rentrent dans 1’expression de
(.
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Nous venons de montrer que I’on peut choisir 2 et les «; de maniére que les
Si;:; et les S, ne s’annulent pas simultanément. Dans le domaine ou I’on
opere (8')? ne s’annule pas, alors qu’on a rien changé a I’extérieur. Au bout
d’un nombre fini d’opérations, le carré du tenseur de courbure conforme ()2,
relativement a la métrique G;;, est nul en aucun point de la variété. Faisons
le changement de métrique G;; = (2)G;;. (2")* = 1 sur toute la variété.

Toutes les transformations conformes de la variété munie de cette derniere
métrique sont des isométries.

5. Changement local de métrique dans le cas général

Nous allons étudier un changement local de métrique dans une boule B,
centrée en M, de rayon r trés petit: g;; = g;; + h;; avec h;; de ’ordre de r,
petit a coté de g;;. h;; est identiquement nul a ’extérieur de By ,,.

Nous munissons la boule de coordonnées normales en M.

i — I'iy=Ci, = 587Vigu + Vigia — V8l -

Les quantités (') sont relatives a la métrique g;;:

jokl =Ry +V,.Cly —ViC + CI,CH — CICH .

Il s’agit de voir si on peut trouver une métrique telle qu’une composante du
tenseur de courbure relatif a g;,(R}/;;), soit partout dans la boule plus grande
ou partout plus petite que celle de la courbure initiale R;7;;.
Comme la partie principale de R}/;;, Z,(R}?;,) est a intégrale nulle, nous
sommes obligés de la prendre identiquement nulle.
‘q’p(R;jkl) = @p(VLCijk —ViCi)
=32,V18 + Vis8u — Vi€ —Vir&3) = 0.

La nouvelle partie principale a pour intégrale:

f Ry, dV ~ f RiydV + 5 f (C/,Cs — CihC)dV
By (r) B -

~ f Ri,dV + % z f [V;g;j(zmgzx — P8l — (gl
B B

+ V.8l — ngﬁi)z]dV s
. ) 1 RS T R I
R7;dV ~ | RY;;dV — T ; hi; (V& — ?Vugii — 7hii7ugjj
B B B

- thViig;'x + hij(Vuggj - Vljg;i) + hix(Vizg;'j - ijggj + ijg;i)]dV .
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D’aprés #,(R/,) = 0,
fR'de~fRf av — 1 zﬂthh —h (Vk _ Ly h)
¥ t 17 — v ity it ajttag AV Jjitta
4 = 2 2
B B B
by by — Vosh) + oy ey — Vﬁhu)]dv ,
f RU,dV ~ f Ry,dV — % % f [h“ (%V“hﬁ + %V,.jhﬁ _ V“hi,>
B B B
+ hyW i, — Vishy, + Vihiy — szhii)]dV .

D’ou

f Ry, dV ~ f R/,dV .
B B
Par ce procédé il est impossible de modifier le tenseur de courbure d’une
maniére satisfaisante.
6. Changement local de métriques (étude de la courbure de Ricci)
;j = Rij + VaCi"j - ViCa“j + Ca“ﬁciﬂj - Cnﬂicﬁﬂj .

Comme sont intégrale est nulle, nous prenons la partie principale de R;; ident-
iquement nulle.

P ,(R7;)

P,WV.LC 5 — V. Crp)

- %%(V:g;j 4Pl — gl — g gl) = 0.

L’intégrale de la nouvelle partie principale est:
[Riav ~ [Raav + [1€s,00, - Cocipav
B B B

[Riav ~ [Raav + L5 % [Va,0rel — g
A op
B B B

4
- (Vig;p)z + (ngg,u - V,uggx)z]dV ’
[Riav ~ [Redv = L 5 % (i + Ve = Vol
B B ey
- hl,uViig;‘u - hiiVug,,‘p]dV .
Moyennant Z,(R;;) = 0,
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f R,dV ~ f R,dV — % 3> f B QF uhi; — Vishy, — Vahi)dV .
B B

A
B
Evidemment Z,(R}/;) = 0 entraine fR;idV ~ f R;,dAV. Mais il n’est pas
B B

possible de montrer directement que Z,(R;;) = O entraine 1’équivalence de
fR;idV etde fRMdV. En effet au moyen de Z,(R};) = O il est impossible
B B

de modifier )] 3, thV“hde et de I’exprimer en fonction des autres in-
A p
B

tégrales.
Comme nous le démontrerons dans le prochain paragraphe Z,(R;;) = 0

entraine f RdV ~ fRdV. Donc si f(R;i — R;)dV n’était pas équivalent
B B B

a zero, on pourrait, sans modifier la courbure scalaire, rapprocher les com-
posantes du tenseur de Ricci de leur valeur mogenne R /n. Or le variété produit
du cercle C, par la sphére S, munie de la métrique produit constitue un contre-
exemple. C, X S, a sa courbure scalaire constante et sa courbure de Ricci posi-

tive ou nulle. Si f (R;; — R;;)dV n’était pas équivalent a zéro, on pourrait sur
B

C, X §, construire une métrique dont la courbure de Ricci serait strictement
positive. Une telle métrique n’existe pas car le ler nombre de Betti de C, X S,
est égal a 1, donc:

Théoréme. Z,(R;;) = 0 entraine fR;idV ~ fRiidV.
B B

Soit (M) et o(M) le maximum et le minimum de la courbure de Ricci au
point M ¢ V. Pour toute direction i:

¢(M)gu(M) < R,;M) < d(M)g;,(M) .

Si p(M) est constant nous avons vu que par un changement local de métrique,
il n’est stirement pas possible de rendre (M) plus grand ou plus petit. Par
contre si p(M) n’est pas constant rien empéche de penser qu’on puisse mettre
en évidence une métrique g;; pour laquelle ¢’(M) serait égal a une constante avec
inf, ¢ < ¢'(M) < supy ¢. On peut établir le théoréme suivant:

Théoréme. Si (M) n’est pas constant, il existe sur V une métrique g,
pour laquelle inf, ¢ < ¢'(M) < supy, ¢ pour YM e V. Si $(M) n’est pas con-
stant, il existe sur V une métrique g;; pour laquelle inf, ¢ < ¢''(M) < sup, ¢.
En particulier: Une variété riemannienne a courbure de Ricci positive ou nulle
et positive en un point, possede une métrique pour laquelle la courbure de
Ricci est partout positive. Des théorémes analogues peuvent étre montrés pour
différents tenseurs, en particulier le méme théoréeme s’applique aux tenseurs
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R;; — kRg;; (k une constante), pour k > 1/2 et pour k < 1/[2(n — 1)].

Démonstration. Supposons qu’en un point Q € V, o(Q) = m = inf, ¢. Par
hypothese en un point P e ¥V, o(P) = a > m. Nous allons montrer qu’il existe
une métrique g;; sur ¥ pour laquelle ¢/(M) > m pour M = Q et en tout point
M ou p(M) > m.

Soit C un chemin de longueur fini, d’extrémités P et Q. En M e C con-
sidéron sune boule B, (r) de centre M et de rayon r(M) [r(M) suffisamment petit
pour que B,(r) existe de munie de coordonnées géodésiques polaires (p, ¢a,,
-+, 0a,_p]. 1l existe k(M), tel qu’a 'intérieur de B,(r) la courbure section-
nelle K vérifie |K| < k(M). Soit r = infy . r(M) et k = supyc¢ k(M),r est
pris suffisamment petit pour que (M) > b > m pour M e B,(r).

Soit R eC avec distance de P a R égale a r — §. A l’intérieur de B(r),
faisons le changement de métrique conforme g;; = e*g;; avec ¢ € C*, qu’on
pourra prendre aussi voisin qu’on veut de la fonction f = —1ad*(1 — x)* pour
0L x=p/d*<1,avecd <reti>0,etf=0pour x > 1. L’expression
des composantes du tenseur de Ricci pour la nouvelle métrique est:

R, =R, — %(n — 2P f + %(n — 2V of

1 (p, 1. s
— i+ Lo -2,
D’ou
R, =R, —(n— DA+ 2(n — Dix — (/2)(1 — x)pd Log v|g| ,
Ri; = R;; — (1/2)(n — 2)[(1 — x)2g;; + (1/2)9, 8:,(1 — x)2p]
— (1/22(1 — 3x) + (n — DAAQ — x) + (1 — x)2p0 ,Log +/|g|
+ (1/2)(n — 2)( — x)*2%0"1g;; -

Ainsi
o'M) > o(M) + nig*/d* — (n — 1)A — Ckd’

avec |K| < k, a l’intérieur de la boule de rayon d, tel que k,d* < 2/(3n), et
C étant une constante (C < (5n — 7)/16 dans le cas ol (M) > 0), C <
(5n — 7)/16 + |m|/(4k) dans le cas général. On prendra 2 < k.

Prenons d de telle sorte que 2kd’C < 1/2,6 =(1 — 1/(4n))d et 1 <
b —m)/@2n — 1). Sik, < 2k:

a lintérieur de B,(r): ¢'(M) > b — (n — 1/2)2 > (b + m)/2,
a lextérieur de B,(r): ¢'(M) > m — (n — 1/2)2 + na(1 — 1/(4n))?
=m + 2/(16n) .
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Or, il existe une constante H(H < 4) telle que la courbure sectionnelle &, au
bout de m changements de métriques analogues a celui qu’on vient de décrire
vérifie: ky < k + mHA. Donc il suffit de prendre 1 < k/(8nH) pour que k, < 2k
méme au bout de 8n changements de métriques. Apres le changement de
métrique a l’intérieur de By(d), nous faisons un nouveau changement de
métrique a I’intérieur d’une boule Bg(d) centrée en S e C, S étant a une distance
de R égale a {1 — 1/(4n)}d. Puis nous recommengons. A chaque opération on
progresse de d/(4n) le long de C, les boules restent de diamétre d constant car
en chaque point nous faisons au plus 8n changements de meétriques et ainsi
k, < 2k et d vérifie toute les inégalités. Le point Q est atteint au bout de
(4n/d x longueur de C) changements de métriques au maximum.

On peut rendre ¢'(M) > m sur tout compact au bout d’un nombre fini de
changements locaux de métriques conforms. On peut démontrer d’une manicre
analogue le

Théoréme. Une variété kihlerienne, a courbure scalaire positive ou nulle et
positive en un point, posséde une métrique kihlerienne a courbure scalaire
partout positive.

7. Changement local de métrique (étude de la courbure scalaire)

R = g'ij(R” + V,,Ciaj _ ViCaaj + Caa,eciﬁj _ Caﬁicﬁaj) ,
fR/dV — fR“‘g/xpdV + fg"g"g”‘"(Vagﬁ,,Cﬁ“y _ Vyg:[JCaap)dV
B B B

+ [gceco, — cucipav
B
fR’dV = f R, .g*dV + % f g'Pg g (2 o8, — V.83,V .8,
B B B
- Vpgiszg;v]dV .
L’intégrale de la partie principale de R’ est nulle, nous devous donc prendre,

pour des raisons analogues a celles précédemment exprimées pour le tenseur de
courbure:

2,R) = 2,W"g, — gVig,) =0.
L’intégrale de la nouvelle partie principale est:

[Rav ~ [Rav + 2 2 5 5 [e,0r,8. ~ 7e,) - Psirgadv
B B Ao B

Moyennant Z,(R’) = 0,
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v

[Rav ~ [Rav = DD T [h027,80, — Vusly = V.80V .
"
B B B

On constate que Z,(R’;;) = 0 entraine f R'dV ~ f RdV, nous avoins
B B

admis ce résultat dans le paragraphe précédent. Mais pour étudier la courbure
scalaire il suffit de prendre £,(R’) = O et on peut écrire:

f RV ~ f RdV — % 203> f [%(Vlg:,‘ — 7.8
roov
B B B

W8, — T ,g — ng;d)]dv .

Si n = 2 on vérifie que fR’dV ~ fRdV et on ne peut pas modifier la cour-
B B

bure scalaire.

Pour une variété V, de dimension n > 2, soit h,, un tenseur qui vérifie
V*h,, =V ket qui ne vérifie pas toutes les identités V;h,, = V,h,,. Si n = 2,
un tel tenseur n’existe pas.

Le tenseur h,, vérifie #,(R’) = 0 et nous avons g’p[ f (R — R)dV] < 0.
B

On peut faire en sorte qu’a I’intérieur de la boule B, (r), R” < R. Sur toute la
variété, on opere simultanément par de tel changement de métrique a I’intérieur
de boules disjointes. Et en répétant 1’opération un nombre fini de fois, on peut
rendre R’ négatif sur toute la variété.

Théoxréme. Sur toute variété riemannienne V, de dimension n>2, il existe
une métrique pour laquelle la courbure scalaire est négative.

Soit ¢,, un tenseur identiquement nul a ’extérieur de la boule B,(r) et dont
les composantes sont de 1’ordre de r a I’intérieur.

Considérous le changement de métrique g;; = g;; + fg;; + t;; et écrivous
que

P,R) = PVef + Vbt — alef — Vil = 0.
A tout tenseur #,,, on peut faire correspondre un changement de métrique

gi; = &j + fgi; + t;; qui vérifie 2,(R") = 0, il suffit de prendre la fonction
f telle que

(n — D2,Vef) = 2,7, — Vath) .

Un calcul donne alors:
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Bf RV ~ Bf RAV — %[(n — D —2) Bf P jdv

tinzy fou,—raywv -3 [0, - rea].
i © v 3 P ¥y

Etudions pour tous les tenseurs f,, I’expression de fR’dV et cherchons s’il
B

est possible de mettre en évidence un tenseur f,, pour lequel f (R’ — R)dV
B

serait positif. Tout d’abord, il fant supposer /*t,, & V¢, et considérons le
rapport:

(n — D — 2) f vV + % 35D f Wi, — 7,1, )ydV

I =
5 [, —rerav
©
B

C’est une expression homogene, on peut prendre
5 f W1, — Pe0dV = 1.
# B
Le développement de
1 2
I3 [Vﬂtu = Pty = Lt - V;tg)g,,,] >0
i © v

montreque [ > 1/(2n), il existe une borne inférieure a. Si a est atteint par un
tenseur ¢t,,, t,, vérifie:
Vi, —Vit, + (n —=2)W,.f — Vifg,.)
—aW b — V12 + aWt, —Vith)g,, =0
en saturant par g on trouve que (n — 1)%(a — 1)I'*f = 0. Comme on peut

toujours faire en sorte que Vf # 0, le minimum a est égal a 1. D’ou fR'dV
B

< f RdV, quelque soit le changement local de métrique, la partie principale

B
de R’ étant prise identiquement nulle. D’aprés un théoréme de Lichnerowicz
[13] toute variété compacte spinorielle, telle que sa courbure riemannienne
scalaire soit positive ou nulle, sans étre identiquement nulle, admet un 4-genre
de Hirzebruch égal a zéro.

Ce théoreme rend tres probable I’hypothese, selon laquelle, la possession
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par une variété riemannienne compacte d’une métrique a courbure scalaire

constante et positive, entraine des implications topologiques pour le variété.
Pour démontrer ce résultat, il suffit de mettre en évidence une variété

compacte spinorielle dont le 4-genre de Hirzebruch ne soit pas nul. Un tel

contre-exemple montrerait aussi que I > 1 et que f(R’ — R)dV < 0.
B

En résumé. La courbure scalaire R d’une variété riemannienne compacte
V, de dimension n = 2, a une signification topologique. La caractéristique
d’Euler-Poincaré y = 21 — | RAV. Pour les variétés compacte V', de dimension

(4
14
n > 3, le signe de la courbure scalaire a-t-il une implication topologique? Nous
avons montré que le signe négatif n’a pas d’implication topologique, tandis

qu’il est probable que le signe positif a une signification topologique.

SECOND PARTIE

8. Changement de métrique kihlerienne sur une variété kiihlerienne

N

Une variété kihlerienne est une variété a structure complexe, qui posséde
une métrique kahlerienne g,,, c’est-a-dire une métrique telle que 9,g;, = 9,8, ,.
Soit une fonction ¢ € C, telle que

. 0,057
of (L) > 1,
etll)ourv;le &¢

¢ sera dit alors fonction C* admissible.
Considérons le changement de métrique kihlerienne:
8= &z t 0y -

Les composantes du tenseur de Ricci sont R,, = —d,,Log]|g|,|g| étant le
module du déterminant de la matrice {g,,}. Les quantités (') sont relatives a
la métrique g7,.

= —0;; Log|g'| = —08,, Log (g'|Ig["*[g) = Ri; — 9;; Log M(p) ,

1+ Vo w oo V%nsoi
\

r? 1472
M(p) = .lgo 290.

b

r'p SRR e 44
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m étant la dimension complexe de la variété V,,. M(¢p) est une fonction posi-
tive de ¢ car ¢ est C~ admissible, M(p) peut s’écrire:

M) = 1 + o + %[(Vﬁso)z — Pl ] + -

{

Vie Vip--- Vi
Vi Vie

+1
m!

Vie -+ T
Le dernier déterminant ayant m lignes. En effet:

Vip Vip--- Vil P Vip---Vrol

Ve Vi _ Vi T
I A I 4 R 4
Vo Veip Vip ... ™
@ ¢ P (% Vo V-1
v ] SD FSD SD
1 V;,SD V#SD 1 e 7
= — Vv V3 = e = ”SD FSD
2 3 3P m! .
: . Vie ... P’

Nous supposerons dans tout ce qui suit que la variété V,,, est compacte. Mon-
trons que f M(p)dV = f dV’ = 1. On norme la métrique g,, de manicre
14 14

que de:l.
14
Vi Vip--- Vil Vi Vip---Vip| W VWi - Vi
pal @ Vig _ e T L Ve

Vi Vip -« Vol [Pl -+ V| Vo VWip-- Vi
+ (m — 2) autres déterminants.

Les (m— 1) derniers déterminants du 2¢me membre sont nuls, car si on permute
les 2 premiéres lignes, on retrouve le méme déterminant, or on devrait trouver
le déterminant opposé. La 1ére classe de Chern est la classe de cohomologie
entriére de degré 2 sur V,, de la (1 — 1) forme

o= %Rmdz‘(dz* A dzP)dzF .
T
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Une (1 — 1)-forme y de la leére classe de Chern est de la forme y = ¢ + d2

avec 2 = 44,0y + 4,1, une 1-forme réelle. Les notations employées sont celles
de [12]

dx = (d, + d”)[z(l,O) + 2(0,1)] = d,l(l,ﬂ) + [dllx(l,()) + d,Z(O,l)] + d,,Z(O,l)

on veut que d’4,,, = O ce qui entraine d”’4,,;, = 0, d’olt 1,,,, = d’p + h avec
peC= et d’h = 0. De méme A,, = d’p + h avec d’h = 0. En définitive
r=¢+d'do+dd’po=¢+dd"(p— p) = ¢ + id'd’§ avec & e C réelle.

A chaque élément de la 1ere classe de Chern: (i/27)C,,dz*/\ dz* correspond
une fonction f e C~ telle que C,, = R;, — 09,,f.

9. Condition suffisante pour que C;, soit tenseur de Ricci

Théoréme [3]. Sur une variété kihlerienne V,, compacte, pour que tout
élément de la 1¢re classe de Chern, soit la (1 — 1) forme ¢ relative au tenseur
de Ricci d’une certaine métrique kahlerienne, il suffit que la courbure relative
a tout couple de direction (2, p) (tel que 2 soit orthogonale a y et a sa direction
conjuguée 1), soit positive ou nulle.

D’aprés le paragraphe 8, il s’agit de mettre en évidence une fonction ¢, C*
admissible, telle que § = Log M(¢p) — f soit une constante, f étant une fonction

C= donnée qu’on peut prendre telle que fde = 0.
14
Unicité de la solution [7], [8]. Si, aux métriques kahleriennes (81 = 8
+ 0.1 €t (8)):; = & + 0,05, correspondent des tenseurs de Ricci identiques

(R);; = (R 0, — ¢ = Cte. Faisons les calculs dans la métrique g,. 11 faut
montrer que

Log |g||8"| = Log [M(p, — ¢)] = Cte
entraine ¢, — ¢, = Cte.
Comme fM(go)dV =1, cela revient a2 montrer que M,(p,—¢,) = 1 entraine
|4
¢, — ¢, = Cte. Or M,(p, — ¢,) est un déterminant qui est €gal au produit de m

valeurs propres positives, dont la somme est m + gi#F,,(¢, — ¢,). En con-
séquence

M1(€02 - 901) < [1 + %giﬂVxﬁ(% — Sal)] .

Si g, — ¢, n’était pas constant, il existerait des points de la variété ot 4,(¢, — ¢,)
= —gi (¢, — ¢,) serait strictement positif. En ces points M,(p, — ¢,) serait
inferieur a 1 strictement ce qui est en contradiction avec M (p, — ¢,) = 1. D’ou
I’hypothése ¢, — ¢, %= Cte est absurde.
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Démonstration du théoréeme. Considérons I(p) = f (476)*dV avec p>m/2

14
+ 2,0 = Log M(¢p) — f. Soit p la borne inférieure de I(p) pour toutes les
fonctions C* admissibles, telles que 4”@ au sens des distributions soit une fonc-
tion de L,.
Soit {¢;} une suite infinie de fonctions C* admissibles, telle que lim I(p;) = p.
soo

On prend g; telle que fgojdV = 0 et telle que I(p,) < I(0) = f(A"f)de. Sur
14 14
le choix de la fonctionnelle I(p): Si I’équation
6 = Cte a une solution ¢, C~ admissible, I(p,) = 0 .

Et les fonctions ¢ telles que I(p) < & (e trés petit) seront “voisines” de ¢, au
sens qui nous intéresse, c’est-a-dire que

SupV et pour y¢ [Iaxﬁ[ﬁ(sﬁo) - 0(S0)]SXE‘E|/($"§H)] < e X Cte .

Le fait de ne considérer que les fonctions vérifiant I(p) < I(0) permet la con-
vergence d’une sous-suite de la suite {p;}. La démonstration consiste a faire
une hypothese suffisante pour que la suite {dyp;} soit uniformément bornée.
|dgp,;| < Cte permet alors de montrer que les dérivées siximéme des fonctions
¢, sont uniformément bornées.

Ainsi une sous-suite de la suite {¢;} converge dans C® vers une fonction ¢, C*
admissible qui réalise le minimum. L’équation d’Euler entraine 4, = Cte. D’ou
v, e C™.

a) Les fonctions 4%9; sont continues au sens de Lipschitz uniformément.

Soit G(P, Q) > 0 la fonction de Green [6] du laplacien 4 = —F I*. G(P, Q)
est une fonction de V X V — R,C* sauf pour P = Q. Et en considérant
I’équation intégrale qui permet de mettre en évidence I’existence de la fonction
de Green, on montre qu’il existe une constante £ telle que

G(P, Q) < k[r(P,Q)0-m
et telle que
|G(P, R) — G(Q, R)| [r(P, Q1% < k{[r(P, R)I4-™~5 4+ [r(Q, R)}4-m-5}

pour 0 < 8 < 1, r(P, Q) étant la distance de P a Q au sens de la métrique g,,.
Voir aussi [5] pour I’existence et le calcul d’une constante k. Pour toute fonc-
tion ¢, deés que les intégrales existent au sens des distributions:

¢(P) = fqb(Q)dV(Q) + f G(P, Q) 44(Q)av(Q) .

D’apres les propriétés de la fonction de Green:
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[¢(P) - f ¢(Q)dV<Q)} < k[P, Q1 140(Q)| aV(Q) -

D’ou, || ||, étant la norme de I’espace L,:

o) - [ HOV©)

< ksupy {f [r(P, Q)]ma-m/m-v+ady(Q) 1 44(Q) I,

} @em-2+e)/(2m)

< CE 44D,
pour
/g =1/p' + [2m — 1) + el/@m) — 1 = 1/p' — 2 — 9)/2m)

¢ étant un nombre positif petit.
Nous savons que 47¢; ¢ L,. D’ou

14716, l,, < C(e) [|476,]l, avec 1/q, = 1/2 — (2 —&)/(2m)
et pour »n un entier inférieur a p:
147770,)l,, < C™(e) ||470,|l, avec 1/q, =1/2 — (2 — e)n/(2m) .

Posons yp = 2(p — m/2 — 2)/(p — 2). Comme p > m/2 + 2,7 est positif et
1/2 -2 — @ —2)/2m) = 0. D’ou

supy | 4°0;| < CP~(y) || 476;], -
On a aussi

(1a) supy |46;] < CP~'(p) || 476;],

et supy

0; — fﬁjdV' < C?(p) || 476,||,- De plus:
14

|46,(P) — 46,(Q)| [r(P, Q)]-""
< f IG(P, R) — G(Q, R)|[r(P, Q)1 | £/6,(R)|dV(R) ,
14

SUpy .y |4°6;(P) — 46 ,(Q)| [r(P, Q17"
< 2k| 4;llq,_, supy {f[r(P, Q)-mum-t+p/en-z+ Dy (Q)

} @m—-2+7)/2m)

b

(2a) supy«y |4°0,(P) — 46 ,(Q)| [r(P, Q)]77* < Cte .
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b) 1l existe deux constantes positives a et b telles que
0< a*< M(py) <b*.

Montrons que |Log M(p;)| < Cte. D’apres le paragraphe précédent:

sup

0, — [o.av| < crtlaea, <
14

supy |Log M(p;) — fLogM(goj)dV —fI<K.
14

Comme f M(p,)dV = 1 (voir chapitre 8), il existe des points de V ou M(p,)
14
=1, [Log M(¢;) = 0]. En ces points écrivons que l'inégalité précédente est
vérifiée.
On en déduit:

ULogM(goj)dV < K + supy|fl .

supy |Log M(g;)| < 2(k" + supy |f]), ¢[6;] < 2k + supy |f] .

c) L’ensemble des fonctions #; est borné dans C*.

Soient U,(i e I) une famille finie d’ouverts (homeomorphes a la boule eucli-
dienne E,,,) formant un recouvrement de V,,, et sur chaque ouvert un systeme
de coordonnées locales adaptées a la structure complexe.

D’aprés [9], les inégalités (1a) et (2a) montrent que, pour P et Q apparte-
nant & U,, (¥ étant égal soit & 2 soit & 2):

|00, 40 (P) — 0,,,40,(Q) | [r(P, @)]~7* < Cte .
Puis |6;] < Cte et |9,,46,(P)| < Cte (pour P ¢ U,) entraine que (/2 < a < 1):
[0,/0,(P) — 0,,,,0,(Q)|[r(P, Q)] * < Cte pour P et Qe U,.
D’ou |46,.0;(P) — 40,.0;,(Q)|[r(P, Q)]~* < Cte, ce qui entraine
|04, 0;(P) = 0;,,,0,(Q)| [r(P, Q)] < Cte .
Enfin
|40,.,,0,(P) — 40,,6;(Q)| [r(P, Q)] < Cte

entraine que les dérivées quatriéme des fonctions #; sont bornées et continues



408 THIERRY AUBIN

au sens de Lipschitz uniformément. La variété étant compacte, il existe un
e(e > 0), tel qu’a tout point P ¢ V, correspond au moins un ouvert U; dont la
frontiére est a une distance de P supérieure a 2¢, P appartenant a U;. En con-
séquence les estimations de Douglis et Nirenberg sont évaluées en des points
dont la distance a la frontiére est supérieure a e.

Ceci justifie les inégalités précédentes.

De plus, d’apres [9] et [14], comme

4°0;e L,, 49 € Lynyom—2p20)
et les dérivées gicme de 6, appartiennent a L,/ im_sp.q)-

d) Jdjdp; > —A = Cte.
4 étant le laplacien pour la métrique (g});,. Calculons

V.(f + 6;) =V, Log M(p)) = g7V 50 ,

(3d)

Vil + 0) = — & °87W Y oV V1505 + &7VV IV g0
(4d) A;’A%‘ = g;'apg;lquVapSDijVlﬁgoj — A + 0]) + E.
En posant

E = —RlpVﬁSDJg;vﬁ + RaﬁlﬁVaﬁsojgllilﬂ .
En un point P, prenons un repere orthonormé pour g;,, tel que la matrice

{0:40;} soit diagonale. Dans ce repere g7 = 46;/(1 + 0,,¢,).

0,30 0:1
E= —YR.. uPj + R aPi ,
% R 1 + 9up; 5 ; L+ B,

(0up; — 0,a0))
E = R Lt rEC] >
; #§1 et a+ a;,pgoj)(l + auSDj)

puisque R;;,, > 0 pour 1 # p. Le signe de la courbure holomorphe peut étre
quelconque. Comme il existe une constante A4, telle que (1a):

sup |4(f + 0))]| < A4, Ldo; > —A .

e) dg; + sup,|p;| > —B — D = Cte.
Ap; = g;*g,; — m d’ou (paragraphe d):

A5 do; + ¢) > —A —m + gfg,; .

I1 existe une constante B > O telle que 4dp; < —B entraine gj**g,;, > 4 + m.
En effet dans un repére orthonormé, si 4p; < —B il y a au moins une direc-
tion x pour laquelle d,,0, > B/m. Comme a’ < M(p,;) < b* (paragraphe b),
il y a au moins une direction v pour laquelle d,,0; < —1 + (b°m/B)V™V et
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il suffit de prendre B > mb*(4 + m)™~'. Lorsque dp; < —B, 47(dp; + ¢;) >0
et dp; + ¢, ne peut y atteindre un minimum, d’ou

do; + ¢; > —B — supy |g;| .

Soit G(P, Q) > 0, la fonction de Green du laplacien. Comme dp; < m:

¢i(P) = fG(P, Q)dp,(Q)dV(Q) < m f G(P,Q)dV(Q) =

D’ou 4p; > —B —D — supy |¢;]|.

f) |de;| < H = Cte.

Considerons ’opérateur dp; + fo; pour 8 > 2(m + 1) et sa fonction de
Green G4(P, Q), G, a les propriétés suivantes [11]:

[Gp.0ar@ =175 6.0 >0, &+ pG,=o0;
0/P) = [G\(P, Qg ,(Q) + By, (@AY (Q) .
D’aprés le paragraphe e):
0,(P) > —%(B + D + supy g, + f f G,(P, Qp,(dV(Q) .
Iterons m fois cette inégalité, en posant
Gi(P,0) = [GI (P, RIG,R, QdV(R) ,
0,(P) > —’"T“w + D+ supy ;) + 577 [ G (P, Qg (@V(Q) -

Comme pour la fonction de Green G(P, Q), il existe une constante k telle
que G,(P, Q) < k[r(P,Q)I*"", d’ou apres [10], G3*'(P, Q) < Cte.

Mais ¢; < D (paragraphe e) entraine, moyennant fgonV =0, f lo;| dV

< 2D. Ainsi il existe une constante K telle que |¢;] < K + (1/2) supy |¢;l,
puisque 3 > 2(m + 1). Ainsi nous montrous que supy |¢;| < 2K et que

g) Les dérivées premicres et les dérivées secondes de type (1 — 1) des fonc-
tions ¢; sont uniformément bornées.
lo;| < 2K et |do;| < H entrainent (d’apres [9]):
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|0,0;(P)] < Cte pour Pe U, et avec 0 < o < 1,
[0,0;(P) — 8,0,Q)| [r(P,Q)]= < Cte pour Pet Qe U, .

D’autre part puisque ¢; est admissible, |dg;| < H et 0 < a* < M(p;) < b?
entrainent:

—14+ FE 14 a@H+m" < @up,en)(Ee) <H+m—1Zp — 1

pour tout vecteur § sur la variété. On en déduit que Bds < ds; < yds, ds et
ds; étant les éléments de longueur pour g et gj. En intégrant le long d’une
geodésique relative a g, puis le long d’une geodésique relative a g on montre que :

ﬁr(P,Q) <rj(P9Q) <Tr(P5Q)1

r;(P, Q) étant la distance de P a Q au sens de la métrique g;. Compte tenu de
ces inégalités, la variété étant compacte, il existe un nombre ¢ > 0, tel que pour
tout point M ¢ V, I’ensemble des points P tels que r(P, M) < e (resp. r,(P, M)
< ¢ pour Vj) forme une boule B(e) (resp. B,(e)) entierement contenue au moins
dans un ouvert U,.

h) Les dérivées troisiéme de type (1 — 2) des fonctions ¢, sont uniformé-
ment bornées.

Posons |¢; = g8 78 W 50V saap; PAr convention V,,.;.0; = V.V .V .V 5.0;-
Calculons 4|¢;. Pour simplifier I’écriture des calculs qui suivent, on omet
I’indice j.

— A\ p;F = & [8'**8' P8 W 15V aa® + Va5 9V z5aatp)

— Va0V 50V 5aap(28'°8 18’4080 + g'<Fg/aig/r7g/*d)] .
Posons:
R =V sV pes oV 12008 8/ 787%™
S = VavaSDVZﬁCSDVpaﬁgpglaﬁg/aﬁgupg,caglyp s
T =V 059V paa@l sep08'*?8 88?8,
W =V o pV 30aV pespV 5,08 78/ *78/ 78 "7 17
X=r apvﬁDV p,ﬁ(PV ,;wSOV a;c?glaﬁglasguﬂ g'cighrg'n
Y = VooV g, 07 saaV ses08 P8/ 7878 787"
Z =V ooV 5,00V csaV 52208 78" *°8/ 78 788"
— AP = &g UV 110560V 30a® + V pase®V 250aP + ViatedV zpaap
+ Vo560 pipaae + 2R’ 53V saa0 + RlarV 5.a9)]
— girg/el(2g'eig/ig/at + g Fg' )W 5oV paaP(V 1P
+ R? il 0 + RV i) — 2S—R—-3T —-2S—R
— 3T +2X +2Y +4W + Y + Z + 2W .
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Utilisons 1’égalité (3d)

8 a5 = 8V wapep + VR iV yop + RPeriV ,0)
+ ViR?.V 00 + RV 501
8 51200 = V5@ + 1) + VopsV 525008"78"F
+ Vo 5000V 15c08"78"F) .
Et
& W spp = Vi (0 + ) + ViV 1,08"7°8'" .

Portons ces deux expressions, ainsi que 1’expression conjuguée de la premiere
dans 4’ |¢f.

— A |g]F = &g/ P PG W a5tV 3p0a® + Va5tV ppaat)

+ g PG UV 5oaV 50 + D + Vo5e9V 50a(6 + D]

+2S +2S+ T+ T — 4w

+ &Pg' g U W o gp(R? 13V e + RP5.V 150

+ R0V onp + RPezV i5.p) + la méme expression
conjuguée + V,50Q2R% 3,V 0qp + R’z 5.a)]

+ &%V yoap(&*V R, — 8V ,R.;) + la méme
expression conjuguée] — g% ;.0 sa0[(28'**g' Pg’*

+ P g )W 0 + ) — R,;) + g (2g"*"g'*RF

+ gPg“R} )] —Y —2X —(R+ R) — 2(S + 5)

—3T+T)+6W+2X+3Y +2Z.

Finalement on obtient:

A |¢|z — gupgmpgmﬁglc&[(yﬁascw _ VpTESDVa;cSDg,ﬂ) X (expression
conjuguée) + (Ve — VgV aoc08” — VitV p5008%%)
(expression conjuguée)] — g’c¥(2g'<*g'18g’ab
+ g/aﬁg,aégh5),7115050’75@30[’773(0 + f) - Rﬁ]
+ g,aﬁg,asglca[VpaéSDVaSc(e + )+ VaﬁcSDVﬁa&(ﬁ + Nl
+ g/xpg/aﬁg/az';g/cd[Vﬁadgo(vawVapvgo + RpﬁpaVZpCSD
+ R’...Vi5.0) + Iexpression conjuguée]
+ &°%g" UV 3a30(8" "V ;R c ;e — &'V R5)
+ expression conjuguée] .

Ainsi il existe une constante k telle que:
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(5h) [4510;F + I < K P + ;D -

Ou on a posé I';* égal a la somme des deux premiers carrés de 1’expression de
—4;|¢;[F. Comme les métriques g sont uniformément bornées, en intégrant
I’égalité (4d) aprés multiplication par M(yp,), on montre qu’il existe une con-
stante C, telle que:

flgpav;<c., e>1.
v
En intégrant (Sh) aprés multiplication par M(y;) on montre que

f rpdv, <20k .
14

Puis intégrons (5h) apres multiplication par dp;M(p,) il vient:

fiost danav,
14

< sup |dg,| [ f rpav, + 2C1k2] < 4HCK .
14
Compte tenu de (4d), cette inégalité montre qu’il existe C, tel que
Jigrav;<c..
14
Supposons qu’on ait montré qu’il existe une constante C, telle que
figravi<c., >t
v
Moyennant (Sh):
[lgsre> g, + T2avs < ke [y + g5V < 2KC,
14 14

Cela montre que

[rp1g,pe-rav; < 2kc,

ainsi que
[lgspmrrrig o pavy < 2k, .
14

D’ou
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[ 20,10, avi| < supy g, 141971 @V, < entieC,
14 v

Moyennant (4d), on montre qu’il existe une constante C, ., telle que
f|¢jlz(n+1) dV; < Cn+1 .
14

Soit 1a formule de Green:

I'(p) = fH #(P, QA (Q)aVi(Q) — fAQ-QH P, I Q)dViQ) ,

ou Hy(P, Q) = flt,(P, D)]/[t;(P, D)™~ avec t,(P, Q) = (g)),(Q)u'u*
(w* = zZ/(Q) — Z*(P) , P et Q appartenant a U,) ,
f(x) étant une fonction C= égale a 1/(2(m — 1)s,,,_,) dans un voisinage de zero

et nulle pour x > ¢ (¢ étant choisi comme au paragraph g, s,,,_, étant I’aire de
la sphere S,,,_,(1)).

— M H,(P,0Q) = g;*ﬂ(Q)ax[%(ggvﬁ(@w + apg;ﬁ(Q)umf)]

_ aij / 1518 / A1 vy B
= g t; + 0,85,,WWur + 0,8, u'wu

+ g;ﬁﬁaﬁg;ﬁalg;apuﬂu“u“uﬁ) + iili‘it—](m + 0, Log |g;|uw

+ uﬁaﬁ Log |g.,7| + apg;'aﬁaig‘,ing?ﬁg?pupuﬁ - R‘li,aﬁupui) ’

0H;/ot = f@) /™' — (m — Df@®)/t™
°H;[ot = f'(O)[t" ! — 2(m — D @) /t™ + m(m — D)/t .

Ces trois égalités montrent qu’il existe une constante K > 1/(2(m — 1)s,,,_,)
telle que pour P et Qe U;:

|45H (P, Q)| < K[t,(P, Q)] ™1 + [¢,(Q)| + [t;,(P, QT2 (D[] .
Ecrivons la formule de Green pour I'(Q) = |¢,(Qf:

9, = [HiP,014,QF V(@ — [ 4H,(P, Q) [4,Q)F dV(Q) .

Moyennant 1’inégalité (5h) et les propriétés de H;(P, Q):
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[g;(P)]F < Ksz[tj(P, DI ™A} + |¢,(Q)1dV(Q)

+ Kf[tj(P, DI gD + (¢
Ui

+ [P, DI o Q) [1AV(Q) .
Ainsi il existe une constante K’ telle que:

supy ;" < K'(I¢ om + [1gsllem + 105" om + 1145 lam + 1¢5 [lam)

car ! +m_1 —1<0 etcar ! + m—1/2 _q<o.
2m m 3m m

Comme il existe une contante K”” > 1 telle que
f|¢j|9’" dv’; < K”: supy|¢;f < 6K’K” = Cte .
14

Les derivées troisitme de type (1 — 2) des fonction ¢, sont uniformément
bornées.

i) L’ensemble des fonctions ¢; est borné et équicontinu dans C,.

Les dérivées troisieme de type (1 — 2) étant bornées uniformément, pour
PeU;: |9,d¢p;(P)| < Cte. Cela entraine (voir paragraphe c) que, pour P et
Q € Uia

(61)  [u,0)(P) — 90,0,Q)| [r(P, Q)] <B =Cte avec 0<a<1.

D’autre part:

f L,oH, (P, Q)dV/(Q) = —1 .

En effet il suffit de faire 7'(Q) = Cte dans la formule de Green.
Ainsi & étant une constante:

2.1(P) = [0, H,(P, O4,T(Q)aV(Q)

(7)
- f 0, AoH,(P, QIT(Q) — h1dV(Q) .

Comme supy |¢;[* < Cte, d’apres les calculs faits au paragraphe précédent, il
existe une constante C telle que:



METRIQUES RIEMANNIENNES ET COURBURE 415

HP,Q) < Clt,(P,Q)I'™; |8,,H,(P,Q)| < Clt,(P, D)]/*"™;
[alpHJ(P’ Q) — 0,zH;(R, Q) |[r(P,R)]*

< C{lt;(P, Q)14 ™ + [t,(R, Q)]4-r2-m);
| 45oH (P, Q)] < Clty(P, Q1™ [0,,430H (P, Q)] < Clty(P, Q17"
18,,45H (P, Q) — 8,z40H (R, Q)| [r(P, Q)]

< C{[t;(P, Q)™ + [ty(R, Q)]"™=/%};

(81)

pour P, Q et R appartenant a U; et 0 < o < 1.
Dérivons deux fois 1’égalité Log |g}| = Log|g| + f + 6,,

870,85, = 0y Log 8| + 9,.(f + 6)) ,
(gi) g?ﬁavﬂa)’p’(pj == al’p' Log |g| + al’P'(f + 0])
— 0,87 0x 8 — 870085 -
D’oit pour P e U, |4/9,,.0,(P)| < Cte. Ecrivons (7i) pour I'(Q) = ,.,.0;,(Q)

et h = 0,,¢;(P). Compte tenu de (6i) et de (8): [t,(P,Q) > fri(P, Q),
B = Cte.],

Burs s P < € supy 1430, [[16/P, O1~"dV Q)
CB
+ —— | [P, DI madV(Q) .
vy

Les dérivées troisitme des fonctions ¢, sont uniformément bornées. De méme
on montre que:

102400 (P) — 03,0 (Q)| [r(P, Q)]"** < B" = Cte  pour Pet Qe U, .
D’apres le paragraphe A:
f]’,.de; < Cte .
v

Cela montre que les dérivées quatricme des fonctions ¢; de type (1 — 3) et de
type (2 — 2) appartiennent a L, uniformément.
Dérivons a nouvean (9i) dans U, :
En posant D,(Q) = ; 2 23 2 10u,,(Q)| O VoIt que:
o’ v B

|40, ,,0,(Q)| < C'[D#Q) + 11, C’ étant une constante .

Faisons dans (7i), ['(Q) = 0,.,.,0;(Q) et h = 0,,,.,0,(P):
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19srps(P)] < C'C f [£,P, 1D ,(Q) + 11dV(Q)

o f [£,(P, Q)1 "dV(Q) .

D’ou il existe une constante C”” > 1 telle que pour tout r > 1, les intégrales
definissant les normes étant restreinte a U;:

|1ax’ﬂ'u’p'¢j”tlr < c” (1 + ; ; Z ZJ ||ai’ﬁ’m§01”0r—1>’
v oA

avec
1 _ 1 _m—-12+14 ,_ 1 1 _ 1 r
q. g, m qr 4 9, 4m

Prenons g, = 2 et r = 2m il vient:

c (4m4c//)2m—z -1

e T @4mCm Dy < Cre..

sup Ial’ﬂ'v'p'sojl S

De méme ou montre que:
|al’,u'v'p'90j(P) - ax'p'u'p'SDj(Q)l [r(P’ Q)]_u/4 S Cte

pour P et Q appartenant a U,.

j) L’ensemble des fonctions ¢; est borné dans C°, les dérivées 2(p + 1)i¢éme
des fonctions ¢; appartiennent a L,.

Maintenant nous savons que les composantes des tenseurs de courbure des
métriques g sont bornées et continues au sens de Lipschitz uniformément.
Nous pouvons utiliser les résultats de [9].

Les résultats du paragraphe précédent et (9i) dérivée montrent que:

| 2530 s(P) — 40,00, D) | (P, Q1" < Cte .

Cela entraine que les dérivées cinquieme des fonctions ¢; sont bornées et con-
tinues au sens de Lipschits uniformément. D’oul

| 4503 ursrpr03(P) — A0, Q)| [r5(P, Q)]7° < Cite

moyennant les résultats du paragraphe C. Ceci montre que les dérivées sixicme
sont bornées et continues au sens de Lipschitz uniformément.

Supposons qu’on ait montré que les dérivées (g4 1)ieme de ¢; (notées 37 'p;)
appartiennent & L,y _zp4q-1,- D€rivons (9i) (g — 2) fois 2p > g > 4. On voit
que 450%;) € Lyn in—2p+qy» €8 890, € Loy m_2p+q) (Paragraphe C). D’ou d’apres
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[9] et [14] les dérivées 0?*'¢p; satisfont & une condition de Lipschitz d’ordre «
localement dans L, m_spsq-1+0- D’OU les dérivées 9?*%; appartiennent a
Lyyym_2p+q)- La recurrence est établie, 8°7*%p; ¢ L,.

k) La borne inférieure est atteinte par une fonction ¢,, C* admissible,
6, = Cte.

Comme !’ensemble des fonctions ¢; est borné dans C°, il existe une sous
suite de la suite {p;}, (notée encore {p,}), telle que {¢;} converge uniformément
dans C® vers ¢, ¢ C° admissible. ¢, vérifie I’équation Log M(p,) = 6, + f, la
suite {f,} converge vers 6, ¢ C* uniformément dans C°. La distribution 476, est
une fonction de L,. En effet pour toute fonction ¢ € C*,

lim (476, — 476)¢dV = 0O

Jooo

puisque 6, converge uniformément vers 6,. D’ou
[wsogav| < tim) 200, 191, =V g1
J—oo
14

D’apres le théoreme de Hahn-Banach, 1’inégalité précédent vraie pour ¢ € C*
est vraie pour ¢ € L,. D’ou 476, ¢ L, et || 4°6,|); < p. Donc ¢, appartient a notre
ensemble initial de fonctions.

Par conséquent I(p,) = p. ¢, réalise le minimum. Pour toute fonction ¢ € C*

avec f ¢dV = 0, on vérifie que ¢, + A¢ appartient a notre ensemble initial
14
de fonctions, 2 décrivant un voisinage suffisamment petit de zero. D’out

f 16,42 Hi)dV = 0 ,
14

o étant le laplacien pour la métrique g,, + 0,0, En effet 6(¢p, + 1¢) =
Log|g'(¢, + A¢)||g7"| et partie linéaire en 2 de O(p, + A¢p) = 28770,,¢ 1’équa-
tion d’Euler 4;[4°76,/ M(¢p,)] = O est vérifiée sur toute la variété: 6, est une con-
stante. Le minimum est nul et ¢, vérifie I’équation

Log M(¢) = f — Log f erdv .
14
D’ou, d’apres la méthode du paragraphe j, ¢, € C.

10. Condition suffisante d’existence d’une métrique d’Einstein

a) Dans ce paragraphe nous supposons que, sur la variété kihlérienne
compacte V,,, la 2-forme —i/(2x)g,,dz* \dz" appartient a la lere classe de
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Chern. C’est-a-dire qu’il existe une fonction réelle f ¢ C* telle que R, = —8&,
+ 0,,f. Posons g, = g;, + 0,,¢ vec ¢ C* admissible et considérons I’intégrale:

T() = f(APF)ZdV avec ' = LogM(¢) — ¢ —fetp >m/2 + 2.

14

Soit 4 la borne inférieure de 7 (¢) pour toutes les fonctions C* admissibles telles
que 4?]" au sens des distributions soit une fonction de L,.

b) Sila borne inférieure est atteinte par une fonction ¢, C° admissible le
minimum est nul.

En effet dans ces conditions, pour toutes fonction ¢ ¢ C*

[y + pnav =o.

L’équation d’Euler 4;[4*1",/M(p))] + 4*21",/M(p,) = O est vérifiée sur toute
la variété. Ce qui entraine I’y = Cte, le minimum est nul.

! 8,,dz* /\ dz” appartient a la 1ére
T

classe de Chern, pour qu’il existe sur la variété kahlerienne V,,, compacte une
métrique d’Einstein,il suffit que la courbure relative a tout couple de directions
(A, ) [tel que 2 soit orthogonal a y et a sa direction conjuguée ] soit positive
ou nulle.

Démonstration.  Soit {p;} une suite de fonctions C* admissibles telles que

c¢) Théoréme [4]. Lorsque la 2-forme )

T (@) < 7(0), fgojdV = 0 et telles que lim J (¢;) = p. Nous allons montrer
j-»oo
14

.
qu’il existe deux constantes positives a et b telles que —1 + a < %’sﬁl— <b

a

pour V&. Ainsi une sous-suite {¢,;} convergera dans C° vers une fonction ¢, C*
admissible que réalise le minimum (voir le paragraphe 9).
D’aprés b) le minimum est nul, ¢, € C* et I'y = Log M(p,) — ¢, — f = Cte
d’ou
R(,]lp = Rlp - ax,: LOg M(%) = — &z — az-(/’o = —g(,np .

¥ i

d) Les dérivées secondes des fonctions ¢; sont uniformément bornées.
D’apres le paragraphe 9, il existe une constante A4 telle que

|4 Log M(p;) — dp;| < A4 .
D’ou

ALogM(p) < A + dp; < A + m,



METRIQUES RIEMANNIENNES ET COURBURE 419

Log Mip,(P)] = [ Log Mlp,(Q)1dV(Q)
+ f G(P, 0)4 Log Mlp,(Q)1dV(Q) ,
Log Mlp,(P)] < 1 + (4 + m) [ G(P, V(@) = C,

une constante, car
f Log M(p,)dV < f M(p)dV = 1.
14 14

D’apres les proprietés de la courbure:
Lidp; > — ALogM(py) > —A — dp; > —A —m .
Il existe une constante B telle que dp; << — B entraine:
87%g. >2m + A car M(p)) <e°.
Loresque
dop; < —B, Ailde; + o1 > —A — 2m + g7%g,; > 0

et do; + ¢; ne peut pas y atteindre un minimum. Comme au paragraphe 9,
on montre que cela entraine qu’il existe une constante K telle que |¢;| < K et
dp; > —K.

e) Comme il existe une constante k telle que Log M(p;) — ¢; > —k,
Log M(¢;) > —k — sup|¢p;| > —k — K, et comme dp; > —K, il existe deux
constantes positives a et b telles que:

—1+a<ai’§vfi<b pour V& et Vj.

v

11. Sur la 1ére classe de Chern des variétés kahleriennes compactes

Conjecture. Sur une variété kdhlerienne V,, compacte, tout élément de
la 1ére classe de Chern peut-étre approchée aussi prés qu’on veut (au seus de
la métrique initiale) par la 2-forme relative au tenseur de Ricci d’une certaine
métrique kahlerienne.

Soit g,, la métrique kihlerienne initiale. Considérons la métrique g, = &,
+ 0,0 avec ¢ C= admissible. Soit C,, = R,, — 9,,f un élément de la 1¢re classe
de Chern. II s’agit de mettre en évidence une suite {¢,} de fonctions C~ admis-
sibles, telle que les dérivées secondes de la suite {Log M(p,)} convergent
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uniformément vers les dérivées secondes de f.
a) Considérons I(p)= f(Apﬁ)de avec p >m/2 +2et § =Log M(p)—f.
v

Soit p(¢) la borne inférieure de I(p) lorsque ¢ parcourt I’ensemble €(§) des
fonctions C° telles que:

inf, 0TV S _14e, o0<e<l.

et pour vz ﬁ“y]a

Montrons que la borne inférieure est atteinte pour une fonction ¢, ¢ C°. Soit
{¢.} une suite de fonctions appartenant a (%), telle que lim I(p,) = p(§) avec

I(p,) < 1(0) et f ondV = 0.

n—co

Comme au paragraphe 9, p > m/2 + 2 et I(p,) < I(0) entraine qu’il existe
deux constantes a et b indépendantes de &, telles que 0 < a* < M(p,) < b

De plus |4%,| < Cte: une sous-suite {#,} converge ainsi que ses dérivées
jusqu’a I’ordre 3 uniformément vers 6, € C°. ¢, € €(¢) et M(p,) < b* entrainent
que les dérivées secondes des fonctions ¢, sont uniformément bornées. Une
sous-suite {¢,} converge uniformément vers une fonction ¢, € C' admissible,
aux dérivées secondes bornées.

Ainsi ¢, est C' admissible et vérifie I’équation Log M(p,) = 0, + fe C°, d’ou
o, € C° et comme

n—oo

f 476,V < lim [ (4%6,ydV = ue)
14

¢, réalise le minimum: I(p,) = p().
.
b) Soit E(£) I’ensemble des points ol pour un vecteur 7, M = —1
7 Ya
+ &. Lorsque & — 0, la mesure de E(§) tend vers zero, car |4y, |, < 2m
puisque ¢, est admissible et car M(¢,) > a*. En effet en prenant f arv =1
14

on a:

2m
dyv < (aZ/E)I/(m—l) —m '

E($)

Soit une suite strictement décroissante de nombre &, telle que lim &; = 0. Pour

jooo
un certain j soit ¢; une fonction qui rend minimum I(p) dans les conditions
indiquées précédement.

Considérons &, ,, et les fonctions ¢ = ¢; + favec e C°,f=0surV — E;
et p € €(¢;,,). La borne inférieure u(§,,,) de I(p; + p) est atteinte par une
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fonction ¢,,, e C* et quelque soit la fonction ¢ (a condition que celle-ci soit
telle que ¢;,, + A¢ € ¥(;,,), A parcourant un voisinage de zero):

f @76, ) (474, p)dvV = 0,
1 4

4;,.¢ étant le laplacien de ¢ dans la métrique kihlerienne (g},.),; = &,

+ alp?’jﬂ'

En procédant de cette maniére, on met en évidence une suite {p,} de fonc-
tions C° admissibles, telle que lim ¢, =g, ¢ ayant des dérivées continues jusqu’a
P’ordre 5 sur V — lim E(§).

§-0
c) Posons ¢ =lim 6., 6 < C* et quelque soit ¢ (a condition que ¢ + ¢ soit
§-0

telle que
inf, axﬁ(§0 + APty > -1,

et pour vz v“va

A parcourant un voisinage de zero):

f o) AP g)aV = 0 ,

4’ étant le laplacien pour la métrique g;, = g,, + 9,0 sur V — hm E(%).
Si 4?P@ n’éntait pas identiquement nul, on pourrait mettre en ev1dence une

fonction y, vérifiant f rM(p)dV = 0, nulle dans un voisinage de E = lim E(§)
£-0
14

et telle que:

f P04V £ O .

14

Considérons la solution ¢; de I’équation 4¢; = r + p; (¢; étant une constante
nulle pour j suffisamment grand j > J, car y est nulle sur un voisinage de E).

Montrous que f |¢;] AV est uniformément borné. C > 0 étant une constante:

Jrenav) <l [vamraar) < 22 [riorsav;

< 3mc

sup 7 -+ 1] flsbJIde,

car || dg; |, < 2m et a* < M(p;) < b*. D’ol
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3mch?
aZ

[1gs1av < sup|y + p;| < Cte .
1 4

En appliquant la formule de Green, considérant 1’équation 4%¢; = 7 + y;
a l'intérieur d’une boule B,(p), munie de coordonnées normales géodésiques
polaires, p suffisamment petit pour que B,(p) existe, on montre que ¢; vérifie
une équation du type:

¢;(P) = _—1” ["?Q( ) )sbj(Q)]dvg-(Q)

2m — 1)s p2m-1
( )Sum s Bj(p) J

— f rf(’f) [1(Q) + #j]dvg-(@} ,

2(m—1)
Bj) 7

r;(P, Q) étant la distance de P a Q au sens de la métrique g,, + 0,,0;, f(r;) e C*
est égale a 1 au voisinage de r; = 0, décroit et s’annule pour r; > p, S,,_; €st
Paire de S,,,_,(1).

Pour P e V — E, soit e(P,) le plus grand des nombres telle que: distance de
P, a E au sens de (g,);, > &(P,), pour vj. Il existe p < &(Py)/(m + 1) tel que
pour VP e V — E avec (P) > ¢(P,) les boules B;p[(m + 1)p] existent pour Vj.
Pour VP avec ¢(P) > &(P,), il existe alors deux constantes A et B telles que

9,P)| < 4 [ ——l‘[”rffgg)|g§;ig) +B

Iterons m fois cette inégalité, on trouve |¢,(P)| < E f g, (D) |adV(Q) + F, E
14

et F étant des constantes. Comme f |¢;|dV < Cte, ¢,(P) est uniformément
14

borné pour tout Pe V tel que ¢(P) soit superieur a un nombre positif fixé a
I’avance.

En derivant la formule de Green, et en procédant de la méme maniere, on
montre qu'une sous-suite {¢;} converge uniformément ainsi que les dérivées
premicres et secondes vers une fonction ¢ sur tout compact inclu dans V' — E.
¢ = lim ¢; vérifie I’équation 4’¢) = y. Pour j > J, ¢; est une fonction harmo-

oo
nique pour la métrique g;,, dans un voisinage de E,|¢;| n’atteint pas un vrai
maximum en dehors du support de y qui est inclu dans un compact exterieur
a E. Par suite les fonctions ¢; sont uniformément bornées sur V' et ¢ est borné.

d) Supposons qu’on puisse mettre en évidence une fonction y avec les

propriétés précédemment définies (en particulier frd“’ﬁd V + 0) , de telle sorte
v

que les fonctions ¢; solutions des équations 4¢; = y + p;, aient des dérivées



METRIQUES RIEMANNIENNES ET COURBURE 423

secondes uniformément bornées (les dérivées secondes de ¢, étant calculées
dans un repére de coordonnées normales pour la métrique g;,,). Alors ¢ =
lim ¢; aurait des dérivées secondes bornées pour la métrique g, + 9;,0. C’est

Jooo

dire qu’il existerait une constante k telle que pour Vi, Vip/(1 4 Vip) < k sur
V — E. Par conséquent la fonction ¢ + A¢ pour 2 < 1/k serait telle que pour
vy

b

8::(0 + AP () > —1 sur V .

On aurait ainsi mis en évidence une contradiction, puis qu’on aurait

f 29947dV # 0 et f 4947 gV = 0 .
14 v

Cela entrainerait que 4?76 est identiquement nul, que ¢ est constant, que la
borne inférieure est nul: lim x(§) = 0. Quelque soit ¢ > 0, il existerait une
£-0

fonction F C= admissible, vérifiant

f [47 (Log M(F) — NIdV < &,

ce qui entraine
supV Ia,up (LOg M(F) - f)l < KG )

K étant une constante.

En prenant p suffisamment grand, on pourrait mettre en évidence une suite

- de fonctions F, C~ admissibles, telle que {Log M(F,)} converge uniformément

vers f, ainsi que les dérivées jusqu’a I’ordre r (r quelconque mais fini). En con-
clusion, la conjecture de Calabi “Sur une variété kédhlerienne compacte, toute
1 — 1 forme de la 1ére classe de Chern est forme de Ricci pour une certaine
métrique kihlerienne” est vraie, nous I’avous montré, moyennant 1I’hypothese
de courbure mentionnée au paragraphe 9.

Mais dans le cas général, 1’étude de I'intégrale I(p), nous incite a faire la
conjecture plus faible: toute 1 — 1 forme de la lere classe Chern peut-étre
approchée aussi prés qu’on veut par une forme de Ricci.
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