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METRIQUES RIEMANNIENNES ET COURBURE

THIERRY AUBIN

Introduction

Nous allons etudier certains changements de metrique sur les varietes
Riemanniennes, et examiner dans quelle mesure, on peut modifier les
proprietes de la courbure. Un probleme fondamental de la geometrie difϊer-
entielle est de deduire, a partir des proprietes du tenseur de courbure, des
proprietes topologiques pour la variete, et meme si possible d'identifier la
variete comme homeomorphe a une variete connue. Les resultats de ce type
sont tres nombreux.

D'apres le theoreme de Whitney, sur une variete C°° il existe une metrique
C°°: g. Dans un systeme de coordonnees locales, a partir de Γexpression des
composantes gtj du tenseur metrique, on peut calculer les composantes du
tenseur de courbure. Mais il y a peu de chance pour que les proprietes de ce
tenseur de courbure puissent -etre exploitees directement par un des nombreux
theoremes existant.

Aussi peut-on penser deformer la metrique initiale de maniere a ce que les
proprietes du tenseur de courbure ou de ses contractes soient plus agreables.
Certaines proprietes de la courbure ont une signification topologique, bien
souvent un exemple la met en evidence. Mais la oύ nous n'avons aucun
exemple montrant le caractere topologique de la propriete envisagee, on peut
penser que cette propriete n'a pas d'implication topologique, et pour le montrer
il sufϊit de construire sur toute variete Riemannienne une metrique dont la
courbure ait la propriete envisagee.

Dans une premiere partie, on etudie localement les changements de
metrique: a Γinterieur d'une boule de petit rayon on modifie la metrique sans
rien changer a Γexterieur. Cette methode permet d'etablir des resultats sur
la courbure scalaire, la courbure de Ricci et la courbure conforme. En
considerant le changement de metrique g'tj = gtj + diψdjψ avec ψ € C°% on
montre que sur toute variete riemannienne compacte de dimension superieure
a deux, il existe une metrique dont la courbure scalaire est negative. Grace a
un changement de metrique du meme type, on montre que sur toute variete
Riemannienne il existe une metrique pour laquelle le carre du tenseur de
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courbure conforme est constant. Des resultats analogues pourraient etre etablis
sur les carres du tenseur de courbure et du tenseur de Ricci.

Puis en utilisant des changements de metriques conformes, on montre en
particulier qu'une variete a courbure de Ricci positive ou nulle et positive en
un point admet une metrique a courbure de Ricci partout positive.

Si on suppose que deux proprietes de la courbure ont les memes implications
topologiques, on devrait pouvoir a Γaide de changements de metriques locaux,
passer d'une metrique ayant la lere propriete a une metrique ayant la 2eme
propriete. C'est ainsi que pour montrer les limites de la methode, on est amene
a etudier en toute generalite les changements locaux de metriques.

Dans une seconde partie, pour obtenir des resultats plus fins, on considere
des changements globaux de metriques, et on envisage des problemes
geometriques qui peuvent se ramener a montrer Γexistence d'une solution
acceptable d'une equation differentielle du type A(φ) = Cte. La solution doit
etre acceptable: en efϊet a la fonction φ est attache un changement de metrique
g'tj — gtj -f hijiφ), φ est acceptable si g'tj est C°° defini positif. Pour aborder
ce genre de problemes, on utilise la methode suivante: Considerons une

expression de la forme I(φ) = I {Γ[A(φ)]}dV oύ Γ est une function de A, et
v

la borne inferieure de I(φ) lorsque φ parcourt un ensemble de functions
acceptables. II s'agit de montrer que la borne inferieure est atteinte par une
fonction acceptable, puis que A(φ) est constant.

Dans les cas favorables le minimum sera atteint, dans d'autres cas, il faudra
faire des hypotheses sur la courbure. Quant a demontrer que A(φ) est constant,
cela revient dans bien des cas, a ecrire qu'une certaine equation lineaire [adj.
partie lineaire en Ψ de A(φ + Ψ) — 0] n'a pas de solution en Ψ autre que la
solution constante.

Cette methode de resolution d'equations diίϊerentielles est utilisee pour des
problemes sur la lere classe de Chern des varietes kahleriennes compactes, en
consider ant le changement de metrique g'λβ = gλβ + dλμφ avec φ C°° admissible.

L'un des theoremes est une etape pour la demonstration de la conjecture de
Calabi: Moyennant une hypothese sur la courbure, on montre que sur toute
variete kahlerienne compacte, un element de la lere classe de Chern est forme
de Ricci pour une certaine metrique.

Pour des raisons d'analyse, la demonstration incite a faire une conjecture
plus faible que celle de Calabi: Tout element de la lere classe de Chern
pourrait etre approche aussi pres qu'on veut (au sens de la metrique initiale)
par une forme de Ricci.

Mais cette methode de resolution d'equations differentielles peut s'appliquer
a bien d'autres problemes, le choix de la fonction Γ, la limitation de Γespace
des functions acceptables off rent bien des possibilites.

Cette these n'aurait pas vu le jour sans Γ attention toute particuliere que le
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Professeur Lichnerowicz a bien voulu porter a mon travail. Combien de fois
aurais-je desespere, combien de fois me serais-je egare dans quelques
recherches steriles sans ses conseils.

Je suis tres heureux de pouvoir lui temoigner toute ma reconnaissance. Je
tiens aussi a exprimer toute ma gratitude au Professeur Calabi et au Professeur
Avez qui m'ont consacre beaucoup de leur temps. J'ai pu ainsi grace a leurs
remarques ameliorer mes demonstations. Je remercie egalement le Professeur
Schwartz de Γhonneur qu'il me fait en acceptant de faire partie du jury de
cette these.

PREMIERE PARTIE

1. Metriques conformes

Vn designe une variete a n dimensions de classe C°°. Soit gtj une metrique
de classe C°° sur Vn. A toute fonction / e C°°, on fait correspondre la metrique
conforme g[ό = efgίj. R^ et R' designant le tenseur de Ricci et la courbure
scalaire relatifs a la metrique gf

ίό:

R' = - (n - 1)VΨJ - (n ~ 1 ) ( w ~ 2 ) Vψj\ .

Cette derniere expression montre que, sur une variete riemannienne compacte,
si deux metriques ont chacune une courbure scalaire constante: R et R' sout
egaux ou de meme signe. En effect, soit dV et dV les elements de volume
relatifs aux metriques giά et g[ό:

- 2 )

4
V V

JR'dV'= je-'RdV + (" - D(« - 2) Γe-
V V V

a) R — 0, la 2eme egalite montre que I RfdVr > 0 pour toute metrique
V

conforme a gtj. Si R' est constant la lere egalite montre que R' < 0, done
R' — 0 et la metrique g^ est proportionnelle a giά (f est constant).

b) R positif, la 2eme egalite montre que I R'dV > 0 pour toute metrique
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conforme. Done si R' est constant, R' est positif.
c) R constant negatif, d'apres ce qui precede si R' est constant, R' est

negatif. De plus on peut choisir une metrique proportionnelle a g'tj de maniere
que R! = R.

Alors:

R{\ - ef) = {n - 1)FΨJ + (n ~ l){μ ~ 2 ) Fψj .
4

En un point oύ / est maximum FΨJ < 0 ce qui entraίne R etant negatif / < 0.
En un point oύ / est minimum FΨJ > 0 d'oύ / > 0. Done / = 0. Les
metriques pour lesquelles R est constant et negatif sout proportionnelles.

Pour les varietes riemanniennes compactes de dimension n > 3, Yamabe
[16], [15] a demontre que, parmi les metriques conformes a une metrique
initiale, il existe une metrique pour laquelle la courbure scalaire est soit con-
stante negative ou nulle, soit partout positive.

Theoreme. Si pour u ne metrique conforme ά la metrique initiale I R'dV < 0,

V

il existe une metrique conforme et une seule qui a sa courbure scalaire egale a
une constant e negative determinee, il n'existe pas de metrique conforme ay ant
sa courbure scalaire positive ou nulle, constante ou non. Si pour toutes les

metriques conformes a la metrique initiale I RrdVf > 0, Vέgalίtέ nyest atteinte,

V

que par des metriques proportionnelles qui ont leur courbure scalaire nulle.
Et il n'existe pas d'autre metriques conforme ayant une courbure scalaire
constante.

2. Etude d'un changement de metrique particulier

Soit le changement de metrique defini par g^- =gίό + djdjf avec / e C00, |g'|
designantion le determinant de la matrice {g^}, un simple calcul donne:

I«Ί = Isl (i + vψj),

gnj = gij _

g'ιs etant defini par le systeme g'ιig'ιk = δ{.
Designons par R'fjkl et Γ'iak le tenseur de courbure et les symboles de

Christoffel de la metrique gr

iS:

R'mi = ϊθj*8'u + daS'i* ~ dikg'n - dJlg'ik) + g"-β(Γ'}akΓ'ιβl - Γ'iakΓ'm) .

Faisons les calculs en coordonnees normales pour la metrique:
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R'mi - Rmi = (diJdijf - djjduf)(l - 8/aβdJdef) .

Sous forme invariante:

-r

oύ on pose pour simplifier Γecriture Fikf = FtFkf ,

R> = R Rurf'W'i • FtfF<t/ - FJFlf
P/Γ,/ + 1 +

. FikfFψJF-f - FJFjF"fFiμf
(1 + Fψjf

1 + Fψj 1 + Fψj
_ 2 VfflΨJVf - F"fF^fFμifFJ

(1 +

Remarquons que:

- pR R + r ) p
1 + F»/F,/ I 1 + F"fFμf I \ 1 + F»/FJ

DΌύ

J J

dV etant Γelement de volume de la metrique ^^.

3. Application a la courbure scalaire

Dans ce paragraphe n designera un entier superieur ou egal a 3.
Lemma 1. S'ίl existe une fontίon positive u, sur une variέtέ Vn compacte,

telle que pour la metrique giά:

[RU2 dV + A n ~ l [vvuVvu dV < 0 ,
J n — 2 J
V V

il existe une metrique conforme a gίά et une seule pour laquelle la courbure
scalaire est une constante negative dέterminέe.

Demonstration. Considerons la metrique conforme g?iά = ui/in~2)gij. Les
quantites (0 sont relatives a la metrique g^ . D'apres les calculs du
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paragraphe 1:

R' = u-4/(n~2

n — 2 u

CR' dV = ( V u2n/{n-2) dV == f flw2 dF + 4 - — fvvuFvu dV < 0 .
F F F F

D'apres le theoreme du paragraphe 1, il existe une metrique conforme]et
une seule ay ant pour courbure scalaire une constante negative determinee.

Lemme 2. Sur une variέtέ Vn compacte, s'ίl existe une fonction ψ telle
que pour une metrique gij:

CRdy_ Γ RtWφ dy

( O ί } i + r-iv*

71 - 2 J L (l + VvφVvψ)2 (1 +

il existe une metrique conforme a la metrique g'io = giό + diψdjψ, et une seule
pour laquelle la courbure scalaire est une constante negative donnέe.

Demonstration. Appliquons le lemme 1 a la metrique g^ avec u = (1 +
VvφVvψ)~y\ Pour qu'il existe une metrique g^ conforme a la metrique g J ? telle
que la courbure scalaire R" soit une constante negative, il suffit que:

Ce qui s'ecrit car dV = (1 + VψVjφ)mdV (cf. paragraphe 2):

v

x U _ ^ ^ y \ ^^ < o
\ 1 + F'pΓrf)/ (1 + VφVjφ?

Mais

CR' dV = [RdV - f RnψiΨVl(? dV (cf. paragraphe 2) .
if i 4 1 + ί 7 ^ ^

D'oϋ Γinegalite s'ecrit (*).
Theoreme [1]. Une variέte riemannienne compacte Vn de dimension n>2>
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possede une mέtrique pour laquelle la courbure scalaire est une constante
negative.

Soit gij une mέtrique pour laquelle la courbure scalaire R est positive ou
nulle. Nous savous qu'il n'existe pas de mέtrique conforme a gtj dont la
courbure scalaire soit constante et nέgative. Mais nous allons mettre en
έvidence une fonction positive ψ ζ C°° et une constante positive k > 1, telles
qu'il existe une mέtrique conforme a la mέtrique gij + 4di(k\/ψ)dj(k\/ψ) dont
la courbure scalaire est constante et nέgative.

Dέmonstration. Posons g'^ = ψgij et g ^ = ψgυ + k2dιφdjφ. Ecrivons que
le lemme 2 s'applique a la metrique g[ό en utilisant comme fonction φ, la
fonction kψ.

Posons / = ψ{n~2)/\ nous garderons simultanement les notations ψ et / pour
simplifier Γecriture. Soit

r,Rf_ WW»Φ \dy,
J \ Ilk2 F'φP'rfl
j \ ί/k2 + F",

+ n-2 J I (l/k2 + F'ψ[φf ~ (l/k2 + F"φF[φf

II suffit pour etablir le theoreme de montrer que pour une certaine fonction
φ > 0 et une certaine constante k, Φv < 0. Faisons les calculs dans la metrique

Sif

dV = fφdV, Fίpφ = F,μφ - UFvφFμψ - ψψψ
Φ

2φ

r J I φ/k2 + F"ψF,ψΓ J φjk2 + FψφV

n - ί Γ FjFJ d v _ n-1 C {Fψjf d γ

n-2 J f n-2 J f(φ/k2 + Fψ\φ)
1 Γ VlWφVμΦ d v

n-2 J /k2 Fψ

,

φ/k2 + Fψλφ

F>φFζφFμψFλφw - 1 C\

n-2 J I

J _ w - 1 Γ WrfP'
k2 n - 2 J

(φ/k2 + F"φFyφ)2 (φ/k2 + Fψψf

k2 n - 2 J (ψ/k2 + F"φF,φ)3
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Pour simplifier on peut remarquer que:

Γ FiFJ dv - f (F^Fjy dv = n~2 f — F ^
J f J Kφ/k2 + VvφVvφ) 2 J φ + kψ"4+ kψψvψ

dV

r v:w»ψvμψ dv _ _ i f
J ^ + p ^ £2 J φ/k2 + Vψλψ

Soit y(x) une fonction C°° telle que y(—x) = y(x); y(x) = 1 pour |Λ:| > 1
y(x) > 0 y'(x) > 0 pour 0 < x < 1 et /(JC) > 1 pour n"VT/4 < x < n"V3/4".
La fonction J(Λ ) est choisie, nous n'en changerons plus.

Soit M un point de F et un systeme de coordonnees normales geodesiques
polaires en M: p,<p19 , <pn_x. gPP = I, gpί = 0, giά = δίό + p2aij9 gpp = 1
(i = 1, , « — 1 et correspond aux coordonnees ^ ) . Les aiό sont des quantites
de Γordre de 1.

Considerous une boule B(r) de rayon r < r0, centree en M (rQ etant
suffisamment petit pour que, quelque soit M e F, B(r0) existe). A Γinterieur
de la boule B(r) nous prendrous /(MO = y(ρ/r), p etant la distance de M a
Mr au sens de la metrique gtj. Soit ΦBir) Γintegrale precedente etendue
seulement a la boule B(r).

Etudious ΦB{r) au voisinage de r = 0, k etant tres grand:

Φι (r) = J (R - Rpp)ydV + A_ J y"d7 + - 1 - ^ .

0! est une fonction continue de 1//: et de r pour 0 < r < r 0 e t 0 < l/k < 1.
C o m m e / ( 1 ) = 0 :

a(r, = J (Λ - R,,)ydV - y J A Log
5 ( ) 5 ( )

B(r) r

II existe une constante Y telle que pour yM e

J (^ - Λ,,)ydK - y J /9, Log Vlϋ dF < YVr avec F r = J dF .
-B(r) 5(r) B{r)

II existe M etant fixe une fonction continue de r pour 0 < r < rQ, ψM(r) telle
que:

D'apres les proprietes de la fonction y, on a, pour 0 < r < r0,
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1 n — 1 /— f V37ir

~~ r A:2 r J

II existe une constante positive λ telle que

uneSoit r19 tel que Λ/rξ — Y — 1 = vR, en pasant j jRdF = RdV, v etant
F

constante telle que le volume de la sphere a n dimensions de rayon 1 soit
largement superieur a 1/v. Soit Bό, (/ = 1, , h), h boules disjointes de rayon

h \ Γ
rλ de maniere que 2 Vri(Mj) > — dV, Mj etant le centre de Bj. Cela est

7 = 1 V •/
F

possible car v est suffisamment grand. Puis dans chaque boule Bό nous

prendrous k2 = sup ΨMJVΊ) §J j a q u a n t ί t e ainsi deίinie etait inferieur a 1

on prendrait k2 = 1. Ainsi comme pour y/:

Φ^ ( r i) < -vRVrι(Mj) - Vri(Mj) + J-ψM(rj) < - vRVrχ(M3) ,
K

V
J j=\

< 0 .

La variete Vn9 n > 3, etant munie de la metrique giό a courbure scalairei?
positive ou nulle, nous avous mis en evidence une fonction ψ et un scalaire k,
tels que parmi les metriques conformes a la metrique g'/j = ψgυ + k2diψdjψ,
il existe une metrique pour laquelle la courbure scalaire est une constante
negative.

4. Application a la courbure conforme

Le tenseur de courbure conforme est le tenseur de composantes:

Sijki = Rijjcl — —(

++ in - IXn - 2)

Posons (5)2 = SijkιS
ίjkl. Sur les varietes de dimension 3, (S)2 = 0. Pour les

varietes Vn de dimension n > 3 nous allous demontrer le
Theoreme [2]. Sur une variete riemannienne Vn de dimension n > 4, il
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existe une mέtrique pour laquelle le carve du tenseur de courbure conforme est
constant non nul.

Soit φ une fonction C°° sur V. Faisons le changement de metrique g[3 = gtj

+ diφdjψ. Les quantites (0 sont relatives a la metrique g[y

Dans Γexpression de (SO2 intervient la fonction ψ par ses derivees premieres
et secondes. On peut choisir la fonction φ de telle sorte que (S')2 soit nul sur
aucun ouvert. Nous allons montrer qu'a la suite d'un nombre fini de change-
ments de metrique, le carre du tenseur de courbure conforme (relativement a
la derniere metrique) est partout positif.

Demonstration. Soit M un point de V oύ (S)2 = 0; U un voisinage de M
muni de coordonnees normales (x19 , xn). Prenons une fonction ψeC°°, nulle
a Γexterieur de U, dont les derivees premieres sont petites de Γordre du dia-
metre d de U, qui est choisi suffisamment petit. Le tenseur de courbure con-
forme de la metrique gf

ίό = gυ + diψdjψ a d'apres le paragraphe 2 pour
developpement en fonction de d2 Γespression:

Fμ

μψiVίkψ8ji — Vuψgjk +
n -2

V)ψVμlφglk - V)ψVμkψgώ + <PθJίjkl >

θίjU etant des functions de φ dont les valeurs sont de Γordre de f2/"2, φ etant
lie a / comme suit:

Soit /(£) une fonction C°° sur Γintervelle [0, + °° [ /(?) = 0 pour ξ > 1
f (f) > 0 pour 0 < ξ < 1 /7/(f) < 0 pour 0 < ξ < 1. Soit ^, a19 , an, n + 1
constantes dont les valeurs sont comprises entre 1 et 2. Prenons

t l -*i*i + + αrn*i
r2

La constante r est choisie suffisamment petite pour que dans la suite apparais-
sent nettement des parties principales.

<PPii VίjΨ = λ2^L.χiXjf + d2

P
ίj

Pa e t Pij έtant des fonctions de φ dont les valeurs sont de Γordre de /'.
ijk

Nous noterous j] la somme pour toutes les valeurs de I sauf pour les valeurs
I

i, j et k. En ecrivant seulement les parties principales, pour i Φ j ψ k:
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T
 λ [ 7 I l«j7 + YJ I λ I 1

J -r ~"^> >

e, . 2aixί ,,λ ,,, *2 ̂ &ixi Ύ „ Y vn
J -T «—7 7 — Λ —OCjXjOίkxk7

r I r4

>ijik\— J^ίjik ~Γ ^Λ XjXkJ J .

-ijkl — R-ijkl -

R'ιt = Σ R'm* = Ru + Vci
Γ \ k

'u = Σ R«j* = Rυ + w Σ a^aj^
k k Γ

If Σ[at Σ

+ γJ"\Σ («ι Σ Φi) + Σ [fΆ Σ «*)]}

IV
n - 2 v " ' J J " (n - l)(n - 2)

oύ α^ est un scalaire:

Σ h Σ
&tΣ ak + <*j Σ ™ ι

n _ 2 \ k J k Ί (n- ΐ){n - 2)

1 Γ ίj 2 1
ιj n — 2 L J ι J k k n — 1 k<ι k A

et oύ bij est une forme quadratique:

Σ

- (a, + aj) Σ oc\χl + —^— Σ U Σ Φl] + — ^ γ - Σ [cttA Σ « ι ) ]
k n — 1 k \ i I n — I k \ ι IA

at p/
WJXjk '

S ' i m = S ι m ^ j / f ' { ^ Σ
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Sijik — Sίjίk H~ ̂  aijkxjxkf f -\r r θijk >

avec βί</fc un scalaire,

Σaίjk = 2 α ^ f c Γ(/i - 3)α, - Σ
3 (n - 2)r2 V ι

Sijkl — Sijkl + r Vijkl

θίj, θijk et 0 ί W sont des functions de φ dont les valeurs sont de l'ordre de celle
de }"ψ.

On verifie que pour n = 3, atj, = b^ = aijk = 0. Pour n > 3 nous pouvons
choisir les at de maniere que les atj et les aίjk ne soient pas nuls.

II y a n{n — l)/2 formes du type αof
2 + biόff et n relations entre elles:

i i ( n i J 1
2 Λ^ = 0, 2 ^ίi = 0; ce qui fait qu'il j a inf ~" formes indepen-
3 3 \n(n — 3)/2J

dantes plus les n(n — l)/2 formes du type aiύlcxμkff
f qui sont independantes.

Ce qui fait en tout inf n^n ~ ' \ formes independantes.
H \n2 + n + 2)/2)

Montrous qu'en aucun point interieur au domaine oύ Γon opere, les parties
principales des S'ij1tj et des S^ίΛ peuvent etre nulles simultanement.

Lorsque 2 atx\ n'est pas voisin de r 2 ,5^^ et Sίi<fc qui sont de l'ordre de r
ou d'un ordre plus eleve, sont petits par rapport aux λ2aiάf

2. Comme les aυ

ne sout pas nuls, les parties principales des S'i5ij ne sont pas nulles, et (S')2 n^
s'annule pas. II en est de meme dans tout le domaine oύ Γon opere, si une
composante S i W est identiquement nulle.

Au point M(xt = 0),

(SO2 = 4Λ4f4 Σ (flu?
i<3

Lorsque Σ <*iA e s t voisin de r2, si S^^ n'est pas identiquement nul, la partie
principale de S^j avant de devenir Siάij est Sijiά + >l2(αίt//

/2 + b^ff')- De
meme pour les S^ίA;.

Des equations telles que SJyiy = 0 ou S ί̂Jfc = 0 permettent de calculer les n
coordonnees de points P et les valeurs possibles de λ. Dans le cas general, il y
a suffisammant d'equations independantes pour qu'elles ne soient pas toutes
verifiees simultanement. Si elles Γetaient il suffirait de choisir λ en dehors des
valeurs qui rendraient possible la nullite simultanee des equations. Mais

(SO2 = 2 Σ (S^jT + 4 Σ*(S'iJiky + iΨΣΦl(SimY + r>ψ ,
ij ijk ijkl

φ prenant des valeurs de l'ordre des carres qui rentrent dans Γexpression de
(SO2.
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Nous venons de montrer que Γon peut choisir λ et les at de maniere que les
S'ijij et les S'ijik ne s'annulent pas simultanement. Dans le domaine oύ Γon
opere (SO2 ne s'annule pas, alors qu'on a rien change a Γexterieur. Au bout
d'un nombre ίini dOperations, le carre du tenseur de courbure conforme (Σ)2,
relativement a la metrique Gtj, est nul en aucun point de la variete. Faisons
le changement de metrique Gi5 = (Σ)Gij. (21')2 = 1 sur toute la variete.

Toutes les transformations conformes de la variete munie de cette derniere
metrique sont des isometries.

5. Changement local de metrique dans le cas general

Nous allons etudier un changement local de metrique dans une boule BM{r)

centree en M, de rayon r tres petit: g'υ = gtj + htj avec hiά de Γordre de r,
petit a cote de gu. hυ est identiquement nul a Γexterieur de BM{r).

Nous munissons la boule de coordonnees normales en M.

u + Vkg'iλ - Vλg'ίk)

Les quantites (0 sont relatives a la metrique g[0:

II s'agit de voir si on peut trouver une metrique telle qu'une composante du
tenseur de courbure relatif a g^CR^^), soit partout dans la boule plus grande
ou partout plus petite que celle de la courbure initiale Rijij.

Comme la partie principale de R^\u £Pp(Rij\ι) est a integrale nulle, nous
sommes obliges de la prendre identiquement nulle.

La nouvelle partie principale a pour integrale:

J R'jιsdv ~ JRt^jdv + Σ
BM(r) B B

Σ
B

- rjgΉ)2]dv,

iUjdV - 1 Σ
B

'n + hίjiPug'u ~ Viώd + hiSFug'n - Fjώ, +
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D'apres β

B B

0,
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B

- W +

5

+ Kβnhn - Vuh}ι

DΌύ

Par ce procede il est impossible de modifier le tenseur de courbure d'une
maniere satisfaisante.

6. Changement local de metriques (etude de la courbure de Ricci)

R'tj = Rtj + F.Cfj - FtCSj + Ca%CSj - C/iCfj .

Comme sont integrate est nulle, nous prenons la partie principale de R'tj ident-
iquement nulle.

L'integrale de la nouvelle partie principale est:

4 1 μ

l2hu(Fug'μμ + V J n - Viμg'iμ)

- hχμVug'iμ - huF^

Moyennant ^JJC^) = 0,
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(dV ~ JRudV - J Σ Σ Jh>μ(2Fiμhix - Vuhλμ - FXμhu)dV .
B B B

Evidemment ^p(Rij

kι) = 0 entraίne \ R'udV ~ \RudV. Mais il n'est pas
B B

possible de montrer directement que gP^R^ = 0 entraίne Γequivalence de

\RudV etde \RHdV. En effet au moyen de ^v{Ri3) = 0 il est impossible
B B

de modifier Σ Σ I hλμVuhλμdV et de Γexprimer en fonction des autres in-
1 μ i

tegrales.
Comme nous le demontrerons dans le prochain paragraphe <?p(R'iά) = 0

entraine ^R'dV ~ ^RάV. Done si j (R'u — Ru)dV n'etait pas equivalent

B B B

a zero, on pourrait, sans modifier la courbure scalaire, rapprocher les com-

posantes du tenseur de Ricci de leur valeur mogenne R/n. Or le variete produit

du cercle Cx par la sphere S2 munie de la metrique produit constitue un contre-

exemple. Cλ X S2 a sa courbure scalaire constante et sa courbure de Ricci posi-

tive ou nulle. Si I (R'u — Ru)dV n'etait pas equivalent a zero, on pourrait sur
B

Cλ X S2 construire une metrique dont la courbure de Ricci serait strictement
positive. Une telle metrique n'existe pas car le ler nombre de Betti de Cx X 52

est egal a 1, done:

Theoreme. ^p(JR!iS) = 0 entraίne ί*R'udV - fRudV.
B B

Soit φ(M) et ψ(M) le maximum et le minimum de la courbure de Ricci au
point M e F. Pour toute direction /:

φ(M)gίί(M) < RU{M) < ψ(M)gίί{M) .

Si φ(M) est constant nous avons vu que par un changement local de metrique,
il n'est surement pas possible de rendre ψ(M) plus grand ou plus petit. Par
contre si ψ{M) n'est pas constant rien empeche de penser qu'on puisse mettre
en evidence une metrique g'iά pour laquelle φ\M) serait egal a une constante avec
infF φ < φ'(M) < supF φ. On peut etablir le theoreme suivant:

Theoreme. Si φ(M) n'est pas constant, il existe sur V une metrique gfiά

pour laquelle infF φ < φf(M) < suρF φ pour yM e V. Si ψ(M) n'est pas con-
stant, il existe sur V une mέtrique g"j pour laquelle inf v ψ < φ"{M) < supF ψ.
En partίculίer: One variete riemannienne a courbure de Ricci positive ou nulle
et positive en un point, posshde une mέtrique pour laquelle la courbure de
Ricci est par tout positive. Des theor ernes analogues peuvent etre montrέs pour
differents tenseurs, en particulier le meme theoreme s'applique aux tenseurs
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(k une constante), pour k > 1/2 et pour k < l/[2(n — 1)].
Demonstration. Supposons qu'en un point Q e V, φ(Q) = m = infF φ. Par

hypothese en un point P e V, ψ(P) = a> m. Nous allons montrer qu'il existe
une metrique gf

tj sur V pour laquelle ψ\M) > m pour M = Q et en tout point
M oύ ^(M) > m.

Soit C un chemin de longueur fini, d'extremites P et β. En M e C con-
sideron sune boule B^(r) de centre M et de rayon r(M) [r(M) suffisamment petit
pour que BM(r) existe de munie de coordonnees geodesiques polaires (p, φai,
• , ψan_1)]. II existe k(M), tel qu'a Γinterieur de BM(r) la courbure section-
nelle K verifie \K\< k(M). Soit r = mtMeCr(M) et /: = sup^6(7 k(M),r est
pris suffisamment petit pour que ^(M) > b > m pour M e 5p(r).

Soit J? € C avec distance de P a R egale a r — δ. A Γinterieur de BR(r),
faisons le changement de metrique conforme g[0 = eψgίj avec φeC00, qu'on
pourra prendre aussi voisin qu'on veut de la fonction / = —\λd\l — x)2 pour
0 < x = p2/d2 < 1, avec d < r et λ > 0, et / = 0 pour x > 1. L'expression
des composantes du tenseur de Ricci pour la nouvelle metrique est:

Kβ = Kβ - \in - 2)FaFβf + l (/ ι - 2)FJFβf

DΌύ

R'pp = Rpp - ( n - l)λ + 2(/i - l)λx - U/2)( l - x)pd phog V\g\ ,

^ , = /?„ - (l/2)(/i - 2)[(1 - x)λgij + (1/2)3,^(1 -

- 3JC) + (n - 1W(1 - JC) + (1 -

Ainsi

> ^(M) + n ^ / d 2 - (n - l)λ - CkQλd2

avec |ίΓ| < /:0 a Γinterieur de la boule de rayon d, tel que k0d
2 < 2/(3«), et

C etant une constante (C < (5w — 7)/16 dans le cas oύ φ(M) > 0), CΛ<
(5n — 7)/16 + Im|/(4/:) dans le cas general. On prendra λ < k.

Prenons d de telle sorte que 2kd2C < 1/2, δ = (1 — l/(4rc))d et Λ <
(b -m)/(2n- 1). Si jfco < 2k:

a Γinterieur de Bp(r): φ'(M) > b - (n - l/2)λ >(b + m)/2 ,

a Γexterieur de 5p(r): ^(M) > m - (n - \β)λ + nλ(l

= m + λ/(16n) .
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Or, il existe une constante H(H < 4) telle que la courbure sectionnelle kQ au
bout de m changements de metriques analogues a celui qu'on vient de decrire
verifie: k0 < k + rπHλ. Done il sufϊit de prendre λ < k/(SnH) pour que k0 < 2k
meme au bout de Sn changements de metriques. Apres le changement de
metrique a Γinterieur de BB(d), nous faisons un nouveau changement de
metrique a Γinterieur d'une boule Bs(d) centree en S e C, S etant a une distance
de R egale a {1 — l/(4n)}d. Puis nous recommenςons. A chaque operation on
progresse de d/(4n) le long de C, les boules restent de diametre d constant car
en chaque point nous faisons au plus Sn changements de metriques et ainsi
k0 < 2k et d verifie toute les inegalites. Le point Q est atteint au bout de
(AnId x longueur de C) changements de metriques au maximum.

On peut rendre φ'(M) > m sur tout compact au bout d'un nombre fini de
Changements locaux de metriques conforms. On peut demontrer d'une maniere
analogue le

Theoreme. Une variέtέ kdhlerienne, a courbure scalaire positive ou nulle et
positive en un point, possede une metrique kdhlerienne a courbure scalaire
partout positive.

7. Changement local de metrique (etude de la courbure scalaire)

R' = g'^Rij + FaCt'j - FtC^j + Ca«βC/j - Ca\Cβ j) ,

JR'dV = JRλμg^dV + fg'β»g^(Fag:pCβ«μ - Fμg:μCa«p)dV
B B B

+ Jg"μ(.Ca<"βC/μ - Cβ"λC/μ)dV ,

JR'dV = + -i

L'integrale de la partie principale de R! est nulle, nous devous done prendre,
pour des raisons analogues a celles precedemment exprimees pour le tenseur de
courbure:

L'integrale de la nouvelle partie principale est:

(R'dV ~ (RdV + i - Σ Σ Σ [w,gίμ(2Fμgί - Fιgiμ) - V λgfj
J J t+ λ μ v J
B B B

Moyennant ^P(R;) = 0,
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(R'dV ~ (RdV - J Σ Σ Σ (Kμ[2Viμgl - Γ X - F^g'JdV .
J J 4 λ μ v J
B B B

On constate que ^p{Rf

iά) = 0 entraίne I R!dV ~ I RdV, nous avoins

B B

admis ce resultat dans le paragraphe precedent. Mais pour etudier la'courbure
scalaire il suffit de prendre &p(Rf) = 0 et on peut ecrire:

dv -JΣΣΣ f fi(F^ - W

Si n = 2 on verifie que I R!dV — I RdV et on ne peut pas modifier la cour-
B B

bure scalaire.
Pour une variete Vn de dimension n > 2, soit ΛVAI un tenseur qui verifie

Vvhvμ = Fμh
v

v et qui ne verifie pas toutes les identites Fλhvμ = F ^ Si n = 2,
un tel tenseur n'existe pas.

Le tenseur hvμ verifie ^PCR') = 0 et nous avons 0>p\ C(R' - R)dv\ < 0.

On peut faire en sorte qu'a Γinterieur de la boule BM(r), R' < R. Sur toute la
variete, on opere simultanement par de tel changement de metrique a Γinterieur
de boules disjointes. Et en repetant Γoperation un nombre fini de fois, on peut
rendre R' negatif sur toute la variete.

Theoreme. Sur toute variete riemannienne Vn de dimension n>2, il existe
une metrique pour laquelle la courbure scalaire est negative,

Soit tvμ un tenseur identiquement nul a Γexterieur de la boule BM(r) et dont
les composantes sont de Pordre de r a Pinterieur.

Considerous le changement de metrique g y = gtj + fgiά + ttj et ecrivous
que

0>v(Rf) = 0>p\F*J + VaHaβ - nV"J - FaJl] = 0.

A tout tenseur tvμ, on peut faire correspondre un changement de metrique
8ίj — 8ίj + fgij + hj φ ύ verifie &P(R') = 0, il suffit de prendre la fonction
/ telle que

(n -

Un calcul donne alors:
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(R'dV ~ JRdV - lΓ(n - 1)(« - 2)JfψJdV
B B B

λ Γ Γ ~\
-A- Y Y Y \ (F t —Ft YdV — Y (Fvt — F tVdV

\Z λ μ v J μ J J

Etudions pour tous les tenseurs tvμ Γexpression de I R'dV et cherchons s'il
B

est possible de mettre en evidence un tenseur tvμ pour lequel I (R' — R)dV
B

serait positif. Tout d'abord, il fant supposer Fvtvμ Ξ£ FμVv et considerons le
rapport:

J 2 λ μ v J λ ^ V ^
I =

Σ
μ B

C'est une expression homogene, on peut prendre

Le developpement de

Σ Σ Σ \vμtvλ - vλtvμ - hv«taλ - vλtθ
L Πλ μ

montreque / > l/(2n), il existe une borne inferieure a. Si a est atteint par un
tenseur tiμ, tλμ verifie:

(n - 2)(VJ - V\fgvμ)

- a(Favt; - Vvμt0 + a(y?taβ - F"atygvμ = 0

en saturant par gvμ on trouve que (n — l)\a — l)FaJ = 0. Comme on peut

toujours faire en sorte que VaJ ^ 0, le minimum a est egal a 1. D'oύ j R'dV

B

< I RdV, quelque soit le changement local de metrique, la partie principale

B

de Rf etant prise identiquement nulle. D'apres un theoreme de Lichnerowicz
[13] toute variete compacte spinorielle, telle que sa courbure riemannienne
scalaire soit positive ou nulle, sans etre identiquement nulle, admet un A -genre
de Hirzebruch egal a zero.

Ce theoreme rend tres probable Γhypothese, selon laquelle, la possession
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par une variete riemannienne compacte d'une metrique a courbure scalaire
constante et positive, entraine des implications topologiques pour le variete.

Pour demontrer ce resultat, il suffit de mettre en evidence une variete
compacte spinorielle dont le A -genre de Hirzebruch ne soit pas nul. Un tel

contre-exemple montrerait aussi que / > 1 et que I (R' — R)dV < 0.

B

En resume. La courbure scalaire R d'une variete riemannienne compacte
Vn de dimension n = 2, a une signification topologique. La caracteristique

d'Euler-Poincare χ = I RdV. Pour les varietes compacte Vn de dimension

n > 3, le signe de la courbure scalaire a-t-il une implication topologique? Nous
avons montre que le signe negatif n'a pas d'implication topologique, tandis
qu'il est probable que le signe positif a une signification topologique.

SECOND PARTIE

8. Changement de metrique kahlerienne sur une variete kahlerienne

Une variete kahlerienne est une variete a structure complexe, qui possede
une metrique kahlerienne gip9 c'est-a-dire une metrique telle que dvgλμ — dλgvμ.

Soit une fonction φeC°°, telle que

infF
et pour \/ζ

> -1 ,

ψ sera dit alors fonction C°° admissible.
Considerons le changement de metrique kahlerienne:

tip = Sxμ + dlpψ •

Les composantes du tenseur de Ricci sont Rlp = —difLog\g\,\g\ etant le
module du determinant de la matrice {gxp}. Les quantites (') sont relatives a
la metrique g'iμ.

R'if = - = Rlβ - dλμhogM(ψ)

ou

M{ψ) =

Vfψ
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m etant la dimension complexe de la variete V2m. M(φ) est une fonction'posi-
tive de φ car φ est C°° admissible, M(φ) peut s'ecrire:

M(φ) =1+Flφ+ ^- - VvμφVvμφ\

ml

Vv

vφ Pμφ V\ψ

Pζφ V ψ

Le dernier determinant ay ant m lignes. En efϊet:

V\ψ Vlψ Ψ\

V\ψ V\φ

Fζφ V\ψ V™φ

V\ψ V\ψ

ml

Fζφ Vμ

μψ

V\φ

Nous supposerons dans tout ce qui suit que la variete V2m est compacte. Mon-

trons que ί M(φ)dV = I dV — 1. On norme la metrique gλμ de maniere
V V

que CdV = 1.

Pζφ

Pvφ Pζφ Fv

vφ

V\ψ Vlψ --V\ψ

PlψV\φ

Pλφ

Pμφ

Pvφ PΨζφ

+ (m — 2) autres determinants.

Les (m— 1) derniers determinants du 2eme membre sont nuls, car si on permute
les 2 premieres lignes, on retrouve le meme determinant, or on devrait trouver
le determinant oppose. La lere classe de Chern est la classe de cohomologie
entriere de degre 2 sur V2m de la (1 — 1) forme

ψ = —
2π

A dzμ)dzμ .
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Une (1 — l)-forme γ de la lere classe de Chern est de la forme γ = ψ + dλ
avec λ — λilfQ) + λ{0>1) une 1-forme reelle. Les notations employees sont celles
de [12]

dλ = (d' + d'OWd.0, + *(o.i>] = d'λM) + [d'%ι0) + d'λ(0Λ)] + d %
f l )

on veut que d'λM) = 0 ce qui entraίne d"Λ(Ofl) = 0, d'oύ λ(l>0) = d'p + h avec
peC00 et d"h — 0. De meme λ(0Λ) = d"~p + h avec d!h = 0. En definitive
γ = φ + d"d'9 + d'd"-9 = φ + d'd"(p - p) = φ + id'd"ξ avec ξ € C°° reelle.

A chaque element de la lere classe de Chern: (ί/2π)CλpdzλΛdzp correspond
une fonction / e C°° telle que Cip = Rλp — dλμf.

9. Condition suffisante pour que Cλμ soit tenseur de Ricci

Theoreme [3]. Sur une variέtέ kdhlerienne V2m compacte, pour que tout
έlέment de la lere classe de Chern, soit la (1 — 1) forme ψ relative au tenseur
de Ricci d'une certaine mέtrique kdhlerienne, il suffit que la courbure relative
a tout couple de direction (λ, μ) (tel que λ soit orthogonale a μetάsa direction
conjuguee μ), soit positive ou nulle.

D'apres le paragraphe 8, il s'agit de mettre en evidence une fonction φ, C°°
admissible, telle que θ = Log M(φ) — f soit une constante, / etant une fonction

C°° donnee qu'on peut prendre telle que I fdV = 0.
V

Unicite de la solution [7], [8]. Si, aux metriques kahleriennes (gλ)λp — gλμ

4- dλμψx et (g2)λp = gλp + dλμφ2, correspondent des tenseurs de Ricci identiques
(Rλ)λμ = (R2)λβ, ψi — ψι = Cte. Faisons les calculs dans la metrique gλ. II faut
montrer que

Log I g211 ft-11 = Log [Mλ{φ2 - φdλ = Cte

entraίne φ2 — ψx = Cte.

Comme I M(φ)dV = 1, cela revient a montrer que Mλ{ψ2 — ψ^ = 1 entraine

V

φ2 — φλ — Cte. Or MY(φ2 — φλ) est un determinant qui est egal au produit de m
valeurs propres positives, dont la somme est m + g[μVλμ{φ2 — φd- E n c o n "
sequence

Si φ2 — ψx n'etait pas constant, il existerait des points de la variete oύ Δx{φ2 — φλ)
— —g{μVλμ{φ2 — ψι) serait strictement positif. En ces points Mλ{ψ2 — φλ) serait
inferieur a 1 strictement ce qui est en contradiction avec Mλ(φ2 — φλ) = 1. D'oύ
Γhypothese ψ2 — ψλ φ Cte est absurde.
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Demonstration du thέoreme. Considerons I(φ) = I (ΔpΘ)2dV avec /?>ra/2

V

+ 2, θ = Log M(ψ) — /. Soit μ la borne inferieure de l(φ) pour toutes les
fonctions C5 admissibles, telles que Δpθ au sens des distributions soit une fonc-
tion de L2.

Soit {ψj} une suite infinie de fonctions C5 admissibles, telle que lim I(φ3) = μ.

On prend ψ3 telle que ίψjdV = 0 et telle que I(ψj) < 1(0) = C(Δpf)2dV. Sur

V V

le choix de la fonctionnelle I(φ): Si l'equation

θ = Cte a une solution ^0 C°° admissible, /(^0) = 0 .

Et les fonctions φ telles que I(φ) < ε2 (ε tres petit) seront "voisines" de φQ au
sens qui nous interesse, c'est-a-dire que

S u p F e t p o u r v , [\dλp[θ(φ0) - θiφW^l/i^O] < ε X Cte .

Le fait de ne considerer que les fonctions verifiant I(ψ) < 1(0) permet la con-
vergence d'une sous-suite de la suite {ψj}. La demonstration consiste a faire
une hypothese suίϊisante pour que la suite {Δψj\ soit uniformement bornee.
\Δψj\ < Cte permet alors de montrer que les derivees siximeme des fonctions
ψj sont uniformement bornees.

Ainsi une sous-suite de la suite {ψj} converge dans C5 vers une fonction φ0 C
5

admissible qui realise le minimum. L'equation dΈuler entraϊne θ0 = Cte. D'oύ
φoeC°°.

a) Les fonctions Δ2θό sont continues au sens de Lipschitz uniformement.
Soit G(P, Q) > 0 la fonction de Green [6] du laplacien Δ = -VVV\ G(P, Q)

est une fonction de V X V -*R,CQO sauf pour P = Q. Et en considerant
l'equation integrate qui permet de mettre en evidence Γexistence de la fonction
de Green, on montre qu'il existe une constante k telle que

et telle que

\G(P,R) - G(Q,R)\ [r(P,Q)]-t

pour 0 < β < 1, r(P, Q) etant la distance de P a Q au sens de la metrique giμ.
Voir aussi [5] pour Γexistence et le calcul d'une constante k. Pour toute fonc-
tion ψ, des que les integrates existent au sens des distributions:

φ(P) = Jφ(Q)dV(Q) + JG(P, Q)Δφ(Q)dV(Q) .
V V

D'apres les proprietes de la fonction de Green:
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φ{P) - Jφ(Q)dV(.Q)
V V

D'oύ, II ||β etant la norme de Γespace Lq:

- (ψ(Q)dV(Q)

4
[KP,β)]4

* ( 1 - » ) / C 2 ( m - 1 ) + W(β)
(2ra-2 + ε)/(2m)

<C(ε)\\Jφ(Q)\\p,

pour

ί/q' = ί/p' + [2{m - 1) + ε]/(2m) - 1 = ί/p' - (2 - ε)/(2m) ,

ε etant un nombre positif petit.
Nous savons que Δvθs 6 L2. DΌu

IM'-^II,, < C(ε) \\Δ%\\2 avec ί/q, = 1/2 - (2 - ε)/(2m)

et pour n un entier inferieur a p:

\\Ap-nθj\\qn < Cn(ε) \\J"θj\\2 avec ί/qn = 1/2 - (2 -

Posons η = 2(p — m/2 — 2)/(p — 2). Comme p > m/2 + 2,η est positif et
1/2 - (2 - η){p - 2)I{2m) = 0. DΌu

On a

(la)

et su]

aussi

v Θ, - JVr

supF |J,

< C»(5) ||

^•|<C^)||/

Apθj\\2. Deplus

J\G(P,R) - G(Q,R)\[r(P,Q)]-^\J%(R)\dV(R)

supFx

(2a)

. , s u p F I C[r(P, Q)-™«™-*+i

V

sup Γ x r |J20/P) - J 2 ^ ( β ) | [r(P, Cte.
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b) II existe deux constantes positives a et b telles que

0 < a2 < M(φ3) < b2 .

Montrons que |LogΛf(^)| < Cte. D'apres le paragraphe precedent:

407

sup j - (θjdV

< kf .supF LogM(^ ) - f LogM(Ψj)dV - f
V

Comme I M(ψj)dV = 1 (voir chapitre 8), il existe des points de V oύ M(φ3)
V

= 1, [Log M(ψj) = 0]. En ces points ecrivons que Γinegalite precedente est
verifiee.

On en deduit:

Log M(Ψj)dV < k' + supF I

DΌύ

supF
< 2{kf + supF | / | ) , p | ^ | < 2kf + sup

c) L'ensemble des functions θj est borne dans C4.
Soient US el) une famille ίinie d'ouverts (homeomorphes a la boule eucli-

dienne E2m) formant un recouvrement de V2m, et sur chaque ouvert un systeme
de coordonnees locales adaptees a la structure complexe.

D'apres [9], les inegalites (la) et (2a) montrent que, pour P et Q apparte-
nant a Ui9 (X etant egal soit a λ soit a λ):

\dyμΛθj(P) - dλ,μJθj(Q)\[r(P,Q)]-^ < Cte .

Puis \θj\ < Cte et \dλJθj(P)\ < Cte (pour P e t/<) entraίne que (η/2 < a < 1):

I S i v W ~ 3iΎθj(Q)\ [r(P, Q)Ya < Cte pour P et Q € Ut.

Z)'oύ \Δdλ,θ3(P) - Δdλ,θ3(Q)\ [r(P, Q)Ya < Cte, ce qui entraίne

\dyμ,,θj(P) = 3 i V v ^(β) | [ r (P,β)]- β / 2 < Cte .

Enfin

\Δdλ.μ.θ,(P) - Adyμfθj(Q)\[r(P,Q)V^ < Cte

entraίne que les derivees quatrieme des functions θj sont bornees et continues
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au sens de Lipschitz uniformement. La variete etant compacte, il existe un
ε(ε > 0), tel qu'a tout point P eV, correspond au moins un ouvert Ut dont la
frontiere est a une distance de P superieure a 2ε, P appartenant a £/t. En con-
sequence les estimations de Douglis et Nirenberg sont evaluees en des points
dont la distance a la frontiere est superieure a ε.

Ceci justifie les inegalites precedentes.
De plus, d'apres [9] et [14], comme

et les derivees qieme de θj appartiennent a L2mnm_2p+q).

d) A'jdψj > -A = Cte.

Δ'j etant le laplacien pour la metrique (tij)λμ- Calculons

(3d) FXf + θj)

via + βj) =

(4d) Δ'jάφj = tiWpW.fi>]?Pirn ~ W + θi> + E '

En posant

E - -Rjfatir + R«β>yaβφj8?ρ.

En un point P, prenons un repere orthonorme pour gλp9 tel que la matrice

{dλμψ3} soit diagonale. Dans ce repere ti/p = δ;/(l + dv9φά).

; : T L ZJ ^ 2 ^ Ί

l + 9 ί a ^ i ^ l +

l p dλlψj)

puisque Rλ-λμβ > 0 pour λ Φ μ. Le signe de la courbure holomorphe peut etre
quelconque. Comme il existe une const ante A, telle que ( la) :

sup IΔ(j + Θ3)\ < A, Δ'jΔψj > -A .

e) Δψj + supF | ^ | > — B — D = Cte.
Δ'iΨs = tifpgaβ — m d ' o ί ι (paragraphe d):

Δ'jiΔψj + ψj)> -A -m + tifβg«β

II existe une constante B > 0 telle que Δφd < — B entraϊne tifβgaβ > A + m.
En effet dans un repere orthonorme, si Δψό < —B il y a au moins une direc-
tion μ pour laquelle dμPψj > B/m. Comme a2 < M(φ3) < b2 (paragraphe b),
il y a au moins une direction v pour laquelle dvϋψj < — 1 + (b2m/B)ι/(m~l) et
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il suffit de prendre B > mb\A + m)™"1. Lorsque Δψj < —B, Δ^Δψj + φj) > 0
et Δψj + ψj ne peut y atteindre un minimum, d'oύ

Δψj + ψj > -B - s u p F | ^ | .

Soit G(P, Q) > 0, la fonction de Green du laplacien. Comme Δψj < m:

ψj(P) = JG(P, Q)Δψj(Q)dV(Q) < mJG(P, Q)dV(Q) = D .
V V

D ' o ύ Δψj > — B —D — sup F \ψj\.

f) | J ^ | < # = Cte.
Considerons Γoperateur J^^ + βφά pour /3 > 2(m + 1) et sa fonction de

Green Gβ(P, Q),Gβ a les proprietes suivantes [11]:

jGβ(P, Q)dV(Q) = 1/β, Gβ(P, Q) > 0, (J + β)Gβ = 0;

D'apres le paragraphe e):

Ψj(P) > - ! ( B + D + supF l^ l) + β (Gp(P,Q)ψj(ψ)dV(Q) .
β 4

Iterons m fois cette inegalite, en posant

G?(P,β) = JG^-1(P,R)Gβ(R,Q)dV(R) ,

Ψj(P) > - m + l (B + D + supv\ψj\) + /3-+1 (G™+\

β 4
Comme pour la fonction de Green G(P, Q), il existe une constante k telle

que Gβ(P,Q) < k[r(P,Q)Y~n, d'oύ apres [10], GJ+1(P, Q) < Cte.

Mais ψj < D (paragraphe e) entraίne, moyennant I ψjdV = 0, I \ψj\ dV
V V

< 2D. Ainsi il existe une constante K telle que \<pd\ < K + (1/2) supF \φj
puisque β > 2(m + 1 ) . Ainsi nous montrous que supF \ψj\ < 2K et que

-B -D -2K < Δψj < m .

g) Les derivees premieres et les derivees secondes de type (1 — 1) des fonc-
tions ψj sont uniformement bornees.

1̂ 1 < 2K et \Δψj\ < H entraίnent (d'apres [9]):
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\dλψj{P)\ < Cte pour P e t/* et avec 0 < a < 1 ,

\dλφj(P) - dλΨj(Q)\ [r(P, Q)Y« < Cte pour PetQeUt.

D'autre part puisque φά est admissible, \Δφj\ < H et 0 < a2 < M(φ3) < b2

entraίnent:

pour tout vecteur ξ sur la variete. On en deduit que βds < ds} < γds,ds et
dsj etant les elements de longueur pour g et g'}. En integrant le long d'une
geodesique relative a g, puis le long d'une geodesiquerelative a g'j on montre que:

βr(P, Q) < rj(P, Q) < rr(P, Q) ,

rj(P, Q) etant la distance de P a Q au sens de la metrique g'j. Compte tenu de
ces inegalites, la variete etant compacte, il existe un nombre ε > 0, tel que pour
tout point M&V, Γensemble des points P tels que r(P, M) < ε (resp. rό(P, M)
< ε pour vj) forme une boule B(ε) (resp. Bj(ε)) entierement contenue au moins
dans un ouvert t/j.

h) Les derivees troisieme de type (1 — 2) des functions ψ} sont uniforme-
ment bornees.

Posons \φ^ = g'rh'^s'^aίcψffaiψj par convention Vx-μaUψj = VF^«VicΨj.
Calculons Δ'^φjf. Pour simplifier Γecriture des calculs qui suivent, on omet
Γindice /.

Posons:

R = v
s = r
T = V

W = F

X = FαpίlψFha,ψVμiψFαScψS'°β8'α68"μ8/ciιg"pg'rS ,

Y = F<,p,ψFhpφFx3α<fficiφg'°βg"l5g'lpg'c3g"fg"i ,

Z = F<,μvφFh?φFeiαφFmφg'"h"llg'iβg'Cig">fg'ti ,

-Δ'\φ\2 = gnμg'αpg'αig'cdW>βαSeφFβα3φ + FpαScΨFiβαiφ

+ F αlcΨ{F pifα3ψ + 2R°βipFe

+ R'PMV,T<P + Rv

rλfvμψ) -2S-R-1T-2S-

-3T + 2X + 2Y + 4W +Y + Z + 2W .
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Utilisons l'egalite (3d)

Et

gn'μVn-μrψ = r->r(θ + f) + r»,tprιn»pg"'ϊ'' •

Portons ces deux expressions, ainsi que Γexpression conjuguee de la premiere

dans Δ' \ φ f.

-Δ'\φ\2 = g'"ίg'"tg/aSg":3(Fpa5cφP>βaaφ + VialcψVβmψ)

+ g'"*g'aig'c:ιWmφVa-Λθ + ί) + r

+ 2S + 2S + T + T - 4W

+ R'αsPαβJP + R"cμαPα.φ) + la meme expression

conjuguee + V .tJpQR* t J „& + R\ipVMψ)λ

+ g'cdg"tWβαMg"βF>Rαcμ« ~ g'αίF«Rcs) + la meme

expression conjuguee] - g'cΨαScφFβα,<ιφK2-g'''>g'rβg'αS

+ g"!g'α>g"WrS(θ + f) - RrS) + g"β(2g" ιg'αSR^λl

+ g"!g'α!Rs

μiS)] - Y - 2X - (R + R) - 2(5 + 5)

- 3(Γ + f) + 6W + 2X + 3Y + Z .

Finalement on obtient:

-Δ'\φf = g Ύ W Ί ί ^ ί , ? - VμriΨVαicψg'^) X (expression

conjuguee) + {ViαicΨ - V^ψV^ψg'^ - VικΨp

(expression conjuguee)] — g'cd(2g'α'δg'^g'αί

fααψWfλθ + f) ~ Rri\

{θ + /) + FαScΨFβαi(θ + f)]

+ R*cμ«Vλijp) + Γexpression conjuguee]

+ expression conjuguee] .

Ainsi il existe une constante k telle que:
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(5h) \Δ'j\φ)f + Γf\<k\\φjf j

Oύ on a pose Γ * egal a la somme des deux premiers carres de Γexpression de
— Δ'jlψjf. Comme les metriques g] sont uniformement bornees, en integrant
Γegalite (4d) apres multiplication par M(ψj), on montre qu'il existe une con-
stante Cx telle que:

J\φj\2dV'j <C19 Cλ>\ .

v

En integrant (5h) apres multiplication par M(φ3) on montre que

Puis integrons (5h) apres multiplication par ΔψjMiψj) il vient:

I J W A'jAψjdV'j < sup \Jφj\ IJΓfdV'j + 2Cxkλ < AHCλk
2

V V

Compte tenu de (4d), cette inegalite montre qu'il existe C2 tel que

tfdV'j < C 2 .

Supposons qu'on ait montre qu'il existe une constante Cn telle que

Jl&pw; < cn, cn > l .

Moyennant (5h):

V

J
V

Cela montre que

ainsi que

(jΓ-Ύ'ΊΦΛΨMjΐdv'j <
ϊϊ — 1

V

DΌύ
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V'j < 6nHk*Cn .

Moyennant (4d)5 on montre qu'il existe une constante Cn+ι telle que

V

Soit la formule de Green:

Γ(P) = [HO{P, Q)A'J

oύ Hj(P, β) = f[tj(P, Q)]/[tj(P, β)]™"1 avec ί/Λ 0 = fe'ΛOS)"1"

(M1 = zJ(β) - z\P) , P et β appartenant a t/,) ,

etant une fonction C°° egale a l/(2(m — l)ί2m_i) dans un voisinage de zero
et nulle pour x > ε (ε etant choisi comme au paragraph g, ί2TO_! etant Γaire de
la sphere S2 m_!(l)).

-A'JQHj(P,Q) = 87KQ)d

+ HC9P Log 1̂ 1 + dpg

dHj/dt = f ω / ί " " 1 - (m - l)/(ί)/ίm ,
1 - 2(ro - l)f(ί)/ίm

Ces trois egalites montrent qu'il existe une constante K > l/(2(m —
telle que pour P et β s U{:

\Δ'JQHj(P,Q)\ < K[tj(P, Qψ>-™[1 + \ψj(Q)\ + [tj(P, β ) ] 1 / 2 |

Ecrivons la formule de Green pour Γ(Q) = \φj(Q\2:

|^(P)|2 = Jfl/P,β)j; |^(β) | 2 ^.(β) - §Δ'jQHj{P,Q)\ψj{Q)?dV'j{Q) .
V V

Moyennant Γinegalite (5h) et les proprietes de Hj(P, Q):
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Ainsi il existe une constante K' telle que:

car J - + m ~ X - l < 0 etcar - J L + m ~ "^ - 1 < Q .
2m m 3m m

Comme il existe une contante K" > 1 telle que

I r i I J — * Slippy I ^ I \ ΌA. A. = \^ie .

F

Les derivees troisieme de type (1 — 2) des fonction ψά sont uniformement
bornees.

i) L'ensemble des fonctions ψs est borne et equicontinu dans C4.
Les derivees troisieme de type (1—2) etant bornees uniformement, pour

PeUi'. \dλΔψj(P)\ < Cte. Cela entraine (voir paragraphe c) que, pour P et

(6i) \dλ,μ,ψj{P) - dλ,μ,Ψj(Q)\ [r(P, Q)]~a < B = Cte avec 0 < a < 1 .

D'autre part:

fj'jQHj(P,Q)dV'j(Q)= - 1 .
V

En efϊet il suffit de faire Γ(Q) = Cte dans la formule de Green.
Ainsi h etant une constante:

!j(P, Q)J/

jΓ(Q)dV/

j(Q)

- H\dV's{Q) .

Comme supF \ψj\2 < Cte, d'apres les calculs faits au paragraphe precedent, il
existe une constante C telle que:
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HS(P, Q) < C[tj(P, Q)Y'm \d>pHj(P, Q)\ < C[tj(P, QWl~m\

\dipHj(P, Q) - diBHj(R, Q) I [r(P, Rfl-

< C{[tj(P, β)]<—>/»-» + [tj(R, 0]α-«./2-m}.

I J'jςHjiP, 0 | < C[ί/P, QW-™ \dipa'jQHj(P, Q)\ < C[tj(P, Q)Ym

\dXpJ'jQHj(P, Q) - diSΔ'J9Hj(R, Q)\\r(P, Q)]-

pour P, Q et R appartenant a Ut et 0 < a < 1.
Derivons deux fois Γegalite Log | ^ | = Log |g| + / +

2'ί^'SU = d>' Log |*| + dy(j + θj) ,

(9i) g'Γ^fi^'Ψi = 3i>- Log |*| + 9 i V(f + θ

DΌύ pour P e ί/j, | 4 3 v V ^ / P ) | < Cte. Ecrivons (7i) pour ΓiQ) = 3vV9
et Λ = 3_vίί>/P). Compte tenu de (6i) et de (8i): [ί/P, β) > β2r\P, Q),
β = Cte.],

Les derivees troisieme des fonctions ψό sont uniformement bornees. De meme
on montre que:

\dλ,v,p,Ψj(P) - dλ,p,v,Ψj(Q)\ [r(P, β)]"α / 2 < Bf = Cte pour P e t β e ί / , .

D'apres le paragraphe h:

J/dV'j < Cte .

Cela montre que les derivees quatrieme des fonctions φά de type (1 — 3) et de
type (2 — 2) appartiennent a L2 uniformement.

Derivons a nouvean (9i) dans Όt:
E n p o s a n t Dj(Q) =ΣΣΣΣ \dx>,>»&j(Q)\ o n v o i t q u e :

λ' p' v μ

\Δ'jdp,μ,,,φj{Q)\ < C'[Dj(Q) + 1], C" etant une constante .

Faisons dans (7i), Γ(Q) = 3 , , , v ^ ( 0 et Λ = 9, V ,
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D'oύ il existe une constante C" > 1 telle que pour tout r > 1, les integrates
definissant les normes etant restreinte a Ut:

+ Σ Σ Σ Σ Rv
A' p ' v μ

avec

= m - ιl2 + */4 l = _!__ - __L_ = J _ _
4m r̂0 4m

Prenons qQ — 2 et r = 2m il vient:

9 Λ

Cte .

De meme ou montre que:

[r(P,β)]- / 4 < Cte

pour P et β appartenant a C/̂ .
j) L'ensemble des functions ψs est borne dans C6, les derivees 2(p + l)ieme

des functions ψά appartiennent a L2.
Maintenant nous savons que les composantes des tenseurs de courbure des

metriques g'j sont bornees et continues au sens de Lipschitz uniformement.
Nous pouvons utiliser les resultats de [9].

Les resultats du paragraphe precedent et (9i) derivee montrent que:

(P,β)]-α / 4 < Cte .

Cela entraϊne que les derivees cinquieme des functions ψά sont bornees et con-
tinues au sens de Lipschits uniformement. DΌu

\Δ'jdimφj(F) - 4 ^ v ^ / β ) | W β ) ] - * / 6 < Cte

moyennant les resultats du paragraphe C. Ceci montre que les derivees sixieme
sont bornees et continues au sens de Lipschitz uniformement.

Supposons qu'on ait montre que les derivees (q+ l)ieme de φά (notees dq+ιψj)
appartiennent a L2mnm_2p+q_1). Derivons (9i) (q — 2) fois 2p > q > 4. On voit
que J'j(dqφj)ζL2m/{m_2p+q), cardy, <=L2m/(m_2p+(?) (paragraphe C). D'oud'apres
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[9] et [14] les derivees dq+1ψj satisfont a une condition de Lipschitz d'ordre a
localement dans L2m/im_2p+q_1+a). D'oύ les derivees dq+2ψj appartiennent a
L2m/(m_2p+q). La recurrence est etablie, d2p+2φ3 eL 2 .

k) La borne inferieure est atteinte par une fonction (pQ,C°° admissible,
θ0 = Cte.

Comme Γensemble des functions ψά est borne dans C6, il existe une sous
suite de la suite {ψj}, (notee encore {ψj}), telle que {ψ3} converge uniformement
dans C5 vers φ0 e C5 admissible. φ0 verifie Γequation Log M(φQ) = θ0 + /, la
suite [θj] converge vers θ0 <ε C3 uniformement dans C3. La distribution Jpθ0 est
une fonction de L2. En effet pour toute fonction ψeC°°,

lim [{Δpθj - ApθQ)φdV = 0

puisque θό converge uniformement vers θ0. D'oύ

D'apres le theoreme de Hahn-Banach, Γinegalite precedent vraie pour ψeC00

est vraie pour ψ € L2. DΌύ Jpθ0 € L2 et ||^p^0||l < μ- Done <p0 appartient a notre
ensemble initial de fonctions.

Par consequent I(φ0) = μ. φQ realise le minimum. Pour toute fonction ψeC°°

avec j φdV = 0, on verifie que <pQ + λψ appartient a notre ensemble initial
V

de fonctions, λ decrivant un voisinage sumsamment petit de zero. DΌύ

§Δ*ΘJLΔ*Δ'SdV = 0 ,
V

ΔQ etant le laplacien pour la metrique gλp + dλβ<p0. En effet θ(<pQ + λψ) =
Log | / ( ^ 0 + λφ)\ \g~ι\ et partie lineaire en λ de θ(<p0 + λψ) = λg'ϋ

λμdλμψ l'equa-
tion dΈuler Δ'0[Δ2pθ0/M(φ0)] — 0 est verifiee sur toute la variete: θ0 est une con-
stante. Le minimum est nul et <p0 verifie Γequation

LogM(φ0) = f-Log JefdV .
V

DΌύ, d'apres la methode du paragraphe /, φQ e C°°.

10. Condition suffisante d'existence d'une metrique d'Einstein

a) Dans ce paragraphe nous supposons que, sur la variete kahlerienne
compacte F 2 m , la 2-forme —ί/(2π)gχμdzλΛdzμ appartient a la lere classe de
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Chern. C'est-a-dire qu'il existe une fonction reelle / e C°° telle que Rλβ = —gλμ

+ d2pf. Posons g'λμ = gλμ + dλpψ vec φ C°° admissible et considerons l'integrale:

= C(άpΓydV avec Γ = Log M(φ) - ψ - f et p > m/2 + 2 .

Soit μ la borne inferieure de ^{φ) pour toutes les fonctions C5 admissibles telles
que APΓ au sens des distributions soit une fonction de L2.

b) Si la borne inferieure est atteinte par une fonction φ0 C
5 admissible le

minimum est nul.
En efϊet dans ces conditions, pour toutes fonction ψeC00

= 0 .

L'equation dΈuler J^[J2 ί )Γ0/M(^0)] + J2pΓ0/M(φQ) = 0 est verifiee sur toute
la variete. Ce qui entraίne Γ o = Cte, le minimum est nul.

c) Theoreme [4]. Lorsque la 2-forme ~ι gλμdzλ A dzμ appartient a la lέre
2π

classe de Chern, pour qu'il existe sur la variete kάhlerienne V2m compacte une
mέtrique d'EinsteinJl suffit que la courbure relative a tout couple de directions
(λ, μ) [tel que λ soit orthogonal a μ et a sa direction conjuguee μ] soit positive
ou nulle.

Demonstration. Soit [ψj] une suite de fonctions O admissibles telles que

< ^"(0), I ψjdV — 0 et telles que lim ^{ψ0) = μ. Nous allons montrer

qu'il existe deux constantes positives a et b telles que — 1 + a < λp(^j^ * - < b

pour Vf. Ainsi une sous-suite {ψά} convergera dans C5 vers une fonction φ0 C5

admissible que realise le minimum (voir le paragraphs 9).
D'apres b) le minimum est nul, φ0 e C°° et Γo = Log M(φ0) — φ0 — f = Cte

d'oύ

KP = R*p - dλp Log M(φ0) = -gλμ - dλpφ0 = -g'Oλβ .

d) Les derivees secondes des fonctions φό sont uniformement bornees.
D'apres le paragraphe 9, il existe une constante A telle que

| g ^ ^l <A .

DΌύ

Δ Log M(ψj) < A + Δψj < A + m ,
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Log M[Ψj(P)] = j Log M[ψj(Q)]dV(Q)
V

+ JG(P,Q)J Log M[Ψj(Q)]dV(Q) ,
V

Log M[Ψj(P)] < 1 + (A + m)JG(P,Q)dV(Q) = C ,
V

une const ante, car

J LogM(Ψj)dV < jM(Ψj)dV = 1 .
V V

D'apres les proprietes de la courbure:

Δ'jΔψj > — Δ LogM(<pj) > —A — Δψj > —A — m .

II existe une constante B telle que Δφά < — B entraίne:

g'fhaβ >2m + A car M(Ψj) < ec .

Loresque

ΔΨj < -B , Δ'jίΔψj + Ψj] > -A - 2m + g^ga-β > 0

et Δψj + ψj ne peut pas y atteindre un minimum. Comme au paragraphe 9,
on montre que cela entraίne qu'il existe une constante K telle que \ψj\ < K et
Δψj > -K.

e) Comme il existe une constante k telle que L o g M ( ^ ) — φά > — k,
Log M ( ^ ) > — k — sup 1^1 > — £ — X, et comme Δψj > — i^, il existe deux
constantes positives a et b telles que:

- 1 + a < d^£ξμ < b pour Vf et V/ .

11. Sur la lere classe de Chern des varietes k'ahleriennes compactes

Conjecture. Sur une variέtέ kdhlerienne V2m compacte, tout element de
la lere classe de Chern peut-etre approchee aussi pres qu'on veut (au seus de
la mέtrique initiale) par la 2-forme relative au tenseur de Ricci dyune certaine
mέtrique kdhlerienne.

Soit gλβ la metrique kahlerienne initiale. Considerons la metrique g"xp = gλp

+ dλμψ avec ψ C°° admissible. Soit Cλμ — Rλμ — dipf un element de la lere classe
de Chern. II s'agit de mettre en evidence une suite {ψn} de functions C°° admis-
sibles, telle que les derivees secondes de la suite \LogM(φn)} convergent
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uniformement vers les derivees secondes de /.

a) Considerons I(φ)= C(Jpθ)2dV avec p > m/2 + 2 et θ = Log M(φ)-f.

Soit μ(ξ) la borne inferieure de I(φ) lorsque φ parcourt Γensemble #(?) des
fonctions C5 telles que:

i n f F

 8 ^ > - 1 + f , 0 < f < 1 .
et pour yη 7]aΎ]a

Montrons que la borne inferieure est atteinte pour une fonction φξ eC5. Soit
{φn} une suite de fonctions appartenant a &(ξ), telle que lim/(<pj = μ(ξ) avec

71 —»oo

I(φn) < 1(0) et jφndV = 0.
F

Comme au paragraphe 9, p > m/2 + 2 et 7(<pJ < 7(0) entraίne qu'il existe
deux constantes a et b independantes de ξ, telles que 0 < a2 < M(φn) < b2.

De plus \A2θn\ < Cte: une sous-suite {θn} converge ainsi que ses derivees
jusqu'a Γordre 3 uniformement vers θξ e C3. φn ε ^(ξ) et M(φn) < b2 entraίnent
que les derivees secondes des fonctions φn sont uniformement bornees. Une
sous-suite {φn} converge uniformement vers une fonction ψς e C1 admissible,
aux derivees secondes bornees.

Ainsi φζ est C1 admissible et verifie Γequation Log M(φζ) = θξ + / € C3, d'oύ
φξ € C5 et comme

< lim C(Δ»θn)
2dV =

ψζ realise le minimum: I(φξ) = μ(ξ).

b) Soit E(ξ) Γensemble des points oύ pour un vecteur η, λμ^ξ^ ^ — — 1

+ ξ. Lorsque ξ —> 0, la mesure de E(ξ) tend vers zero, car H^Hx < 2m

puisque φζ est admissible et car M(φn) > a2. En effet en prenant I dV — 1

on α:

fdv< %a.n_— •

Soit une suite strictement decroissante de nombre ξj9 telle que lim ξj = 0. Pour

un certain / soit ψ5 une fonction qui rend minimum I(φ) dans les conditions
indiquees precedement.

Considerons ξJ+1 et les functions φ = φό• + β avec βζC5, β = 0 sui V — Ej
et φe&iξj+i). La borne inferieure μ(ξj+ι) de I(ψj + β) est atteinte par une
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fonction φj+1 € C5 et quelque soit la fonction φ (a condition que celle-ci soit
telle que φj+1 + λψ e ^(j+1), λ parcourant un voisinage de zero):

= 0 ,
V

Δ'j+1φ etant le laplacien de φ dans la metrique kahlerienne (g'J+1)λμ = gλμ

En procedant de cette maniere, on met en evidence une suite {ψj} de fonc-
tions C5 admissibles, telle que lim ψj — ψ, ψ ayant des derivees continues jusqu'a

Γordre5surF-l im£:(f) .

c) Posons θ = lim θξ,θeC3 et quelque soit φ (a condition que ψ + λφ soit

telle que

inf
Fet pour V7 Ύ]a7]a

λ parcourant un voisinage de zero):

C(Apθ)(ΔpA'ψ)dV = 0 ,

Δr etant le laplacien pour la metrique g'λμ = gλp + dλμφ sur V — lim E(ξ).

Si Δ2vθ n'entait pas identiquement nul, on pourrait mettre en evidence une

function γ, veriίiant I γM(φ)dV = 0, nulle dans un voisinage de E = UmE(ξ)
J £-0
V

et telle que:

CγΔ2pθdV Φ 0 .
V

Considerons la solution φj de Γequation Δ'jφj = γ + μj (μj etant une constante
nulle pour / suffisamment grand / > 7, car γ est nulle sur un voisinage de E).

Montrous que I \φj\ dV est uniformement borne. C > 0 etant une constante:

< c <s/ΔvφήVυψήdV\ <
V

/ 3mc

car || J^Hi < 2m et a2 < M{ψ3) < b2. DΌύ
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\φj\ dV < mC— sup \γ + μj\ < Cte .

En appliquant la formule de Green, considerant Γequation Δ)φά — γ + μό

a Γinterieur d'une boule Bό{p), munie de coordonnees normales geodesiques
polaires, p suffisamment petit pour que Bj(p) existe, on montre que φj verifie
une equation du type:

Bj(p) j

rj(P, Q) etant la distance de P a Q au sens de la metrique gλp + dλpψj, i(r3) e C°°
est egale a 1 au voisinage de rά = 0, decroit et s'annule pour rό > p, s2m_1 est
l'aire de 52TO_!(1).

Pour Po 6 V — E, soit ε(P0) le plus grand des nombres telle que: distance de
Po a E au sens de (g,)^ > ε(P0), pour y/. II existe p < ε(PQ)/(m + 1) tel que
pour VPεV — E avec ε(P) > ε(P0) les boules BjP[(m + 1)^] existent pour V/\
Pour VP avec ε(P) > ε(P0), il existe alors deux constantes A et B telles que

Iterons m fois cette inegalite, on trouve \ψj(P)\ < E Γ | 0 / β ) | dK(β) + F, E

et F etant des constantes. Comme I \ψj\ dV < Cte, φj(P) est uniformement

V

borne pour tout P e V tel que ε(P) soit superieur a un nombre positif fixe a
Γavance.

En derivant la formule de Green, et en procedant de la meme maniere, on
montre qu'une sous-suite {ψό} converge uniformement ainsi que les derivees
premieres et secondes vers une fonction φ sur tout compact inclu dans V — E.
φ = lim φj verifie Γequation Δ'φ — γ. Pour / > /, φά est une fonction harmo-

nique pour la metrique gjλμ dans un voisinage de E, \ψj\ n'atteint pas un vrai
maximum en dehors du support de γ qui est inclu dans un compact exterieur
a E. Par suite les functions ψj sont uniformement bornees sur V et φ est borne.

d) Supposons qu'on puisse mettre en evidence une fonction γ avec les

proprietesprecedemmentdefiniesίenparticulier I γΔ2pθdV Φ 0), de telle sorte
V v '

que les fonctions φj solutions des equations Δ'jφj = γ + μj9 aient des derivees
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secondes uniformement bornees (les derivees secondes de φά etant calculees
dans un repere de coordonnees normales pour la metrique gjXfi). Alors ψ =
lim φj aurait des derivees secondes bornees pour la metrique gλp + dλμφ. C'est

dire qu'il existerait une constante k telle que pour Vz, V\φ\{\ + V\ψ) < k sur
V — E. Par consequent la fonction ψ + λψ pour λ < ί/k serait telle que pour
V?,

3^(9 + λψ)ηληη(ηaηj > - 1 sur F .

On aurait ainsi mis en evidence une contradiction, puis qu'on aurait

Ϊ et ^Δ^ΘΔ^Δ'φdV = 0 .

Cela entrainerait que Δ2pθ est identiquement mil, que θ est constant, que la
borne inferieure est nul: lim μ(ξ) = 0. Quelque soit ε > 0, il existerait une

fonction F C°° admissible, verifiant

ce qui entraίne

K etant une constante.
En prenant p suffisamment grand, on pourrait mettre en evidence une suite

de fonctions Fn C°° admissibles, telle que {Log M(Fn)} converge uniformement
vers /, ainsi que les derivees jusqu'a Γordre r (r quelconque mais fini). En con-
clusion, la conjecture de Calabi "Sur une variete kahlerienne compacte, toute
1 — 1 forme de la lere classe de Chern est forme de Ricci pour une certaine
metrique kahlerienne" est vraie, nous Γavous montre, moyennant Γhypothese
de courbure mentionnee au paragraphe 9.

Mais dans le cas general, Γetude de Γintegrale I(φ), nous incite a faire la
conjecture plus faible: toute 1 — 1 forme de la lere classe Chern peut-etre
approchee aussi pres qu'on veut par une forme de Ricci.
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