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This study is a follow-up to two recent works: [La Breteche
et Tenenbaum 05] and [Martin et Tenenbaum 10]. The for-
mer provides a friable (i.e., with respect to integers free of large
prime factors) extension of the classical Turdn-Kubilius inequal-
ity, while the latter furnishes a theoretical method for sharp eval-
uation of the involved constants. Here, we complement these in-
vestigations with a numerical study of the friable Turan—Kubilius
constants, thereby supplying an effective, quantitative measure
of the discrepancy between probabilistic number theory and its
probabilistic model.

Cette étude fait suite a deux travaux récents : [La Breteche et
Tenenbaum 05] et [Martin et Tenenbaum 10]. Le premier four-
nit une extension friable (i.e., relative aux entiers sans grand
facteur premier) de I'inégalité classique de Turan—Kubilius, tan-
dis que le second propose une méthode théorique pour déter-
miner les constantes optimales impliquées. Ici, nous complé-
tons ces recherches par une étude numérique des constantes
friables de Turan—Kubilius, fournissant ainsi une mesure effective
et quantitative de la discrépance entre la théorie probabiliste des
nombres et son modele probabiliste.

1. INTRODUCTION

Un entier naturel n > 1 est dit y-friable si son plus grand
facteur premier P(n) — avec la convention P(1) = 1
— n’excede pas y. La théorie des entiers friables prend
graduellement une place prépondérante dans les diverses
branches actuelles de la théorie analytique des nombres.
Dans cette perspective, une étude de la généralisation
friable de I'inégalité de Turan—Kubilius, qui constitue un
outil classique et essentiel de la théorie analytique et pro-
babiliste des nombres, est susceptible de nombreuses ap-
plications. Ce probleme a été abordé dans la bibliogra-
phie, notamment dans [Alladi 82, Xuan 93a, Xuan 93b,

La Breteche et Tenenbaum 05].
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Conformément a 'usage, nous désignons par S(z,y)
I’ensemble des entiers y-friables n’excédant pas x et par
U(z,y) son cardinal. Notons a = «(z,y) 'unique solu-
tion de I’équation transcendante

logp
> e

PLY

= log z,

qui correspond au point-selle de lintégrale de Per-
ron inverse pour U(z,y) — cf. [Hildebrand et Tenen-
baum 86]. Dans [La Breteche et Tenenbaum 05] les au-
teurs modélisent la répartition d’une fonction additive®
restreinte & S(x,y) en introduisant la variable aléatoire

Z¢,z,y abstraite
2.5

PLY

Lfzy =

ou les §, sont des variables aléatoires géométriques
indépendantes de lois
y 1 1

P& = f(p")) = e (1 - F) (v=0). (1-1)
Nous convenons ici que, si plusieurs valeurs f(p”) (en
nombre éventuellement infini) sont égales, la probabilité
correspondante est obtenue en sommant les probabilités
apparaissant au second membre. De la démonstration du
corollaire 5.1 de [La Breteche et Tenenbaum 05], on peut
facilement déduire que pour toute constante ¢ > 0, la
majoration

LS () — E(Zpa)

U(z,y) nesog)
< V(Zf,ny)

Vf(xvy) =

est valable uniformément pour toute fonction additive
complexe f lorsque clogz < y < x . Pour z = y, on
retrouve l'inégalité de Turdn—Kubilius dans sa version
classique.

Notons A ’ensemble des fonctions additives a valeurs
complexes. Le calcul de la constante optimale

Vi(z,y)
C(z,y):= sup ———"%
rea, f20 V(Ztay)

et la détermination de son comportement asymptotique
sont des questions naturelles issues de la modélisation
décrite plus haut : on obtient ainsi une mesure quantita-
tive de I’écart entre la théorie analytique des nombres et
son paradigme probabiliste. Dans cette perspective, les

LRappelons qu’une fonction arithmétique f : N* — C est dite
additive si 'on a f(mn) = f(m) 4+ f(n) pour tous entiers m et n
premiers entre eux.

auteurs de [La Breteche et Tenenbaum 05] obtiennent la
relation
log
(5
Y

Par ailleurs, ils déduisent des résultats de [Hildebrand 83]
que l'on a

Clz,y) =1+ o(1) logy _, 0) . (12)

log x

limsup C(z,z) = 2.
r—00

Le seuil supérieur de l'indépendance asymptotique ex-
primée par la relation (1-2) est en accord exact avec
le modele probabiliste de Kubilius — voir notamment
[Kubilius 62, Kubilius 64, Elliott 79, Elliott 80, Tenen-
baum 99].

Plus généralement, le comportement asymptotique de
C(z,vy), lorsque le parametre

u:= (logx)/logy

est fixé, a été récemment élucidé par les deux derniers
auteurs [Martin et Tenenbaum 10]. Nous restituons a
présent succinctement les notations et le résultat prin-
cipal de ce travail.

La fonction ¢ de Dickman, qui permet de fournir
une approximation réguliere de la fréquence ¥(z,y)/x
(voir par exemple [Hildebrand 86] pour une formule avec
reste), est définie comme 1'unique solution de I’équation
différentielle aux différences

vo'(W)+o(v—1)=0 (v>1),
satisfaisant la condition initiale p(v) =1 (0 < v < 1).
Conformément & 'usage, nous notons £ = £(v) 'unique
solution réelle non nulle de I’équation

14+ v¢ =eb

lorsque v # 1 et posons (1) = 0. Considérant la mesure
positive m,, définie sur [0; 1] par

dt
dmu(t) = g (U)T,
nous introduisons l'espace H, = L?([0,1],m,) muni du
produit scalaire et de la norme canoniques, notés respec-
) et ||-|| en omettant la dépendance en u, et
lopérateur auto-adjoint 7T, défini sur H, par

tivement (-,

Tuo(t) := h(u,t)p /Kst s) dmy(s)

(t €10;1))
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et

Ku(s,t) := h(u, 8)+h(u,t)—h(u,s+t)—1 (s,t € [0;1]%).

Désignant par \(u) la plus grande valeur spectrale de
lopérateur Ty, soit

AMu) = sup (Tup, ¥),
llell=1
les auteurs de [Martin et Tenenbaum 10] établissent la
formule

C(u) := limsup C(z, /%)

xr—00

= max{2h(u,u), \(u)} (u>=1).

Ainsi que mentionné au paragraphe 13.2 de [Martin et
Tenenbaum 10], on a aussi

A(u) =limsup sup 7Vf(y Y) (

u>1),
y—oo fehof£0 V(Zfymy) -

ou A désigne la classe des fonctions arithmétiques for-
tement additives.

Nous nous proposons dans ce travail d’aborder 1’étude
numérique de C(u), qui peut étre considérée, au vu de
(1-2), comme une mesure quantitative de la vitesse avec
laquelle I'espace probabilisé S(z,y) muni de la mesure
uniforme s’approche d’un modele ou la divisibilité par
des nombres premiers distincts satisfait une condition
d’indépendance.

La proposition 2.3 de [Martin et Tenenbaum 10] four-
nit un développement asymptotique de C(u). Cepen-
dant, alors que 'étude de la quantité h(u,u) ne pose
guere de difficulté tant d’un point de vue théorique que
numérique, il en va tout autrement pour A\(u). Le présent
travail a pour objet essentiel de développer une méthode
spécifique pour estimer numériquement A(u), et donc
C(u), en un point arbitraire u > 1. Ce probleme d’appa-
rence standard présente certaines difficultés :

(i) la mesure m, n’est pas finie sur [0;1];

(ii) dans 1'état actuel de nos connaissances, rien
n’'indique que A(u) est une valeur propre de
Popérateur Ty, ;

(iii) la fonction K, est discontinue sur l’ensemble
{(s,t) € [0;1]%, s +t = u} — réduit & Pensemble
vide des que u > 2.

Au paragraphe 3, nous mettons en ceuvre une méthode
classique qui consiste & construire un opérateur 6, x ap-
prochant T, avec controle effectif de la vitesse de conver-
gence.

Le paragraphe 4 est dévolu a la déduction d’une ap-
proximation théorique de A(u) par la plus grande va-
leur spectrale Ay (u) de 6, n, avec erreur < (log N)/N
lorsque u > 2.2

Au paragraphe 5, nous montrons que Ay (u) peut étre
exprimée en fonction de la plus grande valeur propre
d’un opérateur de dimension finie. Cette valeur propre
est approchable numériquement par la méthode de la
puissance, dont nous rappelons les fondements et certains
aspects algorithmiques au paragraphe 7.

Deux desseins annexes ont motivé ce travail. Le pre-
mier consiste a tester la conjecture naturelle, énoncée
dans [Martin et Tenenbaum 10], selon laquelle la fonc-
tion u — A(u) est décroissante sur [1; +o00[. Nos résultats
expérimentaux semblent mettre en évidence au moins un
point de croissance, mais la précision théorique de nos
calculs reste encore insuffisante pour conclure formelle-
ment. Le second enjeu consiste & déterminer si u +— A(u)
differe ou non d’une fonction voisine u +— A#(u) intro-
duite dans [Martin et Tenenbaum 10] et liée & une va-
riante C7 (u) de la fonction C'(u). Nous rappelons au pa-
ragraphe 6 les définitions précises de O (u) et A7 (u) et
décrivons les implications d’une telle comparaison. Nous
fournissons au paragraphe 7 une valeur particuliere de
u assortie d’estimations numériques suggérant fortement
que ces deux fonctions sont bien distinctes.

Nous donnons au paragraphe 7.6 des tables de valeurs
et des courbes représentatives expérimentales des fonc-
tions u — A(u), u — A\ (u), u— Cu) et u— C#(u).

2. ESTIMATIONS AUXILIAIRES

Ici et dans la suite, nous posons

(v=0,v#£1),

et nous prolongeons r et ses dérivées par continuité a
droite sur R en posant r(1) = 1 et 7(v) = 0 (v < 0).
Hildebrand a établi dans [Hildebrand 86] que la fonction
r est croissante. Nous rappelons également I’encadrement

r(u—1) <&(u) < r(u) (u>=1) (2-1)

établi au Lemme 2 de [Evertse et al. 03].

2Le résultat est moins précis lorsque 1 < u < 2, mais nous
donnons un argument en faveur d’'un terme d’erreur similaire.
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Le lemme suivant regroupe quelques estimations ef-
fectives concernant les fonctions h(u,-) et K,. Les
constantes sont exprimées en fonction des quantités

hi(u) == tren[guf] h(u,t)
et
0;(u) == max{r(u) — &(u),&(u) —r(u—j)}
(u >1,5= 1,2),
dont des estimations effectives sont données au

Lemme 2.2 infra. De plus, nous posons

{(s,1) € 051,
(U) =={(7 t) € [0;1)?

=& (u) UET (u) pour tout u > 1.

s+t < u},
,S+t>ul,

de sorte que [0; 1]

Lemme 2.1. Soit u > 1.
(i) Posant A1 (u) := hi(u)d1(u), on a

[h(u,t) — h(u, )] < Ay ()|t —t'| (¢, € [0;1]).

(2-2)

(ii) Posant Az(u) := hy(u){d1(u)+max(1,d2(u))}, on a

|[Ku(s, )] < A2(u){lg,oof(s +t —u) + min(s,t)}

(s,t €[0;1]). (2-3)

(i) Posons As(u) = 2h1(u){d1(u) + d2(u)}. Si
(s,1), (s, ') € ET(u) ou (s,t),(s',t') € E (u), on a

|Ku(s,t) — Ku(s',t')] < Az(u) max(|s — &', [t — t']).
(2-4)
(iv) Pour u > 2, la fonction K, est continue sur [0;1]%.
De plus, on a

avec

Ag(u) = Ry (u) max {52(u)2, max ' (u — t)} .

t€[0;2]

Preuve. La fonction ¢ +— h(u,t) est dérivable sur [0;u],
sauf éventuellement en t = u—1 ot elle admet une dérivée
a gauche et a droite, et nous avons

Oh(u,t)
pramie {r(u—t)

—&(u)th(u,t) (0 <t <u, t#u-1).

(2-6)

En vertu de la croissance de la fonction r, nous obtenons
bien (i).
Pour établir (ii), nous observons que (2-2) implique
[Ku(s,t)| < |h(u, s +t) — h(u, )] + |h(u,t) — 1]
< hy(u){da(u) + o1 (u)}t (s +t < u),

d’ot1 nous déduisons, grace a la symétrie de K,

| Ky (s,t)] < h(w){d2(u) + 01(w)} min(s,t) (s+t < ).
(2-7)

Par ailleurs,

[Ku(s,t)] < ha(u) + [h(u,t) = 1] < h

(s+1t>u).

({1 +01(u)}
(2-8)

L’assertion (ii) découle bien de (2-7) et (2-8).

En tenant compte du fait h(u,s +¢) = 0 des que
s+t > u, nous déduisons immédiatement de (2-6) que
2hy(u)d1(u) et 2hy (w){d1(u) 4+ d2(u)} sont des constantes
de Lipschitz admissibles pour K,, respectivement sur
ET(u) et sur £ (u). Cela fournit bien (iii).

Convenant que h’” désigne la dérivée seconde de
(u,t) — h(u,t) par rapport a t, nous avons

0" )] = | ({ru =) = €@ = 7" (u = 1) hu,)|
< Ag(u)  (t€]0;2]).

En reportant cette estimation dans la formule

//h"uv+w dv dw,

nous obtenons bien (iv) O

L’énoncé suivant regroupe des majorations effectives,
élémentaires et non optimales, des constantes A;(u).

Lemme 2.2. On a

o) < (62 + €@} < 2,

) _ 223

(u) < 2{£(2) +£(3)}e® < = =
Ax(u) < max {5(3)2, 2 log5} £ < §e5(2) log5 < 11_501

Preuve. La fonction ¢'(t) = 1/f01 se®¢(M) ds  étant
décroissante sur [1; 0o[, nous avons

E(t+1) —&(t) <&(to+1) —&(to)  (t = to).
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Compte tenu de 'encadrement (2-1), nous obtenons

r(t) =&(t) < E(E+1)—&(1) <€(2)—€(1) = £(2)

De méme, comme r(t) =0 (t < 1) et £ est croissante sur
[1; 0], nous avons

(t=1).

§(t)—r(t=1) <&(2),  &O)-r(t-2) <£B) (E=1).
En particulier,
6i(u) <€G+1) (w21lj7=12), (29
ha(u) < €0 <€) (4> 1), (2-10)
Majorons & présent r’. L’inégalité
r(t) < 2log(t+2) (t>1) (2-11)

a été établie dans [Fouvry et Tenenbaum 96]. Un calcul
de routine permet d’établir que {(t) > 2 —2/t (t > 1). Il
suit

1 1-1/t 2

)=+ T Em =D S 1

T+ 1(e() = 1) (t=1).

Par conséquent,

Et+1)

En insérant les majorations (2—
tité

=) << (t=1). (2-12)

— N

1) et (2-12) dans l'iden-

V(1) = (1) {r<t> (1) - 3} (t>1),

t

nous obtenons

o) < 2ot + {0+ 1) 0+ €0 50~ 1)~ 1

1 2 8
< 210g(t+2){¥+?} < glogS (t = 3).

1

Par ailleurs, des estimations numériques pour £(3) et r(3)

fournissent
/ 1 8
() <r3)€B) — 5 <glgs (2<t<3).
Comme
1 —o(t) logt

max 7’ (t) = max

1<t<2 1<t<2 t20(1)? - 12?52 t2(1 — logt)?

< %105;5,

nous obtenons finalement,

r'(t) < 210g5 (t € R). (2-13)

En insérant les majorations (2-9), (2-10) et (2-13) dans
les expressions des constantes A;(u), nous obtenons bien
les inégalités annoncées. O
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3.  APPROXIMATION UNIVERSELLE DE \(u)

Soit N € N*. Pour 1 < j
[( —1)/N;j/N] et notons

< N, nous posons [; :=

i i=my(l;) (1 <j<N). (3-1)

Notre méthode consiste a approcher 'opérateur T, en ap-
prochant les fonctions t — h(u,t) et (s,t) — K,(s,t) par
des fonctions en escaliers. Considérant une suite {t; }5\7:1
de nombres réels tels que t; € I; (1 < j < N), nous
posons a cette fin

hj = hj(u) = h(u,t;),
kij = kij (u) = Ku(ti,tj)

Dans la suite, nous imposons t; = 0, de sorte que ki; =

(3-2)
(I<j<N).

k;j1 = 0. Nous introduisons alors I'opérateur auto-adjoint
In = Uy, N défini sur H, par

Ing(t) =Y hilly, (t)e(t)

1SN

Z kl]]lfj / ( )dmu(s)

1<t,j<N
(p € Hy,t €[0;1]),

de sorte que

(Ine, )
K;N" / YD) dm (1)
1<§<N ki //szj O(t) dmy(s) dmy (1).

Soit An(u) la plus grande valeur spectrale de ¥y ;
désignant par S, la boule unité du sous-espace de H,
constitué des fonctions a valeurs réelles, on a donc

AN (u) := sup (Inep, ).
PESy

Nous introduisons également la forme bilinéaire B, v
définie par

Nous obtenons le résultat d’approximation suivant.

Proposition 3.1. Pour u > 1, N > 1, nous avons

sup By, n(p,9)] (3-4)
P, YEH,
leli=llwl=1
< {2245 (u) + o(1)}e —— (V=)
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ot la quantité entre accolades peut étre remplacée par 58
des que N > 1000.

Corollaire 3.2. Soitu>1. On a

log N
A (1) — Au)] < 585,/ % (N >1000). (3-5)

Preuve de la Proposition 3.1. Soient p,v € H, tel que
lloll = 1v]| = 1. Notant D, la droite d’équation s+t = u,
nous introduisons Fy := {(i,j) € N>: 1 <i,5 < N} et
FVi={(G,j)eFx:i=1louj=1},
F = {,j) e ]-"N L x ;N D, # o)\ FY,

f(3) =Fn\ ( _7:(2))
de sorte qu’en posant
Poi= |J LixI (¢=123),

(i) eFY

la réunion P; U Py U P3 constitue une partition du carré
[0;1]2. Cela implique I'inégalité

Bux(,9)] < RIN) + S1(N) + Sa(N) + Ss(N) (3-6)
avec
1
R(N) = / s p(t(t) dma (1)
0
by [ oyt dma ()],
ogjzgzv /IJ' ’
Sq(N) = —kij}
(Z,jzj:((” //I xI;

X @(8)(t) dmu(s) dm. (t)

(¢=1,2,3).

D’apres (2-2) et l'inégalité de Cauchy—Schwarz ap-
pliquée successivement dans H,, puis ¢?(C), nous obte-
nons tout d’abord

<Y /|hut By o(t)o(t) dim (1)

1<]<N

< Al
N
De méme, nous déduisons de (2—
Cauchy—Schwarz que

1 ,1/N
/ / K5, £)ip(s)(8)] iy (5) dima (1)

/1/N/ e(s)

dm,(s) dmy,(t)

1N ds

0ot _ g ds

< Aa(u)e {(/ [log(1 — 5) )
1/N 1/2

—|—</O (%+|logs|>sds> }

1 V2+2log N
< &§(u) .
< As(u)e < N—1+ 5N >
Grace a la symétrie de K, il suit
1 1/N
Ny< [ 1K pe)u(o] dmas) dmalo
0 Jo

1/N p1
" / (5 £)p(5)(8)] iy (5) dimo (1)
0 0

3) et de I'inégalité de

(O {15451 (s, ¢) + min(s, )}

1/2

1 V24 2log N
<24 &(u) .
2(u)e 1 + 5N
(3-8)

Estimons ensuite Sa (N
fournit d’abord

S2(N) < 245(u) >

(4,5)€F

( / o (5)20(t)? i, (5) dmy (1)
I, %1

). L’inégalité de Cauchy—Schwarz

|o(8)1(8)] dm(s) dmu(?)
2y Y Iix1;

1/2

X /IiXIj dme, (s) dmy,(t)

/ dsdt
IiXIj St

1/2

g 2A2 (u)ef(“)
(i,5)eFY
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Or, désignant par |z] la partie entiére d’'un nombre réel
Z, nous avons

>[5

(i) EFY

2/N
[ s

/J/N /([NUJ—J‘+2)/N ds dt
1)/N J (| Nu]—j)/N st

ds dt

2<]<N 1
1
N—i— Z 10g<1+—)10g<1+ >
2K N—1
1
<yt > 1og(1+—> g(1+ )
2<<N-1
1 1 1 2+2log N
<l y 1 1, 2420l
N T (j— (N — ]) N N -1
(3-10)
et par suite,
3+ 2log N
So(N) < 24o(u)es® 212108 Y (3-11)

N -1

Enfin, pour chaque couple (i,5) € .7-'](\?), le pavé
I; x I; est inclus soit dans £ (u) soit dans €7 (u). Par
conséquent, d’apres (2-4),

s < A5 Y //,X,

()] dmy,(s) dmy,(t)

(1,])67:(3)
A
/ / ()] dmy,(s) dmy,(t)
1/N 1/N

A A W) Joo N

< M dima(s) < ?Me_og,
N 1/N N
(3*12)

Compte tenu de (3-6), (3-7), (3-8), (3-11), (3-12) et du
Lemme 2.2, nous obtenons bien la conclusion requise. [

4. AMELIORATION DU TERME D’ERREUR
Remarquons tout d’abord que la majoration (3-4) peut
étre significativement améliorée des que u > 2. En effet,
on a alors ]:z(v) = &, et donc S3(N) = 0. De plus, en
invoquant (2-5) au lieu de (2-3) dans la preuve de (3-8),
nous obtenons

Ay(u)es®™

S1(N) < N

(N >1).

Ainsi, en tenant compte des estimations respectivement
obtenues pour R(N) et S3(N) en (3-7) et (3-12), et en

)
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employant les majorations du Lemme 2.2, nous obtenons
I’estimation uniforme

log N
A (1) = Mu)| < {As(u) +o(1)} W22 (4-1)
(u>2, N — o),
ainsi que la borne effective
log N
v () — M) < 2665225 > 20 N > 1000).

La constante 26 est ici essentiellement indicative. En
pratique, comme aux paragraphes 7.4 et 7.5,
d’évaluations spécifiques de A(u) pour des valeurs fixées
de u et N, nous déterminons la constante plus soigneuse-
ment. En particulier, les supremums de fonctions comme
t — h(u,t) et t — r'(u —t) sur les intervalles appropriés
sont évalués explicitement.

lors

Par ailleurs, bien que l’estimation (4-1) implique
le facteur ef(*) = e.g., [Tenenbaum 08]
lemme 3.5.11 —, la constante ne tend pas vers l'infini
avec u. En effet, Asz(u) est un multiple borné de

u — cf,

01(u) + d2(u) < 1/u. (4-2)

Cette derniére majoration peut étre déduite de (2-12).
Comme nos expérimentations numériques privilégient les
petites valeurs de u, nous n’avons pas complémenté le
Lemme 2.2 par une majoration du type (4-2), dont la
constante implicite est de mauvaise qualité.

La convergence observée en pratique est également
quasi-linéaire lorsque 1 < u < 2. Le résultat suivant
décrit un cas ou nous sommes en mesure d’établir le
résultat théorique correspondant.

Proposition 4.1. Soit v > 1. Si k(u) :== Au) — hi(u) >0,
il existe une constante absolue effective W et un entier

No(u) = Ny, dépendant explicitement de u, tels que
Wedt log N
Au) — A <———— (N = Ny). 4—
) = ()] < 0. (43)

D’apres le lemme 13.1 de [Martin et Tenenbaum 10],
on a k(u) > 0 pour tout u > 1. Par ailleurs, A(1) = 2
et hy1(1) = 1. En vertu de la continuité de X et hq, ’hy-
pothese de la Proposition 4.1 est donc satisfaite dans un
voisinage de u = 1. Au-dela, nous ne disposons d’aucun
argument théorique en faveur de I'inégalité stricte. Tou-
tefois, pour u fixé, une estimation numérique préliminaire
de A\(u) effectuée, selon le Corollaire 3.2, avec une erreur
de Vordre de \/log N/N peut permettre de valider cette
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hypothese. I1 demeure que, lorsque 1 < u < 2, 'exploi-
tation pratique de la Proposition 4.1 est délicate lorsque
le facteur 1/ (u)? prend de grandes valeurs ; I'estimation
(4-3) n’améliore alors (3-5) que pour de grandes valeurs
de N, de nature a mettre en péril I'effectivité algorith-
mique de notre méthode.

Notre preuve de la Proposition 4.1 repose sur ’estima-
tion auxiliaire suivante, établie a la fin de ce paragraphe.

Lemme 4.2. ]| existe une constante absolue effective R
telle que, pour tousu > 1, a, 8 > 0, p € H, satisfaisant a

lo(t)| < a+ 8+/|1log(1 — )| pour presque tout t € [0;1],

on ait
log N
[Bun (9. ¢)] < R+ §)%e2) 28—

Preuve de la Proposition 4.1. Nous avons T, = T" +TK
oit T et TX sont les opérateurs auto-adjoints définis par

The(t) = h(u,t)p(t)

1
K = — $) Ky (s, My (s
TE (1) = /OsamK( £) dima(s)

(t €[0;1],¢ € Hy).

(4-5)

Il est établi dans [Martin et Tenenbaum 10] que K, €
L2([0;1]%,m,, ® my,). Cela implique classiquement que
I'opérateur TX est un opérateur de Hilbert-Schmidt et
donc, en particulier, compact. D’apres un théoreme de
Weyl (cf. [Riesz et Sz.-Nagy 55] par exemple), 'addition
d’un opérateur compact ne modifie pas le spectre essen-
tiel®> d'un opérateur borné. Les spectres essentiels de 77
et de T, sont donc identiques. Or, d’apres 'hypothese
faite sur T,

max o (T") = hi(u) < A(u)

= max o (T,).

Par conséquent A\(u) n’appartient ni au spectre essentiel
de T, ni au spectre essentiel de T},. Ainsi, A(u) est une
valeur propre de multiplicité finie de T;,. Soit alors un
vecteur propre normé ¢, de T, associé a A(u). D’apres la
majoration (2-3) et I'inégalité de Cauchy—Schwarz, nous

3Rappelons que le spectre essentiel d’un opérateur borné est
constitué des valeurs spectrales qui ne sont pas des valeurs propres
de multiplicité finie.

1
Ag(u) 1
<2 ol

+/Olmin(&t)ls@u(S)ldmu(s)}
< ‘:Z((u? {< 11t dmu(s)>1/2

+ </01 min(s, t)? dmu(8)>l/2}

w)ef®)/2
< % {\/|10g(1 — 1) +ty/|logt| + %}

2 Ay (u)es(W/2
ki (u)

<

< (t € [0:1)).

(4-6)
Le Lemme 4.2 nous permet donc de conclure que 'on a,
uniformément pour u > 1,

| log(1 — )]

M) = (In 0w, 0u)| = {Tupus Pu) = (INPu, Pu)]
e3¢ Jog N

k(u)2N (4-7)

Par ailleurs, considérons un vecteur normé ¢y € H, tel
que
INYN = AN (u)Yn,

dont l'existence peut étre établie comme au début du
paragraphe 5 infra. Désignant par 9% l'opérateur défini
sur H, par

W) = 30 by [ D (s t)elt) dmat)

1
1<i,j<N 0
(p € Hy,s €1]0;1)),

nous avons

T n(s)
AN (u) — ZlgjgN h;1, (s)

Un(s) = (s € [0;1]).

(4-8)

Le dénominateur s’écrit encore

Anv(u) = Y byl (s) = {An(u) = Mu)} + K(w)

ISVA
+Qhi(w) = Y kil (s)
INA

D’apres le Corollaire 3.2, il existe un entier No(u) = Ny
explicitement calculable tel que l'on ait | Ay (u) — A(u)] <
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k(u)/2 pour tout entier N > Ny. Comme, de plus,

ha(u) — 32 cjen hilr;(8) = 0 pour tout s € [0;1], il
vient

= > Wiln(s) = ge()  (49)

1<j<N

(u>=1, N = No(u), s € [0;1])
et donc
2{| (0K — TEVhn (s)| + | T K (s
o (3)] < {l(F )N ()| + [T ¥ (s)|}

k(u)
(N = Ny, s € [0;1]).

Le vecteur ¢y étant normé, un calcul similaire & (4-6)
fournit

TR ()] < 2A2(w)es /2 /Tlog(L = 5)| (s € [0;1]).

Par ailleurs,
(9N — TKWN( )

= L

— kig )N (t) dma(t)

SRIWAL

1<I<N LGN
Z 17, (s) {Vi(i, s) + Val(i,s) + V5(i,9)}

1<i<N

(s € [0;1])

ou l'on a posé

Vq(iys) == g
1N i
(i.1)EFY

{Ku(s,t) — ki }bn () dmy (1)

Nous avons d’abord

1/N
|V1(7’7‘9)| = Ku(&t)wl\f(t) dmu(t)

0

< / (s, ) (8)] dina (1)
< 245 (w)ef ™72 /log(1 — s)|.

Ensuite, nous observons que, pour chaque indice 7 fixé,
il existe au plus deux indices j tels que (7,7) € .7-'](\?). La
majoration (2-3) et 'inégalité de Cauchy—Schwarz per-
mettent donc d’écrire, pour i € [1, N], s € I,

Va(i,s) < 2As(u Z NS 4A2()Inax 1
2<j<N
(i,))eFY

[ 3
< 4A5(u)es /2 log .
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Finalement, nous avons dans les mémes conditions

- Ay (u)
‘/3(17 S) < N Z V
2<G<N
(i.5)eFy)

1/2
A1 (U) !
S VN </1/N dmu(t))

log N
< Al(u)eﬂ“)/%/%.

Nous obtenons donc
|0K — TX Y (s)] < 572 (1+\/|log 1—9) )

Par application du Lemme 4.2 compte tenu de (4-8) et
(4-9), il s’ensuit que

e3¢ Jog N

(Tuyn, o) — (OINYN, YN)| < )N

(u>1, N > Ny).

Nous sommes a présent en mesure de conclure. En
effet, pour N > Ny, nous avons

M) = (Tupus Pu)
= (INOus Pu) + (Tutpu, Pu) —

e3¢ Jog N
<A — N )
v +0 Sy

alors que

Au) = (Tun, ¥N)

e3¢ log N
= An(u)+ 0O <7n(u)2N >

(INUN, UN)
O

Preuve du Lemme 4.2. Par bilinéarité, il suffit de mon-
trer que, si ¢ désigne la fonction constante égale a 1,
et @9 la fonction définie presque partout sur [0;1] par
pa(t) =
pour u =

|log(1 — t)|, alors nous avons uniformément
LN >2, (pg) €{1,2}%

log N
|B“>N(@Pa ‘pq)| < eQé(u)gT.

Pour établir cette inégalité, il suffit de préciser convena-
blement, pour ¢ := 1, ¥ := ¢4 les majorations S1(NN) et
S2(N) obtenues au cours de la preuve de la Proposition
3.1; celles de R(N) et S5(N) sont en effet de ordre de
grandeur requis puisque max{A; (u), Az(u)} < 1.
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Considérons d’abord le cas p = ¢ = 1. Nous avons
alors

1/N 1
Sl(N)gz/O /O|Ku(s,t)|dmu(s)dmu(t)

1/N /1
< 2e25(“)A2(u)/ / (Lsy¢=1(s,t) + min(s, t))
0 0

dsdt
st
UN(log(1 —t
oo [0 )
0
1 2+log N
<2 26(u) g
A )\ F T N [
tandis que
Sa2(N) < 2e*M Ay () > / / dmey(s) dme(t)
ijeF® i1
1 2logN +2
< Sw) ) - 27767 T 2
2As(u)e {N-i- N1 },

ou la derniere inégalité provient de (3-10).
Traitons ensuite le cas p = ¢ = 2. Posant

1
I::/0 \/|10g(1—t)|% €)1, o0f

nous avons, d’apres la majoration (2-3) et U'inégalité de
Cauchy—Schwarz,

| 1. o ToaT =115
1 dt s
<t { [ Vad-olf + [ Vst ol

vs [ Voo

1
< Ax(u) \/1f8/1 [log(1 — 1)]dt + s|log(1 — s)

+ Is

1+ |log s| 52
<A \/ I <.
g(u){s s +1—s+ s (0<s<3)

Il suit, pour N > 2,

| log(1 — s)|
0
141
NP BYRRAL. S RS )
1-s 1-s
2(u) 1/N
<2142(u)e / /1—|—|10gs|+ 51l gs
\/N—]_ 0 1_5 1_5
. 2 Ay (u)e?¢ ™) 2+ 1log N L 1 . I
S VN-1 N(N—-1) 2N(N-1) N

. 2 Ay (u)e (W 2+log N n I
S N-1 N VN-1[

1/N
< 245 (u)e* ™ /

Nous avons également
S2(N) < 26%0) Ay (u) {Q1 + Q2 + Qs}

avec

! 2/N dsdt
Qi = / / pa(s)a(t) L
1-1/NJ1/N st

dsdt
e I ) A
] I; x1I; st
2<i<(N+1)/2 ix I
(i.)er{
dsdt
Q3= > »/»/Iixlj p2(s)p2(t) ——.

(N+1)/2<i<N—1
(i,))eFS

Nous observons d’abord que

! 2N dsdt
Q1 < /log M| log(1 = 2/N)|/
1-1/NJiyn St

< log 2y/2log N
S (N-1)yN=-2'

En employant la croissance de @2 sur [0;1 — 1/N], nous
obtenons ensuite

Q< VigN )

2<i<(N+1)/2
pa(s)— —
(i—1)/N 5 J(Nu|—it2)/N t
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g N\/ IOgN Z
N — ,
2<i<(N4+1)/2

i/N ds [(Nul=i)/N
/ pa(s)— dt
(i—1)/N S J(|Nu)—i+2)/N

_ 2VIogN /i/N ds
(

B Y2
N =3 2<i<(N+1)/2 Y ((=1D/N 5

P 2I/log N
S N-3

Un calcul similaire montre que

Q3 g ! logNa
N -3

de sorte que

Viog N
(N-1)VN -2

512(N) < 262§(u)A2(u){ 3[\/10gN} .

N -3

Comme Aj(u) < 1, nous obtenons bien la conclusion
souhaitée.

La majoration | B, n(¢1,2)| < (") (log N)/N peut
étre établie par des calculs similaires dont nous omettons
les détails. O

5. CALCUL NUMERIQUE DE A (u)

Le calcul numérique de la quantité Ay (u), telle qu’elle
est définie, n’est pas direct. Nous l'exprimons a l’aide
de la plus grande valeur propre d’un opérateur de RV
convenablement choisi.

Rappelons la définition des suites {p;}oci<n et
{hj}1<j<n en (3-1) et (3-2). Etant donnée une fonction
@ € Sy, nous posons

7= [ el dmit) (1<i<N)

w:zwmmm>@@<m,

j
de sorte que, d’apres l'inégalité de Cauchy—Schwarz,

yi <pyzi  (2<j<N).
Ainsi

Z hjx?— Z kijyiy;

1N 2<i,j<N

An (u) = sup

ou le supremum est pris sous la contrainte

Yo oai=1 yi<wey 2<j<N).
1<GEN

(5-1)

Posant

Hy(u) = max |hy|.

nous observons que

En effet, si ¢ est défini par hq = Hy (), le choix 2 := 6;4,
y; =0 (1 < j < N) fournit bien l'inégalité (5-2).

(5-2)

Lemme 5.1. Soientu > 1, N > 1, et Ay (u) la plus grande
valeur propre de opérateur L, n de RY associé a la
forme quadratique Q. N définie par

Qu,N(zl7---;ZN): Z hjzjz»— Z kij./,ui,ujzizj
1<GEN 2<i,j<N
Alors on a

AN (u) = max(Hy (u), Ay (w)). (5-3)

Preuve. Soient {x;}3; et {y;}}, deux suites finies
vérifiant les conditions (5-1). Nous avons

Z hjx?— Z kijyiy;

ISySN 2<4,j<N
<Hy(w) > a7+ Y (hj— Hy(u)a]
1<GEN 1<GEN
- Z kijyiy;
2<i,J<N
<Hy@) + Y {hj—Hy(u)}a? — > kiyiy;
I<ySN 2<i,j <N
2
<Hy(w)+ Y {hy— Hy(u)}z;
1<GEN
— > ki iz,
2<i,J<N
oll nous avons posé
2=, 2 =Y/ (2<j<N),

de sorte que d’apres (5-1),

Désignons par [|-|| la norme euclidienne de RY et posons
z:= {2}, T suit

max

Ay (u) < Hy(u) +
~(w) < Hy(u) + max

> (hj— Hy(w)z]

1<GEN

- Z kij Vi 225

2<u,J<N
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Le dernier maximum est positif ou nul d’apres (5-2). S’il
est nul, on a Ay(u) < Hy(u) et donc Ay (u) = Hy(u)
en vertu de (5-2). S’il est strictement positif, il est

nécessairement atteint sur la sphere unité ||z|| = 1. On a
alors
An(u) < Hy(u) + max ¢ Y (h; — Hy(u))z;

I=1=1 | 52

Y kipyHagEz

2<i,j <N

avec

Y ki ziz

llzl=1 1<G<N 2<i,j <N
(5-4)
Or, si z = {z;})L; € RN vérifie [|z]| = 1 et réalise le
maximum de (5— ) le choix
o=z (1<j<N), yi=aiy; (2<j<N),

fournit A% (u) < An(u), et finalement Ay (u) = An(u).

6. LA VARIANCE EMPIRIQUE

Dans [Martin et Tenenbaum 10], les deux derniers au-
teurs s’intéressent également a la quantité

Vf# (xv y)
2

) > fm)l

1 1
= fn) = ——~
U(z,y) neSZ(x,y) U(z,y e

qui représente la variance de f en tant que variable
aléatoire définie sur I’ensemble S(z,y) muni de la loi uni-
forme.

Alors que la quantité Vy(z,y), qui compare, en
moyenne quadratique, f a une quantité aisément calcu-
lable, est d’une utilité pratique évidente et conduit effec-
tivement & de nombreuses applications (voir par exemple
[La Breteche et Tenenbaum 05]), la variance empirique
Vf# (z,y) est d’intérét essentiellement théorique.

Introduisant 'opérateur 7.7 défini sur H, par

T#o(t) = / K#(s,t)(s) dma(s)

(t €1]0;1))

K#(s,t) := h(u, s)h(u,t) — h(u, s +t)
= Ku(s,t) = (h(u,s) = 1) (h(u,t) = 1)
(st € [0:1%),

Martin et Tenenbaum obtiennent
v/ (2,y)
C#(u) := lim sup sup —2———~
r—oo fEA V(Zf x y)
= max {2h(u, u), )\#(u)} ,
oit \# (u) désigne la plus grande valeur spectrale de 7).
De T'identité,
2

1
(Tupr o) = (T, 0) + / {h(u. ) — 1} o(s) dm(s)
(U 2 17 (p e Hu)a
on déduit I'inégalité A (u)

C#(u) < C(u)

< A(u) de sorte que
(u>=1).
=K f’& , IOUuS avons

= C(1).

Notons par ailleurs que, comme K1
(1) = A1), CF(1)

La quantité Vy(z,y) s’obtient en remplagant dans la
définition de Vf#(a:,y) lespérance empirique de f par
I'espérance de son modele Zy, ,. C’est l'origine de la
dénomination « variance semi-empirique » utilisée dans
[La Breteche et Tenenbaum 05] pour désigner Vy(z,y).

On a
Vi(z,y) - —E(Zf )

L’égalité

Vf#(xvy) = |Ef(x7 y)

C(u) = C#(u) (6-1)
lorsqu’elle a lieu, signifie donc que, pour les fonctions
maximisant la variance empirique, ’espérance du modele
est une bonne approximation de 'espérance empirique.
Ainsi qu’il est remarqué dans [Martin et Tenenbaum 10],
on a effectivement (6-1) dans un voisinage de u = 1,
pour lequel C(u) = C#(u) = 2h(u,u). Hors ce voisinage,
la question, qui a motivé en partie ce travail, est posée?
de I'égalité des quantités A (u) et A(u) : pour I'heure,
nous ne disposons en effet d’aucun argument théorique
permettant d’affirmer que A(u) # A#(u) pour au moins
une valeur de u > 1.

Il est aisé de constater que le noyau K7 satisfait aux
majorations (2-3), (2-4) et (2-5) avec des constantes A;
légerement différentes. Notre méthode reste donc valable
pour approcher numériquement A\# (u).

4Voir le paragraphe 2.3 de [Martin et Tenenbaum 10] pour une
discussion plus détaillée.
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7. RESULTATS EXPERIMENTAUX

7.1 La méthode de la puissance

Les paragraphes 3 et 5 réduisent le calcul d’une valeur
approchée de A(u) & la détermination de la plus grande
valeur propre de l'opérateur L, y de RY introduit au
Lemme 5.1, que nous notons simplement Ly dans la
suite. Classiquement, ce calcul s’effectue au moyen de la
méthode de la puissance, que nous rappelons brievement.

On choisit un vecteur v = vy aléatoire dans RN 1 et
on forme la suite de vecteurs définie par

L vy,

Vi1 = (k 2 0)7

[ Lokl
pour une norme vectorielle fixée. Cette suite n’est bien
définie que si v ¢ UysoKer L% ; dans le cas contraire,
on réitere le processus en partant d’un nouveau vecteur
aléatoire v.

S’il existe une seule valeur propre A de plus grand
module pour Ly, la suite {v;};2, converge presque
stirement vers un vecteur propre de Ly associé a \; en
particulier, | Lyvg]||/||vg| tend presque stirement vers .
La convergence est linéaire, et 'on a

L vk
\' N IAI‘Nkloglu/Al,

ou p est une valeur propre de deuxieme plus grand mo-
dule. En pratique, le calcul est arrété des que la différence

Ly vkl

okl

LNkl
k41l

atteint une certaine limite ¢ fixée par avance. Le signe de
A peut étre déterminé en comparant Lyvy et |[A|v.

7.2 Considérations numériques

Du calcul numérique décrit plus haut, découle en toute ri-
gueur une borne inférieure sur le module de la plus grande
valeur propre, a savoir ||[Lyvg|2/||vkll2. Cette borne
peut étre rendue numériquement rigoureuse en utilisant
un calcul en arithmétique d’intervalles, qui maintient a
toutes les étapes élémentaires du calcul numérique un en-
cadrement du résultat exact. Cet encadrement est aussi
précis que le permettent le calcul en double précision et
la propagation des erreurs.

Si la méthode ne fournit a priori pas de borne
il est
extrémement peu probable que celle-ci differe significa-
tivement de la valeur obtenue. Une telle éventualité ne
peut se produire que si le vecteur v initial est tres proche

supérieure pour la plus grande valeur propre,
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d’un vecteur de l'orthogonal Ef\- du sous-espace E) as-
socié a la plus grande valeur propre. Cela suppose de sur-
croit que les erreurs numériques commises lors du calcul
de v, = L’fvv n’éloignent pas vy de Ef\- Cette situa-
tion est évidemment possible, mais porte en germe une
forte instabilité numérique. Sans disposer d’une preuve
rigoureuse que les valeurs approchées que nous avons cal-
culées pour Ay (u) et /\ﬁ(u) correspondent bien aux plus
grandes valeurs propres des opérateurs ¥y et 19]7%,, nous
pouvons donc considérer que les calculs effectués four-
nissent une solide évidence numérique.

7.3  Considérations algorithmiques

La méthode de la puissance requiert un grand nombre
d’évaluations de l'opérateur Ly ; il est donc crucial de
savoir optimiser ces opérations. Dans le cas présent, la
structure de la matrice associée a l'opérateur Ly peut
étre mise a profit pour effectuer ces évaluations de facon
particulierement efficace ; quand bien méme il s’agit d’'un
résultat classique d’algebre linéaire algorithmique, nous
rappelons le procédé a fins de complétude.

Proposition 7.1. Soit u > 1. Si v € RY, "évaluation de
Lyv peut s’effectuer en temps O(NlogN) et en espace
O(N).

Preuve. Soit My la matrice associée a 'opérateur Ly .
Posons

h := (h(u,t1), .
= (0,2, .-,
(1) ) 1))

et notons H la matrice (h(u,t; + t;))1<ij<n- De la for-
mule

) h(uv tN)) )
\//E)a

.-3

kij = h(u,ti)—l—h(u,tj)—h(u,tl-—l—tj)—1 (1 <14, < N),

découle la décomposition

My =diag(h)

+ diag(m) ((h — 1) "1+ 1 -"'h — H) diag(m).

En utilisant cette écriture, 1’évaluation du produit de
Mpy par un vecteur v donné se réduit donc a celle du
produit Hv et a des opérations de complexité linéaire :
produit scalaire de deux vecteurs, produit d’une matrice
diagonale par un vecteur, multiplication d’un vecteur par
une constante.

Plagons-nous dorénavant dans le cas t; = (i — 1)/N
(1 < i < N). La matrice H est alors de Hankel : son
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terme d’indices i,j ne dépend que de i + j. Classique-
ment, le produit d’'une telle matrice par un vecteur se
calcule avec complexité O(N log N) en utilisant la trans-
formée de Fourier rapide. Nous rappelons succinctement
la méthode.

Notons h la transformée de Fourier discréte du vecteur

(o (5) - (557))

et ¥ celle du vecteur (v1,0,...,0,vN5,UN_1,...,02) €
R*V — dont les coordonnées d’indices j € [2, N + 1]
sont donc choisies nulles. Dans la suite, nous posons

v;=0 (N <i<2N),

et étendons la suite {v; }22] en une suite définie sur N par
périodicité modulo 2N.

Avec la notation e,(z) := e?™*/1 (¢ € N*, x € R),
nous avons

~ ¢
he= Y h (ﬁ) ean (k0),
0<U<2N

U = E Van1—rean (KC)
0<l<2N

(0 <k <2N),

de sorte que

- Y Y

0<l<2N  0<i,j<2N
i+j=k (mod2N)

= > Y vih<2<%>>e2]\;(k€)

0<U<2N 1<i<2N
(0 <k <2N),

VaN+41—i P <%) ean (kL)

ou (z) désigne la partie fractionnaire du nombre réel x.
La transformée de inverse du vecteur

(ﬁkﬁk)oglKgN produit donc le vecteur

k+i—1
o))
1<i<N

0<k<2N

Fourier

dont les NV premieres coordonnées fournissent alors le pro-
duit Hv.

L’algorithme de transformée de Fourier rapide (FFT)
permettant le calcul des transformées de Fourier discretes
d’ordre 2N en complexité O(N log N), on constate que le
coiit global du produit matrice-vecteur est O(N log N),
comme annoncé.

En ce qui concerne la complexité en espace, il suffit
de noter que la matrice H, du fait de sa structure, peut

étre stockée dans un espace O(N), et que 'algorithme de
transformée de Fourier rapide a une complexité en espace
linéaire. O

7.4 Etude de la différence A — \#

Nous avons programmé deux versions de la méthode de
la puissance :

e La premiere est utilisée pour calculer une valeur ap-
prochée £ (u) (resp. Zﬁ(u)) de Ay (u) (resp. A (u)),
ainsi qu'un vecteur propre approché vy (u) (resp.
'vﬁ(u)) associé;

e La seconde est utilisée pour calculer un enca-
drement rigoureux de ||Lyvy(u)||/|[on(u)|| (resp.
ILZ % @)ll/ 0% (w))-

La premiere version repose sur la bibliotheque FFTW
qui installe la transformée de Fourier rapide, et per-
met d’utiliser des valeurs de N jusqu’a 22. Dans 'ap-
plication de la méthode de la puissance, le calcul est
interrompu quand deux valeurs consécutives de l'itéré
| Lyvkll2/||vke different d’au plus 10711 La seconde
repose sur la bibliotheque d’arithmétique d’intervalles
Boost [Bronnimann et al. 06], ainsi que sur les deux bi-
bliotheéques CRlibm® et MPFR [Fousse et al. 07]. Elle ef-
fectue une seule itération de la méthode de la puissance,
avec comme vecteur initial le résultat de I'exécution de
la premiere version.

Sous I'hypothese que les deux quantités calculées ap-
prochent effectivement la plus grande valeur propre des
opérateurs Yy et 19}%, avec une erreur n’excédant pas
1011, nous obtenons, pour u = 2,03, N = 131072, les
encadrements

1,1054506340898075933 < Ay (2,03)

< 1,1054506409667739231,
1,1018794563076095283 < )\ﬁ(Z,OB)

< 1,1018794630729715767.

Une forme effective de l'estimation (4-1) fournit de plus
I’inégalité

max (| Ay (2,03) = A(2,03)], [\ (2.08) — *(2,03)])
<1,2-1073

En combinant ces différents encadrements, nous pou-
vons conjecturer que

IN(2,03) — A\#(2,03)| > 1,1-1073.

Shttp://lipforge.ens-lyon.fr/projects/crlibm
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FIGURE 1. Courbe approchée de u — A(u) sur [1; 3,7].

Cette conjecture est vraie si, sur cet exemple, la
méthode de la puissance a fourni une approximation de
la plus grande valeur propre des deux opérateurs ¥y
et 19%. Il ne s’agit donc pas la d’un résultat rigoureux,
mais d’une évidence numérique qui nous semble suffisante
pour étayer I'hypothese que I'on a bien X\ # \#.

7.5 Etude de la décroissance de A

Les courbes représentatives présentées aux figures 1, 2
et 3 font apparaitre un phénomeéne surprenant : contrai-
rement a la conjecture naturelle en ce type de cir-
constance, la fonction uw +— A(u) semble ne pas étre
décroissante. Nous avons appliqué la méthode du para-
graphe précédent pour tester I’hypothese d'un artefact.
En supposant toujours que la méthode de la puissance
a bien produit une approximation de la plus grande va-
leur propre des opérateurs concernés & 10711 pres, nous

1.02

FIGURE 2. Courbes approchées de u — A(u) et u +—
A (u) sur [2; 3]
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FIGURE 3. Courbe approchée de u — An(u) — A% (u)
sur [1; 3,7].

obtenons les encadrements

1,04173002504414502491 < Ao19(3,18)
< 1.0417300308529369168

1,0434394767269152826 < Aa10(3,43)
< 1,0434394852511428287.

Une forme effective de lestimation (4-1) fournit

linégalité

max (JA(3,18) — X109 (3,18)], |A(3,43) — Aa10(3,43)|)
<6,1-107%,

d’on1, toujours sous notre hypothese de bon comporte-
ment de la méthode de la puissance, A(3,18) < 1,0423 <
1,0428 < A(3,43). Nous avons donc bien obtenu une
évidence numérique remettant en cause la décroissance
de .

7.6 Tables et représentations graphiques

Nous concluons ce travail avec quelques éléments gra-
phiques et numériques.

D’une part,
représentatives,

nous reproduisons les courbes

calculées par la premiere version

de notre programme, des fonctions
o u— A\(u) sur [1;3,7];
o u— \(u) et u— A\ (u) sur [2;3];
o u— \(u) — A\ (u) sur [1;3,7].
o u+— C(u) sur [1;3,7].

Les courbes représentatives de C' et C# sur inter-
valle [1;3,7] étant indiscernables & ’ceil nu, nous les ras-
semblons sur un méme graphique (Figure 4). D’autre
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u 1,0 11 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9
Au) 3/2 1,3350 | 1,2514 | 1,2038 | 1,1871 | 1,1859 | 1,1816 | 1,1733 | 1,1613 | 1,1443
u 2,0 21 2.2 2.3 2.4 25 2.6 2.7 2.8 2.9
A(w) | 1,1159 | 1,0891 | 1,0783 | 1,0744 | 1,0739 | 1,0745 | 1,0739 | 1,0706 | 1,0632 | 1,0516
u 3,0 31 3.2 3.3 34 35 3,6 3.7 3.8 3.9 4
A(u) | 1,0433 | 1,0420 | 1,0418 | 1,0426 | 1,0434 | 1,0430 | 1,0406 | 1,0360 | 1,0308 | 1,0302 | 1,0298
TABLE 1. Valeurs approchées pour A(u) (1 < u < 4).
u 1.0 T.1 1.2 1.3 14 15 1.6 1.7 18 1.9
C(u) | 2 | 1,7983 | 1,5990 | 1,4088 | 1,2321 | 1,1859 | 1,1816 | 1,1733 | 1,1613 | 1,1443
u 2.0 21 2.2 2.3 2.4 25 2.6 27 2.8 2.9
C(uw) | 1,1159 | 1,0891 | 1,0783 | 1,0744 | 1,0739 | 1,0745 | 1,0739 | 1,0706 | 1,0632 | 1,0516
u 3.0 3.1 3.2 3.3 34 35 3.6 37 3.8 3.9 1
C(u) | 1,0433 | 1,0420 | 1,0418 | 1,0426 | 1,0434 | 1,0430 | 1,0406 | 1,0360 | 1,0308 | 1,0302 | 1,0298
TABLE 2. Valeurs approchées pour C'(u) (1 < u < 4).
u ) 11 1.2 1.3 1.4 15 1.6 1.7 18 1.9
C# (u) 2 1,7983 | 1,5990 | 1,4088 | 1,2321 | 1,1850 | 1,1799 | 1,1707 | 1,1580 | 1,1403
u 2.0 2.1 2.2 2.3 2.4 25 2.6 2.7 2.3 2.9
C#(u) | 1,1117 | 1,0873 | 1,0781 | 1,0742 | 1,0728 | 1,0725 | 1,0712 | 1,0673 | 1,0597 | 1,0489
u 3.0 31 3.2 3.3 3.4 35 3.6 3.7 3.3 3.9 1
C#(u) | 1,0429 | 1,0420 | 1,0414 | 1,0414 | 1,0416 | 1,0408 | 1,0382 | 1,0337 | 1,0302 | 1,0302 | 1,0296

TABLE 3. Valeurs approchées pour C#(u) (1 < u < 4).

part, nous donnons des tables de valeurs approchées, avec
quatre chiffres significatifs et arrondies supérieurement,
pour A(u), C(u) et C# (u) lorsque u parcourt l'intervalle
[1;4] (tables 1, 2, et 3).

1 15 2 25 3 35

FIGURE 4. Courbe approchée de u — C(u) ou de u +—
C# (u) sur [1; 3,7].

Ces résultats numériques nous portent a conjecturer
I'existence d'un seuil vy tel que® :

Cu) = {i?i;t7u)

Nos calculs suggerent que
1,4272285 < vy < 1,427229.

Conformément aux conclusions de la discussion
développée au paragraphe 13.2 de [Martin et Tenen-
baum 10], le seuil vy correspondrait & 1'unique valeur de
u pour laquelle le rapport Vi (x,y)/V(Zs 4., ) atteindrait
son supremum asymptotique (z — oo, y = z/*)
simultanément sur ’ensemble des fonctions fortement
additives et sur l’ensemble des fonctions additives f

telles que f(p) = 0.

6Une conjecture similaire peut étre formulée pour C# (u).



Hanrot et al. : Constantes de Turan—Kubilius friables : une étude numérique 361

REMERCIEMENTS

Bruno Martin a été partiellement financé par 1’ Austrian
Science Foundation FWF, projet S9605, dans le cadre du
groupe de recherche autrichien “Analytic Combinatorics and
Probabilistic Number Theory.”

REFERENCES

[Alladi 82] K. Alladi. “The Turdn—Kubilius Inequality for In-
tegers without Large Prime Factors.” J. reine angew. Math.
335 (1982), 180-196.

[La Breteche et Tenenbaum 05] R. de la Breteche et G.
Tenenbaum. “Entiers friables: inégalité de Turan—Kubilius
et applications.” Invent. Math. 159 (2005), 531-588.

[Bronnimann et al. 06] H. Bronnimann, G. Melquiond, et S.
Pion. “The Design of the Boost Interval Arithmetic Li-
brary.” Theoret. Comput. Sci. 351 (2006), 111-118.

[Elliott 79] P. D. T. A. Elliott. Probabilistic Number Theory:
Mean Value Theorems, Grundlehren der Math. Wiss. 239.
New York: Springer, 1979.

[Elliott 80] P. D. T. A. Elliott. Probabilistic Number Theory:
Central Limit Theorems, Grundlehren der Math. Wiss. 240.
New York: Springer, 1980.

[Evertse et al. 03] J.-H. Evertse, P. Moree, C. L. Stewart, et
R. Tijdeman. “Multivariate Diophantine Equations with
Many Solutions.” Acta Arith. 107:2 (2003), 103-125.

[Fousse et al. 07] L. Fousse, G. Hanrot, V. Lefevre,
P. Pélissier, et P. Zimmermann. “MPFR: A Multiple-
Precision Binary Floating-Point Library with Correct
Rounding.” ACM Trans. Math. Soft. 33:2 (2007), art. 13

(15pp.).

[Fouvry et Tenenbaum 96| E. Fouvry et G. Tenenbaum.
“Répartition statistique des entiers sans grand facteur pre-
mier dans les progressions arithmétiques.” Proc. London
Math. Soc. (8) 73 (1996), 481-514.

[Frigo et Johnson 05] M. Frigo et S. G. Johnson. “Design and
Implementation of FFTW.” Proc. IEEFE 93:2 (2005), 216—
231.

[Hildebrand 83] A. Hildebrand. “An Asymptotic Formula for
the Variance of an Additive Function.” Math. Z. 183
(1983), 145-170.

[Hildebrand 86] A. Hildebrand. “On the Numbers of Positive
Integers < x and Free of Prime Factors > y.” J. Number
Theory 22 (1986), 289-307.

[Hildebrand et Tenenbaum 86] A. Hildebrand et G. Tenen-
baum. “On Integers Free of Large Prime Factors.” Trans.
Am. Math. Soc. 296 (1986), 265-290.

[Kubilius 62] J. Kubilius. “Probabilistic Methods in the The-
ory of Numbers” (en russe). Uspehi Mat. Nauk 11:2 (1956),
31-66, Amer. Math. Soc. Transl. (2) 19 (1962), 47-85.

[Kubilius 64] J. Kubilius. Probabilistic Methods in the Theory
of Numbers, Translations of Mathematical Monographs 11.
Providence: American Mathematical Society, 1964.

[Martin et Tenenbaum 10] B. Martin et G. Tenenbaum. “Sur
I'inégalité de Turan—Kubilius friable.” J. reine angew.
Math. 647 (2010), 175-234.

[Tenenbaum 99] G. Tenenbaum. “Crible d’Eratosthéne et
modele de Kubilius.” Dans Number Theory in Progress,
Proceedings of the Conference in Honor of Andrzej
Schinzel, Zakopane, Poland 1997, édité par K. Gyéry, H.
Iwaniec, et J. Urbanowicz, pp. 1099-1129. Berlin: Walter
de Gruyter, 1999.

[Tenenbaum 08] G. Tenenbaum. Introduction a la théorie
analytique et probabiliste des nombres, troisieme édition,
Collection Echelles. Paris: Editions Belin, 2008.

[Riesz et Sz.-Nagy 55] F. Riesz et B. Sz.-Nagy. Legons
d’analyse fonctionnelle. Paris / Budapest: Gauthier-Villars
/ Akadémiai Kiado, 1955.

[Xuan 93a] T. Z. Xuan. “The Turdn—Kubilius Inequality for
Integers Free of Large Prime Factors.” J. Number Theory
43 (1993), 82-87.

[Xuan 93b] T. Z. Xuan. “The Turdn—Kubilius Inequality for
Integers Free of Large Prime Factors (II).” Acta Arith. 65
(1993), 329-352.

Guillaume Hanrot, LIP/ENS-Lyon 46, allée d’Italie F-69364 LYON (Guillaume.Hanrot@ens-lyon.fr)

Bruno Martin, Institut fiir Mathematik A, Technische Universitéit, Steyrergasse 30, 8010 Graz,

Autriche (martin@finanz.math.tugraz.at)

Gérald Tenenbaum, Institut Elie Cartan, Université Henri-Poincaré Nancy 1, BP 239, 54506 Vandoeuvre Cedex, France

(gerald.tenenbaum@iecn.u-nancy.fr)

Received June 4, 2009; accepted August 3, 2009.





