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Abstract. Some one-dimensional lattice systems with infinite range interactions define
a Bernoulli shift.

1. Introduction et résultats

Soit @ une fonction réelle sur les parties finies de Z* vérifiant les
propriétés suivantes:

a) (9 =0,

b) (X +a)=P(X),

0 Y |P(X) < + .

x20

Une telle fonction est appelée une interaction et peut représenter un
systéme de mécanique statistique (cf. [4]). L’ensemble de ces interactions
forme un Banach pour la norme ||@| définie par ¢). On pose
U(X)= ) &(X), pour X partie finie de Z*. On a U(X) < N(X) ||®|, ot

Ycx
N(X) désigne le cardinal de X. Soit K I'espace produit {0, 1}*" muni de la
o-algébre of engendrée par les applications coordonnées. Pour toute
partie 4 de Z°, on notera P, la g-algébre engendrée par les applications
coordonnées qui sont dans 4.Soit G le groupe d’applications bimesurables
de K sur lui-méme définies par les translations des coordonnées.

Pour tout cylindre fini ou infini 4, A={x,x=x;,ie 2", xeK,
x;=0iedy, x;=1ie4,}onnote 4 la partie 4, de Z".

Une probabilité u sur K est dite une mesure d’équilibre pour l'inter-
action @ si onala relation suivante: pour toute partie finie 4 de Z*, pour
tout atome o de P,, Ef}‘“(la) = f(y) E’;Ac(lao) (y) pour u-presque tout
J appartenant a (K, Py), ot ap={w;weK,w;=0Vjed}, f(ay)
=exp(— U(8)— W(a.9))avec pour X,, X, dans Z, W(X;,X,)= ). &(Y).

YCXuX2
YnX;¥0

Nous allons d’abord donner les propriétés qui résultent de cette
définition, en particulier dans le cas ou il n’existe qu’une seule mesure
d’équilibre.

* Equipe de Recherche n° 1 « Processus stochastiques et applications» dépendant de
la Section n° 1 « Mathématiques, Informatique» associée au C.N.R.S.
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Nous étudierons ensuite dans le cas ou v=1 un espace particulier
d’interactions B, pour lequel on peut montrer:

Théoréme 1. Si @ appartient a B,, alors il nexiste qu'une mesure
d’équilibre et le systéme (K, u, G) est un schéma de Bernoulli.

Les résultats et les démonstrations s’étendent sans difficultés au cas
des mesures sur {0,1,..., N — 1}%",

2. Existence de mesures d’équilibre et propriétés
On va noter
d,={a,aeZ’,a=(ay,a,,...,a,)|a|<nVi},
yxX)={w,weK w;,=x; Vi¢ 4,},
Z,(x) la fonction ( Y fl y,,(x)) -1

acPy,

On désigne par ¢, I'application de #(K) dans .#(K), ensemble des

fonctions o/ -mesurables sur K, définie par:
P,h(x)=Z,(x) ; I (o ya(x) B ()
aePa,

Les ¢, sont des opérateurs positifs de #(K) dans £(K) et ¢,1=1.

Si K est muni de la topologie produit des topologies discrétes sur
{0, 1}, alors K est compact et les ¢, sont des opérateurs positifs continus
de C(K) dans C(K), espace des fonctions réelles continues muni de la
norme uniforme.

On note ¢F l'opérateur transposé¢ de ¢,, de M(K) dans M(K),
ensemble des mesures de Radon sur K; ¢} est un opérateur positif et
conserve I'ensemble des probabilités de Radon sur K, qui est faiblement
compact. On a:

Proposition 1. Soit v une probabilité de Radon sur K,u un point
d’adhérence faible de {¢}v,n > 0}. Alors u est une mesure d’équilibre.

Démonstration. Soit A un ensemble fini de Z* et « un atome de P,.
Soit n assez grand pour que 4, contienne 4 et § un atome de P, . On va
calculer ¢,,1,,, pour m plus grand que n.

Oulang=2Zn(x) Y, fl@nBny,y,(x)) ouen décomposant

v€Pa,\a,

f@n By, yu(x):
=Z,(x) Y exp—(U@+UPB+U@Q)+Wpny)+W(B7y)

v€Pa,\a,

+ W@ fy, yu() -
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En choisissant n assez grand, pour tout ¢ on peut assurer que:
(W foy) = Wi Bl <e/2 W (an By, yu(x) — W(By, yu(x) <&/2

uniformément en a € 4, € Py \ 4,7 € Py, 4, €t X.
On a alors, ou 4,,(f, x) ne dépend pas de o:

eXp — (U(“) + VV(O(’ B) + 8) Am(ﬁ’ X)
< G lunp S exp —(Ul@) + W(o, f) — &) Ap(B, x)

en sommant en « on obtient la méme estimation pour ¢,, 1,. En intégrant
en v, on obtient:

e *f(p) % ef (o f)
ZP 1@ p) Sonvie/B)= ZP T p)

Soit p un point d’adhérence faible de la suite ¢};v, comme 1, et 1,
sont continues, on a p(x/f) compris entre les mémes bornes. Ceci étant
vrai pour tout § de P, ,, on a également E;"“1,(f) compris entre les
mémes bornes.

Quand n tend vers Iinfini, Ef4"41, converge u-presque slrement
vers Ef#- 1,, alors que les bornes convergent simplement toutes deux vers

S (e, x)
Y flex)

aePA
relation d’équilibre en remarquant que f (o, x) = 1.

, qui est bien une fonction P, mesurable. On a bien la

Remarque. La démonstration habituelle de I'existence est faite avec
v=34,0ug={gi€eZ" g;=0 pour tout i}.

Proposition 2. Il n’existe qu'une seule mesure d’équilibre pour @ si et
seulement si pour tout f de C(K), ¢, f converge uniformément vers une
constante f.

Démonstration. Supposons d’abord que pour toute fonction con-
tinue ¢,f converge uniformément vers une constante f. Soit u une
mesure d’équilibre, o un cylindre fini. Comme dés que « est P, mesurable,
$,1,= Eb41, p-presque siirement, dire que ¢, f converge uniformément
vers une constante permet de dire que les EF4* 1, convergent en norme

P4c
| |l vers cette constante 1,. On a donc: I, = E,/;‘\ - 1,. En intégrant en u,
n(o)=1,.

Drautre part, s’il existe une fonction f telle que les ¢, f ne convergent
pas uniformément vers une constante, on peut écrire:

3¢>0, In, Ix;, y, de K, telsque o, f(x)— ¢, f ()l >¢.
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Si m, est une sous-suite de la suite n, telle que ¢, J,, et ¢, J,, con-
vergent faiblement vers des mesures y;, et u,, une démonstration analogue
a celle de la proposition 1 montre que u, et u, sont des mesures d’équilibre,
elles sont différentes car |u, (f) — p,(f)>e.

Proposition 3. Si une interaction n’admet qu’une seule mesure d’équi-
libre, le systéme (K, u; G) est d’entropie complétement positive.
Démonstration. D’abord u est G-invariante, car d’aprés I’équation

d’équilibre g u est également une mesure d’équilibre pour @.
Montrons ensuite que /\ Py, est triviale. Si en effet la g-algébre /\ P,
n n

n’est pas triviale, on peut trouver une fonction f positive, d’intégrale un,
non constante et /\ P, mesurable. Alors il est clair que fu satisfait aussi
n

I'équation d’équilibre; fu est alors une autre mesure d’¢quilibre pour
@.Si /\ Py, est triviale, alors le plus grand facteur d’entropie nulle I7(P)

est trivial (cf. [1]); on dit alors que le systeme est d’entropie complétement
positive.

3. Démonstration du théoréme 1

Dans le cas ot v=1, on va considérer les & appartenant & B,, c’est
a dire tels que:
[®);= Y 1(X)P(X)<+o0, ol 1(X) désigne le diametre de X .
X350

XcN
~On va utiliser la construction précédente, mais avec de nouveaux

opérateurs ¢, qui se comportent de la méme maniére que les ¢,.
On dira qu’un point X’ est n-antérieur a x (x’ appartient a n(x)) si:

X;=X;,, pour i<—mn, Xxj=Xx;_, pour i>n.

On note Z:,(x)=( Yo fe(x), y,l(x’))>‘1 oll maintenant

x'en(x)

a(x)={w;we K, w;=x;—n<i<n}.
Vu(X)={w;weK,0;=x; i¢ ]—n,n]}.

On définit alors ¢ h(x)=Z(x) Y. f(,(x"), yu(x) B(x).
x'en(x)
Les ¢, ont les mémes propriétés que les ¢,. En particulier, les ¢, 1,
convergent uniformément si et seulement si les ¢,1, convergent uni-
formément pour « cylindre fini. Mais les ¢, ont maintenant une pro-

priété de composition:
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Proposition 4. Soient m = n deux entiers. 1l existe des fonctions con-
tinues @, (x) telles que, pour tout h de C(K):
ok Gnnl) 1)
’ h(x) — m-—n(x -
P Y Cum®)

x'em—n(x)

Démonstration. 11 suffit de le montrer pour n=m— 1. On a d’abord la
formule:

U(Xy, X5) + WX, X5, X3) = U(X)) + U(X,) + W(X,, X3) + W(X;, X, X3)
qui est facile a vérifier d’apres la définition de U et de W.
Soit alors x appartenant & K, ha C(K)
Y S(0a(%), yu(R) h(%)
nh(X)= xen(x) . .
’ Y (@ 5,()

Xen(x)

Si on écrit X comme un point (n — 1) antérieur & x’, ol X’ est lui-méme
1-antérieur a x, en notant f la réunion des points de {—n+ 1} u{n} ou
%; =1, on obtient

F(0(®), 7(2) = exp — (UB) + W (B, ) £ (et 1(F): Vu-15) -

Donc si on regroupe tous les £ qui ont le méme f (c’est a’dire (n — 1)
antérieurs au méme x'), ¢, h(x) s’écrit:

/\

Zexp (UB)+ W 7SN X S a-1(8),y- 1 (£) E)
bl = 2 exp—(UB)+W( ﬁyﬁ))gf 1BV ®)
Mais
L e @ e E)RE) est o hx) x Zy ()7

En posant g,_; ,(x)=exp —(U(B)+ W(B, YD) Z,_1(x)" !, onala
formule annoncée.

Corollaire. inf ¢, h(x) croit en n vers m(h), sup ¢, h(x) décroit vers M(h).

Pour @ € B,, on utilisera le fait qu’on peut définir alors
Wi(xo, x1) = ) o(X),
XCXouX,Xnx, 0

ou x, (respectivement x,) est un cylindre infini atomique pour P _ o
(P1,+0)- On a méme |W(xy,xT)— W(xy,x;)|<k, qui décroit uni-
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formément en x, et x, vers O, si x§ (respectivement x7) est le cylindre
dont les coordonnées sont les m premiéres de x, (respectivement x ).
La proposition suivante remontre des résultats de [5]:

Proposition 5. Si @ € B, il n’existe qu'une mesure d’équilibre.

Démonstration (cf. [3]). Soit o un cylindre fini, on va montrer que
m(1,)=M(1,) cela suffit bien pour entrainer que les ¢, 1, convergent
uniformément vers une constante

i) Montrons que les ¢, 1, sont équi-continues: si x et x’ sont deux
points de K dont les coordonnées entre —m et m coincident et si a,, est
un atome de P_, ,, on a:

2 < S O YalR))
ERACHNACS)

a x, alors dés que n est assez grand pour que « soit P,_,, ,, mesurable, on a:

|61 La(x) — ¢, 1,(x)| S (e — 1) sup sup ¢, 1,(x). C.QF.D.

e < e**m ou % est un point quelconque n-antérieur

ii) Soit ¢ positif et soit p un entier assez grand pour que si les coor-
données de x et x’ coincident entre —p et p, [¢;, 1,(x) — ¢, 1,(x")| est plus
petit que &. Soit: encore n;, une sous-suite de N telle que les suites ¢, 1,
et ¢, _,1, convergent uniformément quand k tend vers linfini vers
respectivement h; et h,. Ona il’th1 = lizn iilfd);,k 1,=m(l,), if}fhz =m(l,)

et suph, = M(1,). Soit enfin x un point ou h, atteint son minimum—On a:

2 Guame—p(xY) By - 1a(X)
B L) = X522 ,
. Z an, nk—p(x )

x'ep(x)

iii) On peut voir de plus que les coefficients

an, Ry — p(x,)

Y Cmome—p(X)

x'ep(x)

sont minorés uniformément par un nombre a, .

En effet, d’aprés la proposition 4 les g, ,, - ,(x") sont de la forme:

exp—(UB+W (B 1) Y [ pR), V- p()-
Xe(me—p)(x")

L’exponentielle est comprise entre e~ 2?1?l et ¢2?I®ll pour tout x’
de p(x); les termes de la somme, pour deux x’ différents sont un a un
dans un rapport compris entre e~ 1?1+ et €l®ll:. D’ot on peut calculer a,.

iv) Alors quand n, tend vers l'infini, ’équation ii) montre que h,(x)
est un point du segment des valeurs prises par Y a,h,(x'), avec

x'ep(x)
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ayza,>0 et Za,=1. Comme h;(x)<h,(x) pour tout x’, ce nest
possible que si h,(x") = hy(x) =m(1,), pour tout x’ dans p(x).

v) Mais pour tout point y de K, il existe un x'(y) dans p(x) dont les
coordonnées entre — p et p coincident avec celles de y. On a donc:

M(1,)—m(1,)= sup hy(y) —m(1,) = sup hy(y) = hy(x(3))

ce qui est plus petit que ¢ d’aprés le choix de p. M(1,) — m(1,) est inférieur
a g pour tout &. C.Q.F.D.

D’aprés le paragraphe 2, si ¢ € B;, le systtme (K, u;T) est un
K-systéme; on va voir que c’est en fait un schéma de Bernoulli.

On va encore utiliser la construction de la mesure u pour montrer:

Proposition 6. Soit u la mesure d’équilibre pour & € B, et soit v la
mesure définie par v(A x B)= u(A) u(B), si A€ P_, o sur les pavés de
P 0,00®P1, + ) €t prolongée ensuite a .o/. ji et v sont équivalentes.

Démonstration. On applique a v les opérateurs ¢,*; la propriété
résulte de deux lemmes:

d %
Lemma 1. ¢,*v est équivalente a v et Z): Y est donné par:
dg,*v f(0(x), yu(x)
¢ x)= ( P _n])uln po vV ps.
dV z f((xn’ yn(x)) X Ev ! ' 1oz"(.x)(yn(x))

0n€P]—n, n)

11 suffit de le vérifier pour ¢}, les autres vérifications sont tout a fait

analogues:
Soit Qv le mesure définie par (cf. [3]):
Ov({X5X €Uy ey X0 E U3 X1 E Pryevns Xy € Brn})
=V({X; X1 €0y ey XgEO_ 13X EPyyvns Xpne1 € B}) -
Ona gy LA o

Z £ y1(x)

aePro, 1]

De méme vérifier que

d
Joy =II=ER =1, () (1(9)

revient a vérifier que
PFv=v, ol Ph(x)= Y g(x)h(x).

x'el(x)

_qugh dv= § Z Ejo. 1 Lay ) (1 (x)) (h(x") dv(x)

x'el(x)

= JEVe-0"h(y, (x) dv(x).

Or
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Mais ay,(x’) est un point tel que S(axy,(x))=x, si S désigne la
transformation

S(eee Xy eees X035 Xqg oo Xyoe ) = (e X g ey X135 X5 eees Xpgq oee)

On a donc
[p hdv=[EPe-nh(S~'x)dv(x).

Comme v est invariante par S, on a finalement:
[pyhdv=[EFehdv=[hdv.
do*v  doi*v dQv

= ient 1
Iy 407 X o , on obtient la formule

En écrivant le rapport

annonceée.

Soit w un point de K; dans le suite on écrira a(f) pour les premiéres
coordonnées négatives (positives), x(y) pour les suivantes. Par example,
pour la fonction g:

gl() = ELC =01, (x) x EDve= 1, (7).

&3
y PP
L , ne€ N, sont bornées lnferleurement et

Lemme 2. Les fonctions

supérieurement.

1%
n

Fi en se permettant des
v

Démonstration. 11 suffit de calculer

approximations uniformes pour W(x, y):

exp — (U(ap) + W(ap, x))
Y exp— (U B) + W B, xy)
pres: r
exp — (U(e) + U(B) + W(x, B) + W(a, x) + W(B, y))

Z},, exp —(U)+ U(B)+ W, B)+ W, x)+ W(B,y)

vaut, & e%*n

on le majore par:

p2lol; SXP = (U(@)+ Wi, x) x exp — (U(B) + W(B, y)
Y. exp—(U@)+ W, )+ UB)+ W)

a',B

On va estimer de méme
EP - ) = EP oo (P oot L(xy)) ()

exp — (U(@) + W(a, xy"))
Z exp — (U(e) + W (o', xy"))

P(- o, - "o
E (-0, n]U[l,+oo)1a(xy )_
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4kn prés,

exp — (U(o) + W (o, x) + W (at, ¥"))
Z exp —(U(@)+ W(, x)+ W, y")

ce qui vaut, a e

que 'on peut minorer par:

e 2loll exp — (U(x) + W (a, X))
Zexp (U)+ W(,x)

qui est une fonction P _  _,; mesurable. Enregroupant danslaformule du

P

e . . Aoy
lemme 1, tout se simplifie et il reste, & e!** pres: d(fl—_ <efll?ll On
v

. . d¢yv
aurait de méme O > e~ ol
v

On peut maintenant achever la démonstration de la proposition 6;
Ao}y
dv

forment une

en effet les lemmes 1 et 2 assurent que les fonctions

famille relativement compacte pour la topologie a (L' (v), L*), et que si f est
un point d’adhérence de cette famille, f est strictement positive v
presque-sirement. Mais alors fv est un point d’adhérence faible de la
famille de mesures ¢,* v; c’est donc la mesure d’équilibre u (propositions 1
et 5). u est bien équivalente & v. On peut maintenant montrer:

Théoréme. Si ® e By, le systéme (K, u; T), ot i est la mesure d’équilibre
pour @ est un schéma de Bernoulli.

Démonstration. La partition P, a en effet une propriété de Bernoulli
faible qui est suffisante pour engendrer un schéma de Bernoulli (W. B.
cf. [2]):

— Pour tout ¢, il existe n tel que P, _,; o, soit e-indépendante de P, .,
pour tous les entiers [ et m. —, I' e-indépendance de deux ¢-algébres
atomiques étant définie par:

Y lupg) — ulp), u(g)l <&, ol p et g décrivent les atomes des deux

algébres.

Avec les notations de la proposition précédente, la propriété est
equivalente & [u—v]p__ _ .. tend vers zéro quand n tend vers
I'infini, ol [m],, désigne la variation totale de la mesure m restreinte a
lalgébre .o/, C’est encore équivalent & «u=v sur /\ P_, ,.» par con-

n

tinuité. C’est enfin vrai pour Py, car u est triviale sur /\ P_, . (pro-
n

positions 3 et 5), et v, qui lui est équivalente ne peut que coincider avec
psur \ P_, .
n
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