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en dimension deux
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Abstract. We consider a sequence v, of non-stationary solutions of the
incompressible 2D-Euler equation, locally bounded in I*. We prove that if
the defect measure is supported in a one-dimensional set (in R?) of some spe-
cial type (which we call “finite type”), the weak limit v of v, is a solution of the
Euler equations: our theorem is of the type “concentration-cancellation”.

Introduction

Dans ’étude du probléme de Cauchy pour les équations d’Euler incompressibles
en dimension deux d’espace, Di Perna et Majda ont récemment introduit [1,2] le
concept de «suite de solutions approchées» (qui implique notamment des
estimations a priori précises), et, pour ces derniéres, les notions de «mesure de dé-
faut réduite» et d’«ensemble de concentration» [3] (voir les rappels de la Sect. 1
du présent travail).

Il s’agit, dans ces travaux, d’¢tudier précisément la fagon dont la suite des
vitesses v, converge faiblement (mais non fortement) dans I* vers v. Un des
phénomeénes intéressant mis en évidence dans [3] est le phénoméne de «concen-
tration évanescente» (que les auteurs appellent «concentration-cancellation»): il
arrive, sile défaut de convergence forte est «trés petit» (en un sens a préciser), que la
limite faible v soit quand méme solution des équations d’Euler (bien qu’on ne
puisse pas passer a la limite banalement dans ce cas).

Cela correspond au fait que la mesure de défaut satisfait alors une certaine
équation. .

Dans le cas d’une suite de solutions stationnaires v,(x), un théoréme de ce type a
été obtenu par DiPerna et Majda (Théoréme 3.1 de [3]), par une méthode de
«troncatures-fantémes».

Nous présentons ici une condition suffisante, dans le cas général non-
stationnaire. Comme Greengard et Thomann ont remarqué [5] que le Théoréme 2
de [3] correspondait en fait & une situation de convergence forte de v, vers v, il
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semble que ce résultat soit le premier de ce type dans le cas non-stationnaire. Il
n’apparait toutefois pas suffisant encore pour obtenir I'existence de solutions
faibles du probléme de I’évolution des nappes de tourbillon.

1. Généralités et rappels

1.1. Nous considérons I'équation d’Euler incompressible en dimension deux
d’espace (x=(x,,x,)eR?)
v
ot
divv=0,

+dive®v)=—Vp,
(1.1.1)

ou v=(v',v?)est la vitesse, v@uv est la matrice 2 x 2 de terme général v'v’, div(v @)
signifiant qu’on calcule la divergence de chaque ligne de la matrice.

DiPerna et Majda [2] ont introduit une notion de «suite de solutions
approchées» v,, impliquant notamment des estimations (uniformes en &) sur v, et
w,= 0,07 —d,vl.

Nous considérons ici une suite v, définie sur R? x [0, T, telle que, pour tout R,
il existe Cy avec

sup | |olx, )Pdx < Cy. (1.1.2)
te[0,T] |x|<R
Nous ne faisons aucune hypothése sur ,, ni sur le comportement de v a infini.

Quitte a extraire une sous-suite de la suite v,, on peut toujours supposer qu’il

existe ve I2, (IR? x [0, T]) et une matrice

loc

u=(u;;) de mesure de Radon

telles que v,—v faiblement dans I?,

(1.1.3)
vwi—p;; au sens de la convergence vague des mesures.

Depuis le travail de Lions [6], il est coutumier d’introduire aussi la messure o
définie par:
P P Coump, [ 0(¥)I(0,—0)(Pdx—<p,0),

qui est appelée «mesure de défaut» (cf. aussi [4]). Bien entendu, o est positive et en
fait o=, ; — (") + pap — (©*)°.
Rappelons enfin quelques définitions de Di Perna et Majda [2,3]: pour tout
borélien E, on pose:
O(E)=limsup | [v,—v|?.
£—0 E

La fonction 6 est dite «mesure de défaut réduite», bien que ce ne soit pas une
mesure.

Si §(E)=0, on dit que E est un «ensemble de convergence» (sous-entendu: forte
dans I?, de v, vers v).

D’autre part, E est un «ensemble de concentration» pour {v,} si son
complémentaire E° est réunion d’une suite croissante F, CF,C... de fermés de
convergence.
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1.2. Nous souhaitons répondre a la question: si une suite {v,} satisfaisant (1.1.2),
(1.1.3) est formée de solutions approchées de (1.1.1), la limite faible v est-elle une
solution de (1.1.1)?

On trouve dans la littérautre deux types de réponses a cette question:

a. Des hypothéses supplémentaires de régularité sur v, peuvent impliquer qu’en
fait v,—v fortement dans I? (auquel cas on peut «passer a la limite» dans
I'équation), ou qu'au moins {v,} est concentrée sur de trés petits ensembles.

Les résultats de Greengard et Thomann [5] et les Théorémes 1 et 3 de Di Perna
et Majda [3] sont de ce type.

b. Dans certains cas, il est possible de montrer que v est solution de (1.1.1), grace a
une information du type obtenu en a: c’est la démarche du Théoréme 3.1 de [3],
correspondant au phénomene de «concentration évanescente».

Il apparait en b la difficulté suivante: il ne semble pas possible d’obtenir des
énoncés portant sur la seule dimension (de Hausdorff) d’'un ensemble de
concentration. Il faut en réalité faire une hypothése sur la géométrie d’une famille
d’ensembles de convergence qui €puise E. En effet, si E est un ensemble de
concentration et F un fermé de mesure (de Lebesgue dans R*) nulle, E\ F est encore
un ensemble de concentration; dans le cas stationnaire considéré au Théoréme 3.1
de [3], si par exemple o est la mesure de Dirac portée par une droite F du plan, on
voit tout de suite que F est un ensemble de concentration, mais on peut aussi bien
dire que ¢ en est un, auquel cas le théoréme devrait s’appliquer, ce qui n’est pas.

Au paragraphe 3, nous présentons un théoréme de type b, qui semble étre le
premier résultat de ce type dans le cas non-stationnaire. Auparavant, nous allons
définir la notion d’«ensemble de type fini» utilisée dans le théoréme.

2. Ensemble de type fini du plan par rapport a une direction

Soit E un ensemble relativement compact du plan R?, ou les coordonnées sont
notées (x, t). Dans ce qui suit, la direction de I’axe des temps joue un rdle particulier.

2.1. Quelques définitions

Définition 2.1.1. On dit que E est de type 0 s’il existe un nombre fini de compacts
K, ...,Ky, K;CR, K; de mesure nulle, et des fonctions y,(x, ), ..., pu(x, ) de la
forme yp;=t ou y(x,t)=x—¢(t) (pour une fonction ¢; lipschitzienne a support
compact sur R) tels que

pour tous ouvert @y, ...,oy de R, w;DK;,

211
EC kl) v (). ( :

On dit que E est de type k (ke N, k=1) si, avec les mémes notations que ci-

d
essus, E\Uw; (@) estdetype k—1. []

Bien entendu, si FCE et E est de type k, F est lui-méme de type k.
Définition 2.1.2. E est de type fini s’il est de type k pour un certain k.
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2.2. Exemples d’ensembles de type k
2.2.1. Courbes C*.

Lemme. Soit {x(s),(s)} (s€[0,1]) un segment de courbe de classe C*. Alors 'image
I est de type 1.

Preuve. Soit C={s,t(s)=0}: C est un compact, et son image K=¢(C) est un
compact de mesure nulle, d’aprés le Théoréme de Sarde.

Soit @ un ouvert, > K: I'ensemble € =[0,1]\t” }(w) est un compact. Pour
tout s, € C, il existe un voisinage V de s,, un voisinage T de t, = t(s,) et une fonction
C! s=s5(t) sur T tels que si t=1t(s) pour s€ V, alors s=s(t) (d’aprés le théoréme des
fonctions implicites). En extrayant un recouvrement de C par des V; [avec des T,
s{(t) associés], on voit que tout point (x(s), t(s)) de I" pour lequel ¢ ¢ w est contenu
dans la réunion des arcs x=x(sj(t)). [J

Remarquons qu’il ne semble pas possible d’étendre le lemme au cas de courbes
Lipschitziennes.

2.2.2. Spirales. La spirale S d’équation ¢=e~? (6= 0) en «coordonnées polaires»
(0, 0) est de type 1: en effet, la suite K des valeurs critiques de ¢ converge vers 0, et
pour tout DK, S\t !(w) est formée d’'un nombre fini (dépendant de w!) de
graphes réguliers.

2.2.3. Bouquets de droites. Soit {4,} une suite, 1,—0.

L’ensemble E = {(x, t), In, x = A,t} est (localement) de type 1; en effet, pour tout
® >0, E\x™!(w) est constitué d’'un nombre fini de droites.

On peut créer des ensembles de type 2 par les mémes procédés, en «ac-
cumulant» convenablement des ensembles de type 1, etc. ....

Par ces quelques exemples, on a simplement voulu montrer que la condition
«de type fini», qui exclut, parmi les ensembles du plan de dimension 1, les
pathologies de type «ensembles denses d’arcs», autorise quand méme des
singularités non triviales.

3. Le théoréme principal
Théoréme. Soit {v,} une suite satisfaisant (1.1.2), (1.1.3), et de plus

o, +div(v,®v,)= —Vp,+1., (1)

divy,=0,

avec f,e Li,,, f.—f€ Li,. au sens des distributions.

Supposons qu’il existe dans R3 un ensemble dense D de plans passant par Paxe des
temps tel que, localement, suppa se projette sur chacun de ces plans en un ensemble de
type fini.

Alors v est solution de I'équation

O +dive®v)=—Vp+f, dive=0. [ (3.2

Corollaire. Soit une suite {v,} satisfaisant (1.1.2), (1.1.3) et (3.1) Si suppo est
localement contenu dans une réunion finie de segments de courbes C*, alors (3.2) est
vrai.
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La preuve de ce théoréme sera présentée a la Sect. 4. Auparavant, faisons
quelques remarques:

i) Des exemples de suites stationnaires v, concentrées sur des ensembles denses de
dimension zéro ont été construits dans [5]. Dans ces cas, on observe que o est la
mesure de Lebesgue, et la connaissance de o ne fournit bien slir aucune
information fine sur la structure des ensembles de convergence. La méthode de
troncatures-fantdmes de [3] permet néanmoins de conclure. Dans les cas non-
stationnaires, des conditions techniques de régularité des troncatures-fantdmes
nous interdisent de traiter de telles pathologies, et nous obligent a faire une
hypothése forte en terme de la mesure de défaut o.

ii) Comme il est observé dans [2], des hypothéses de régularité supplémentaires
(par exemple, dans le cas stationnaire, Vv, borné dans L') impliquent une
structure raisonnable de o (comme somme de masses de Dirac). L’hypothése faite
ici n’est donc pas irréaliste.

iii) En passant a la limite (au sens des distributions) dans ’équation, on obtient
ov+divu=—-Vq+f, divv=0,

d’ou, par différence divo®v— )= —V(p—0).
Autrement dit, la mesure de défaut matricielle u—v®uv vérifie 'équation d’Euler
stationnaire.

Enfin, décrivons briévement les idées de la preuve du théoréme, pour mieux en
saisir 'application éventuelle & d’autres situations:

Comme on le voit sur la formulation duale (4.3.2) des équations, deux termes
bien distincts apparaissent:

[Viom-v, et [VVin:(v,xv,).

i) Le passage a la limite lorsque ¢—0 s’effectue sans difficulté dans le premier
terme, mais nécessite une condition de support sur la matrice V'V+# du second: le
choix de n dépendant essentiellement d’une seule variable «x» permet de prendre
VViy arbitraire (alors qu’a plusieurs variables, les compatibilités empéchent de
résoudre; ceci explique 4.3¢).

ii) Aprés le passage a la limite en e—0 I’élimination de la condition de support sur
VViy (dite «méthode des troncatures fantdmes») se fait automatiquement dans le
second terme (grice au choix de 7 en 4.3b), mais n’est possible dans le premier que
sous des conditions géométriques précises, explicitées au Lemme 4.2. En gros, ces
conditions signifient que 0, équivaut a 0, uniformément sur les fonction de
troncature introduites, c’est-a-dire que ces troncatures ont lieu sur des voisinages
tubulaires d’arcs non horizontaux.

On remarque ici que 'analyse des types de (suites de) troncatures admissibles
repose sur I'examen des structures respectives des termes «linéaires» et «non-
linéaires» de 'équation.

iii) La nécessité structurelle de distinguer deux types d’arcs conduit aux deux
notions d’ensembles de type fini: le type k et le type k restreint, seuls les arcs non
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horizontaux étant autorisés dans ce dernier. La discussion de ces notions et des
troncatures correspondantes est faite a la Sect. 4.1.

iv) Enfin, on remarque que c’est la régularité a priori dissymétrique (1.1.2) de la
suite de solutions considérée qui rend possible I'«excision» des fragments d’arcs
horizontaux: c’est le but du Lemme 4.1.1 et des Sects. 4.3¢, d.

En termes d’analyse microlocale, on peut dire que seule la direction £=0 est
mauvaise, inconvénient compensé par une meilleure régularité en t. Des idées
voisines sont a 'oeuvre dans [4].

4. Preuve du théoréme

4.1. Une discussion sur les ensembles de type fini
Introduisons d’abord la définition suivante.

Définition 4.1. E de type k restreint est défini comme a la Définition 2.1.1, en
n’autorisant cette fois que des fonctions p de la forme p(x, t) = x — ¢(t).

Le lien avec les ensembles de type fini est donné par le lemme de réduction
suivant.

Lemme 4.1.1 («KLemme de réduction»). Si E est de type k, pour tout ¢>0, il existe un
ouvert o CR, de mesure au plus égale a ¢, tel que E\t™ '(w) soit de type k restreint.

Preuve. Elle s’effectue par récurrence sur k.

Si k=0, c’est évident. Supposons la propriété vraie pour un k>0 et soit E de
type k+1.

Soit K, ..., Ky, ¥y, ..., py comme dans la Définition 2.1.1, p, =t, p(x,t)=x
—@{(#)(j=2). Choisissons, pour j > 2, des suites décroissantes d’ouverts o} D K ;, o}

étant une réunion finie d’intervalles ouverts disjoints de longueur totale au plus —.
n
Notons K = wj: K jest un compact de mesure nulle, et pour tout ouvert > K P
n

o Co & partir d’un certain rang. .
Soit ¢>0. Choisissons w; D K, mesure @, < 5+ pour tout n,

E\(t‘ Yoy jgz v; 1(cu;?)) =

est de type k, et il existe un ouvert @", mesure @" < —— 2,, — tel que F,\t~(&") soit de

type k restreint. Posons &= U @"; pour tous w; DK (j=2), soit n tel que w Cwj;
I’ensemble

G= E\(t‘ Yo, ud)u .yz v; 1(wj)> CF\t"Y®)CF\t™ Y(&"

est donc de type k restreint, et comme mesure (w,uUd)=<¢, la preuve est
compléte. []

Par ailleurs, nous aurons besoin d’utiliser des troncatures réguliéres de forme
trés spéciale, s’annulant sur un ensemble donné E. La construction de ces
troncatures est résumée dans le lemme suivant.
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Rappelons la notation

)=~ i(

pour la régularisée d’une fonction ¢(t).

)qo(t e,  [As)ds=1, 0<i<1,ieCZ(R)

Lemme 4.1.2 («Lemme des troncatures»). Soit E de type k restreint. Il existe alors N
suites {ys},....{xy} de fonctions de la forme
106, ) =Tix — ¢ (1))

(ou les ¢’ sont Lipschitziennes a supports compacts) telles que:
i) Pout t fixé, yi(t,-)—1 p.p. en x.
ii) Pout tous ny, ..., ny,

Ensupp(xs, --- x) est de type k—1 restreint . 4.1.1)
Si k=0, (4.1.1) signifie seulement Ensupp(...)=¢.

Preuve. a. Soient K, ..., Ky, ¥y, ...,y (v;=x— ") les compacts et les fonctions
correspondant a la Définition 4.1, et soient ] des suites d’ouverts choisies comme
au Lemme 4.1.1.

Soit N(n)+2 le nombre d’intervalles de (w})", et soit [«, ] I'un deux, supposé
borné: on choisira pour . dans [a, f] une fonction C®, comprise entre 0 et 1,
valant 1 sur l'intervalle [a+ 25, f—2#] et a support dans [a+#, f—n]; ici,

1 1
4Nmn)+1) n
(si 4y = f—a, on prend simplement 7 =0 sur [«, $]). On procéde de méme avec un
intervalle non borné du type ]— 0o, «] (par exemple): 7. sera choisie C*, valant 1
dans Joo,a—2#], nulle dans [a—#n,a].
La fonction ¥, construite vérifie donc

n=nin)=

supp i C(@}), #=1 sur G}=réunion d’intervalles
) 4.1.2)
tels que [a+2n, f—27], et mesure (G)°'< p

Remarquons que lorsque n augmente, un intervalle de (»})° ne peut que s’agrandir,
et de nouveaux intervalles de (w})° peuvent apparaitre: N(n) est donc croissante,
n(n) décroissante, et la suite des G’ croit.

b. En notant C, un majorant des normes Lipschitz des ¢’, choisissons ¢,> 0 telle
ave (5 Aslds)Coz, Sinfn (n).

En notant G} la réunion d’intervalles tels que [« + 35, B— 3], on remarque que G,
est une suite croissante, et H;= ﬂ (Gi) est de mesure nulle.

Montrons alors que si x— <p1(t)¢H » 13(x,t) tend vers 1 lorsque n— + oo. En
effet, x— ¢'(t) e G} pour n assez grand, donc

x— @l ()=x—¢(O)+ /() — 0l (€G],

car
/() — @Ol = - i( )l(ﬁ’(t) P(D)dt’ < Coe [ Alslds.
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Alors yJ vaut 1, d’aprés (4.1.2), ce qui prouve i).
c. Si x—g@(t)e ), x— @} (t)¢supp i, donc yi(x,t)=0. Comme
SUPP X, - Xy CSUPP X, M- ASUPP Ly »
ENsuppyy, -+ kny CE\U w0 H(@})
et est donc de type k—1 restreint. [] !

4.2. Un lemme de passage a la limite

La méthode des «troncatures-fantémes» utilisée dans la preuve du théoréme
repose sur le lemme suivant.

Lemma 4.2. Soit ¢ :IR—R une fonction Lipschitzienne a support compact.
Soit une suite de fonctions y,(x,t), de la forme

Xn(x, t) = Zn(x - (pen(t))
(pour une suite §,€ C*(R), 057,21, ¢,>0), et telle que pout t fixé,
1(x,t)>1 p.p.en x.

Soit enfin ke C*(R?), telle que pour t dans un compact, k(-,t) est nulle pour
. gAllz(.)rs, pour tout ¢ e CP(R3), v=(v',v?)e L} (R?),
L= 70 <<ﬁ(x1, xt) § dz § (1= 0K, t)ds)
x v(x, t)dxdt—0 lorsque n— + oo

on on
s L =| ———
l:on a noté V-n(xy, x,,t)= ( ax;ax)]'

Preuve: a) On a:
In= +.‘.(—'6tax2¢vl +atax1¢vz)

X <_x§ dz [ (1= (s O)KGs, t)ds) dxdt

+ (05,307 — 8,.,50") {_j dz [ 31— (s. O)K(s, )ds

E

+ 7 dz _f (1= 5,5, 0) (0.0 (s, t)ds} dxdt
050> (_j (1 = 1.5, O)K(s, t)ds> dxdt
+gv? { T 01— s, 0)k(s. )

+ _xf (1= xa(5, 1)) (OK) (s, t)dS} dxdt

=(+Q)+Q)+B)+@)+@) .
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b) Pour k=k, d,k ou 0.k, la suite
j;l(z, t) = __f (1 - Xn(sa t))E(S, t)dS

converge simplement vers 0, et, si ¢ reste dans un compact, f,(z,t)=0 pour z=cte,
| /2, 1) Scte.

Cela implique que les fonctions
[ dz [ (1—zds 1)K(s, s

tendent simplement vers 0, en restant bornées sur les compacts. Donc les termes (1),
(2), (3) et (4) tendent vers 0.

¢)Ona 2 z
_Iw 01— xuls, )k(s, t)ds = _Iw @2 (T8 — @, (OK(s, t)ds

= =00 § 31— s, Okl 0ds
= — 1, (0) 1~ 2, YKz D)

+oL0 [ (1= 75 0) @) 5, 0)ds.

— 00

Par conséquent
@)= —[(0.,pv’ —axzcbvl)w;n(t)(_’}‘ (1=, DK, t)dz) dxdt
O 0PN
x <I® &z (1= 1500 @), t)ds) dxt.

Comme ¢ est Lipschitzienne, |p(t)| < C, ||A'(0)||o|do; le point b) implique donc
(2)-0.
d) D’autre part,

@)= —[ v, () (1 — x(x 1, )k(x, )dxdt

+5¢v2<p;,,(t)(_°}’ (1= 15, ) @R G, t)ds) dxdt

=(5)+(6).
Comme [ |Gv2k| (1 — x,(x4, t))dx, est bornée et tend vers zéro pour (x,, t) fixé, (5)—0.
Enfin, (6)—-0, d’aprés b). [

4.3. Preuve du théoréme

a. Tout champ we C®, divw=0, s’écrit w=V'5 pour un ne Cg. Pour montrer
(3.2), il suffit de prouver

[Viom-v+ [V (v®uv)=— [V*n-f, 4.3.1)

ou: dénote la somme des produits terme a terme des matrices.
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Par I'hypothése (3.1), on a de méme, pour tout ¢>0 et tout e Cg,
[Vom v+ [VVi(v,®@v)=— [V'n-f,. 4.3.2)

b. Fixons ¢ e CF(R2 x ]0, T, suppd C {x, |x| <R,}.

Soit yeR, et le CF(IR): on se propose d’établir une version modifiée de (4.3.1)
pour n=q@l(x; +yt).

Pour ce faire, supposons que la projection E de supponsupp @ sur le plan (x,, t)
soit de type k.

Fixons ¢,>0 et choisissons ¢; >0 tel que

1 e
£1Cro SUP|BI" (X, + 1) < 7" 4.3.3)

D’aprées le lemme de réduction 4.1.1, il existe un ouvert o de mesure au plus ¢,
tel que F = E\t ™~ }(w) soit de type k restreint. Le lemme des troncatures 4.1.2 fournit
alors N, suites de fonctions y} ,,..., 1", (dites «premiére génération»). Fixons
ny,....ny,: lensemble FAsupp(yi ,, --- Xi'ny,) €st de type k—1 restreint. En
appliquant de nouveau le lemme des troncatures, on obtient N, suites de fonctions
Xaom - X (dites «deuxiéme génération ), qui dépendent bien entendu des entiers

n

ny, ..., ny, choisis, telles que pour n, ..., ny, arbitraires,

Fosupp(xi, .. 1123, - X3) CFsupp(xi, ... xY)supp (i3, - 15?)
est de type k—2 restreint.

(On a omis d’écrire les indices en bas pour alléger.)

On fixe donc successivement les indices de premiére génération ny, ..., ny , puis
de deuxiéme et ainsi de suite jusqu’a la kiéme génération n,, ..., ny, (par abus, on
omet dans les n; I'indice de génération: 'ensemble Fnsupp(x;, ... 113, --- xr*) est
alors de type O restreint. On prend finalement ny, ..., ny, . arbitraires, et 'on écrit
P’équation (4.3.2) pour le potential # = @l(x,,t), o

Towt)= | dz | x(s,0l'(s+70)ds,

x désignant le produit des troncature xj ,, ... x,’ﬁ:*lj,wk“.
¢. On a en fait
[VVn:(0,@v)={ gI"v}0} + [(V GV T): (v,@0,)
+ [(PTV43): (0,@v) + [V V4G : (0,@0)]

. =1)+2@)+0)+@),
€
T"(x 1, 8) = (%1, O (e + 1)

(' signifie une dérivée en x,).
On scinde (1) en

()= {dt | pxl"vividx+ [ dt | ¢yl'vividx=(1)+(1)",
o ]RZ °® RZ

et [(1)|< %° par le choix de o et (4.3.3).
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On passe maintenant a la limite lorsque e—0 dans les termes (1)”, (2), (3) et (4).
Par construction, I'intégrale dans (1)” a lieu sur un compact disjoint de suppo: sur
un tel compact, la convergence de v, vers v est forte, donc

(1)'> { dt | @yl"v*vdx.
¢ R2

Les termes (2), (3), (4) en revanche tendent vers des termes (2)', (3), (4) de méme
forme, ou v,®uv, a €té remplacé par p.
Finalement,

f Vlaz’? ‘U I Vlat” v
et
[Vin-fi=>Vin-f.
d. A Tissue de ¢, on a donc obtenu

[Vin,-v+ [ def @yl v'v?dx+Q2) +3)Y +@) + [V f| < %0,

d’ou
V4, v+ [@xl"v'0* + ) +B) +@) + [Vin-f1<e. (4.34)

On va maintenant faire disparaitre une a une, génération par génération, les
troncatures qui forment y, en appliquant de fagon répétée le Lemme 4.2 (C’est
pourquoi la méthode est dite «des troncatures-fantdmes»).

On fait tendre d’abord ny, ., vers I'infini, toutes les précédentes troncatures
restant fixées: le Lemme 4.2, appliqué avec k(s,t)=1le produit des précédentes
troncatures x I”(s +yt), montre qu’on peut supprimer la derniére troncature ¥ dans
le terme [ V9,1 v.

Dans le terme [@yl"v'v?, la suppression de 7 résulte du théoréme de
convergence dominée. Dans les termes (2)', (3), (4) et [ V17 - f; le passage 4 la limite
résulte de ce que

X1 z
I> | dz | kis,t)ds,
0 uniformément sur tout compact;
T | ks, t)ds
-
en effet, pour (x,,t) dans un compact,
2

Nic+1

T (1= pkds

+ o
<Ikly=sup | (1—7Dds<[kly

et

=ctelk|,«

T dz [ (1—pkds

Nic+1

par construction des troncatures (voir Lemme 4.1.2).
On obtient ainsi (4.3.4) avec une nouvelle fonction # pour laquelle y contient
une troncature de moins (la derniére).
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En faisant disparaitre successivement toutes les troncatures comme plus haut,
on obtient finalement |I|<g,, ou

I=[{(V*0,3l)- v+ [PV L:(0@v)+ [ VGV p
F(VIVEG: p+ (V7@ pl+ (VL f, (4.3.5)

avec I=1I(x,1).
Comme ¢, est arbitraire, on a fait

1=0. (4.3.6)

e. Soit 7w un plan de D: on peut toujours choisir des coordonnées en sorte que =« soit
le plan (x,, t), et ’hypothése du théoréme nous place alors dans la situation de b.
On obtient donc (4.3.6) avec [=I(d-x+7yt) (d=(rnt=0)nS*, yeR), ou [ est a
support compact.

Il est facile de voir, a 'aide de la transformation de Radon, que des
combinaisons linéaires finies de fonctions telles que I(d - x + yt) approchent une
fonction test donnée  en norme C?: en passant 4 la limite dans (4.3.6), on trouve
donc

[V+0,6m-v+ (QVVin:v@uv+ [V@Vin:u
+ [ VHVEG i+ (VYA + [VEon- f=0.

Sil’on a pris soin de choisir ¢ =1 prés de suppy, on trouve (4.3.1), ce qui compléte
la preuve.
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