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Courants résidus et formule de King

Michel Méo

0. Introduction

Soit Z un sous-ensemble analytique de codimension ¢ dans une variété complexe
X de dimension pure. Lorsque Z est le lieu des zéros d’une section holomorphe s
d’un fibré vectoriel holomorphe hermitien E au-dessus de X, la formule de King

ij = (dd*log |s])? —1x\ z(dd" log |)*

exprime le courant d’ integration sur le cycle > ;m; Z; de X de codimension g associé
A s, comme résidu de la forme différentielle T=d¢(log |s|(dd® log |s])?~1). Ce résultat
est énoncé dans [15] sous 'hypothese que Z est de dimension pure et dans [12] sous
I’hypothese que le fibré et la métrique sont triviaux.

On étend ici cette formule au cas ol Z est quelconque, en remplagant log |s|
par une fonction %logp quasi-plurisousharmonique dans X, de classe C*° dans
X\Z, ayant Z pour ensemble de pdles et construite & 1'aide d’une partition C*
de l'unité et de générateurs locaux du faisceau d’idéaux définissant Z. On donne
deux démonstrations, 'une utilisant la théorie des opérateurs de Monge—Ampere,
I’autre un éclatement par rapport a Z.

On en déduit les formules d’approximation reprenant celles de [18]

q g—1

zj: m;[Z;]= )\15(1)1+ zp (;ddcp) = >\1i%1+ Al ;dp/\dcp/\ (;dd%) .

La distribution p* dépend méromorphiquement de AeC et on obtient I'existence
de distributions ¢ et - définies dans X a support dans Z telles que
-1

ij (aap)/q' 5;3p/\c'_?p/\<;85p>q /(g=1)!.
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On donne deux démonstrations, 'une partant de la relation log p=(d(p*)/0N)|x=0,
l’autre consistant a démontrer d’abord les formules

e—0+

> m;[Z;] = lim (26%) 91,2} (ddp)"?
J

. q+1 -1
- al—l>%1+ 242¢+2 Lip<e2y dpAd*pA(dd®p) ™"
Revenant au cas ou Z est le lieu des zéros de la section s, on explicite une
forme différentielle ¢ & coefficients de classe C*° dans X\ Z, L{. . dans X telle que
dans X au sens des courants, on ait

> mjlZj]=cy(Op)—cy(Op/cs) +ddy,
J

en désignant par c,(Ox) la ¢°™° forme de Chern de la forme de courbure O de E.
Cette généralisation de la formule de Poincaré-Lelong figure dans le cas ou F est de
rang g et s transverse a la section nulle de E dans [5] et avec de plus 'opérateur d au
lieu de dd° dans [14]. On raisonne ici & partir de la formule de King, en appliquant
les calculs de Bott—Chern de formes de transgression pour les classes de Chern
intervenant dans la suite exacte 0—-Cs—F—FE/Cs—0 dans X\ Z.

1. Formule de King généralisée

On commence par rappeler la définition du résidu.

Soit X une variété complexe de dimension pure n, ZCX un sous-ensemble
analytique de dimension p=n—gq. Pour T une forme différentielle de degré 2¢g—1 de
classe C*> dans X\ Z avec T et dT a coefficients L{, . dans X, on note R=dT—dT
ol on désigne par ~ le courant dans X associé & chaque forme différentielle &
Lo dans X. Le courant R est localement plat au sens de Federer de
dimension 2p & support dans Z, donc égal lorsqu'il est fermé & 3, m;[Z;] olt les Z;
sont les composantes analytiques irréductibles de Z de dimension exactement p et

coefficients L

les m; des nombres complexes.

Soit ZC Ox un sous-faisceau cohérent d’idéaux tel que supp (Ox/Z)=Z.

On construit maintenant en suivant [11] une fonction p: X -R™T de classe C™
telle que p~1(0)=Z7 et log p est quasi-plurisousharmonique dans X.

Soit (Ua)e un recouvrement ouvert localement fini de X et pour tout a, fu:
U,— CNe une application holomorphe vérifiant la propriété: pour tout z€U,, les
germes en = des composantes de f, engendrent I'idéal Z,, et donc f,1(0)=ZNU,.
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Soit H,(x) une matrice N, x N, hermitienne définie positive dépendant de
facon C™ de x€U,. On note o =" fo Hy fo qui est une fonction C* dans U, toujours
>0 avec ¥, 1 (0)=ZNU,.

Avee Dofa=0fat+H, '0Hofo et Ou=H, 00H,—H, 0H NH, 0H. qui
vérifie {0, Hy=—H,O,, on a dans U, \ Z 'égalité

waiaé IOg wa+it(6afa)Ha.f_a = it(Dafa)/\HaDa—fa
~ 5 '4"(Dafa)Hafa N faHaDafa-

Pour x€Uy\ Z, la forme hermitienne sur T, X associée & cette (1,1)-forme réelle
vaut

"(Dafa(€))HaDa fa(€) =15 | (Dafa() Ha fol?
en £€T, X et est positive par 'inégalité de Cauchy-Schwarz. Ainsi 1,100 log1q+
i'(Oq fo)Haofoa>0 dans Uy \ Z.

Ecrivons H,='P,P, avec P, une matrice inversible C>® dans U,. Alors
(O fo)Hafa=1'ga'Oafa avec go="Pa fo ¢t Oq=PsO4 P71 qui vérifie 10,=—0,.

Soit (21, ..., 2n) des coordonnées holomorphes dans un voisinage ouvert de
x€U,. Ecrivons le coefficient en position (i,5) de la matrice O, sous la forme
éa,ijzzk,l Caijkl Gz NdZ avec donc cq jikl =Ca,ijik- La forme hermitienne sur 7, X
associée & i*(Qy fo)Hea fo est Z(i,l)’(j,k) Ca,jiki9a,i€19a,Ek qui est dominée au voisi-
nage de  par |ga|? Y. [€k|? ot on écrit €=, £:0/0z. 1l existe donc une constante
C telle que i'(Oy fo)Hofa<C|fal?i >k dziAdZ), au voisinage de .

Soit (Aa)e une partition C*° de l'unité subordonnée a (Uy,)q. On pose p=
> A2, qui est une fonction C*° dans X toujours >0 avec p~!(0)=Z. Pour z€
UaNUg, on a | fo|=0(]f3|) au voisinage de x et donc ¢,=0(p) au voisinage de z.
Pour ¢>0 fixé, on a dans X\ Z
i00p i0pNOp
pt+e  (p+e)?

_p+5<zwa (100(N2) — 410X 0 AN O +Z)\ waz@c’?logwa)

+(p+5 <p+s Zw 100 Ao —z(ZA 6 )/\(%:)\aea>)

avec 0o, =2(0Aa)%a+Aa0%o. La forme hermitienne associée a (D, Aaba)A
(3, Aaba) est | >, Aaba(E)?<p >, ¥at|0a(€)|? par I'inégalité de Cauchy—Schwarz
et donc le 3¥™¢ terme est >0. Dans X\Z, on a ainsi

i00log(p+e) =

i00log(p+e) > , _’;g Z Y 10B(A2) — 410N AONa —idaths (O fo) Ha o).
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Donc pour tout x€ X, il existe une constante C' et un voisinage ouvert de x
dans X dans lequel pour tout e>0, on a iddlog(p+e)>—C(p/(p+¢))i >, dzi NdZy.
Cela entraine que i90 log p>—C'i > dzi AdZ, dans ce voisinage ouvert puis a I'aide
d’une partition C* de I'unité que i90log p est quasi-plurisousharmonique dans X.

On a alors la généralisation suivante de la formule de King.

Proposition 1.1. La forme différentielle S=279(log p)(dd®log p)i=t qui est
C* dans X\ Z est a coefficients localement intégrables dans X et si T=d*S=d°pA
(dd®p)1=1/(2p)4, alors dT est a coefficients localement intégrables dans X, dT est
fermé dans X et le courant résidu ddeS —dT= (%dalC log p)q—lx\z(%ddc log p)q est
égal a Y-, m;[Z;] ot (Z5); désigne la famille des composantes analytiques irréduc-
tibles de Z de dimension exactement p et m; EN* la multiplicité générique de I le
long de Z;.

Démonstration. On utilise la théorie de I'intersection des opérateurs de Monge—
Ampere dans le cas de fonctions plurisousharmoniques non bornées de Demailly,
Forneess—Sibony (cf. [12], [13]), précisément le cas particulier suivant.

Soit @ un courant positif fermé de bidimension (k, k) dans un ouvert U de C™,
u une fonction plurisousharmonique dans U, de classe C* dans U\ A ou A est un
sous-ensemble analytique de U avec dimA < k. Alors la mesure uQA 3" est de masse
finie dans U\ A et ddﬂ(@) est un courant positif fermé dans U.

Pour tout point x€ X, il existe un voisinage ouvert U dans X de z et une
constante C'>0 tels que u:% log p+C|z|? est plurisousharmonique dans U. Alors
S=(u—C|z|?)(dd°u—Cdd¢|z|*)?~" et dT=(dd“u—Cdd®|z|*)? sont & coefficients L
dans U. Ensuite dd®S—dT coincide dans U avec dd®((u(dd®u)T=1)") — ((ddu)?)”
puisque pour 0<k<qg—1, ((dd°u)*)” est fermé dans U et pour 0<k<qg—2,
dd®((u(dd®u)*)")=((dd°u)* 1) car 1zdd®((u(dd°u)*)")=0 d’aprés le théoréme de
Skoda—FEl Mir.

Reconnaissons maintenant

17dd®((u(dd®u)?*)") = dd®((u(dd®u)?™)") — ((dd“u)?)".
Avec (€;); les composantes analytiques irréductibles de Z, on utilise que

1z=lim leuve,= lim > (=D 3" lenne,

Jrteo Jmtee 5% 1<ii<..<ip<j
Le théoreme de Skoda—El Mir montre que le courant 1¢,dd((u(ddu)?=1)7) est
fermé d’ordre 0 & support dans €; et il est donc nul si dim€;<p, égal & m;[¢;] si
dim€; =p avec m;=inf{v(dd*((u(ddu)?=1)"), 2):2€€;} >1. Par ailleurs pour k>2,
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dim(€;, N...NE;, ) <p donc 1e, . e, dd°((u(ddu)?1)7)=0 et ensuite
12dde (u(ddu)™™)) = 3 my 2],
J

Précisons I'interprétation de m; comme multiplicité. Pour z€ Z;NU, générique,
m; est le nombre de Lelong v((dd®log|fa])?, ) qui dans le cas No=g n’est autre
que la multiplicité de Stoll p4(fa,x). Supposant U, CC™ et x=0, on peut aussi
considérer la trace sur un sous-espace vectoriel de dimension ¢. Quitte a choisir
ce sous-espace, disons CY, en dehors d’'un sous-ensemble négligeable de la Grass-
mannienne Gy_1 -1 on a m;=v((dd°log|falv,nca|)?,0). Le nombre m; apparait
comme la multiplicité de l'idéal de O, engendré par les germes des foilv,nce
en (0. O

Pour voir que T est & coefficients L]

X de X par rapport & Z. On a M qui est muni naturellement d’un fibré en
droites L. Au-dessus de 71 (Uy), faom est une section holomorphe de L| -1y, )C
7Y (Uq) x CNe, de norme au carré égale & 1, o7 pour la métrique hermitienne in-
duite par H,. Comme sur 7~ 1 (Uy,NUp), faom et fgom définissent le diviseur H=
n~1(Z), il existe une fonction holomorphe hg, g partout non nulle dans 7= (U, NUp)
telle que fgom=(faom)hoaps en tout point de 7~ (U,NUgz). On en déduit que
Ygom=(1qom)hap en tout point de 7= (U,NUg) avec hap une fonction de classe
C* strictement positive en tout point de 7~1(U,NUz). Pour tout point z€X et
tel que U, 3z, il existe donc un voisinage ouvert V' de = dans U, tel que

dans X, on utilise I’éclatement 7: M —

(pom)lr-1(v) = (Ya o m)lx-1(v)h

avec h une fonction de classe C* strictement positive en tout point de 7= 1(V'). On
a ensuite

Ty =279d"log pA(dd® log p)*~ " |v
1 1 !
~Galas)- (@ (108l 7l oy g ) (Gt Togh—alarr ) )

avec &, la 1% forme de Chern de L|z-1(v,) pour la métrique hermitienne induite
par H,, de sorte que T'|y est I'image directe par I’éclatement 7|,-1(y) d'une forme
différentielle & coefficients L{, . dans 7=!(V) et donc est & coefficients L{. . dans V.

Remarquons que la démonstration précédente permet aussi de voir que 77 =
27%d%log p1 A\ (dd®log p1 )9~ avec p1=>__, Aata qui est & coefficients L{, . dans X,
de méme que dTj et que Ei est fermé dans X, de sorte que le courant résidu de T3
est dT) —dTy =Y, m;[Z;).
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2. Cas du lieu des zéros d’une section d’un fibré vectoriel

Considérons le cas particulier oi F— X est un fibré vectoriel holomorphe de
rang N, s€ H(X, E) une section holomorphe non nulle et Z I'image du morphisme
O(E*)—Ox de faisceaux de Ox-modules induit par s.

Munissons F d’une métrique hermitienne C*° et supposons que pour chaque
a, H, en est la matrice dans un repere holomorphe (eq;); de E au-dessus de U,.
Ecrivant s|y, =" fa,i€a,; on a alors |s|?|y, =1¢. de sorte que p=|[s]?> A2, ce
qui redonne le fait que log|s| est une fonction quasi-plurisousharmonique dans X
et on a en fait i00log|s|>+{iOg(s),s}/|s|*>0 avec {iOg(s),s}={s,iOx(s)} ou
Op€eCq (X, E®E") est la forme de courbure de la connexion de Chern sur £ pour
cette métrique et { -, - } est le crochet déduit de cette métrique.

On va donner une démonstration géométrique de la Proposition 1.1 a I’aide d’'un
éclatement. King dans [15] utilise aussi un éclatement pour obtenir les intégrabilités
locales, mais conclut a ’aide du théoreme de structure de Federer, sous ’hypothese
que Z est de dimension pure.

On se ramene a la formule de Poincaré—Lelong en éclatant donc X le long
de Z=571(0). Soit my: P(E)—X le fibré des droites de E, My={a€P(E): a3
s(mo(a))}. On considere M la fermeture schématique de Mo\, '(Z) dans Mo et
m=mp|y. L’image réciproque H de Z dans M y est une hypersurface en dehors de
laquelle 7 est un biholomorphisme & valeurs dans X\ Z. Soit Lg le fibré en droites
tautologique sur P(F) muni de la métrique hermitienne induite par celle de E, L
sa restriction a M et £ la premiere forme de Chern de L.

Soit (H;); les composantes analytiques irréductibles de H. Pour chaque i, w(H;)
est un sous-ensemble analytique irréductible de Z et (7] H)*((—§)|(;I_1) est un cou-
rant fermé d’ordre 0 de bidimension (p, p) dans x(H;). Si dimm(H;)<p, il est nul et
si dimn (H;)=p, w(H;) est une composante analytique irréductible Z;, de Z et on a
(7] m,)« (=€) El):ni[Zji] pour un certain n; et alors

nilZj) = m((H] A (=€)T7H).

H est I'ensemble des zéros de la section 7*s de L induite par s. Pour appliquer la
formule de Poincaré-Lelong, il faut raisonner dans M,eg, mais il est possible qu’une
H; soit contenue dans Mging. On considere donc v: M — M une normalisation de
M et H I'hypersurface v~ H qui est 'ensemble des zéros de la section v*7*s de
v*L. Soit (K;); les composantes analytiques irréductibles de H. L’application de la
formule de Poincaré—Lelong donne

me[Kl] =ddlog |v* 7" s|+v*E
1
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pour certaines multiplicités m;. Par ailleurs v(kK;) est une composante analytique
irréductible H;, et v.[K;]=m][H;,] avec m] le degré de v: K;— H;,. On obtient
>, mym) [H; |=dd¢ log |7*s|+¢ puis

Zmzmznu Zj, | = dd°m,(log |n"s|(=§)*™") —m.((—€)").

Or l'image directe par m de log|m*s|(—£)9™! (respectivement de (—£)?) est une
forme différentielle a coefficients localement intégrables dans X, de classe C*> dans
X\ Z ou elle est égale & log|s|(dd®log |s|)9~! (respectivement & (dd°log |s|)?).

On peut éviter d’utiliser M qui est éventuellement singuliere. En effet on peut
raisonner localement et comme M\ H~X\Z est lisse et que H ne contient aucune
composante analytique irréductible de M, il existe par le théoréeme d’Hironaka une
application holomorphe propre \: X — M vérifiant: X est lisse et Ax T-1(H) X \
A"1(H)— M\ H est un biholomorphisme. On utilise alors p=mo\ et L=A*L au lieu
de et L.

Exprimons maintenant le terme —(dd® log |s])?|x\ z en suivant la méthode clas-
sique de Bott—Chern (cf. [7], [8]) qu’on va rappeler.

Soit 0— L—FE—(Q—0 une suite exacte de fibrés vectoriels holomorphes sur X
avec rgL.=1,rgE=N. Une métrique hermitienne C* sur E induit des métriques
sur L et Q. On note O, O et Og les (1, 1)-formes de courbure des connexions de
Chern respectivement sur F, L et Q.

En désignant par ¢(Og)=>_, cx(OF) la forme de Chern totale associée & O,
il s’agit d’expliciter une solution ¢ de classe C* dans X de I’équation ¢(Og)—
¢(Or)c(0g)=—dd"p ou on n’a pas fait figurer ici le signe A. Pour définir ¢ on uti-
lise les notations suivantes: Hom(F, E)=E® E* s’injecte dans l'algebre extérieure
A(E®@E*) et la forme de Chern totale de © g s’écrit alors ¢(Op)=(I+(i/27)O )N
en identifiant A\~ EQAY E* avec C & laide de IY de sorte que ¢x(Op)=
(N IY " ((i/2m)0R)".

Avec v un repere holomorphe local de L, v*€ E* 'adjoint, on note o=vv*/|v|?
et a=DvDv*/|v|? ot D désigne la connexion de Chern sur E. On peut alors prendre

N 1 i N i i Vi
(2.1) p= 9 Z j0<<IE+27T@E> _IE> (IE+27T9E+27Ta> .
1<j<SN-1
On a aussi ¢(0g)=c(0L) c(Or)+dd*(c(©L) 1) et comme c(Op)=1+
¢1(OL), on a

—(—c1(01) = ¢(On)—cy(OQ)+ Y (—c1(O1))" Acy1(Op)+dd 4

1<k<q—1
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oll on note 7/’0—20<k<q (=c1(O1) Apg—k—1 avec p,_k_1 la composante de bi-
degré (¢—k—1, ¢g—k—1) de ¢.

Appliquons ceci & la suite exacte 0— L—n*E—n*E/L—0 au-dessus de M et
prenons les images directes par . Comme ¢ (0)=—ddlog|n*s| dans M\ H, on a

(2.2) —(dd“log |s])?|x\z = cq(Or)—c¢(OFr/cs)

+ > (dd®log|s|)F Acg_k(Op)+dd
1<k<qg—1

oUY=> gcp<q1(dd®log 1s])¥ Ag—k—1 et ¢ est donnée par (2.1) avec o=s5"/|s|? et
a=DsDs*/|s|?. Etant I'image directe par I’éclatement m d'une forme différentielle
C°® dans M, v de méme que ¢,(O/cs) est & coefficients L{ . dans X.

Ensuite, comme dans X\ Z

1 (ddc|s|2 ol

(ddc10g|s|>k:ddc(_ ( W) >:ddc<log|s|<dd01og|s|>'“1>

2(k—1)

pour £>2, on a

—(dd®10g |s])9| x\z = ¢4(O8) — g (Ok cs) +dd’

avec

W'=Y logls|(ddlog |s|)" Tt Acg-k(Or)+1.

1<k<q—1
Le résultat suivant généralise alors la formule de Poincaré-Lelong.

Proposition 2.3. Les formes différentielles cy(© g cs) et Y qui sont C* dans

X\ Z sont a coefficients L . dans X et on a dans X [’égalité entre courants

loc

ng 1= cq(O5) —cg(Op o) +dd*y +(dd° log |s])".

En particulier la classe de cohomologie de 3 ; m;Z; dans X est cq(E)—{cq(Op/cs)}
ot {cq(Op/cs)} désigne la classe de cohomologie dans X du courant (cy(Op/cs))”

Le cas d’une variété projective X donne un exemple ou cette Proposition
s’applique. Supposons alors X munie d’un fibré en droites L ample. Pour Z sous-
ensemble analytique de X, il existe k€N et des sections s1, ..., sy € HO(X, L®F) tels
que Z=s7"(0)N...Nsy"(0). On prend alors E=(L®*)®N et s=(s1,...,sn).
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3. Approximations faibles du courant d’intégration

On exprime d’abord le courant d’intégration . m;[Z;] & l'aide d’intégrales
résiduelles. Soit ¢ une forme différentielle de classe C*° de bidegré (p,p) & support
compact dans X.

Proposition 3.1. (i) En prenant pour e >0 des valeurs réguliéres de P2, on a
<Z m;[Z;], ¢> = lim (262)_‘1/ d°pA(ddp)T~t Aip.
7 e—0 p=e2
(ii) On a les égalités suivantes

<ZmJ[ZJ]7w> €_>0 2‘162‘1+2/ dp/\dcp/\ ddc )q 1/\11)
J

= lim (2¢?) / (dd®p)I N.
p<

€—>0

Démonstration. (i) La Proposition 1.1 permet d’écrire, avec S et T qui y sont
définies,

<ij[zj],¢>=hm/ (S/\ddcw—ddCS/\w):hm/ (T Ap—SAdY)

- e—0 p>e? e=0 p=e?

en utilisant la formule SAddy) —dd®SAYp=d(SAd“Y—d°SAY) puisque p+g=n et
la formule de Stokes.

Comme dS est a coefficients L}, dans X, lim. fp:52 SAd“Yp=
—lim._,o fp>€2 d(S/\dcw):<d.§—(§lTS',d51/)>:O car dS—dS=0 puisque c’est un cou-
rant de dimension 2p+1 localement plat dans X a support dans Z.

(ii) Appelant
L = [ dprdonaan = no= [ @ )
p<e? 0

on obtient 'égalité lim. 0279717291/ (g)= (22, m;lZ;], ) d’aprés (i), qui entraine
(32 mslZ;), ¥)=limeo (¢+1)L(e)/ (27€29%2).
Pour la derniere égalité, en appliquant la formule de Stokes, la quantité

(I)(e):/ d°pA(dd*p)"™ A= (ddc/’)qw’:_/ d°pA(ddep)T " Ady
p=c? p<e? e

= dp A (dd°p)T I Adoy = ) dd®p)?T AdCy ) d(t?
/ A (dd° )T Ade /(/_( A w) ()
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vérifie si ¢>2:
= / (dd®p)T~  Addp = / d°pA(dd°p)T2 Add“p
p<e? p=e2
=g2072 / d®log pA(dd®log p)?~2 Add“p
p=¢e?
=—g2072 / (dd®log p)?~* Add .
p>e?

La forme différentielle (dd®log p)9~! est & coefficients L], dans X et ((dd®log p)4~*)
est fermé dans X. Donc fX\Z(ddc log p)?~ ' Add®yp=0 et ®'(c)=0(c%4~1) puis ®(c)=

0(27), d’ott la formule annoncée en utilisant (i). O

Le résultat suivant fournit des régularisations de >, m;[Z;].

Proposition 3.2. On a les égalités suivantes

: e(g+1)dpnd°pA(ddep)®™" . e(ddp)?
(1) Z mJ - lLO 2(1(p+5)q+2 B lli% 24(p+5)q+1
N e(g+1)(ddlog(p+e))?

(i) Z m;lZ =lim 24(p+e) ’

Démonstmtion (i) Soit 1 tel que supp YC{zeX:p(z)<n?} et M(c)=
qf o, d°pA(dd®p)9=1 A9, On a

E/ dpAd”pA(dde)“Aw_g/ ()/?) (dpAdeA(dd”p)“Aw)
b (pte)at? o P (p+e)at?

_ " d(tZ) c c \qg—1
—5/0 ( /p_ﬁdp/\(dd P AY

£24)at2

=g27t! T M (t)dt
=2 )y (eyura MO

Appelons M (0)=lim.,o M (e)=(>_; m;[Z;],4) d’aprés la Proposition 3.1. Pour
0>0, il existe ' tel que pour 0<e<7', on ait |M(¢)—M(0)|<§. On a donc

£20+1 n’ £20+1 $2a+1
’/ (2 +¢)a+2 (t)dt_fM(O)/o (t2+)a+2 ’ 85/ (12 +¢) g2 Ot

Mais i
n' $2a+1 1 n'?/e q
<€/ 2 Lo dt= / P Lo du
o (t2+e)d 2 Jo (u+1)9
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tend vers

1 /+°° ud 1
du = .
2 Jo (u+1)a+2 2(g+1)

n t2a+1 n 3
e/n/ (t2+5)q+2M(t)dt§5/n/t M(t)dt

Par ailleurs

tend vers 0. On a donc

) n t2q+1 _ M(O)
iy (/ <t2+e>q+2M“)‘”> = 2(g+1)

ce qui démontre la 1°7¢ égalité.

Pour la 28™€ on écrit
[ G [ 7 Geddno)
x 24(pte)att o 29(t+e)att 0 20(t2+e)at!
t2q+1

:2(q+1)€/0n ey ((2152)_‘1 /p<t2(ddcp)q/\w)dt

qui tend vers (3, m;[Z;],+) d’aprés la Proposition 3.1.
(ii) Cela résulte alors de la formule

c

(3.3) (dd° log(p+e))? = (dd P

q
p+€> —q(p+e) T tdpAdpA(ddep)Tt. O

Proposition 3.4. On a les égalités suivantes

> " m;[Z;]= lim A ra-1 g aeon (Laae L i Ao Laae,)
. gl = AP gWPREPRL Q0P = A0 ¢P 2% P )

Démonstration. Soit I(e):fp<62 o pour a une 2n-forme différentielle de classe
C* & support compact dans X. On considere la transformée de Mellin J(\)=
2\ fon I()e?*~1de ou n vérifie supp aC{z€ X :p(z)<n?}.
On suppose lim._, I(g)/e2"=C, alors J(\) existe pour A>—r et
lim (A+r)J(\)=—rC.

Ao —rTt

En effet, pour §>0, il existe 1’ tel que |I(e)—Ce?"|<de?” pour 0<e<n'. Alors

/

()\_’_7,,) /77 1(5)52/\71d5_0n/2r+2)\ < 6n/2r+2)\
0 2 2
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donc pour A proche de —r, |()\—|—r) fon/ 1(5)62’\_1(15—0/2‘<(5/2)(2+5). D’autre
part, I(e) étant bornée, limy_, _,.+(A+7) f:, I(g)e**~tde=0.

Par ailleurs, on a I(g)e?*~t=¢2*"1 ]078[(p1/2)*a puis par une intégration par
parties pour A>—r, —J(A)+n** [y a:f]()m[e”‘(pl/Q)*a:fX p*a. On peut donc

écrire limy o+ A [ e p M "a=rC et on applique cette formule &
a=dpAdpA(ddp)? A

(respectivement (dd®p)?Ay) ot r et C sont donnés par la Proposition 3.1.

Voici une autre démonstration de la Proposition 3.4 déduite directement de la
Proposition 1.1 a I'aide de la formule log p(z)= 2, (p(z)*)[x=0 pour z€ X\ Z et avec
A>0.

La convexité par rapport & A€R de p(z)* entraine que (p(z)*—1)/\ est crois-
sante par rapport & A>0. Par le théoreme de convergence dominée, on a donc

/ log p(dd® log p)?~ Add® = lim e (dd® log p)a=L AddC+p.

X =0t Jx A

Ainsi ((5dd¢ log p)q, ) est la dérivée & droite en 0 de K(X\)=2"17 [, p*(dd®log p)i~*
Add¢t). Signalons que I'opérateur de Monge-Ampere (dd°log p)?~! est une forme
différentielle & coefficients localement intégrables dans X puisque par le théoreme
de Skoda-El Mir le courant 1z(dd®logp)?=! est fermé d’ordre 0 & support dans
Z donc nul. Toujours pour A>0, on a encore d’apres le théoreme de convergence
dominée

/ pN(dd®log p) T Addp =lim [ (p+e)*(dd®log p)?~ Addyp
X e—0 X

ot e>0, donc K (A)=lim._,0 279 [ dd*((p+¢)*) A(dd®log p)?~ ' Atp. On a dans X\ Z
I’égalité

1 ; _
)\ddc((p—i—e)A) = p(p+e) " 1dd° log p+ (p+e) 2 ()\—i— ;) ;ap/\ap.

Remarquons que p*~2idpAdpA(ddlog p)I— At est & coefficients L} . dans X. En
effet soit v=—(—1logp)'/? qui est une fonction quasi-plurisousharmonique au voisi-
nage de Z. D’apres la théorie des opérateurs de Monge—Ampere,

. B 1
—v_34;810gp/\810gp/\(ddc log p)?~! = ddvA(dd® logp)q_l'FQU_l(ddC log p)*

est & coefficients L{ . dans X et on utilise p*=o(v~3).
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Comme (p+¢e)*~2e=(g/(p+¢))(p+e)*1<p*~1 si de plus A<1, on a par le
théoreme de convergence dominée

lim [ (p+e)* 2% " 9pAdpA(dd©log p)T~t A =0
e—0 X\Z pm

et en appliquant le théoreme de convergence dominée a l’autre terme,

K ; _
(A) =271 / (p’\ddc log p+\p* 2 ‘ 8p/\8p) A(dd®log p)T=t A,
)\ X\Z ™

Appliquant dans X\ Z la formule (3.3) avec e=0 et l'exposant ¢—1 au lieu de ¢,
on a

K j _
() = 2_(1/ P (dd® log p)I A+ ApP 171 ‘ IpAIpA(ddep)T= Ay
A X\Z ™
_ )\ A c )‘ A— c
=271 1—""|p"(dd®log p)IAp+ p"~(ddp)? N
X\Z q q
en utilisant la formule (3.3) avec e=0. Puis

a
K'(0%) :/ (;ddc logp>
b

1 1 a~1
A+ lim /X)\pAq12dp/\dcp/\<2dde) At

xX\z A—0t
1 c g . )\ A— 1 c X
= dd® log p A+ lim p T ddp | Ay, O
x \ 2 X\z A=0+ Jx q 2

Supposons que X est un ouvert U de C" et que Z est défini par les équations
fi=...=fy=0otlles f;cO(U). Considérant p=|f|?, on va adopter le point de vue
de Gelfand (cf. [3], [10], [19]) du prolongement méromorphe de |f|**. Le théoréme
d’Atiyah affirme que I’application associant & A la distribution |f|?*
morphe pour Re A>0, a un prolongement méromorphe & C a podles dans Q* .

, qui est holo-

Rappelons le principe de la démonstration de ’existence de ce prolongement.
On considére la fonction holomorphe F dans UxU définie par F(z,w)=
> 1<j<n 1i(2)f;(W) et un point 20 € Z. L'existence du polynome de Bernstein donne
un polynéme B(A) de coefficient dominant 1 et un opérateur différentiel
P\ z,w,0/0z,0/0w) polynémial en A, & coefficients holomorphes en (z, w) au voi-
sinage de (20,Z20) tel que P(\, z,w,0/0z,0/0w)F 1 =B(\)F*. Substituant w=2,
on obtient D'égalité P(\,z,2,0/0z,0/0%Z)|f?AtV=B\)|f|>* qui permet par ré-
currence de prolonger |f|>* & C.

Pour une démonstration du fait que les poles sont dans Q* , on pourra consul-
ter [19].
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Remarquons maintenant que la distribution égale & p* dans la variété com-
plexe X dépend aussi méromorphiquement de A€ C. En effet avec les notations
figurant & la fin de la Section 1, on a p* v =(7|r-1(v))«(|facm[* | z-10)h*) avec
| faom|=|0q|e~?~ pour o, une fonction holomorphe et ¢, une fonction de classe C*
dans 7Y (U,).

Proposition 3.5. Avec § (respectivement v) la distribution dans la variété
complexe X définie comme étant le résidu au pdle —q—1 (respectivement —q) de

(4=1)!p /7%, on a

zj:mj[zj] =5;3M5M (;35p)q_1/(q—1)!=7(;350)q/q!.

Démonstration. Ecrivons

- P1 Pd

p* I =h(\)+ \ Feta
avec h(A) holomorphe au voisinage de 0 et pq,...,pq des distributions. Comme
limy_,0+ Ap*~9(ddp)? existe d’apres la Proposition 3.4, on a p;(ddp)?=0 pour

1=2,...,d et \ v .
. _ 1 P1 1
A—q c c
1;313 qp (2ddp)—q(2ddp). O

AeC

Supposant & nouveau que X est un ouvert de C" et que p=|f|?, la Proposition
3.5 donne l'écriture

ij[zj]: Z Ofi, Noo.NOfi, ARy, i,
J

1<i1<...<ig <N

ol Ril,,,iq:(iq2/2q)'yafil/\...A@fiq est un (0, g)-courant dans U & support dans Z.
Lorsque N=gq et f est une submersion, v= f*dp=lim._,o 1{|f‘<6}/(7rq52‘1/q!).
Cela suggere d’étudier lorsque « est une 2n-forme différentielle de classe C* a

support compact dans U, le comportement pour e—0 de

(3.6) I(e)= /f|< a.

On aura besoin de la décroissance rapide a 'infini de fU |f
Re A=c, uniforme par rapport a ¢ dans un intervalle borné. Rappelons la ju-
stification de ce résultat. Il existe un entier j>1 et des opérateurs différentiels
ak(z,w,0/0z,0/0w) & coefficients holomorphes en (z,w) au voisinage de (zg, Zo)
tels que )\jF/\:ZOS,Kj Meay (z,w,0/92,0/0w)F*. Substituant w=2, on obtient
Pégalité )\j|f|2>‘zzogk<j Neay(z,2,0/02,0/0%)|f|* puis par récurrence sur [>1

|*a sur la droite
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Pexistence de a; x(z,z,0/0z,0/0%) tels que

o 0
= Y Nz O O

. 102’ 0%

—jl<k<—1
= Y N(BO)BOEm—1) " ap PPt (1F20F)
—jl<k<—1

pour tout m>1, apres avoir itéré 1’équation de Bernstein. Pour x une fonction de
classe C* a support compact dans un voisinage ouvert de zg, on a alors

/|f|2)\X04_ Z )\k BA+m—1)) /|f|2 Aer)P/\+m 1 P)\alk(Xa)

—jl<k<—1

qui supposant a’<Re A<a et choisissant m assez grand, apparait comme
O(|)\|m(dengdegB)fl)'

On peut maintenant établir le développement asymptotique suivant.

Proposition 3.7. Pour a’<0 qui n’est pas un pole de | f|**, soit \g<...<A\x <0
les poles de |f|** supérieurs a . Il existe jEN* et des coefficients Dy tels que
la fonction I de la formule (3.6) vérifie quand t— —o0,

t/2 Z Dy, k/t] —t Ay —l—O(e*m/).
0<j’'<j—1
0<Kk' <k
Démonstration. On considere comme [2] une transformée de Mellin J(\)=
2X [/ I(e)e**~tde ou n vérifie supp aC{zeU:|f(z)|]<n}. On a I(e)e** '=
g1 10,¢[ |f|«c puis pour Re A>0 par une intégration par parties —J(\)+n?* fU «@
:f]o,n[52A|f|*O‘:fU |f|**a, ce qui donne un prolongement méromorphe &4 C pour
J(A). Comme pour a>0 fixé et b réel, J(a—i—ib)/(a—i—ib) est la transformée de Fou-
rier inverse de la fonction 1)_. 2105 ((t)1 (e t/2)e qui est & variation bornée pour
teR, on a par la formule de Dirichlet—Jordan, pour tout ¢<2logn, I'égalité I(e t/2)—
limp 4 00(1/(273)) f;fiﬁ Gi(N)dX avec G (\)=(J(N\)/N)e~ . La formule des résidus
donne pour B>0

a+iB a'+iB
/ G\ dr=2ri > Resy, Ge(A)+ / Gy(\) dA
a—iB 0<k'<k a’'—iB
a+iB a—iB
+/ Gi(N) d)\—/ Gy(\) dA.
a’+iB a’—iB

On a l'inégalité

J(x+'LB) 2(z+iB)
x+z’B‘ |B|< ‘/'f' .

)
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pour z et B réels, B#0. La fonction [, |f|?@+B) o est bornée sur |B|>1 uni-

formément pour a'<z<a donc limp 4 faHB G¢(\)dA\=0. Ensuite

P a/+iB
mptoo [ B Gt(N\) dA| qui est
/ [fP o dy)
U

a’'—iB
, +oo 24y —tiy +o0
<(Clete (’/ K ,e. dy’-i—/
—o0 a +Zy —o0
est O(e%"). Avec j un entier > & I'ordre de chacun de ces poles et x(t)=e~"/t, on
obtient

v

1 di—J’ , 1 y /
I(et/?) = o (TN A=) , Y9 D (A ) +0(e7t).
1;9 (J—d")dN—I A=y =11
0<k/<k

O

Pour avoir un analogue de la Proposition 3.7 dans le cas d’une variété com-
plexe X, on peut considérer

(3.8) 19=%" / s

g “lIfsl<e

pour « une 2n-forme différentielle de classe C*° a support compact dans X et avec
les notations de la Section 1, | fg| désignant ici la norme hermitienne standard de f3.
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