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MESURES CYLINDRIQUES, MESURES VECTORIELLES
ET QUESTIONS DE CONCENTRATION

CYLINDRIQUE

ANDRέ GOLDMAN

Let Ebe a locally convex space and m: Σ -* ϋ7 an 2<7-valued
vector measure, absolutely continuous with respect to a
scalar measure μ; to each pair (m, μ) we can associate a
cylindrical mesure λ on E. It is shown some Radon-Nikodym
theorems can be deduced from the properties of the cylindri-
cal concentration of λ. It is shown also that the σ-dentability
properties of certain subsets of E are closely related to some
particular conditions of cylindrical concentration (these
conditions are introduced by A. Badrikian and S. Che vet in
the recent book "Mesures cylindriques, espaces de Wiener et
fonctions alέatoires gaussiennes ). Finally, we consider the
particular case of a measure m which takes its values into
the positive cone of a measure space such as Mt(T) (tight
measures), Mt(T) (smooth measures), or M°°(T) (separable
measures introduced by Dudley).

La theorie des mesures vectorielles est etroitement liee a celle
des mesures cylindriques. En effet si m: Σ —•» E est une mesure
vectorielle a valeurs dans un espace localement convexe (en abrege
elc) E absolument continue par rapport a une probabilite μ sur {Ω, Σ)
Γapplication L, qui a x' e Ef (dual de E) associe la densite scalaire
/./ 6 Lι{Ω, Σ, μ) de la mesure xf o m par rapport a μ, definit sur E
une mesure cylindrique λ. II est bien classique que si E est un
espace de Banach et m a variation bornee alors le couple (m, μ)
admet une densite Bochner-integrable si et seulement si λ est de
Radon sur E (ou sur (E, σ(E, Ef))). Cette correspondance entre
mesure vectorielle et mesure cylindrique fut par exemple exploitee,
dans le cadre des espaces de Banach, par L. Schwartz et B. Maurey
[20] qui retrouvent de cette maniere des resultats de Uhl, Rieίfel,
Stegall etc.

On se propose d'approfondir Γinfluence mutuelle des proprietes
du couple (m, μ) et de la mesure cylindrique λ associee. A cet effet,
on prendra du recul par rapport a la situation classique des espaces
de Banach en se plaςant d'emblee dans le contexte des espaces locale-
ment convexes generaux.

Dans le premier paragraphe on precise le cadre de Γetude et on
rappelle les relations connues qui existent entre le couple (m, μ) et
la mesure cylindrique λ associee. On retrouve ainsi les theoremes
du type Radon-Nikodym, de Metivier [16], de Uhl [24] etc. Ces
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resultats sont bien connus; nous en donnerons des demonstrations
tres sommaires.

Dans le paragraphs suivant on donne, en faisant intervenir les
proprietes des ensembles SA = {m(B)/μ(B); B e ΣAf μ(B) Φ 0}, un critere
important de concentration cylindrique pour la mesure λ. On en
deduit des conditions suffisantes pour que λ soit de Radon sur E;
si de plus, pour tout ε > 0, la mesure λ est concentree a ε-pres sur
des disques faiblement compacts de E (pour la topologie σ{E, E'))
alors il existe une densite faible f:T—+E. Les resultats redonnent
en particulier les theoremes du type Radon-Nikodym, de J. Pellauxnaill
[17], J. Kupka [12] et D. J. Hebert Jr. [8]. Dans le cas particulier
oύ E est un espace quasi-complet souslinien, on obtient des conditions
necessaires et suffisantes pour qu'il existe une densite J-mesurable,
ce qui permet de retrouver certains des criteres etablis par E. F.
Thomas [22] pour qu'une fonction integrable au sens de Pettis soit
sommable.

Le troisieme paragraphe traite de Γinfluence des proprietes de
σ-dentabilite [18] des ensembles SA sur la mesure λ. A cet effet,
nous ferons appel a de recents resultats de A. Badrikian et S. Ghevet
[3] concernant des conditions de concentration cylindrique. On dira
qu'une probability cylindrique λ sur E verifie la condition (B) lorsque
pour tout ε > 0 et tout voisinage de zero V dans E il existe un
compact Kε

v tel que Γon ait X*(K8

V + V) *z 1 — s. Si toute mesure
cylindrique sur E verifϊant (B) est de Radon alors on dit, en suivant
[3], que E est un "bon espace": par exemple, les espaces de Frechet
sont de "bons espaces." Le lien entre la σ-dentabilite et la condition
(B) est tres precis: si pour tout AeΣ, μ(A) Φ 0 il existe B e ΣA9

μ(B) Φ 0 tel que SB soit er-dentable, alors λ verifie la condition (B).
Ceci redonne dans le cas ou E est un espace de Banach (done un
"bon espace") le theoreme classique de Rieffel [18]. En fait, l'etude
des conditions equivalentes a (B) nous amene a introduire des notions
de tf-dentabilite quelque peu plus faible que celle definie par Rieίfel
[18], et ceci meme pour les espaces de Banach. Finalement on
montre, en suivant de pres le resultat similaire de Maynard [15],
que tous les bornes d'un espace quasi-complet E sont σ-dentables si
et seulement si toute mesure λ associee aux couples (m, μ) verifie
la condition (B). Si cette condition est verifiee, Γespace E n'est pas
pour autant un espace de Radon-Nikodym faible. Pour des exemples
d'une telle situation on consultera le Paragraphe IV. Inversement,
un couple (m, μ) peut tres bien admettre une densite faible f:T-+E
sans que pour autant la mesure cylindrique associee λ soit de Radon
(et cela, meme si E est un espace de Banach).

Dans le dernier chapitre on envisage le cas particulier des couples
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(m, μ) oύ la mesure vectorielle m est a valeurs dans le cone positif
M+{βT) des mesures de Radon sur le compactifie de Stone-Cech d'un
espace completement regulier T. Les resultats essentiels sont les
suivants. Si m est a valeurs dans Γespace Mt{T) [1] des mesures de
Radon sur T alors il existe toujours une densite faible f:Ω~+Mΐ(T);
de plus, la mesure cylindrique λ est de Radon sur Mf(T) et, pour
tout ε > 0, concentree a ε-pres sur des ensembles Hε verifiant la
condition de Prokhorov. Dans le cas de Γespace Mt{T) des mesures
de Baire sur T, si toute mesure provenant d'un couple (m, μ) est
de Radon alors le replete vT [4] de T est universellement Radon-
mesurable (ou hyporadonien en suivant [21]). Si on suppose que T
est metrisable separable alors la condition T est radonien equivaut
au fait que tout couple (m, μ) soit densitable. Ce dernier resultat
permet de donner des exemples d'espaees complete dans lesquels
toutes les parties bornees sont σ-dentables et qui ne sont pas des
espaces de Radon-Nikodym faibles. Pour etablir ce dernier point,
on fera appel aux resultats obtenus par J. Berruyer et B. Ivol [4]
ainsi que par M. Rome [19] dans Γetude des espaces de mesures
Ma(T) et ikT(T).

L Etude prelimίnaire* Dans tout ce travail on designera par
m:Σ —> E une mesure vectorielle a valeurs dans E, definie sur une
tribu Σ construite sur un ensemble T. L'espace E est localement
convexe et suppose toujours separe. On notera encore par μ une
mesure scalaire positive definie sur Γespace mesurable (Γ, Σ). Une
fonction f\T—+E est dite totalement mesurable lorsqu'elle est Σ-
mesurable (relativement a la tribu borelienne de E) et d'image
presque separable sur chaque ensemble /^-integrabfe AeΣ. En fait
cette notion n'a d'interet que si E est metrisable. Ainsi, a Γexcep-
tion de ce cas, on distinguera essentiellement les differentes notions
de fonctions mesurables:

(a) fonctions scalairement mesurables
(b) fonctions J-mesurables et
(c) fonctions Lusin-mesurables, lorsque T est un espace

topologique et μ une mesure de Radon.

Les notations concernant les mesures cylindriques sont celles de
[1] et [3]. Pour tout A c ? on designera par ΣA la trace de la
tribu Σ sur A.

Notre but est la recherche des conditions d'existence d'une
densite faible /: T —*E c'est-a-dire d'une fonction / scalairement
mesurable verifiant α/°m = {xf°f)*μ pour tout xfeEr, les mesures
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m et μ etant evidemment reliees par la condition: pour tout A e Σ
tel que μ(A) = 0, on a m(A) = 0 (on note m < μ). On peut raison-
nablement supposer que la mesure μ est concassable (on dit aussi
strictement localisable); il existe done une partition {Aτ) de T formee
d'elements de Σ verifiant μ(Ai) < +w de sorte que Γon ait μ(B) =
Σμ(B Π Ai) pour tout B e Σ. II est clair que si mt et ^ designent
les restrictions respectives de m et μ a Γensemble At alors on a
encore m* < /v Par consequent, pour qu'il existe une densite faible
/ (resp. une densite J-mesurable) il faut et il suίϊit qu'il en soit
ainsi sur chaque ensemble Ai9 On pourra done supposer, sans
restreindre la generalite des resultats, que la mesure μ est bornee
sur T.

D'une maniere generate, dans la recherche d'une densite (faible
ou forte), on est amene pratiquement dans tous les cas a utiliser la
propriete du relevement [10] et [11]. Classiquement, pour que cette
methode s'applique, il est indispensable que le couple (m, μ) verifie
la condition supplemental suivante:

Vε > 0 il existe AeΣ tel que μ(T — A) <̂  ε et tel que Γensemble
SA = \ m(B)/μ(B); BeΣA, μ{B) Φ 0 \ soit borne dans E.
Si cette condition est verifiee, il existe une partition denombrable

(An), n ^ 1, de T formee d'elements de Σ de sorte que pour tout
n ^ 1 Γensemble SAn soit borne dans E. Mais en vertu de ce qui
precede, il suffit de faire Γetude pour tout n du couple (mnf μn). En
conclusion, on supposera toujours dans tout cet article les conditions
suivantes realisees:

( a ) La mesure μ est une probabilite;
(b) Pour tout AeΣ tel que μ(A) = 0, on a m(A) = 0;
( c) L'ensenible Sτ = \ m(A)/μ(A); AeΣ, μ{A) Φ 0 \ est borne

dans E.
Soit a une mesure cylindrique quelconque sur E.
Rappelons la definition suivante (voir [1]).

DEFINITION 1.1. Soit a une mesure cylindrique sur E, ^ une
topologie sur Ef et L: E' —>L°(X, Ω, v) une fonction aleatoire associeβ
a a. On dit que a est d'ordre p (p e ]0, +oo]) si pour tout x'eE'
L{xr) e LP(X, β, ή). On dit que a est de type (^, p) si Γapplication
L est continue de {Er, ^) dans LP(X, Ω, rj).

Soit (m, μ) le couple introduit ci-dessus; pour tout x' e Er on a
x'om < μ. II existe done une densite scalaire fx, eL\T, Σ, μ). II est
clair que Γapplication L: Ef —+L°(T, Σ, μ) definie par L(xf) = fx, est
une fonction aleatoire sur E'. II lui correspond done une mesure
cylindrique λ sur E. On dira que λ est la mesure cylindrique associee
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au couple (m, μ). On peut deja donner quelques precisions sur les
proprietes de λ avec le theoreme suivant (qui reproduit un resultat
de [20] enonce pour les espaces de Banach).

1.2. Le couple (m, μ) definit sur E une mesure
cylindrique X d'ordre + oo et de type (^6, 1) oύ ^b designe la
topologie sur Er de la convergence uniforme sur les parties bornees
de E. Si Vespace E est quasi-complet alors λ est de type (^c, 1),
oύ &c designe la topologie sur Ef de la convergence uniforme sur
les disques faiblement compacts de E.

Inversement toute mesure cylindrique λ' sur E (non necessaire-
ment quasi-complet) d'ordre + °° et de type {^e, 1) provient d}uτt
couple (m, μf) satisfaisant aux conditions (a), (b), (c) enoncees ci-
dessus.

Preuve. Le fait que λ soit d'ordre + oo provient de la condition
c). La continuite absolue de m par rapport a μ entraϊne que λ est
de type (^bf 1). Dans un espace quasi-complet le rang ^?(m) de la
mesure m est faiblement relativement compact, done dans ce cas
particulier λ est de type (^c, 1). Quant a la propriete reciproque
du theoreme, e'est une simple application du theoreme de Hahn-
Banach.

On se propose de retrouver des theoremes connus du type
Radon-Nikodym en utilisant Γoutil des mesures cylindriques.
Donnons tout d'abord le resultat tres simple suivant.

PROPOSITION 1.3. Relativement a un couple (m, μ) il existe
toujours une densite f: T--+E" pour dualite (E", E').

Preuve. L'application L: (£", < δ̂) —> L°°(T, Σ, μ) est continue.
Avec [10] il existe une isometrie / de L°°(T, Σ, μ) dans Γespace
B°°{T, Σ, μ) des fonctions numeriques, mesurables et bornees sur T.
II suffit alors de poser </(£), xf) = I{L(x')) pour tout xf e E\

On retrouve alors le resultat suivant de Metivier [16].

THέθRέ)ME 1.4. Supposons que pour tout ε > 0 il existe AseΣ
tel que μ(T — Aε) ^ ε et SAε soit inclus dans un disque faiblement
compact de E. Alors il existe une densite faible f.

Preuve. On se ramene tres f acilement au cas oύ Sτ est lui-meme
inclus dans un disque compact de E. Et tout resulte de (1.3).
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On obtient de meme le resultat suivant

1.5. Supposons que E soit semi-reflexif, alors il existe
une densite faible f: T ~>E. Si de plus E est un espace de Frechet,
alors la densite f est totalement mesurable.

Preuve. II est clair avec (1.3) ou (1.4) qu'il existe une densite
faible /. Si E est un espace de Frechet, Γapplication. L: (E\ ^c) —>
L°°(T, Σ, μ) est continue. En etudiant Γapplication transposee
ΊJ\ Lϊ{T, Σ, μ)—+E, on etablit facilement (voir par exemple [20]) que
m est a valeurs dans un sous-espace separable de E et ainsi / est
totalement mesurable.

Donnons finalement une demonstration du resultat classique
suivant:

1.6. Tout dual separable E' d'un espace de Banaeh E
est un espace de Radon-Nikodym.

Preuve. II est clair que Sτ est inclus dans un disque σ{Ef, E)
compact. II existe done une densite /: T ~^Ef pour la dualite (E\ E).
Soit x un point de la boule unite B" du bidual E". Gomme B" est
σ(E", Er) metrisable, il existe une suite (xn) incluse dans la boule
unite B de E qui converge vers x pour la topologie σ(E", E'). Ainsi
</(£), x) = limw_+co (f(t), xn), de plus Γensemble (L(xn)) est borne dans
L°°(JΓ, Σ, μ). II resulte du theoreme de Lebesgue que la fonction
χof est μ-integrable ce qui suίfit.

II* Quelques conditions de concentration cylindrique* II
s'agit de donner des renseignements plus precis que ceux decrits dans
le Paragraphe I sur les relations entre le couple (m, μ) et la mesure
cylindrique λ associee. On designera par £7*f(E') Γensemble des
parties ίinies de E' et pour toute partie N = {x[, •••, x'n}e^f(E') on
notera par ΠN Γapplication de E dans Rn deίinie par ΠN(x) = (xl(x))
l ^ i ^ n .

Commenςons par etablir un theoreme mettant en evidence Γex-
istence d'un lien etroit entre proprietes des ensembles SA(AeΣ) et
les proprietes de concentration cylindrique de la mesure cylindrique
λ.

THEORfiME 2.1.

( a ) Soit A un element de la tribu Σ tel que μ(T\A) <; ε; alors
pour toute partie finie N(zEr on a:
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( b) Inversement, soit C un disque de E tel que MΪIN1 (UN (C))) ^
1 — $. Alors il existe une partie AeΣ de sorte que Von ait:

(a) μ(T-_A)^ε;
(β) SAczCσ'E'Ef).

Preuve. ( a ) Soit JV = {x'i9 , x'n) un element de &>f(E'). Pour
tout xleN il existe une fonction mesurable fx>. partout definie sur
T et verifiant x[om = f^-μ.

Designons par fN Γapplication definie sur T par fN{t) = {fxβ))

1 <̂  % ^ n. Par definition meme de λ on a MUN1 {
μ{fΛTίN (B))). Nous allons etablir que /NKTIN (B)) Z> A ^-presque
partout. Supposons le contraire realise, alors Γensemble P =
{t e A; fN(t) $ J[N (B)} est de mesure non nulle. Remarquons que le
complementaire D de Π^ (B) dans Rn est reunion denombrable de
paves Pm = Π?=i ]̂ Γ, &Γ[ verifiant: PmcD Vm. II existe ainsi un
pave Pmo tel que Γensemble P Π //(Pm0) = Pf soit de mesure non
nulle. On en tire ( ^ f4t)dμ{t)jμ{Pr)) e [αΓ°, δz"0] pour tout 1 ^ i ^ n,
ainsi Πiv (m(Pf)lμ(Pt)) 6 Pmo c D. Or Γensemble P' est inclus A, ce qui
est en contradiction avec Γinclusion ci-dessus.

(b) Pour tout Ne&>f(E') posons DN = UN(C).
On a comme en 1. K/N^DN)) = MTLN1 (DN)) ^ 1 — ε. Posons AN =

fNl{DN)> la famille (AN)(N e ^f(EF)) est filtrante decroissante. Soit
A la borne inferieure latticielle de la famille (AN) dans le lattice
complet L°{T, Σ, μ, R). II est bien connu qu'il existe une suite
(ANp)peN de sorte que A = Π ANp μ.p.p., ce qui nous donne
μ(T — A) ^ ε. Soit maintenant x' un point du polaire C° de C, alors
fχf(t)ex\C)d[ — l, +1] pour μ-presque tout teA. II en resulte que
pour tout B 6 ΣA tel que μ(J3) ^ 0 on a (m(B)/μ(B), x'} =

J / ) [ - l , +1] et ainsi S^cC.

2.2. Lα mesure eylindrique λ βsέ ώβ Radon sur
(£"', ίT^", £")) βt eMe esί portee par Vadherence Sσ

τ

{E"'E/) de Sτ dans
(#", σ(E", E')).

Preuve. En effet, d'une part Sσ

τ

{E"yEt) est un compact dans
(£"', σ(E", EJ) et d'autre part, avec le Theoreme 2.1, on a

= 1. II suffit d'appliquer le theoreme de Prokhorov.

GOROLLAIRE 2.3. Si pour tout ε > 0 il existe AeΣ tel que
μ(T — A) <; ε et un compact faible KaE tel que SAaK, alors la
mesure eylindrique λ est de Radon sur (E, σ(E, Er)).
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On obtient encore comme consequence de (2.1) le resultat suivant.

THEOREME 2.4. Supposons que pour tout ε > 0 il existe un
disque faiblement compact DεdE tel que λ*(Dε) ^ 1 — ε (λ est alors
de Radon). Dans ces conditions il existe une densite faible f: T ~» E.

Preuve. II resulte de la seconde partie du Theoreme 2.1 qu'il
existe AeΣ άe sorte que Γon ait μ(T — A) <i ε et SAcDε. II suffit
d'appliquer le Theoreme 1.4.

REMARQUE. On trouvera des variantes de ce resultat dans [3]
et [20], dans les deux cas la demonstration s'inspirant d'une idee
de Kwapien [13].

J. Pellaumail [17] et independamment J. Kupka [12] ont generalise
le theoreme de M. Metivier que nous venons d'appliquer ci-dessus
sous la forme suivante.

THEOREME 2.5. Si pour tout ε > 0 il existe une partie AeΣ et
un compact faible Kε de sorte que Γon ait μ(T — A) <; et SAa Kε,
alors il existe une densite faible f: T—>E.

L'originalite de ce theoreme reside dans le fait que, contraire-
ment a (1.4), le compact Kε n'est pas necessairement un disque. En
fait ce resultat n'est qu'en apparence plus general car on peut facile-
ment se ramener au cas oύ Kε est un disque et ceci par la methode
suivante.

Tout d'abord, par un raisonnement decrit dans le Paragraphe I,
on peut supposer que A = T. Rappelons encore que si la mesure
scalaire est atomique alors il est tout a fait evident qu'il existe une
densite. Ainsi en decomposant μ en sa partie diffuse et sa partie
atomique, on ramene le probleme au cas oύ μ est une mesure diffuse.
Tout est consequence du resultat suivant.

PROPOSITION 2.6. On suppose que la mesure μ est diffuse et qu'il
existe un compact faible KaE tel que Sτ c K. Alors pour tout
ε > 0 il existe une partie AeΣ et un disque compact Kε tels que
μ(T - A) ^ ε et SAa Kε.

Preuve. L'hypothese SτaK implique que le rang &{m) de la
mesure vectorielle m est inclus dans Γenveloppe equilibree e(K) du
compact K. L'ensemble e(K) est evidemment lui-meme compact; de
plus, d'apres un resultat de Tweddle [23] generalisant le theoreme
classique de Liapounov [14], Γadherence de &(m) est un ensemble
convexe. Gonsiderons le disque compact D enveloppe convexe de
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{()} U {—^(m)}, alors on a Ka \Jn^ nD. En vertu du Theoreme
2.1, λ est de Radon sur (E, σ(E, E')). Pour tout ε > 0, il existe
done un entier nε de sorte que X(nεD) ^ 1 — ε. On termine avec le
Theoreme 2.4.

REMARQUE. Dans [8] D. J. Hebert Jr. donne un theoreme du
type Radon-Nikodym avec les memes conditions que dans (2.5) en
rajoutant Γhypothese que les compacts Kε sont metrisables, ce qui
est tout a fait inutile. De plus, pour demontrer son resultat, Hebert
utilise un theoreme de decomposition etabli par lui-meme dans [7]
dont la demonstration nous semble fausse. En effet, il affirme que
lorsque tous les compacts de E sont metrisables alors la tribu cylindri-
que contient les parties compactes, ce qui est generalement inexact.
Ce dernier point nous a ete signale par M. W Schachermayer.

Le cas particulier des espaces sousliniens quasi^complets* Com-
menςons par rappeler quelques proprietes fondamentales des espaces
sousliniens (on pourra consulter par exemple [11).

A. Soit E un espace souslinien (localement convexe separe) alors
la tribu borelienne & de E coincide avec la tribu cylindrique σ^.

B. Toute mesure borelienne sur E est une mesure de Radon.
G. Tout compact K de E est metrisable.
Ces proprietes particulieres des espaces sousliniens permettent

de repondre d'une maniere tres precise au probleme de Γexistence
d'une densite.

2.8. Soit E un espace souslinien quasi-complet, les
assertions suivantes sont equivalentes:

(a) La mesure cylindrique λ est de Radon sur E;
(b) La mesure cylindrique X est de Radon sur (E, σ(E, E'));
( c) II existe une densite faible f: T -+E;
( d) II existe une densite Σ-mesurable unique f: T -+E.
(e) Pour tout ε > 0 il existe AeΣ et un compact (resp. un

compact faible) Kε tels que Von ait: μ(T — A) 5g ε et SA c Kε.

Preuve. Si ^ et ^ 2 sont deux topologies sousliniennes com-
parables, elles sont Radon-equivalentes, ce qui prouve (a) <=> (b). II
resulte des points A et B cites ci-dessus que s'il existe une densite
faible f: T —>E alors λ = f(μ) est une mesure borelienne, done de
Radon, ce qui montre (c) ==> (a). L'implication (c) <=> (d) resulte du
point A.

Montrons que Γon a (a) => (c): la mesure λ etant de Radon sur
E, il existe une suite (Kn) de compacts metrisables et un ensemble
negligeable JV de sorte que E = N U (U Kn). Le resultat est conse-
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quence du Theoreme 2.4.
(a) <=> (e): c'est un corollaire du Theoreme 2.1.

REMARQUE. Toute fonction f: T—+E m-sommable au sens de
E. Thomas [22] (ou integrable au sens de Pettis) definit un couple
(m, μ) de telle sorte que / en est la densite faible. II est alors tres
facile de retrouver, par Γintermediaire de la mesure λ associee,
certains resultats de E. Thomas [22] sur les fonctions m-sommables
a valeurs dans les elc sousliniens et quasi-complets.

A titre d'exemple, demontrons le Theoreme 5 du Paragraphe 3
de [22].

2.9 (E. Thomas). Soient E et E deux espaces quasi-
complete avec E espace de Souslin. On suppose que E est un sous-
espace vectorίel de E et que Vinjection canonique j:E—*E est
continue. Soit f:T—+E une fonction vectorielle a valurs dans E,
posons f — jof. La fonction f est m-sommdble si et seulement si
/ ' est m-sommable et pour tout A e Σ on a \ f'dμ e E.

JA

Preuve. Le point difficile c'est de demontrer que la condition
est suffisante. On a besoin pour cela du resultat du type Orlicz-
Pettis suivant (cite par E. Thomas dans [22]; on pourra consulter
egalement [6] ou [5]):

LEMME. Soient ^ et ^ 2 deux topologies sousliniennes sur un
elc E. On suppose que ^ est moins fine que ^ et que Vespace
{E, ^ ) est quasi-complet. Alors les espaces (E, ^i) et (E, ^ 2 ) ont
les memes sous-series convergentes [6].

Revenons a la preuve de (2.9); Γapplication m: Σ ~>E definie par

m(A) — \ f'dμ est une mesure vectorielle a valeurs dans E muni
JA „

de la topologie ^ 2 induite par celle de E. C'est done en vertu du
lemme une mesure a valeurs dans E muni de sa topologie initiate
^ . La mesure cylindrique λ associee est de Radon sur (E, ^2)
(lorsque m est a valeurs dans (E, ^^)\ de plus, elle est scalairement
concentree sur les disques compacts de (E, ^ ) (lorsque m est prise
a valeurs dans (E, ^ ) ) . Ceci prouve que λ est de Radon sur E
muni de sa topologie initiate ^19 done avec (2.4) / est une densite
a valeurs dans E.

On dit qu'un elc E est un espace de Radon-Nikodym (resp.
Radon-Nikodym faible) lorsque tout couple (m, μ) admet une densite
/ J-mesurable (resp. une densite faible). Pour un espace souslinien
ces deux notions se confondent. Donnons quelques proprietes de
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stabilite de la classe des espaces de Radon-Nikodym sousliniens.

2.10. Soit E un espace de Radon-Nikodym souslinien
(non necessairement quasi-complet). Tout sous-espace ferme F de
E est un espace de Radon-Nikodym (souslinien).

Preuve. Soit m: Σ—* F une mesure vectorielle a valeurs dans
F. Deja il existe une densite / a valeurs dans E et la mesure λ
associee a (m, μ) est de Radon sur E. D'apres le Theoreme 2.1 elle
est portee par F, ainsi on a μ{f~\E\F)) — X(E\F) — 0 ce qui suffit.

La meme methode permet de demontrer le resultat suivant.

THEOREME 2.11. Soit E un espaee de Radon-Nikodym souslinien.
Alors tout sous-espace souslinien FaE de codimension denombrable
dans E est un espace de Radon-Nikodym.

Preuve. Considerons un couple (m, μ) oύ m: Σ —+ F est a valeurs
dans F. Soit G un supplementaire algebrique de F. II existe une
densite f\ T —* E et la mesure λ = f(μ) est de Radon sur E. Elle
est done encore de Radon sur Γespace souslinien F0G somme directe
topologique de F et G, ce qui nous ramene aux hypotheses du
Theoreme 2.10.

REMARQUE. Si dans un elc E il existe un sous-espace F souslinien
de codimension denombrable dans E alors Γespace E est lui-meme
necessairement souslinien.

Ill* Concentration cylindrique et tf-dentabilite dans les elc
quasircomplets* Commenςons par preciser quelque peu le lien
entrevu dans (2.1) entre les ensembles SA(A e Σ) et la mesure
cylindrique λ.

THEOREME 3.1. Soit E un espace localement convexe, les asser-
tions suivantes sont equivalentes:

(a) Pour tout e > 0 et pour tout V voisinage de zero dans E,
il existe un compact K\ aE, tel que X*(Kε

v + V) ^ 1 — ε.
(b) Comme (a) avec un sous-espace vectoriel de dimension finie

Gγ c E a la place de Kε

v.
(c) Pour tout ε > 0 et pour tout V voisinage de zero dans E,

il existe AeΣ et un compact Kε

v c E, tels que μ(T — A) ^ e et
SAaK*v+V.

(d) Comme (c) avec un sous-espace vectoriel de dimension finie
GyC E a la place de Kε

v.
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Preuve. On a Γ equivalence (a) <=> (b) pour toute mesure cylindri-
que sur E car tout espace localement convexe verifie la propriete
(P) de [3].

(a) <=> (c) On se ramene f acilement a supposer que K*v est un
disque et V un disque ferme, on est done dans le domaine d'applica-
tion du Theoreme 2.1.

(b) «=> (d) G'est le meme demonstration que celle de Γequivalence
precedente.

REMARQUE. La condition (a) du Theoreme 3.1 n'est rien d'autre
que la condition (B) dont nous avons fait mention dans Γintroduc-
tion.

Le resultant que nous venons d'etablir peut encore s'ameliorer.
En effet, on peut enoncer:

3.2. Soit E un espace localement convexe, les asser-
tions suivantes sont equivalentes:

( a ) Pour tout ε > 0 et pour tout V voisinage de zero dans E,
il existe AeΣ et un compact Kε

vcE, tels que Von ait μ(T — A)as
et SAc.Kε

v+ V.
(b) Pour tout ensemble AeΣ de mesure non nulle et pour tout

V voisinage de zero dans E, il existe BeΣ et un compact KBc.E,
tels que Von ait SBaKB + V avec B de mesure non nulle et inclus
dans A.

(c) Comme (a) avec un sous-espace vectoriel de dimension finie
GγdE a la place de Kε

v.
( d) Comme (b) avec un sous-espace vectoriel de dimension finie

GBdE a la place de KB.

Preuve.
(a) « (b) Soit A un element de Σ de mesure non nulle. II existe

A'eΣ et un compact KczE, tels que Γon ait μ(T - A') ^ (l/2)μ(A)
d'ume part et SA,cK + V. Posons B = Af)A', alors SBaSΛ,c:K+V
et d'autre part

μ(B) = μ(A) - μ(A\B) ^ μ(A) - Lμ{A) > 0 .
Δ

(b) «=> (a) Soit V un voisinage de zero dans E. Avec Γaxiome
du choix, il existe une suite (An)n^ d'elements de Σ deux a deux
disjoints verifiant:

(a) U An = T μ.p.p. et Γon a μ(An) > 0 pour tout n ^ 1.
(β) A chaque ensemble An correspond un compact KnaE (que

Γon peut toujours supposer disque), de sorte que SAn czKn + V pour
tout n > 1.
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Soit maintenant ε > 0: il existe un entier N ^ 1 tel que Γon ait
μ(T\\Ji An) ^ ε. Posons A - Uf K et soit K = Γ(\Jf Kn) Γenveloppe
disquee de la suite {K^1^nύN. L'ensemble K est un disque compact
et il est facile de verifier que SA c K + V.

(c) <=> (d): C'est la meme methode de demonstration que celle
decrite precedemment.

(a) <=> (c): Ce point est demontre en (3.1).
II est facile de verifier que lorsqu'on remplace le compact K de

(3.1) (resp. de (3.2)) par un disque faiblement compact alors on a
encore (a) <=> (c) comme dans (3.1) (resp. (a) <=> (b) comme dans (3.2)).
Pour plus de clarte, isolons cette propriete sous la forme de theoreme,

THEORfiME 3.3. Soit E un elc, les assertions suivantes sont
equivalentes:

(a) Pour tout ε > 0 et pour tout V voisinage de zero dans E,
il existe un ensemble AeΣ et un disque faiblement compact Dε

v c E>
tels que Von ait μ(T - A) ^ ε et SAaDε

v + V.
( b) Pour tout ensemble AeΣ de mesure non nulle et pour tout

V voisinage de zero dans E, il existe un ensemble BczA, BeΣ de
mesure non nulle et un disque faiblement compact DB c E1 tels que
Γon ait SBaDB + V.

(c) Pour tout ε > 0 et pour tout V voisinage de zero dans E,
il existe un disque faiblement compact Dε

vczE, tel que X*(Dε

v + V) ^
1-ε .

REMARQUE. Si E est un "bon espace" [3] alors le Theoreme 3.1
(resp. le Theoreme 3.2) donne des conditions necessaires et suffisantes
pour que la mesure λ soit de Radon sur E.

DEFINITION 3.4. Soit E un espace localement convexe separe.
Si pour toute mesure cylindrique a sur E les conditions qui suivent
sont equivalentes, on dira que E est un B — F espace:

(a) La mesure a est de Radon sur (E, σ(E, E'));
(b) Pour tout ε > 0 et pour tout V voisinage de zero dans

Ey il existe un compact faible Dε

v c E, tel que Von ait a*{Dε

v + V) ^
1 - e .

La theorie des "bons espaces" repose sur un resultat de De
Acosta (Lemme (IV, 2, 1) de [3]). On peut encore montrer que ce
resultat est valable lorsque'on remplace mot pour mot compact par
faiblement compact, ce qui permet de donner des conditions neces-
saires et suffisantes pour que a soit de Radon sur (E, σ(E, E')). Par
exemple on le resultat suivant (analogue au Theoreme (IV, 2, 1) de
[3]).
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3 5. Soit E un elc complet et soit a mesure cylindri-
que sur E. Les assertions suivantes sont equivalentes:

( a ) La mesure a est de Radon sur (E, σ(E, E'));
(b) Soit ^/ un systeme fondamental de voisinages disques de

zero dans E. Pour tout ε > 0, et pour tout F e ^ , il existe un
compact faible Kε

v <zE, tel que Von ait <x*(Γ\Ve^ (Kε

v + V)) ^ 1 — ε
pour toute partie finie J7~ c HΛ

Nous n'avons pas Γintention de faire une etude systematique des
B — F espaces. Contentons-nous de remarquer, que si un B — F-espace
E est Radon-equivalent a son affaibli (E, σ(E, E')), alors c'est egale-
ment un "bon espace." On peut montrer facilement que tout espace
de Frechet est un B — F espace.

Liaison avec la σ-dentabilite. Gonsiderons un couple (m, μ) oύ
m:Σ—+E est une mesure vectorielle a valeurs dans un espace de
Banach. Le resultat classique de Rieίfel [18] assure que si tout
ensemble AeΣ de mesure non nulle contient un element BeΣ egale-
ment de mesure non nulle et tel que SB soit σ-dentable, alors le
couple (m, μ) est densitable. Nous allons montrer que ce resultat
peut s'ameliorer, et ceci en introduisant une notion plus generale de
tf-dentabilite.

Pour toute partie bornee D c E on designera par σ(D) Γensemble
des sommes ΣXnxn supposees convergentes construites a partir de
points xneD et de scalaires Xn > 0 tels que ΣXn = 1.

Introduisons les definitions suivantes:

DEFINITION 3.6. Soit ^ une famille de parties de E. Un
sous-ensemble AaE sera dit J^~-σ-dentable si pour tout voisinage
de zero V de E il existe un point xeA et un ensemble Be^ tels
que x $ σ(A\{B + V)).

Plus particulierement, lorsque &~ est constituee de parties finies,
on parlera de parties σ-dentables; lorsqu'on prend pour ^~ Γensem-
ble des sous-espaces vectoriels de dimension finie de E on dira que
A est lineairement σ-dentable; finalement on parlera de parties K-σ-
dentables si ^ coincide avec la famille des parties faiblement com-
pactes de E.

II est clair que toute partie σ-dentable est lineairement σ-denta-
ble, et que si E est norme, toute partie bornee lineairement σ-dent-
able est i£-σ-dentable.

Le theoreme qui suit justifie Γintroduction de ces notions.
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3.7. Relativement a un couple (m, μ), avec m:Σ-*E,
supposons la condition suivante realisee:

Pour tout AeΣ, μ{A) > 0, il existe BeΣ inclus dans A et de
mesure non nulle tel que SB soit lineairement σ-dentable (resp. K-σ-
dentable).

Alors pour tout AeΣ, μ(A) > 0, il existe BeΣ inclus dans A
et de mesure non nulle et un sous-espace vectoriel de dimension
finie FaE (resp. un compact faible KcE) tels que Von ait
SBaF+ V (resp. SB<zK+ V).

Preuve. Soit done AeΣ9 μ{A) > 0, il existe B e Σ, B c A, μ(B) > 0
tel que SB soit lineairement σ-dentable (resp. i£-σ-dentable). Ainsi,
V etant donne, il existe un point x e SB, et un sous-espace vectoriel
FaE (resp. un compact faible KczE) tels que x £ σ(SB\(F + V))
(resp. x g σ(SB\(K + V))). On peut ecrire x = m(BQ)/μ(BQ), avec
Bo e Σ, BoczB et μ(B0) > 0. Alors, ou bien il existe Br c BQ, Bf e Σ,
μ{Bf) > 0 tel que SB. c F + V (resp. Ss, c X" + F) ou, dans le cas
contraire, il existe avec Γaxiome du choix une partition (B'n) de BQ

constituee d'ensembles B'neΣ de mesure non nulle et verifiant
m(B'n)/μ(B'n) $F+ F(resp. m{B'n)lμ{B'n) $K+ V). Ainsi le point
x = m(BQ)/μ(BQ) s'ecrit

g „ ψ m(K) x μ{K)
- μ{B'n) μ(B0)

et on obtient une contradiction.

Comme application du Theoreme 3.7 on obtient, dans le cas des
espaces de Banach, le resultat suivant (generalisant un theoreme clas-
sique de Rieffel [18]).

THEOR^ME 3.8. Soit E un espace de Banach, on suppose la
condition du Theoreme 3.7 realisee. Alors il existe une densite f
totalement mesurable.

Preuve. II suffit de construire, pour tout ε > 0, par recurrence,
une suite (An) d'elements de Σ et une suite (Kn) de disques faible-
ment compacts de E verifiant.

(a) μ(T - Ad ^ e2-\
(b) An+1 a An et μ(An - An+ί) ^ s2r^\
(c) SAnaKn + .6(0,1/n) ou B(0,1/ri) designe la boule de rayon

1/n du Banach E.
Posons A = Π An et K= f\(Kn + B(0, l/n))9 alors K est un

disque compact et Γon a μ(T — A) <: ε et SAaK, ce qui termine.
H. Maynard [15] a demontre en 1973 qu'un espace de Banach E est
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un espace de Radon-Nikodym si et seulement si tout borne de E est
σ-dentable (au sens de [18]). Ce resultat se generalise agreablement
au cas des espaces quasi-complets sous la forme suivante.

3.9. Soit E un elc quasi-complet, les assertions
suivantes sont equivalentes:

(a) Tout borne B de E est σ-dentable,
(b) Tout borne B de E est lineairement σ-άentable,
( c ) Toute mesure λ provenant d'un couple (m, μ) verifie la con-

dition (B). Si de plus E est un ubon espace" ces conditions sont
equivalentes a:

(d) Toute mesure λ provenant d9un couple (m, μ) est de Radon
sur E.

Preuve. II est clair que Γon a: (a) => (b) => (c) <=> (d). Le point
delicat c'est la demonstration de Γimplication (c) => (a). Partant du
fait que E possede un borne D non σ-dentable, il faut mettre a
defaut la condition (B). Les idees de R. E. Huff [9] et H. Maynard
[15] vont nous guider dans cette demarche. Considerons pour cela
Γintervalle T = [0, 1[, et soit μ la mesure de Lebesgue sur T. II
existe une suite πn = (A$)n^ltP^ de partitions denombrables de Γinter-
valle T, une suite (»;)Λ^1>p^i de points de E, une suite (ε*)^^^ de
nombres positifs non nuls et un voisinage V de zero dans E,
verifiant les points suivants:

(a) Pour tout n ^ 1, on a πn+ί ^ πn (τcn+1 est plus fine que πn);
de plus, chaque ensemble An

v est un intervalle de la forme
A; = [a;, β;[.

(b) Pour tout double indice (n, p) notons par k{n, p) Γensemble
des entiers q ^ 1 tels que Γon ait An

q

+1 a A*. On a alors A% =
U Λn+ί

qek(n,p) J^-q

(c) Pour tout couple (n, p) on a Σqek(n,p) ε?+1 = ε ^ e t Γentier
n ^ 1 etant fixe on a Σ?^i ej = l

(d) Pour tout couple (n, p) on a ε%%% = ΣgeiK*.*) e^+1x^+\
(e) Pout tout couple (n, p) notons par K(n, p) Γensemble des

couples d'indices (r, s) verifiant Aζ ZD An

p, on a alors

x™+1 e D\({xζ; (r, s) e K(n, p)} + V)

pour tout

q 6 lc(n, p) .

Passons a la construction explicite. Soit x0 un point de D;
comme D n'est pas σ-dentable, il existe un voisinage V de zero dans
E tel que x0 e σ(D\V). II en resulte que x0 est de la forme
#o = Σ ί S εlχp ^ v e c εl > 0 VV> Σεϊ = 1 et a?J = JD\F pour tout p^l.



MESURES CYLINDRIQUES, MESURES VECTORIELLES 401

Posons A\ = [0, εj[ et Ap+1 = [εί + + εj, ε} + + εj + εj+1[ pour
tout j> ̂  1. Les elements {Aι

p)p^ constituent la partition πx. Sup-
posons la construction realisee jusqu'au degre n > 1. Fixons un
point a?;, Γensemble D n'etant pas σ-dentable, on a

-f-oo + 0 0

9 = 1

et BJ*1 e 2)\({ί»I; (r, β) e if(w, p)} + V). Decomposons Γ intervalle Ap en
une suite d'intervalles consecutif s Ap%

1 (de la forme [a, β[) de
longueurs egales respectivement a εj^1. En reunissant les ensembles
(A£Ϊ)9ΪLQ±U

 l e s points (a?;^1)^!,^!, les nombres (ε*V)p î,̂ » et en re-
numerotant, on obtient des suites verifiant les conditions (a), (b), (c),
(d), (e) relatives au degre n + 1. Designons maintenant par Σ^ l a

tribu engendree par πn et par Σ la tribu engendree par Γanneau
^ = UΣ» Considerons Γapplication mo:&—>E deίinie par
mo(Al) = εja?;; elle se prolonge en une mesure vectorielle m:Σ-+E.
En eίfet, posons fn = Σ P ^! α?pl̂ ^ et soit mn la mesure vectorielle sur
Σ deίinie par mn(A) = I Λ^J" P°^ r tout A e ί . Pixons AeΣ, il est
facile de verifier (en approchant A par des ensembles B e &) que la
suite (mΛ(-A))nSίi est de Gauchy dans E. Comme E est quasi-complet
elle converge; posons m(A) = lim^+oo mn(A), il resulte du theoreme
classique de Nikodym que m est une mesure vectorielle sur Σ
prolongeant mo

Notons par P la jauge de V; il existe une constante K > 0 telle
que Γon ait P(m(A) - m{B)) ^ Kμ{AΔB) pour tout couple A, B e Σ.
Montrons maintenant que le couple (m, μ) ne verifie pas la condition
(B). Fixons pour cela BeΣ, μ(B) > 0, et ε > 0; il existe un entier
w0 :> 1 et une suite (ApήpeSo de sorte que \JpeSoA;oZ) B et
μ((\JpeSoAp°)\B) ^ εμ(B). On en tire facilement qu'il existe un entier
p0 6 So tel que Γon ait μ(Aϊ*\(A% ΓΊ B)) ^ εμ(A;° Π B). Posons A;° = Co

et A j Π B = Bo, on a alors

oύ la constante ε' est evidemment definie par ε' = μ(C0) — μ(BQ) ̂  ε.
Avec le choix ε = (1/SK) on a done P(m(C0)/μ(C0) - m(B0)/μ(B0)) ̂  1/3.
On reitere la construction en prenant Bo a la place de B et, ainsi de
suite par recurrence. Ce procede permet d'obtenir une suite decrois-
sante (Cn),n^0 d'elements de la forme Ap

qy et une suite decroissante
(BX^0 d^elements de Σ verifiant: P(m(Cn)/μ(Cn) - m(Bn)/μ(Bn)) ^ 1/3.
Mais il resulte de la condition (e) ci-dessus que pour tout couple
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d'entiers n Φ n' on a P(m{Cn)/μ{Cn) - m{Cn,)lμ{Cn)) ̂  1. Ces deux
inegalites impliquent que pour tout couple d'entiers n Φ n' on a
P(m(Bn)/μ(Bn) - m{Bn)lμ{Bn)) ^ 1/3. En conclusion on a etabli que
Γensemble SB n'est pas precompact dans (E, P). Gette propriete
etant independante du choix de B e Σ, μ(B) Φ 0, elle contredit mani-
festement le point (b) du Theoreme 3.2, ce qui termine cette preuve.

Donnons ίinalement le resultat suivant qui permet de construire
des exemples non triviaux d'espaces localement convexes dont toutes
les parties bornees sont σ-dentables.

PROPOSITION 3.10. Soient E un espαce vectorίel, (Eiy Pi}j) un
systeme projectif d'espaces localement convexes (les applications PU3

sont lineaires et continues) indexe par /, et (/ί)ί6i une famille cohe-
rente d'applications lineaires de E dans Et. On munit E de la
topologie localement convexe initiale associee aux applications (/;).
Alors f pour qu'une partie AaE soit σ-dentable (resp. lineairement
tf-dentable), il faut et il suffit que pour chaque iel, ft(A) soit σ-
dentable (resp. lineairement tf-dentable).

Preuve. Fixons un indice i 6 1 et soit V un voisinage de zero
dans Ez. Supposons la partie A σ-dentable, il existe une partie
FaE et un point xeA tels que x&σ(A\(F + f7\V))). Le point
ft{x) appartient a ft(A) et verifie f,{x) $ (7(Λ(A)\(/4(F) + V)).

Reciproquement, soit U un voisinage de zero dans E. On peut
le supposer de la forme U = fιι{V) oύ V est un voisinage de zero
dans Et. II existe un point aef^Ai) et une partie ίinie i^cZ?; tels
que a $ σif^A^XiFi + V)). Soit x un point de At tel que ft(x) — α;
soit egalement F une partie finie de E de sorte que ft{F) = Ft. II
est facile de verifier que Γon a a ίσ{A\{F + ί7)).

On demontre d'une maniere identique la proposition pour les
parties lineairement σ-dentables.

REMARQUE. On voit avec (3.10), que si pour tout i e I les bornes
de Fi sont cr-dentables, alors il en est de meme pour les parties
bornees de E. C'est par exemple le cas lorsque les espaces Et sont
des espaces de Banach qui possedent la propriete de Radon-Nikodym.
En fait il n'est pas indispensable que la topologie ^ de E soit du
type de celle de la Proposition 3.10. II suffit qu'elle soit plus fine
qu'une telle topologie et que sur les parties bornees de (E, c^?) les
deux topologies (induites) coincident.

La situation consideree dans la Proposition 3.10 a precisement
lieu dans le cas des espaces Mσ(T) etudies par B. Ivol et J. Berruyer
ainsi que dans le cas des espaces ikf°°(r) etudies par M. Rome dans
[19]. Revenons sur la theorie de ces espaces en rappelant que Γon
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note par Mσ{T) le dual compactologique de Γespace compactologique
(C°°(Γ), Sίf™) oύ C°°(T) est Γespace des fonctions continues et bornees
sur un espace completement regulier T et od £έf™ designe la com-
pactologie constitute d'ensembles qui sont les enveloppes disquees
fermees des suites equicontinues, uniformement bornees et conver-
gentes simplement vers zero. L'espace Mσ{T) est muni de la topologie
de la convergence uniforme sur les parties He^έf™.

En suivant [19] on designe par M°°{T) le dual compactologique
de Γespace compactologique (C°°(T), <^°°) oύ Sίf™ designe Γensemble
des parties equicontinues et uniformement bornees sur T. I/espace
M°°(T) est muni de la topologie de la convergence uniforme sur les
parties He^°°. L'interet de ces espaces, en ce qui nous concerne,
reside dans le resultat suivant du a Madame Bucchioni.

PROPOSITION 3.11. Les espaces Mσ{T) et M°°(T) sont des elc com-
plets dont toutes les parties bornees sont σ-dentables.

Preuve. Donnons la demonstration pour Γespace M°°(T); elle se
fait Γune maniere identique pour les espaces Mσ(T). Pour toute
partition continue de Γunite φ = {φϊ)ieI on considere Γapplication
fΦ: M°°(T) —> l\I) definie par fφ(μ) = (μ{φι))i e I. Munissons Γespace
vectoriel M°°(T) de la topologie initiale ^Φ associee aux applications
(fφ) (ό decrivant Γensemble Φ de toutes les partitions continues de
Γunite). La topologie ^Φ est moins fine que celle de Γespace M°°(T)
et, en vertu de [19], ces deux topologies admettent les memes
parties bornees avec les memes topologies induites sur les parties
bornees. Gomme tout espace du type ^(i) possede la propriete de
Radon-Nikodym, il resulte de la Proposition 3.10 ainsi que de la
remarque ci-dessus que toute partie bornee de M°°(T) est σ-dentable.

Exemple et contre-exemples. Les Theoremes 2.4 et 2.5 donnent
des conditions suffisantes pour qu'il existe une densite faible /. On
peut se demander si, avec ces memes conditions, il n'est pas possible
d'obtenir mieux, par exemple, lorsque T est un espace topologique,
que/soit Lusin-mesurable. II n'en est rien avec Γexemple suivant.

EXEMPLE 1. On pose T = [0,1], E = Rτ, on prend pour μ la
mesure de Lebesgue sur T et on definit une mesure vectorielle m sur

( ct \

xt = \ lAdμ) ,
Jo / t e T

alors on a:
(a) E est un espace de Radon-Nikodym faible et toute mesure

μ provenant d'un couple (m, μ) est de Radon.
(b) La fonction f definie par f(x) = (xt) xt ~ 1 si x ^ t et xt = 0

sinon, est une densite faible pour (m, μ).
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(c) Le couple (m, μ) n'admet pas de densite Lusin-mesurable.

Preuve. Tout est evident sauf peut-etre le point (c). Pour le
montrer, raisonnons par Γabsurde en supposant qu'il existe une
densite / ' Lusin-mesurable. II existe done un compact KaT de
mesure non nulle tel que la restriction de / ' a K soit continue. De
plus il est facile de montrer qu'il existe un point toeT tel que Γon
ait a la f ois μ([0, t0] Π K) > 0 et μ([t0,1] Π K) > 0. Posons B = [0, t0] Π K
et fto(%) = xtQ', on a evidemment f'tQ = 1̂  μ.p.p. dans K, ce qui est
absurde puisque f'tQ est continue.

Les conditions du Theoreme 3.1 sont realisees lorsqu'il existe
une densite f:T—*E Lusin-mesurable (avec T espace topologique).
Par contre il peut tres bien exister une densite faible sans que les
conditions du Theoreme 3.1 aient lieu et ceci meme lorsque E est
un espace de Banach. On peut le voir avec Γexemple suivant qui nous
a ete suggere par Γetude de Γexemple que E. Thomas considere dans
le Paragraphe 2 de [22].

EXEMPLE 2. On pose T — [0,1] et E = ί/°°(0,1); en prenant pour

μ la mesure de Lebesgue sur Γ, on definit une application f: T ~+E

par f(t) = l[t}1]. Pour tout oί e 1/(0,1) on pose (m{A\ x') = \ xΌfdt.
JA

Alors les proprietes suivantes sont realisees:
( a ) m(A) appartient a L°° pour tout A appartenant a la tribu

borelienne de [0,1].
(b) L'application A —• m(A) est une mesure vectorielle a valeurs

dans L°°([0, 1]) (muni de la norme).
(c) La fonction / est une densite faible pour la dualite

σ(L~, (L-)0.
(d) La mesure λ est de Radon sur (L°°, <T(L°°, L1)) mais elle

n'est pas de Radon sur L°°.
( e ) Aucune des conditions des Theoremes 3.1, 3.2, et 3.3 n'est

satisfaite.
( f ) La fonction / n'est pas une densite Lusin-mesurable.

Preuve. Avec le theoreme de Fubini on montre que xΌf est
μ-integrable pour tout x'eLK Done m est une mesure a valeurs
dans (L°°, σ(L°°, L1)). En fait pour tout x' e (L°°)' la fonction %' o / est
Riemann-integrable sur [0,1] done Lebesgue-integrable, ce qui montre
encore que m est une mesure a valeurs dans L°°. On a ainsi prouve
les points (a), (b) et (c); pour plus de details, on consultera [22]. _

II est clair que λ est de Radon sur (L°°, σ(L°°, U)) puisque Sτ

est borne done compact pour la topologie σ(L°°, Lι). Remarquons
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lAdt

qui est evidemment continue. Ainsi m est a valeurs dans Γespace
C°°([0, 1]) des fonctions continues sur T alors que la densite / est a
valeurs dans L^C00. Supposons que λ soit de Radon sur L°°; elle
est portee par C°° et il existe done une densite faible fx a valeurs dans
C°°; e'est encore une densite dans Γespace souslinien (L°°, σ(L°°, L1)),
on a done fxφ~f μ.p.p. ce qui est absurde. Ainsi λ n'est pas de
Radon sur L°°. Comme L°° est un B — jF-espace et un "bon espace,"
aucune des conditions mentionnees n'est verifiee.

De meme / n'est pas Lusin-mesurable puisque λ n'est pas de
Radon.

REMARQUE. Pour voir que λ n'est pas de Radon sur L°° on aurait
pu proceder differemment. En effet, il est clair que λ est de Radon
sur (L°°, σ(L°°, L1)), que λ est Γimage par / de la mesure μ et qu'elle
est portee par Γensemble f(T) = {1[M]; t e [0, 1]}. L'ensemble f(T) est
une par tie discrete dans L°° (pour la topologie de la nor me); la mesure
λ n'etant pas atomique, elle ne peut etre de Radon pour la topologie
de L°°. On peut se demander si un elc complet E dans lequel tout
borne est σ-dentable est un espace de Radon-Nikodym faible (ce qui
est evidemment le cas lorsque E est un espace de Banach ou, plus
generalement, un "bon espace"). II n'en est rien; nous en donnerons
des exemples dans le paragraphe suivant.

IV* Espaces de mesures sur un espace topologique complete-
ment regulier et propriete de Radon-Nikodym• Dans ce paragraphe,
nous traitons de mesures vectorielles a valeurs dans Γespace M+(βT)
des mesures de Radon positives sur le compactifie de Stone-Cech βT
de T. Etant donne un couple (m, μ) avec m a valeurs dans le cone
positif Mt(T) [1] des mesures de Radon sur T (resp. Mt{T) [4] des
mesures de Baire positives sur T) muni de la topologie induite par
la topologie etroite σ(M(βT), C°°(JΓ)) (de la convergence simple sur
Γespace C°°(T) des fonctions continues et bornees sur T) on se propose
de repondre essentiellement aux questions suivantes:

(a) Existe-ί-il une densite faible f:Ω-+Mt(T) (resp. f:
Ω-»Ma(T)) associee a (m, μ)Ί

(b) La mesure cylindrique λ associee au couple (m, μ) est-elle
de Radon sur Mt(T) (resp. Mσ(T))?
Dans le cas de Γespace Mt(T) la reponse est, comme nous allons
Γetablir, affirmative. On a meme mieux car, non seulement λ est
de Radon, mais en plus, pour tout e > 0, elle est a ε-pres concentree
sur des parties de T verifiant la condition de Prokhorov [1], ce qui
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est tout a fait exceptionnel puisque hors mis le cas oύ T est un
espace de Prokhorov (par exemple polonais ou localement compact)
les compacts de Mt(T) ne satisfont pas la condition de Prokhorov.

Par contre, dans le cas de Γespace Mσ(T), il n'existe generale-
ment pas de densite faible / associee au couple (m, μ), ce qui impli-
que d'ailleurs que λ n'est pas de Radon. Dans le cas particulier oύ
T est metrisable separable, le fait que tout couple (m, μ) soit
densitable equivaut a la condition: T est radonien [1] et on a alors
Mt(T) = Mΰ{T).

Ce dernier resultat va nous fournir, comme nous Γavons signale
a la fin du Paragraphe III, des exemples d'espaces qui sont complets,
dont tous les bornes sont σ-dentables et qui ne sont pas pour autant
des espaces de Radon-Nikodym faibles.

Pour toute par tie HaMt{T) on notera par Γ(H) son enveloppe
disquee fermee et par Γ+(H) la trace de Γ(H) sur le cone des
mesures positives. Rappelons que Γensemble SΩ = (m(A)/μ(A); A e
Σ, μ(A) Φ 0) est suppose borne dans Mt(T).

Commenςons par traiter le cas particulier oύ T est un espace
compact.

THEOREME 4.1. Supposons que T est compact et soit (m, μ) avec
m: Σ —> M+(T) une mesure vectorielle a valeurs dans le cone positif
M+(T) des mesures de Radon sur T muni de la topologie etroite
σ(M{T), C°°{T)). Alors les conditions suivantes sont realisees:

(a ) II existe une densite faible f:Ω~> M+(T) associee au couple
(m, μ) telle que f(Ω) a Γ+(SΩ).

(b) La mesure cylindrique X associee au couple (m, μ) est de
Radon sur M+(T).

Preuve. Par hypothese Γensemble SΩ est borne dans M{T), done
relativement compact (pour la topologie etroite); il resulte done de
(2.1) que λ est de Radon et portee par Γadherence SΩ de SΩ dans
M{T). Comme SΩ est lui-meme inelus dans le cone positif M+(T), le
point (b) est acquis.

Pour etablir (a) on procede comme dans la preuve ce (1.3). Si
p est un relevement sur L°°(i2, Σ, μ), pour toute point ωeΩ et pour
toute fonction g e C°°(T) on pose </(ω), g) = p(fg) (ω) oύ fg designe
la densite scalaire (en fait sa classe dans L°°(Ω, Σ, μ)) associee au
couple (g° in, μ). On verifie facilement que pour toute g appartenant
au polaire S°Ω on a N°°(fg) ^ 1 done |p(fg)(o))\ ^ 1 pour tout ωeΩ.
Ainsi la fonction/: α>—*/(ω) est une densite associee au couple (m, μ)
et on a f(Ω)czΓ(SΩ).

De plus, pour tout A e Σ et pour toute fonction positive g e C+(T)
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on a (m(A), g) = I fgdμ ^ 0; il en resulte que fg ^ 0 μ-presque partout
et, en vertu d'une des proprietes du relevement [10], on a p(fg) ^ 0
partout. Ainsi pour toute g e C+(T) on a (/(<*>), g) ^ 0, ce qui signifie
precisement que / est a valeurs dans le cone positif M+(T).

REMARQUE. On aurait pu, soit en utilisant la technique des
derivants de J. Pellaumail [17] et J. Kupka [12] soit a Γaide du
Theoreme 2.6, affiner quelque peu le point (a) et etablir qu'il existe
une densite a valeurs dans Γadherence SΩ.

Passons maintenant au cas oύ T est completement regulier
quelconque.

THEOREME 4.2. Soit T un espace completement regulier. Con-
siderons un couple (m, μ) avec m: Σ —•> Mf(T) une mesure a valeurs
dans le cone positif des mesures de Radon sur T. On a alors

(a) II existe une densite faible f:Ω—+ Mt{T) associee au couple

(m, μ) telle que f(Ω) soit borne dans Mt(T).
(b) La mesure cylindrique λ associee au couple (m, μ) est de

Radon sur Mt(T). De plus, pour tout ε > 0, il existe une partie
Hε c Mt{T) satisfaisant a la condition de Prokhorov et telle que λ
soit concentree a ε-pres sur Hε.

Preuve.
(a ) Gommenςons par remarquer que pour tout A e Σ la mesure

m(A) est absolument continue par rapport a la mesure m(Ω). Soit
maintenant (Kn)9 n^l, une suite de parties compactes de T deux
a deux disjointes et telle que Γensemble T\(Uί"°° Kn) soit m(β)-neglige-
able (done encore m(A)-negligeable pour tout AeΣ). Pour tout
n ^ 1, definissons une application mn: Σ—+ M+(Kn) par mn(A) = lKn-
m{A) oύ lKn designe evidemment la fonction indicatrice du compact
Kn. On a le resultat elementaire suivant

LEMME 1. L'application mn est une mesure vectorielle.

Preuve du lemme. Soit (AP), p ^ 1, une suite d'elements de Σ
deux a deux disjoints. Alors pour tout compact L c Γ o n a

4-oo

p = l

= Σ m{AP)(Kn n L) = m(U Λ ) ( ^ Π L) = m.(U Λ)W

ce qui termine la preuve du lemme.
D'apres le Theoreme 4.1 il existe une densite faible fn: Ω-+M+(Kn)

associee au couple (mn, μ). L'application ω -* Σί=i (fΛω)> lr> de Ω
dans R+ est evidemment ^-mesurable, done pour tout i e ί on a
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ί Σ </.(<»), lτ)dμ(co) = g \ <fΛc0),lτ}dμ(ω)
JA n-1 n=l JA

= Σ mn(A)(Kn) = m(A)(T) < + - .

II en resulte que Σί=i/*(<*>) eMf(T) μ.p.p.
Ainsi en posant f(ω) = Σί=i /»(<») aux points ft) oύ la suite (fn(ω))

est sommable dans Mt(T), et /(ft>) = 0 ailleurs, on obtient une densite
associee au couple (m, μ). De plus il est tout a fait evident que
Γon a

+00 —

μ-presque partout, done la densite / peut etre prise a valeurs dans
une partie bornee de Mt{T). Ce qui termine la preuve du point (a).

(b) Nous venons de voir ci-dessus que la serie Σί~°° (fn(a>), lr>
converge μ-presque partout. II resulte du theoreme dΈgoroίf qu'elle
converge μ-presque uniformement. Fixons ε > 0; il existe done
A e Σ, μ(T\A) <; ε, de sorte que la serie Σί~°° (fn{ω)> lr> converge
uniformement sur A. Posons Lε — f(A) = {v = Σί"0 0/*^)* ω & A).

On a alors le resultat suivant

LEMME 2. La partie Lε satisfait a la condition de Prokhorov.

Preuve du lemme. Fixons ε' > 0; il existe un entier N > 0 tel
que Γon ait Σ£+i (fJ<ω)> lr> ^ ε ' pour tout ω e A. Mais cela signifie
exactement que pour tout veL6 on a v(T\(Uf -K»)) = ε ' c e ^ui> joint
au fait que f{Ω) est borne dans Mt(T), prouve le lemme.

Pour terminer nous avons besoin du resultat elementaire suivant

LEMME 3. Soit AeΣ, μ(A) Φ 0, alors Γensmble SA est inclus
dans Venveloppe disquee fermee Γ(f(A)) de Vensemble f(A).

Preuve du lemme. Cest une consequence immediate du theoreme
de Hahn-Banach. En eίfet, si g appartient au polaire 7(A)°, alors
pour tout B 6 Σ,o μ(B) Φ 0

< 1

ce qui suffit.
Re venons a la demonstration du point (b). L'enveloppe disquee

fermee d'une partie de Mt(T) verifiant la condition de Prokhorov la
verifie egalement. II resulte des Lemmes 1 et 2 que pour tout ε > 0
il existe AeΣ, μ(T\A) <; ε et une partie de Prokhorov Hε = Γ+(Lε)



MESURES CYLINDRIQUES, MESURES VECTORIELLES 409

de sorte que SAczHε. D'apres le Theoreme 2.1, la mesure cylindri-
que λ est cylindriquement concentree a ε-pres sur Hε mais les ensem-
bles de Prokhorov etant relativement compacts dans Mt(T) la mesure
cylindrique λ est de Radon sur Mt(T).

Nous allons maintenant considerer le cas de Γespace Mi(T) des
mesures de Baire sur T. Comme nous Γavons dit au Paragraphe III,
on peut soit munir Mσ(T) de la topologie de la .^^-convergence [4]
soit de la topologie etroite σ(Mσ(T), C°°(T)). En fait, pour des
problemes du type Radon-Nikodym, il est indifferent de considerer
Γune ou Γautre topologie. En effet, ces deux topologies admettent
les memes parties compactes et les memes parties bornees. Les mesures
vectorielles a valeurs dans Mσ(T) sont done les memes pour ces deux
topologies, les couples (m, μ) egalement. II est clair aussi qu'elles
admettent les memes mesures cylindriques et les memes mesures de
Radon.

Rappelons maintenant les definitions suivantes:

DEFINITION 4.4. Un espace topologique T est dit radonien [1]
lorsque toute mesure borelienne positive et bornee sur T est de
Radon.

DEFINITION 4.5. Un espace topologique T est dit universelle-
ment Radon-mesurable [21] lorsqu'il est une partie universellement
Radon-mesurable du compactifie de Stone-Cech βT de T.

Rappelons egalement que Γon a Mσ{T) = Mσ{vT) oύ vT designe
le replete de T [4]. Ainsi, pour alleger Γecriture, on suppose dans
toute la suite que T est replet e'est-a-dire T = vT.

On peut deja donner pour un espace completement regulier T
quelconque le resultat suivant

THEORίJME 4.6. Supposons que pour tout couple (m, μ), avec
m: Σ —> Mi(T) a valeurs dans le cone positif Mt{T), la mesure
cylindrique associee λ soit de Radon. Alors Vespace T est univer-
sellement Raάon-mesurable.

Preuve. Commenςons par etablir le lemme preparatoire suivant

LEMME 1. Supposons que T ne soit pas universellement Radon-
mesurable. II existe alors une probabilite de Radon μ sur βT telle
que T soit de mesure interieure μ*{T) nulle et de mesure exterieure
μ*{T) egale a un.

Preuve du lemme. II est immediat que si T n'est pas Radon
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universellement mesurable alors il existe une mesure de Radon η sur
βT telle que Γon ait rj*(T) = a < η*(T) = β. Soit (Kn) une suite de
parties compactes de T telle que a = 7}({JK*)9 alors la mesure
*> = lτ\uκ»'V e s t t e l l e <ϊue v*{T) = 0 et v*(T) = β — a. Soit finalement
un ouvert L de βT contenant T et tel que v(L) = β — a, alors la
mesure l/(β — a)ΛL v = μ satisfait aux conditions desirees.

Revenons a la preuve du theoreme. Notons par m la mesure
vectorielle sur la tribu borelienne &(βT)f a valeurs dans Mt(T),
definie par <m(A), B) = μ*(A Π B) pour tout borelien A e &(βT) et
toute partie de Baire Be&a(T). En vertu des hypotheses, la mesure
cylindrique λ associee a (m, μ) est de Radon. Fixons ε > 0, il existe
done un compact KaβT, μ(βT\K) ^ ε et un disque compact
Dε c Mσ{T) tels que Sκ c De. On peut meme supposer que le compact
K est le support de la mesure induite μκ sur K. II est egalement
clair que K n'est pas inclus dans T. Soit done a e K\T; par hypothese
T = vT; ainsi il existe une fonction continue / sur βT qui vaut
zero au point a et qui ne s'annule pas sur T. Pour tout entier
n ^ l , posons Fn = {xeK; \f(x)\^(l/n)} et Hn = FnΠTe^a(T). Alors
d'une part Γinterieur Fn est non vide done μ(Fn) Φ 0 et d'autre part

n H% = 0 .
La suite (vΛ = (m(Fn)/μ(Fn))) est incluse dans Z)e done relative-

ment compacte. D'apres [1] on doit avoir sup%^ \vn(Hm)\ —>w-̂ +Oo 0, ce
qui est evidemment absurde puisque vn(Hn) = 1.

On s'aperςoit done deja du role important que vont tenir les
proprietes de mesurabilite de T pour que tout couple (in, μ)
(m: Σ ~+Mt{T)) soit densitable. Dans le cas particulier oύ T est
metrisable separable on a la caracterisation tres precise suivante.

4.7. Soit T un espace metrisable separable. Les
conditions suivantes sont equivalentes.

( a ) T est radonien
(b) Mσ(T) = Mt(T)
( c) T est Radon-universellement mesurable.
(d) Pour tout couple (in, μ) avec m: Σ —* Mi(T) la mesure

cylindrique associee λ est de Radon.
( e ) Pour tout couple (m, μ) avec in: Σ —> Mt(T) il existe une

densite faible associee f: Ω —> Mσ(T).

Preuve. (a) *=> (b): e'est immediat compte tenu de la definition
des espaces radoniens puisque sur T les mesures de Borel et les
mesures de Baire sont exactement les memes.

(a) <=* (c): e'est immediat egalement d'apres [1] puisque le complete
de T est polonais done radonien.

(b) => (d): e'est le Theoreme 4.2.
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(d) => (e): ce point resulte du Theoreme 2.4.
(e) =» (c): c'est le point difficile. Supposons que T n'est pas

universellement Radon-mesurable, alors en vertu du lemme du
Theoreme 4.6 il existe une probabilite μeM(βT) telle que Γon ait
μ*(T) = 0 et μ*(T) = 1. On definit une mesure borelienne μτ sur
T par μτ{B) = μ(B') avec Bf borelien quelconque de T verifiant
B' Π T = B. On considere maintenant Γapplication mesurable
h: (Γ, ^(T)) -> (T x /2Γ, ^ ( Γ ) (g) &?(βT)) definie par Λ(ί) = (ί, ί) et
notons par v la mesure image par Γapplication h de la mesure μτ.
Tout repose sur le lemme suivant

LEMME 1. II ny existe pas de disintegration stride (v8), seβT,
de la mesure v.

Preuve du lemme. Supposons qu'il existe une disintegration
(v8), s e βT, de v. Pour tout ensemble A e &(T) (x) ̂ {βT) Γapplica-
tion s-+v(A( , s)) est ^-mesurable et Γon a v{A) = \ v8(A( , s))dμ(s).

En effet, on remarquera que la mesure image de v par la projection
sur T c'est precisement la mesure μ. La diagonale A = {(ί, ί); t e T}
appartient a la tribu produit &{T) ® <3?{βT) (qui, T etant metrisa-
ble separable, coincide avec la tribu borelienne &(T x βT) de
Γespace produit) et Γon a v{A) = 1, mais comme Γensemble

B = {s; vs(s) Φ 0} est μ-negligeable on a egalement \ vs(J( , s))dμ{s) — 0.

On obtient done une contradiction.
Revenons a la preuve de (e) ==> (c). Considerons la mesure

vectorielle m: &?(βT) —> Mΐ(T) definie par m(A)(B) = v(A x B) =
i«*(i fl β) pour tout Ae^(/3T) et toute partie de Baire Be^a(T).
Par hypothese il existe une densite faible /: βT —• Ma(T) associee au
couple (m, μ). On verifie facilement que la famille (f(s)), seβT, est
une desintegration de v, ce qui est absurde en vertu du Lemme 1.

REMARQUE. Lorsque T est metrisable separable on a evidemment
Mr(T) - M~(T) - Mσ(T) (voir [4] et [19]).

On tire du Theoreme 4.6 Γexemple suivant (annonce a la fin du
Paragraphe III).

EXEMPLE 4.8. Soit μ la mesure de Lebesgue sur I = [0,1] et
soit Ω c [0, 1] un ensemble non μ-mesurable. On munit Γespace
Mσ(Ω) = M°°(Ω) de la topologie de la ^"-convergence [4]. Alors les
proprietes suivantes sont realisees.

(a) Mσ(Ω) est un elc complet et toute partie bornee BcMσ(Ω)
est σ-dentable.

(b) L^espace Mσ(Ω) n'est pas un espace de Radon-Nikodym
faible.
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Preuve. La condition (a) est satisfaite pour tout espace MO(T).
La condition (b) resulte de (4.6).

REMARQUE. Dans la demonstration de Γimplication (e) => (c), le
fait que T soit metrisable separable permet d'assurer Γegalite des
tribus &(T) (x) &(βT) = &(T x βT). Si on suppose que T est
seulement metrisable, on n'a plus cette egalite. Tout ce que nous
sommes en mesure de dire se resume dans la proposition suivante.

PROPOSITION 4.9. Soit (T, d) un espace metrique qui n'est pas
universellement Radon-mesurable. Alors il exίste un sous-espace
ferme separable Ω c ϊ 1 tel que Mσ(Ω) ne soit pas un espace de Radon-
Nikodym faible.

Preuve. Reprenons la preuve de (4.6). Soit μ la probabilite sur
βT telle que μ*(T) = 0 et μ*(T) = 1. Tout resulte du lemme suivant.

LEMME. Soit S le support de la mesure μ alors Vensemble
Ω = S Π T est metrisable separable.

Preuve du lemme. Sur Ω = S f] T considerons la mesure μω

definie par μω(B) = μ{B') avec Beέ^(Ω), B' e<^{S) et B' n Ω - B.
II est clair que la mesure μω est bien definie et qu'elle admet comme
support Γespace tout entier. Fixons n ^ 1 et soit Mn un ensemble
maximal (pour la relation d'inclusion) dans la famille des parties M
de Ω verifiant: x, y eM X Φ y => d(x, y) > 1/n. II est clair que
Γensemble Mn est denombrable et que la reunion M — U^^i ̂  est
dense dans Ω.

Ainsi, partant d'un ensemble metrisable T non universellement
Radon-mesurable, on se ramene a un ensemble Ω avec ces deux
memes proprietes qui, de plus, est separable et ferme dans T. Une
demonstration point a point identique a celle du Theoreme 4.6
permet de voir que Γespace Mσ(Ω) n'est pas un espace de Radon-
Nikodym faible.
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