
PROBLEMES D'UNIVERSALITE SΊNTRODUISANT
DANS LΆLGEBRISATION DE LA LOGIQUE

MATHEMATIQUE II

DANIEL PONASSE

Chapitre III: Substitutions et quantificateurs

1. Ensemble individualise

Nous definirons la structure d'ensemble individualise au moyen des donnees

suivantes:

—un ensemble non vide A, elements notes u, v} w, . . .

—un ensemble infini /, elements notes a, b, c, . . . i, jf ky . . . et appeles

individus.

—une application 5 de I2 dans Γensemble des applications de A dans lui-

meme; une fonction telle que s(a, b) sera dite "substitution de a a b", et lorsque

aucune confusion ne sera a craindre, on la notera simplement (alb)y sa valeur

pour « G A sera alors notee (a/b)u. Si Γon est en presence de plusieurs in-

dividualisatioπs differentes, on pourra preciser en disant que A est s-individualise

sur /.

Un element u de A sera dit indέpendani d'un individu a, si pour tout in-

dividu b (b/a)u = u. On notera i(a) Γensemble des u independants de a, et /«

Γensemble des individus dont depend (c'est a dire n'est pas independant) w, Iu

sera dit la base de u.

Ces donnees devant verifier les axiomes suivants:

11/ {a/a)u^u quels que soient u<=A et a^I

12/ si b^ay alors (b/a)u est independant de α, quel que soit u^A

13/ si u est independant de a: (c/a)(a/b)u~ {c/b)u quels que soient b et c

14/ pour tout u, Iu est une partie finie (eventuellement vide) de /.

Indέpendance des axiomes dindividualisation

Axiome II'- Prenons pour A un ensemble ayant au moins deux elements,

et soient u° et v° deux elements differents fixes, soit egalement a° un individu

fixe definissons les substitutions de la fagon suivante:
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(bla°)u° =v° pour tout b

(b/a)u° = u° pour tout b et tout a*a°

(b/a)u = « quels que soient a et b, pour tout

On a done: Iu° = { « 0 } et JM = 0 si W=*FW°

1) I I n'est pas verifie, car: {a°/a°)u° = t>°

2) 12 est verifie

3) 13 est verifie:

—pour u*?u°: immediat

—pour u = u° avec£=*Ftf°: (c/a)(a/b)u° = (c/a)u° -u° (car a*a°) = (c/b)u°

—pour W = M° avecά = α°: (c/a){a/a°)u° = {c/a)v° = v° = (c/a°)v°

4) 14 est verifie.

^ Prenons pour A {'ensemble I2 des couples d'individus (i, /), et

definissons ainsi les substitutions:

—si i*rj: (bfa)(i, j) = (it j) si α # ί et

(b/i)(i, j) = (̂ , j) quel que soit ^

(b/j)(i, j) = (ί, έ>) quel que soit b

(i, j) a done pour base: {/, j)

—si i-j: (b/a)(i, i) ~ (it i) si a*i

(b/i)(i, i) = (ι, b) quel que soit £

(ί, i) a done pour base: {*'}

1) 11 est verifie

2) 12 n'est pas verifie, car si b*i: {b/i){i, i) = (ί, b) qui depend encore de i.

3) 13 est verifie:

a) si w= (/, j) avec i^j (on aura done a*i et

—si b*i et b*?j: immediat

- s i £ = ί#y : (c/a)(a/i)(i, j) = (c/a)U y) = (c, j) =

—si b-j*ci: analogue.

b) si « = (i, ί) (on aura done

—si ά^ i : immediat

—si b = ί: (c/a)(a/i)(i, i) = (c/β)(ί, α) = (ί, c) = (c/f)(i, i)

4) 14 est verifie.

Axiome 73: Prenons toujours .A = /2, soit a° un individu fixe, posons:
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pour un couple (ac, j) oύ j

(b/a°)(a°, j) = (b, j)

{b/a){a°, j) = (a°, j) si a*a° et

Un tel couple depend done de a° et de j .

—pour le couple (β°, α°):

{b/a°)(a°, α°) = (*, ft)

(b/a)(a°, a°) = (β°, β°) si a # a 0 .

Ce couple ne depend done que de ά°

—pour tout couple (*", j) oxx i*a°:

(b/j)(i, j) = (i, b)

(b/a)d, j) = (ι, /) si α^F/ (meme si α=*i)

Un tel couple ne depend done que de j .

1) I I est verifie

2) 12 est verifie

3) 13 n'est pas verifie, par exemple: si j±?a° j±?a a*a° et

c*a on a: (c/α)(α/βo)(oo, y) = {c/a)(a, j) = (tf, j)

(cla°){a°yj) = (c,j)

4) 14 est vέrifie.

Axiome 14' Prenons pour A un ensemble oύ Γon peut choisir deux ele-

ments differents u° et v° et posons:

(b/a)u° = v° si a*b

(a/a)u° = u°

(b/a)u = « si

1) I I est vέrifie

2) 12 est vέrifie

3) 13 est vέrifie, car il ne peut s'appliquer qu'a u\u° et le resultat est

alors trivial.

4) 14 n'est pas verifie, car /«o = 7

Exemples densembles individualises: sur un ensemble infini I quelconque:

1°/ A est un ensemble quelconque et Γon prend pour chaque substitution
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Γapplication identque de A dans A : ce sera ΐindividualisation triviale de A.

2°I I peut etre individualise sur lui-meme en posant

(alb)i-i si b*i, quel que soit a

Nous dirons que c'est Γindividualisation naturelle de /.

3°/ Si Aly • . . , An sont n ensembles individualises sur le meme ensemble /,

on peut definir sur Γensemble produit A = A^ x x An ce que nous appel-

lerons Γindividualisation produit, par:

(a/b)(uu . . . , Un) = {(a/b)uu . . . , (a/b)un)

ou d'une fa^on plus precise: si chaque At est s -individualise, alors A est

s-individualise par-*

s(a, b)(uu . ... tin) = (sAa, b)uu . . . , sn(a, b)un)

En particulier In pourra etre individualise par le produit des n individualisa-

tions naturelles de 7.

4°/ Si A est un ensemble individualise, il y a une autre individualisation

interessante sur An '•

—si # = (uu - - v tin) oύ les Ui sont tous differents, on pose:

i, . . . , (a/b)un)

—si w= (uu . . - , un) oύ les w, ne sont pas tous differents, on pose:

(a/b)u = w quels que soient a et b.

La verification des axiomes ne presente guere de diίϊicultes, elle est im-

mediate pour II , 12, 14, et en ce qui concerne 13:

—pour u = (uu . . . , un) oύ les ui ne sont pas tous differents: immediat.

—si tous les Ui sont differents: u devant etre independant de α, ceci im-

plique que chaque Ui le soit, alors {a/b)u= ({a/b)uu . . . , {a/bun) oύ les (a/b)ui

sont tous differents, car si Γon avait

(a/b)ui = (a/b)uj,

il en resulterait (en appliquant I I et 13 a A):

(b/a)(a/b)ui = (b/a)(a/b)uj, soit m = uj
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par suite

= {{c/a)(a/b)ui, . . . , (c/a)(a/b)un)

= ((c/b)uh . . . , (

L'individualisation ainsi definie sur An sera dite la nindividualisation

engendree par celle de A.

5°/ Si A et B sont deux ensembles disjoints individualises sur /, on peut

definir sur A U B, ΐindiυidualisaiion somme par

(a/b)u calcule dans A si u^A

calcule dans B si u^B

Etudions quelques consequences simples des axiomes d'individualisation *

remarq.uons d'abord que si w depend de a, cela signifie, par definition, qu'il

existe au moins un individu b tel que (b/a)u*u mais Γaxiome 12 nous donne

un resultat plus fort:

LEMME 1: Si u depend de a, .ahrs pour tout b^a: (bfa)u^u

COROLLAIRE Pour Que u soit m.dέpendant de a il faut et il suffit quil existe

b*a tel que u=(b/a)u

LEMME 2*. Si u est indέpendant de a: (b/a)(a/b)u=- u pour tout b.

C'est un cas particulier de 13.

PROPOSITION 1 : Soit v= (b/a)u

1. si b = a ou si a Φ Iu '• alors Tv — In

2. si b^a et si a^h:

—si b^Iu' Iv=- ίlu Π C{a}~] U {b}

—si btΞln' IΌczTuΓ\C{a}

Demonstration Soit c$Iu

: v = {b/a)u= (b/c)(c/a)u qui est independant

de c si c^b, done dans tous les cas •" Iυ^IH\}{b} Le cas 1 est trivial, car υ- u

Supposons done b * a et a e Iu, et tout d'abord b$ Iu'>

D'apres 12 υ est independant de a, done / v c[/«nC{β)]ϋW montrons qu'il

y a egalite '•

—supposons d'abord que v soit independant de b '•

{a/b)(.b/a)u = u ( l e m m e 2 ) s o i t (a/b)v-u s o i t v-u
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ce qui est impossible car u depend de a. Done b e Iv.

—supposons maintenant que v soit independant de C G / » Π C{a) (s'il y en a)

(a/c)(c/b)υ={a/b)v (13)

or tf # cy u serait done independant de c, ce qui est faux. Done c e Λ;.

L'egalite est done demontree.

Dans le cas ou έe/« on a toujours Ti/CTi, U {b) = Iu et puisque 6=*F<3, t> est

independant de a, done /tιC/«nC(α}.

Remarque: Dans le cas oύ ##& et oύ w depend de # et de &, Γinclusion

qui vient d'etre demontree peut fort bien etre stricte; en voici un exemple •

A = J2 muni de la 2-individualisation engendree par Γindividualisation

naturelle de /, et soient a et b deux individus differents:

u= {a, b) a pour base {a, b)

v = (blά)u = (b/a)(a, b) = (b, b) a pour base 0.

PROPOSITION 2: Si « dέpend de a et si b!*bn, alors (bf/a)u*r(b"/a)u sauf

peut-etre pour un nombre fini de couples

(b\ V) e II

En effet, si u est independant de bf et de &", d'apres la proposition 1, (bf/a)u

depend de bf et pas de b", tandis que (b"/a)u depend de b" et pas de b\ ces

deux elements sont done differents. La conclusion subsiste si Γun seulement

de b1 et de b" n'appartient pas & Iu.

COROLLAIRE 1 Si u dέpend de a, ΐensemble des (b/a)u oύ b parcourt I est

έquipotent ά I.

COROLLAIRE 2 : Tout ensemble fini ne peut etre individualisέ que trivialement

PROPOSITION 3 Dans un ensemble individualisέ non trivialement: si a*b

i(a) et i{b) sont incomparables {pour la relation d!inclusion).

Dέmonstration' supposons par exemple: i(a)cii(b)

Soit u un element de base non vide (il en existe), et soit v Γelement ainsi

defini:

—si u est independant de a et b - v = u
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—si u depend de a mais non de b: v = (a'/a)u oύ αf^? £ et α'Φ 7M

—si u depend de b mais non de a' v - (b'/b)u oύ b1 ̂ a et b1 Φ 7W

—si"« depend de « et de 6 : v = (b'/b)(a'/a)u oh b' # α et α' Φ 7W et 6' Φ 7«r/α)W

Dans tous les cas, v est un element de base non vide, independant de a et

de b (cf. prop. 1), et pour un tel element υ- soitce/t,: {b/c)v est independant

de tf, done par hypothese (b/c)v serait independant de b, ce qui contredit la

proposition 1.

Applications individualisantes

Etant donnes deux ensembles A et A1 individualises sur le meme ensemble

d'individus /, une application / de A dans A1 sera dite une application indiυi-

dualisante si:

f((a/b)u) = (alb)f(u) quels que soient a, by u.

ou, d'une faςon plus precise*, si A est s-individualise et A' est s'-individualise,

alors

f{s(a, b)u)=s'(a, b)f(u)

Pour une telle application:

PROPOSITION 4: Si u est indέpendant de a, alors f(u) atissi.

Car: (b/a)f(u) = f({b/a)u) = /(w) pour tout b.

COROLLAIRE: 7/(W)C/ M ^ e / que soit u.

2. Anneaux booleiens et ensembles prebooleiens individualises

Anneau boolέien individualisέ

Soit B un anneau booleien (elements notes # r> s, t, . . .) et 7 un ensemble

infini d'individus (#, b} c, . . .) nous dirons que B est un anneau boolέien

individualist sur 7 si e'est un ensemble individualise sur 7 tel que chaque sub-

stitution d'individus soit un endomorphisme unitaire de B.

Remarquons que tout anneau booleien peut etre individualise trivialement

sur tout ensemble infini 7, et que e'est d'ailleurs la seule individualisation pos-

sible pour un anneau booleien fini.

Dans un anneau booleien B individualise sur 7 nous avons les proprietes

suivantes:

PROPOSITION 1 Pour tout individu a1 i(a) est un sous-anneau de B,
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En effet:

1. (b/a)0 = 0 et (b/a)l = l quel que soit b, done 0 et 1 sont independants

de a.

2. si r est independant de a\ (b/a)( - r) = - (b/a)r = - r quel que soit b,

done - r est independant de a.

3. si r et s sont independants de a'- (b/a)(r s) - (b/a)r (b/a)s = r s quel

que soit &, done r s est independant de a.

Nous pouvons generaliser ce resultat: / etant une partie quelconque de /,

posons:

i{J): ensemble des r independants de tout individu de /, e'est a dire tels

que

IrΠJ=0

Bj - ensemble des r ne dependant que d'individus de /, e'est a dire tels que

On constate immediatement

/(/)= Π i(a)

il resulte alors de la proposition 1:

COROLLAIRE 1: Pour tout J"c7Ί i(J) et Bj sont des sousanneaux de B.

Remarque *

i( I) = B0 = ensemble des r de base vide.

II en resulte egalement le resultat suivant:

COROLLAIRE 2: Pour toute partie infinie J de I: Bj est un anneau boolέien

individualisέ sur J.

Demonstration: Bj sera eviάemment individualise en prenant pour sub-

stitutions ies restrictions a Bj des substitutions dans B, ce qui est possible,

car: si r^Bj α ε / e t έ G /

PROPOSITION 2: Les trois propositions suivantes sont έquivalentes .*

1. r est independant de a
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2. pour une infinitέ dindividus b: (b/a)r<,r

3. pour une infinitέ d'individus b: (b/a)r>r

Demonstration: II est immediat que 1 implique 2 et 3, car alors (b/a)r = r

pour tout b.

Supposons (b/a)r<r pour une infinite de b, soit / Γensemble des b pour

lesquels cette inegalite est verifiee, et posons / = / Π C{a). Tout endomorphisme

d'un anneau booleien conserve evidemment la relation d'ordre, done si b e J\

pour tout individu c on a:

(c/a){b/a)r<(c/a)r

or &#tf, done (b/a)r est independant de Λ, on a done simplement:

ceci sera en particulier vrai quels que soient b et c pris dans / , Γinegalite

contraire sera done aussί vraie, et par suite:

(b/a)r=(c/a)r

et ceci pour une infinite de couples (b, c) avec b*c, done (prop. 2, parag.

precedent): r est independant de a. Done 2 implique 1.

Demonstration analogue pour "3 implique 1" (on peut d'ailleurs se ramener

i c e qui precede en raisonnant sur — r).

COROLLAIRE 1: SΊ7 existe b$Ir tel que: (b/a)r<r ou (b/a)r>r alors r est

indέpendant de a.

En efϊet, si {b/a)r<r, on en deduit: (c/b)(b/a)r< (c/b)r pour tout c, or r

etant independant de b, ceci s'ecrit simplement:

(c/a)r<r

pour tout c done r est independant de α.

De meme pour Γinegalite contraire.

COROLLAIRE 2: Si r depend de a et est'independant de V etb" (V*b") alors

(b'/a)r et (b'f/a)r sont incomparables.

En effet, supposons par exemple * (b'/a)r<:(b"/a)r alors (a/bn)(bf/a)r

<{a/bn){b"/a)r or {bf/a)r est independant de b", d'oύ (b'/a)r<r ce qui con-

tredit que r depende de a.
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Ensemble prέboolέien individualisέ

Soit E un ensemble prebooleien *

elements notes' αr, β, γ, . . .

famille deductive que nous noterons id' {Vk)k<=k

puits T = Γ\Vkl relation d'analogie /?, anneau booleien quotient ElR, ap-

plication canonique ψ de E dans E/R.

Soit d'autre part I un ensemble infini d'individus (a,b,c,...). Nous dirons

que E est un ensemble prέboolέien individualisέ sur I si c'est un ensemble in-

dividualise sur I tel que chaque substitution d'individus soit un prέhomomor-

phisme de E dans lui-meme.

Tout ensemble prebooleien peut etre individualise trivialement sur /, et

c'est la seule individualisation possible si E est fini.

Nous allons voir que de Γindividualisation de E resulte une individualisation

"canonique" pour E/R- si (b/a) est une substitution d'individus sur E, d'aprέs

le theoreme 2, parag. 1, chap. I, on peut definir un endomorphisme de E/R, que

nous noterons encore (b/a), par-*

{b/a)φ(ct)=φ((b/a)a)

LEMME l : Pour que (b/a)ψ{a) -φ{a) quel que soit b, il faut et ilsuffit quΊl

existe un reprέsentant a° de ψ(a) qui soit indέpendant de a.

En efϊet:

—s'il existe oc° independant de a-

(bla)ψ(a) = (b/a)ψ(a°) = ψ((b/a)a°) = ψ(a°) =

—si (bla)ψ(a) =<p(oc) pour tout b' soit b° un individu fixe different de a>

^ (b°/a)φ(cc) =ψ((bc/a)a), alors α° = (b°/a)a (oύ a est un representant

quelconque) convient bien.

II est alors facile de verifier les axiomes d'individualisation:

11/ (a/a)φ(a) =φ((a/a)«) = φ(a)

12/ si b*a' ib/a)a est independant de a, or c'est un representant de

(b/a)φ(oc), ce dernier est done independant de a.

13/ si ψ(ex) est independant de a* ψ{a) ^ψ(a°) oύ a° est independant de

a, (c/a)(a/b)φ(«) = (e/a)(a/b)φ(a°) = <f((c/a)(a/b)«°)
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14/ si ψ(a) depend de a' tous ses representants aussi, done ψ(a) ne peut

dependre que d'un nombre fini d'individus.

Ainsi E/R est un anneau boolέien indiυidualisέ sur /

LEMME 2 Si ψ(cc) a une base non vide: il existe un representant a° de

φ(a) ay ant la nieme base.

Dέmonstration'- soit au - . . , #n la base de ψ(cc), soit oc un representant

quelconque de ψ(a)y il depend au moins de βi, . . . , an, supposons qu'il depende

en outre des individus bi> . . . , bp.

(ajbι)ψ(oc) = ψ(oc) = ψ((ajbί)oc) done ocχ = (ajbdoc est un autre representant

de ψ(a) et il ne depend plus de bi.

(adbz)φ{cc) = (a1/b2)φ(cci) = ψ(a) = ψ{(aιlb2)aι) et αr2 = {aJh)ecι ne depend

ni de fti, ni de b2. etc . . .

Finalement en prenant, par exemple, a° = (ajbp) (aί/bi)ec, e'est bien un

representant de ^(αr), il ne peut dependre que de #i, . . . , an et il en depend

effectivement.

LEMME 3 Si ψ(a) a une base vide, quel que soit a il existe un represent ant

oca de <p{oc), qui dέpende au plus de a.

Demonstration' soit a un representant quelconque de <f(cc), si oc a une base

vide on prend oca-oc, si a depend de bίt . . . , bpt on prend' cca = (a/bp)

(a/bi)cc (cf. la demonstration du lemme 2).

Soit A un ensemble individualise sur 7", et construisons Γensemble pre-

booleien Ά (chap. I, parag. 2), nous pouvons definir sur A une individualisation

deduite "canoniquement" de celle de Λ

Si <* est un tableau de A, (b/a)cc sera par definition le tableau obtenu en

remplaςant dans <x tous les elements de A (s'il y en a) par leurs images par

(b/a).

On verifie sans peine que A est ainsi un ensemble individualise sur /. En

outre chaque substitution (b/a) ainsi definie est un prehomomorphisme (strict)

de A dans lui-meme, en effet*

1. (b/a) conserve evidemment la multiplication et la negation.

2. Soit a^T- a est/-clos pour tout / e A, or quelle que soit / e Ay/o(b/a)

est aussi une application de A dans £7, done α: est fo(b/a)-clos, mais
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valeur de est identique a la /-valeur de (b/a)a, par suite (b/a)a est/-clos pour

tout/ : (b/a)a^T; d'oύ [b/a)T<^T

Ainsi A es£ wn ensemble prέboolέien individualisέ sur /.

LEMME 4: Soient a &. A et uh . . . , un les έlέments de A apparaissant dans

#, alors:

.7β = 7 M χ U U7« n

Dέmonstration:

—si a^Ia' il existe ά tel que (b/a)a # ct done pour Γun au moins des Wi *

i^Ui, e'est a dire #, depend de #.

— si Γun des «, depend de «: il existe b tel que (b/a)ui±?Ui et par suite

A partir de A nous pouvons maintenant construire Γanneau booleien

individualise sur I (de fagon canonique).

LEMME 5 •' Si une grille <#> de ζA> a une base vide, alors il existe un tableau

ct° de Ά, reprέsentant <α:>, ay ant έgalement une base vide.

Dέmonstration: d'apres le lemme 3, il existe un tableau cta qui depend au

plus d'un individu a (d'ailleurs arbitraire) et qui represente <α:> soit a° le

tableau deduit de cca en y remplagant tous les elements de A qui dependent

efϊectivement de a par 0. Ce tableau a° a bien une base vide, montrόns que

a° est analogue & cca'

Soient uh . . . , un les elements de A dependant de a, apparaissant dans

oca\ soit / G 2

—si f(ui).= - =/(w«) = 0: a° et oca ont la meme/-valeur.

—s'il existe / tel que /(«/) = 1 : soit b un individu quelconque different de

a, <a>^<aa> done (b/a)<cc> = <α:> = <α:β> = <(b/a)a°> cca et (6/α)αβ sont done

analogues.

Pour chaquei, de / a n, {bla)ui^Ui\ soit alors / ' G 2 qui coincide avec

/ sauf peut-etre pour les (b/a)uι ou Γon pose; f'((b/a)ui) = 0; αr° et (b/a)aa

ont la meme /'-valeur, done aussi a° et αrβ, mais pour ces deux, derniers,

tableaux leurs /r-valeurs sont identiques a leurs /-valeurs •' cc° et aa ont done

encore la meme /-valeur.

Des lemmes 2 et 5 on deduit:
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PROPOSITION 3: Toute grille <a> de <A> admet un representant <x de Ά

ayant la meme base.

Problέme duniversalitέ

Considerons le probleme "universeΓ relatif aux structures et applications

suivantes*

Es: ensembles individualises sur /

Eτ* anneaux booleiens individualises sur /

(S, T)-applications* applications individualisantes

T'applications homomorphismes individualisants.

Les conditions Ul, U2, U3, U4 (cf. Preliminaires) se verifient sans peine.

Ce probleme est resolu de la fagon suivante*

PROPOSITION 4* <Λ> et H, associέs a un ensemble individualisant A, sont

solution de ce problέme duniversalitέ.

Dέmonstration:

Rappelons que H est definie par *

et c'est bien une application individualisante de A dans

Soit / une application individualisante de A dans un anneau booleien in-

dividualise B, nous savons qu'il existe un homomorphisme G unique de

dans B tel que: f=G0B.

G est individualisant sur H(A) *

Qu ''

En outre toute grille <*> de <A> est composee par multiplication, disjonc-

tion et negation, de grilles elementaires de la forme H(u) il en resulte que G

est individualisant sur

3. Anneau booleien quantifie

Soit B un anneau booleien (elements, /, s, t, . . . ) individualise sur / (ele-
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ments a, b, c, . . .).

LEMME l : Si s = Sup. {b/a)r existe (pour a et r ftxέs), alors s est indέpen-

dant de a.

Dέmonstration:

pour tout b- s>(bla)r

quels que soient b et c (c/a)s>(c/a)(b/a)r

quels que soient b^a et c' (c/a)s> (b/a)r

c etant fixe quelconque, choisissons b tel que: b*a b$Ir b$ I(C/a)s

alors quel que soit d: (d/b)(c/a)s~ (c/a)s>(d/b)(b/a)r=(d/a)r

il en resulte (c/a)s>s, et ceci quel que soit c, done s est independant de

a (prop. 2, parag. 2, chap. Ill),

Rappelons les definitions et resultats suivants, concernant les quantificateurs

(existentiels) monadiques tels que les definit P. R. Halmos

1°) Un quantificateur monadique sur un anneau booleien B est une applica-

tion 3 de B dans B verifiant les trois axiomes:

30 = 0

r < 3 r

3(r 3s) = 3 r 3s

2°) Un sous-anneau B' de B est dit relativement acheve si pour tout r e J3,

l'ensemble, note B'(r), des rf e B' tels que r£rf (si r # 0 , e'est un filtre"deJ5')

admet un plus petit element (ce sera alors un filtre principal de B1). On

demontre alors que si 3 est un quantificateur sur'B, 3{B) est un sous-anneau

relativement acheve de B, et pour tout r, 3r est le plus petit element de

3(J5)(r). Reciproquement, si B1 est un sous-anneau relativement acheve de By

il existe un quantificateur 3 et un seul sur B tel que 3(£) = B\ et il est defini

par^ 3r=le plus petit element de B'(r).

Dans le cas d*un anneau booleien individualise on a alors le resultat sui-

vant^

LEMME 2' Si pour un individu a fixέ, Sup. (b/'a)r lorsque b parcourt /, existe

quel que soit r, alors ΐapplication 3a dέflnie par Bar = Sup. ib/a)r est un quanti-

ficateur monadique sur By et 3a(B) - i(a).
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Demonstration:

—on a vu que i(a) etait un sous-anneau de B.

—le lemme 1 montre que 3ar<^i(a)

—ii est immediat que 3ar>r, car r = (a/a)r, done 3ar^i(a){r).

—-soit rf^i{a)(r): r' est independant de a et r ' > r , done quel que soit b>

(b/a)rf = r' > (6/α)r, il en resulte: r' > 3αr.

Done, pour tout r, 1(0) (r) admet un plus petit element qui est Bar, ce qui

prouve la proposition.

Nous dirons alors que B est un anneau boolέien semi-quantifie' sur / s'il

verifie Γaxiome suivant:

BQ1/ quels que soient ΛG/ et r e 5 : Bar = Sup. {bla)r existe.

Remarques:

1°) Dans tout anϊieau booleien semi-quantifie, nous pourrons definir pour

chaque indiyidu le quantificateur universel Vα par: Vαr= - 3«α( - r ) ou, ce

qui revient au meme: Vαr = Inf. (b/a)r.

2°) Tout anneau booleien B peut etre semi-quantifie sur toμt ensemble

infini /, en prenant Γindividualisation triviale dans ce cas Bar = Vαr = r quels

que soient a et r. Nous dirons que B est semi-quantifie trivialement (e'est

d'ailleurs le seul cas possible pour un anneau fini).

Outre les proprietes classiques des quantificateurs monadiques, nous avons

dans un anneau booleien semi-quantifie les resultats suivants *

PROPOSITION l : harC.Ir^C{a)

Demonstration'-

—on sait dej& que Bar est independant de a.

—soit main tenant b*a tel que r soit independant de b' 3ar>r, done pour

toutc: {c/b)3ar>(clb)r = r

si c±?a (c/b)3ar est independant de a, et dans ce cas, pour tout d-

(d/a)(c/b)3ar= (c/b)3ar>(d/a)r

done (c/b)3ar>3ar pour tout c^a; il en resulte que 3ar est independant de b.

PROPOSITION 2* Si r est indέpendant de af: 3ar~3a'{a'/a)r

En effet: quel que soit b (b/a')(a'/a)r= (b/a)r



76 DANIEL PONASSE

PROPOSITION 3 Si r et s sont indέpendants de b et si (b/a)r < s alors 3ar< s.

En effet: sei(b)((b/a)r) done s>3b(b/a)r =

PROPOSITION 4 Pour toute pariie infinie J de I: 3ar = Sup. (blά)r

Dέmonstratton

—on a 3ar>ibla)r a fortiori pour tout 6 e /

—soit s>(b/a)r pour tout £ e / : on peut trouver un individu b tel que

b^J et b$ Ir U 7s, de la proposition 3 il resulte alors s>Eαr.

COROLLAIRE .' Pour toute partiβ infinie J de /, Bj est un anneau boolέien

semi'Quantiftέ sur /.

En effet il suffit de se reporter a Γindividualisation de Bj sur / telle qu*elle

a ete definie au paragraphe precedent. Notons que pour tout β £ / le quanti-

ficateur 3a sur Bj est la restriction de ce meme quantificateur defini sur B.

PROPOSITION 5 Deux fonctions composέes de n quantificateurs 3au . ,

3an Tie diffέrant que par Vordre des individus, sont deux quantificateurs mona-

diques identiques.

Dέmonstration: montrons, par recurrence sur ny que Q = 3tfio...o3fl« est un

quantificateur.

La proposition est trivialement vraie pour n = 1, supposons la vraie pour

n - 1, posons" Q = 3aι°Qι avec Qι == 3aι° °3««

Q0 = 3ύίi(©10) =3αi0 = 0 et r <3axr <Λ3aιQxr ^ Qr

Q(r Qs) = 3aiQι(r 3aiQis), QiS est independant de a2f . . . , «n, done aussi

3ύfi0is; en outre QΛB) ^i{a2, . . . , «n), done BaiQiS = 0i3αid5, d'oύ:

= Qr"Qs.

Q est done bien un quantificateur.

En outre Q(B) -i(au . . . , an)
: invariant par toute permutation.

N. B. En general le compose de deux quantificateurs monadiques n'est pas

un quantificateur monadique.

Notation: si K est une partie finie de /, nous poserons
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si K= {ah . . . , an)

= application identique si K=0.

PROPOSITION 6 Lapplication 3 dέfinie par- 3r=3ϊrr est un quantificateur

monadique.

Demonstration^ d'apres la proposition 5 cette application est bien definie,

et nous remarquons que

3(B)=B0.

II est immediat que:

30 = 0 et r<3r

Considerons maintenant deux elements r et s, soit K = lr U Is, K contient

les bases de r, de 5, et de r Es, il en resulte

et de meme pour s e t r 3s, par suite:

3(r Es) =3K(r-3Ks) = 3iίΓr 3Ks = 3r 3s

Etudions maintenant Γeffet des substitutions sur un quantificateur 3a, nous

avons les resultats partiels suivants:

PROPOSITION 7: Si c*a: 3a(c/b)r< (c/b)3ar

En effete r<3ar done (c/b)r< (c/b)3ar9 or (c/b)3ar est independant de #,

done {c/b)3ar ^ i{a){(c/b)r), ce qui prouve Γinegalite envisagee.

PROPOSITION 8 * Si c^a et b^a, on a: 3a(c/b)r={c/b)3ar lorsque b~c>

ou lorsque r est indέpendant de Vun au moins des individus a, b, c.

En effet:

—Si b = c, ou si / est independant de a ou de b' le rέsultat est trivial.

—Si r est independant de c, et on peut maintenant supposer

{b/c)3a(c/b)r est independant de a

{blc)3a{clb)r> (b/c)(c/b)r = r

done:

(blc)3a{clb)r>3ar

3a(c/b)r est independant de b, done:
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(c/b)(b/c)3a(c/b)r = 3a{c/b)r> {c/b)3ar

et la proposition 7 prouve Γinegalite contraire.

Dans le cas oύ r depend effectivement de a, b, c et oύ ces trois individus

sont differents, Γegalite precedente n'est pas forcement realisee nous poserons

alors la definition suivante:

B sera dit un anneau boolέien quantifiέ^ sur 7, s'il est semi-quantifie sur

/ et verifie Γaxiome supplemental

BQ2/Si a, b, c sont 3 individus differents et si r depend de a, b, c alors:

(c/b)3ar<ι3a(c/b)r

II resulte alors de ce qui precede*-

PROPOSITION 9: Dans un anneau boolέien quantifiέ: si b*a et c^a on a:

Soient B et B' deux anneaux booleiens quantifies sur le meme ensemble

d'individus 7, une application / de B dans B! sera dite un homomorphisme

quantifiέ, si:

HQ1/ / est un homomorphisme d'anneaux

HQ 2/ / est une application individualisante

HQ3/ / (3ar)<,Baf(r) quels que soient a et r.

PROPOSITION 10 * Si / est un homomorphisme quantifiέ:

quels que soient a et r.

Eneffet: 3ar>(bla)r pour tout Z>, done f(3ar)>f((b/a)r) = (b

pour tout bt done f(3ar) > 3af(r), ά'oxx Γegalite d'apres HQ3.

Une application N d'un anneau booleien quantifie B dans Z/(2) sera dite

une normalisation de B si:

N1/ N est un homomorphisme d'anneaux

N2/ N(3ar) < Sup. N{(b/a)r) quels que soient a et r.

*J Nous verrons au paragraphe 5 des exemples d'anneaux booleiens semi-quantifiό
mais non quantifiόs.
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PROPOSITION 11: Si N est une normalisation:

M3βr)=Sup.MWβ)r).

N{Var) = Inf. N((b/a)r)

quels que soient a et r.

Demonstration immediate.

PROPOSITION 12 Tout homorphisme quantifie de B dans Z/(2) (ce dernier

έtant έυidemment quantifie triυialement) est une normalisation.

Dέmonstration' soit / un homomorphisme quantifie de B dans 27(2)

f(3ar) = 3a/(r)=f(r) et Sup./((*/β)r) = Sup. (b/a)f(r) = f(r)

N. B. La reciproque est en general inexacte (il faudrait N{(b/a)r) = N(r)

quels que soient a, b, r).

Un ultrafiltre ψ d'un anneau booleien quantifie B sera dit un ultrafiltre

validant s'il possede la propriete suivante

{Sar^Ψ) ==>(il existe ά e / t e l que {b/a)r<z Ψ)

II en resultera d'ailleurs Γequivalence, Γimplication contraire etant triviale,

puisque {b/a)r^3ar, pour tout b.

II en resultera egalement*

(V«re^)^^(pour tout 6eJ: ( i / β ) r e ^ )

B sera dit un anneau booleien quantifie validέ s'il possede des ultrafiltres

validants et si leur intersection se reduit a Γelement 1.

Remarquons qu'un anneau booleien quantifie trivialement est valide, car

tous ses ultrafiltres sont validants.

PROPOSITION 13 Pour qu une partie Ψ dun anneau boolέien quantifiέ B

soit un ultrafiltre validant, il faut et il suffit que sa fonction caractέristique g

soit une normalisation de B.

Dέmonstration nous savons dej& que pour que ψ soit un ultrafiltre, il faut

et il suffit que sa fonction caracteristique soit un homomorphisme de B dans

—si Ψ est un ultrafiltre validant- si g(Bar) = 1, 3ar^ Ψ, done il existe b

tel que (b/a)r<ΞcT, done g({b/a)r) = 1 et Sup.g{{b/a)r) =1
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—si g est une normalisation-' si 3 « r e ψy g(3ar) = Sup.g{(b/a)r) =1, done

il existe b tel que g{(bla)r) = 1, soit (b/a)r^Tf done ^ est validant.

N. B. Nous verrons au paragraphe 5 divers exemples concernant les ultra-

filtres validants et les anneaux valides.

4. Ensemble prebooleien quantifie

Soit E un ensemble prebooleien (elements a, βf γ, . . . ensembles deductifs

Vk) individualise sur I (a, b, c, . . . ) . On dira que E est un ensemble prέbooleien

semi-quantifiέ sur 7, s'il est muni d'une loi de composition externe, partout

definie, avec I comme domaine d'operateurs

(a, oc) > 3aa

qui satisfait & Γaxiome suivant

PQ1/ Oααre Vk) <F=Kil existe b& I tel que (b/a)a&Vk) quels que soient

a, a, k.

LEMME 1: Si a et β sont analogues, il en est de rn^rne de Baa et Baβ, quel

que soit ΐindividu a.

En effet: si Ξaa e Vkf il existe b tel que (b/a)a e Vk, or {b/a)a est analogue

h (b/a)βt done il existe b tel que (b/a)β& Vk, par suite 3aβ& Vk\ et recipro-

quement.

LEMME 2: Quels que soient cc&E et a&I: Sup. (b/a)φ{cc) existe et est έgale

a φ(Eacc).

Dέmonstration

—Si (b/a)cc e F/?, on a aussi 3αα e Fjfe, par passage au quotient, il en resulte •

(b/a)φ(a) <<p(Bacc), et ceci pour tout b.

—Si φ(β)>(b/a)ψ(cc) pour tout b: (b/a)ψ(a) ψ(β) = (b/a)ψ(a)y autrement

dit (b/a)a est analogue & (b/a)a β; si on suppose alors 3 α α e F&, il existe b

tel que (b/a)a& Vk, done (b/a)a β& Vk, done β e F*, il en resulte: ψ(3aa)

II en resulte que ElR est un anneau boolέien semi-quantifiέ sur /, et on a '

oύ oc designe un representant quelconque de φ(cc).
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De la meme fagon nous dirons que E est un ensemble prέboolέien quantiftέ

sur /, si, outre PQ1, il verifie Γaxiome*

PQ"2/ Si a, b, c sont 3 individus differents et si a depend de a, b, c-

Vk)

pour tout k.

Par passage au quotient cet axiome devient exactement BQ2, et par suite

E/R sera un anneau boolέien quantifiέ sur /.

Etant donne un ensemble prebooleien E(T, R) quantifie sur /, nous ap-

pellerons prέnormalisation de E toute application n de E dans Z/(2) possedant

les deux proprietes '

PNl/ n est un prehomomorphisme (strict) de E dans Z/(2) (muni de la

structure prebooleienne normale).

PN2/ niΞaa) ^Sup. n((b/a)a) quels que soient a et a.

PROPOSITION 1 •* La fonction caractέristique γu dun ensemble dέductif Vk est

une prέnormalisation.

En effet *

1. si n( - *) = 1 ~ GC e Vk a Φ Vk γk(a) = 0

si n( - oc) = 0 - cc$ Vk a&Vk n(a) = 1

done n( -a) = -nix)

2. si r*(α: j9)=l <* ^ e Vk a e Vk et J9G Vk n(«) = n(β) =1

si r*ία jS) = 0 α /9 $ F* αΦ V* ou j9Φ Vib γk{cc) = 0 o u r*(j5) = 0

done n(a β) = γk(oc)

3. si nOaa) = 1 3«or e F^ done il existe b tel que (b/a)a<Ξ Vk, alors

n((b/a)a) = 1 et Sup. n((b/a)a) = 1.

PROPOSITION 2 * Si w ŝf wwe prέnormalisation de E, alors ΐapplication N

definie par: N(ψ(a)) =n(a) est une normalisation de E/R.

En effet:

n est un prehomomorphisme, done N est un homomorphisme.

NOaφ(oc)) = N(φ(3acc)) - n(Bacc) < Sup. n((b/a)cc) = Sup. N(ψ((b/a)a))
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PROPOSITION 3: Si N est ure normalisation de E/R, alors n = N°ψ est une

prέnormalisation de E.

Demonstration immediate.

PROPOSITION 4: Chaque <f(Vk) est un ultrafiltre validant de E/R.

Demonstration'' la fonction caracteristique γk de Vu est une prenormalisa-

tion, done Γapplication gk definie par gk(<f(cc)) -Ύkicc) est une normalisation de

E/R, et on constate immediatement que e'est la fonction caracteristique de

<P{Vk).

THEOREME 1 - E/R est un anneau booleien quantifiέ validέ.

En effet si ψ(a) appartient a tous les ultrafiltres validants, il appartient

h tous les ψ(Vk), done cc appartient h tous ίes ensembles deductifs Vk, done

Reciproquement, tout anneau booleien quantifie validέ peut etre considere

comme un ensemble prebooleien quantifie, en prenant comme famille deductive

celle de tous ses ultrafiltres validants; la relation d'analogie est alors celle

d'identite. Nous dirons qu'il s'agit ÎL de sa structure normale.

Etant donnes deux ensembles prebooleiens, E(T, R) et E'(T, R')t quantifies

sur le meme ensemble d'individus /, nous dirons qu'une application / de E dans

E' est un prέhomomorphisme quantifiέ si *

PHQ 1/ / est un prehomomorphisme d'ensembles prebooleiens.

PHQ 2/ / est une application individualisante.

PHQ3/ fCBaa) est analogue a 3af(a) modulo R\ quels que soient a et a.

En particulier un tel prehomomorphisme pourra etre strict (on remplacera

alors PHQ3 par: f(Baa) = Baf(a)), e'est le cas de Γapplication canonique φ

de E dans E/R, et d'une fagon plus generale ce sera le cas chaque fois que Ef

sera un anneau booleien quantifie valide muni de la structure normale.

Les deux theor ernes suivants se demontrent sans aucune difficulte -

THEOREME 2: Soient E(T, R) et E'(Γ, R') deux ensembles prέboolέiens

quantifiέs sur /, ψ et ψ1 leurs application canoniques, f un prέhomomorphisme

quantifiέ de E dans E', alors Γapplication / dέfinie par: J(φ{a)) =^'(/(α))

est un homomorphisme quantifiέ de ElR dans E'/R1.

THEOREME 3 : Si f est un homomorphisme quaniifiέ de E/R dans un anneau
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boolέien quantifiέ validέ B {avec le meme ensemble dindiυidus /), alorsf~J°ψ

est un prέhomomorphisme Quantifiέ (strict) de E dans B {muni de la structure

nor male),

5. Application aux anneaux ζA}

Soit A (elements u, v, w, . . .) un ensemble individualise sur I (a, b, c, . . .)

non trivialement. A partir de A nous construisons Γensemble prebooleien A

(tableaux α, β, γt . . . ) , puis Γanneau booleien <A> (grilles <ά>, </9>, <r>, . . .)

tous deux individualises sur / de la fagon canonique qui a ete decrite au para-

graphe 2 de ce chapitre. Ce paragraphe a pour but de mettre en evidence les

phenom&nes suivants^

—Tout anneau de type <A> est semi-quantifie, et en general quantifie (en

imposant une condition tres simple a A).

—Les quantiίicateurs qui se trouvent ainsi definis sur <G4> obeissent a des

regies de calcul d'une tres grande simplicite. excluant toute ressemblance avec

le calcul des predicats restreint du premier ordre.

—En contrepartie, le fait pour un ultrafiltre de <CA> d'etre validant se traduit

par des conditions assez restrictives et compliquees, alors que dans le cas du

calcul des predicats la situation est beaucoup plus simple.

—L'universalite de <A> vis h vis des structures individualisees (cf. parag.

2 de ce chap.) n'est plus conservee lorsqu'il s'agit de structures quantifiees.

L& encore la situation est exactement Γopposee de celle que nous rencontrerons

dans Γetude du calcul des predicats.

Tous ces resultats, negatifs par rapport au but poursuivi, mettent en lumiere

les differences essentielles qu'il y a entre la construction du calcul propositionnel

et celle du calcul des predicats, & partir de leurs ensembles d'atomes respectifs,

et montrent ainsi Γimpossibilite de definir pout le calcul des predicats un anneau

de t.r.a. analogue & celui que nous avions construit pour le calcul propositionnel.

1/ Semi-quantification de

Soit <<*> une grille non close, a designera Γun de ses representants n'ayant

aucune colonne close soit a un individu, nous poserons:

qaoc = tableau deduit de a par suppression de tous les elements de A de-

pendant de ay dans toutes leurs occurences dans Γecriture de <x.
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Exemple:

lv \u lv
a =s (

vuiv Ovw Our

oύ u et v dependent de a et w est independant de α.

on aura:

1 1
χ0u) Ow

qaoc = (

Soi t/e ϊ4 et supposons que qaoc soit /-clos, cela signiίie que chacune de

ses colonnes est /-close soit K Γune de ses colonnes, dont le bloc superieur

(resp. inferieur) est B (resp. B')t dire qu'elle est/-close signifie:

il y a au moins un έlement u& B tel que f(u) =0

ou il y a au moins un element u'&B' tel que f{uf) = 1

Or 5 (resp. B1) est un sous-bloc du bloc superieur (resp. inferieur) de la

colonne correspondante de {b/a)a, oύ b est un individu quelconque. II en

resulte que chaque (b/a)a est /-clos, et par passage au quotient:

iqaa>< (b/a)ζa> quel que soit 6 e / .

Supposons avoir trouve une autre grille <β> telle que: <#>< (b/a)Ka> pour

tout i e / .

Soit / e Λ telle que j9 soit /-clos, ce qui implique que chaque (b/a)a soit

/-clos. Considerons une colonne K determinee de a:

/ B

avec B^BaUBo et B'^B'aUB'o oύ:

Ba (resp. 2?i) ne contient que des elements m, . . . , un (resp. u[, . . . , #«')

dependant de α.

.Bo (resp. B[) ne contient que des elements vlf . . . , vm (resp. t J, . . . , Vm>)

independant de a.

Cette colonne K est supposee non close, done en particulier chaque ui de

Ba est different de chaque uj de 2& par suite:

(b/a)ui*e(b/a)uj sauf peut-etre pour les individus b appartenant a la base

de Ui ou de uj (car si m et u'j sont independants de b} (b/a)ui-(b/a)uj

implique: (a/b)(b/a)u{-{a/b)(b/a)ujt soit m-uj).
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Posons : ] = 7;ϊ U 7̂ , c'est une partie finie de 1, done C/A•-0, choisissons υn

individu b° dans C/, tous les uι et tous les u'j sont independants de 6° (lemme

4, parag. 2, chap. Ill), done chaque (b°/a)ui est different de chaque (b°/a)uj.

Soit /° Γapplication coϊncidant avec /, sauf peut-etre pour les (b°Ia)m ou Γon

pose:

et les (b°/a)uj ou Γon pose:

f°((b°/a)uj)=0 y = l, . . . , w'

£ etant independant de Z>° et les (b°lά)ui et les (£°/e) «J dependant effective-

ment de Z>°, il en resulte qu'aucυn (b°/a)ui et qu'aucun (b°Ia)u'j ne figure dans

le tableau β done la /-valeur de β est identique a sa /°-valeur, β est done

/°-clos, par suite (b°/a)ac sera aussi /°clos, en particulier la colonne de (b°/a)a

correspondant a K, sera /°-close, ce qui d'apres la definition de /°, implique :

il existe au moins un v% de BQ tel que fc(vi) =0

ou il existe au moins un υ) de B'ύ tel que fo(vj) =1

Or BQ et B[ constituent precisemment les blocs superieur et inferieur de la

colonne correspondante, qaK, de qaa cette colonne sera done /°-close. II

suffit maintenant de remarquer que chacun des v, et v'j est different de chacun

des (b°/a)ui et {b°/a)uj (car les premiers sont independants de b°, tandis que

les seconds en dependent effectivement), ce qui montre que la /-valeur de la

colonne qaK est identique a sa /°-valeur cette colonne est done /-close.

Ayant raisonne sur une colonne quelconque, on en deduit que la /-cloture

de β implique toujours la /-cloture de qaa, d'oii:

<β> < <qaa>

Completons notre definition par: qa<X) ~ <1>, et nous avons le resultat

suivant:

Pour toute grille <a> et tout individu a, Inf. (b!a)ia> existe et est egale a

<qaa>, que nous noterons maintenant:

De ceci resulte evidemrnent Γexistence de 3aζa> = Sup. {bla)ia> et un

procede de calcul de cette grille :
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THEOREME 1: Pour tout ensemble A individualist snr 7, C4> est un anneau

boolέien semi-quantifiέ sur I.

2/ Quantification de <C4>

Cherchons h quelle condition C4> pourra etre qϋantifie, ce que nous pour-

rons traduire ici par:

Va(c/b)<a> = (c/b)>fa<a> si b*a et c*a

puisque ce sont les quantificateurs universels qui s'introduisent le plus simple-

ment

La reponse est immediate en considerant la construction precedente du

tableau qaoc' il f aut et il suffit que:

(u depend de a) =$((c/b)u depend de a, si b±?a et c±?a) (1)

—Cette condition est suffisante, car alors la suppression des elements de-

pendant de a dans (c/b)a, peut se faire en supprimant d'abord dans oc les

elements dependant de a, et en prenant ensuite Γimage par (c/b).

—Cette condition est necessaire, comme on le voit sur toute grille de la

forme •*

Nous poserons alors la definition suivante:

Un ensemble A individualise sur I sera dit atomique\ si on a la propriete

(1) quels que soient ut=Ay a, b, c individus differents appartenant k la base

de «.

THEOREME 2: Pour que </4> soit un anneau boolέien quantifiέ sur 7, il /aut

et il suffit que A soit un ensemble individualisέ atomique.

Re marques

1°) Meme lorsque A est un ensemble individualise atomique, <Λ> n'est

jamais un anneau boooleien individualise atomique considerons un element u

de A dependant de a, et la grille:
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depend de a

{c/b)<a> = <1> est independant de a.

2°) Ce theoreme prouve Γexistence d'anneaux booleiens semiquantifies.

mais non quantifies:

Exemple: A = 73 muni de la 3-individualisation engendree par Γindividualisa-

tion naturelle de /, il n'est pas atomique, car:

u = (a, bt c) depend de α, b, c (trois individus differents)

{c/b)u= (a, cf c) a une base vide.

sera done semi-quantifie, mais non quantise.

3/ Ultrafitres validants de <A>

Nous supposerons maintenant que A est un ensemble individualise atomique.

Faisons d'abord les remarques suivantes:

1°) (cf. theorέme 4, parag. 4, chap. I) tous les ultraίiltres de <A} sonttous

les ensembles Γ/ des grilles /-closes, lorsque / parcourt Ά.

2°) Γf est un ultrafiltre validant peut s'exprimer par:

(pour tout b, (b/a)<a> est /-close) =^(\fa<a> est /-close) (2)

3°) VΛ etant un quantificateur universel, il possede la propriete:

il en resulte que si la condition (2) est verifiee pour toute grille <α> reduite k

une colonne, elle le sera pour toute grille.

Finalement, pour savoir si Γf est ou n'est pas validant, nous sommes con-

duits a considerer une grille reduite a une colonne:

dependant effectivement de a, que Ton peut supposer non close (sinon le resultat

est trivial), et k chercher dans queues conditions la /-clδture de tous les

\bla)<ot> implique celle de Vβ<α>.

Avec les notations precedemment utilisees, nous pouvons ecrire:

On constate alors que s'il existe un individu b° tel que (b°Ia)<&j>' soit /-
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ouverte, et si tous les ib/a)<a> sont /closes, ceci implique que <αro>

soit /close. Cette condition est d'ailleurs necessaire pour que Γ/ soit validant,

comme on le voit en prenant une grille du type:

<α:> = ( jj oύ u depend de a.

car alors Va<<x> = <0> est /-ouverte pour tout /.

Posons alors les definitions suivantes:

—grille simple de <G4>: toute grille non close admettant un representant

s'ecrivant au moyen d'une seule colonne, c'est a dire toute disjunction de grilles

differentes de la forme H(u) ou - H{u).

—on dira qu'une grille simple dέpend complement de a, si tous les ele-

ments de A apparaissant dans cette grille dependent eίfectivement de a.

— une application f e A, sera dite validante, si quel que soit Γindividu a,

pour toute grille simple <a> dependant cowpίetement de ay il existe au moins

un individu b tel que (b/α)<α> soit/-ouverte.

Ceci nous permet d'enoncer le theoreme suivant:

THEOREME 3: Pour que Γ/ soit un ultrafiltre validant, il faut et il suffit que

f soit une application validante.

Exemple : A = I individualise naturellement. Les seules grilles simples de-

pendant compίetement d'un individu a sont:

\\ Qa // u 0 ,/

En outre, Γensemble des (b/a)a oύ b parcourt / n'est autre que /lui-meme.

II en resulte qu'une application / e l sera validante si et seulement si elle n'est

ni identiquement nulle ni identiquement egale a 1 autrement dit, tous les

ultrafiltres, sauf deux, seront validants.

II en resulte egalement que cet anneau </> est valide: soit <α> une grille

/close pour toute application / validante, soίt/0 (resp./i) Γapplίcation identique-

ment nulle (resp. egale a 1), soit b° un individu nappartenant pas- a la base

de <<z>, c'est a dire n'apparaissant pas dans 1 ecriture d'un certain representant

a de <ct>. Soit /'0 (resp. /{) Γapplication coϊncidant avec/0 (resp. / ) , sauf en

bΌ oύ Γon pose
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/ί(δ°) = l (resp. f[(b°)=O)

f[ (resp. /I) est validante, et il suffit de remarquer que la /ί-valeur (resp.

/J-valeur) de <αr> est identique a sa/c-valeur (resp. / rvaleur) <α> est done

/-close pour tout / e l :

Dans le cas general nous ne chercherons pas de condition necessaire et

suffisante pour que <Λ> soit valide.

4/ Problέme duniυersάίitέ

Considerons les structures et applications suivantes:

Ea: ensembles individualises (atomiques) sur /.

ET •' anneaux booleiens quantifies sur /.

(S, T)-applications: applications individualisantes.

Γ-applications: homomorphismes quantifies.

Supposons que <Λ> et H, associes a A, soient solutions de ce probleme

universel, e'est a dire: pour tout anneau booleien quantifΐe B et toute applica-

tion individualisante F de A dans B, il existe un homomorphisme quantise G

unique de ζA> dans B} tel que: F-GQH. Nous pouvons montrer que ceci est

faux, en prenant le contre-exemple suivant:

B: anneau booleien quantise quelconque

F: application identiquement egale a 1

On aura done: G(H(u)) = 1 quel que soit u\ considerons u dependant de a,

H(u) =((0^)), VaH(u) = <0>, done G(VaH(u)) =0 par ailleurs G devant etre

quantifie : G{VaH{u))=VaG(H(u)) = Vαl = 1, d'oύ une contradiction.

5°/ Linearisation de certains anneaux

II y a une categorie interessante d'anneaux ζA} : lorsqu'on prend A = E U /,

oύ E est un ensemble quelconque (pouvant etre vide) individualise trivialement

sur / (on pourra supposer que E et I sont disjoints), / etant individualise

naturellement, et A etant alors muni de Γindividualisation somme.

On demontre sans aucune peine les resultats suivants:

—A est atomique, par suite C4> est quantifie.

—/e A est validante si et seulement si sa restriction & I n'est ni identique-

ment nulle, ni identiquement egale a 1.



90 DANIEL PONASSE

—<Λ> est un anneau quantifϊe valide.

Considerons une grille <α>, de base non vide {au . . . , ctn)> nous pouvons

Γecrire k Γaide d'un representant a ayant exactement la meme base (prop. 3,

parag. 2, chap. Il l); <α> est le produit d'un certain nombre de grilles simples•

<a> = <cci> <αs>

Considerons Γindividu ait pour chaque grille simple

—ou bien <<*•> est independante de a\.

- o u bien <*, > I est independante

-ou bien ^ H f 1 - ) } [(( 1 )) ] ) d e *

II en resulte que <α> pourra s'ecrire.:

oύ <α'> et Wy sont independantes de au c'est a dire dependent au plus de

02, . . . , an. On dέmontre facilement Γunicite de cette decomposition.

La meme operation peut etre faite pour <α'> et <<*"> avec Γindividu α2,

etc On aboutit finalement au resultat suivant:

Toute grille <α> de <EΌ />, de base {αι, . . . , an)> peut s'ecrire d'une fagon

et d'une seule:

= U(au - . . , an) -Tn ax an+ Σn,»- i βi 8/

oύ les r designent des elements de Γanneau booleien <£">, et oύ, pour simplifier

Γecriture, on a identifie chaque individu a k H(a). U est done un polynδme &

n variables, du premier degre par rapport k chacune de ces variables, a coeffici-

ents dans <£>. Remarquons enfin que tout polynδme de ce type est la "re-

presentation lineaire" d'une grille <α>.

D'une faςon un peu plus generale, nous pouvons remplacer Γanneau <Zs>

par un anneau booleien B absolument quelconque, et considerer Γanneau, que

nous noterons L(B:I), des polynδmes h coefficients dans B, k plusieurs vari-

ables prises dans / (ces variables obeissant egalement k la regie de Γidem-

potence du produit).

Un tel anneau L(B' I) est individualisable de fapon tres simple par:

^ le polynδme deduit de U en remplagant la variable a par la variable b.
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II est semi-quantifie et meme quantifie -

soit C/= U' + a* U" oύ U' et U" sont independants de a

soit V un autre polynδme independant de a, tel que V> U'

ce qui implique: Z7 F=£7' et U" V=U», soit £/'< F et U"<.V d'oύ

V>U*\f U"

IFVU" est done le plus petit element de i(a)(U). On a done tout simple-

ment:

et pour les quantificateurs universels '

= - 3 α ( - Z 7 ) = -

On demontre facilement que tout homomorphisme de L(B:I) dans 2/(2)

est entiέrement caracterise par sa restriction a B (qui doit etre un homomor-

phisme) et sa restriction k I (qui peut etre une application quelconque), et

qu'un tel homomorphisme sera une normalisation si et seulement si sa restric-

tion & I n'est ni identiquement nulle ni identiquement egale a 1. II resulte de

1& que L(B: I) est toujours un anneau valide.

Chapitre IV. Applications au calcul des Predicats

1. Anneau booleien quantifie valide E/R

Rappelons les principales definitions et precisons nos notations pour le

Calcul des Predicats restreint du premier ordre sans egalite

/: ensemble des individus a, b, . . . (suppose infini)

X: ensemble des variables ΛΓ, yt . . . (suppose infini)

Rn: ensemble des predicats de poids n: r?t r"9.. . .

R = U Rn - ensemble des predicats.

A: ensemble des atomes, de la forme: τ-rϊaι an

E: ensemble des enonces a, β, . . . utilisant les symboles logiques:

- A V ~> <r> 3 V
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Fx: ensemble des formules quantifϊables par une variable x, c'est a dire

de la forme: φ*= (x/a)oc oύ α: est un enonce sans occurence de x.

T: ensemble des enonces demontrables (ou universellement valides).

Rappelons la definition des validations (il s'agira toujours ici de validations

de base / ) : toute partie V de E telle que:

2) ccΛβ

4) αr^i3e F<=Φα:$ Vou j9e V

5) αr^i9e F ^ U e F e t £ e V) ou («Φ Vet £Φ V)

6) 3 # [ 0 * ] e F ^ i l existe a tel que (a/x)Φx<Ξ V

7) V#[0*Je F«=3pour tout α: (a/x)Φx<Ξ V

Pour toute partie £ de A il existe une validation et une seule, Vt telle que:

VΓιA = B.

Rappelons egalement:

—si « e T , alors quels que soient les individus a et b: ia/b)cc& T

—pour que are T il faut et il sufϊit que a appartienne a toutes les valida-

tions, autrement dit T est Γintersection de toutes les validations.

Nous supposerons egalement connues toutes les proprietes des substitutions

d'individus (au sens habituel) dans les enonces, et remarquons qu'ici: a est

independant de a, c'est a dire (b/a)a = a pour tout b, equivaut a: Γindividu

a n'a pas d'occurence dans Γenonce cc (c'est a dire n'apparait pas dans Γecriture

explicite de a).

Ces substitutions definissent une structure d'individualisation sur E; nous

remarquons d'ailleurs que Et et en particulier A, sont des ensembles atomiques.

Nous constatons ensuite que E est un ensemble prebooleien pour les opera-

tions Λ et - , et pour la famille deductive constituee par toutes les validations,

le puits de E est alors Γensemble T des enonces demontrables. En outre les

substitutions d'individus sont des prehomomorphismes (stricts) de E. Enfin,

nous pouvons definir une loi de composition externe avec / comme domaine

d'operateurs, de la fagon suivante:

Dans chaque enonce a il n'y a qu'un nombre fini d'occurences de variables,

faisons alors une fois pour toutes le choix pour chaque enonce a d'une variable

xΛ n'apparaissant pas dans cc la loi de composition sera alors: (a, a)—>
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3xjL(x*/a)ccl, que nous noterons simplement 3aoc.

E est alors un ensemble prebooleien quantifie sur / les axiomes se verifient

en effet facilement:

PQ1/ Soit une validation F : si Baa e F, soit 3xaί(xJa)aJί e F, alors il

existe un individu b tel que (b/xa)(xja)cc e F, soit tout simplement (b/a)cc e F ;

et reciproquement.

PQ2/ Si £ et <: sont differents de α:

3a(c/b)a = a*β,[(

en posant α:' = (c/b)ac

or:

done:

3a(c/b)oc =

par ailleurs on sait que

est un enonce demontrable

et en remarquant que:

ixjxtt,)(x*'/a)ac = (xa/a)a

il en resulte que

3a(c/'b)a est analogue a:

Done iE est bien un ensemble prebooleien quantifie sur /, nous designerons,

comme d'habitude, par E/R Γanneau booleien quotient (anneau booleien quantifie

valide), et par φ Γapplication canonique de E dans E/R.

Remarque La structure d'ensemble prebooleien quantifie de E depend du

choix pour chaque enonce, de la variable #<*, mais quel que soit ce choix on

obtient toujours le meme anneau booleien quotient E/R; en effet, considerons

un autre choix, soit x'Λ pour Γenonce ct, et posons:

cet enonce est analogue a:
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3x*Z(xJa)al

(la verification est tout a fait semblable a celle de Γaxiome PQ2), il enresulte

bien:

Nous avons vu que chaque ψ( V), oύ V est une validation, est un ultrafiltre

validant de E/R, ici nous avons egalement la reciproque:

PROPOSITION 1: Si\ψ est un ultrafiltre validant de E/Ry alors ψ'1^) est

une validation de E.

En effet, posons V=φ

1) si a e V: ψ(a) e ψ, done - ψ(a) = f ( - α ) $ y , done ~ α $ F , Recipro-

quement: si - a $ V, φ( - a) = - ^(α) $ y, done f (a) e ^ , soit α: e F.

2), 3), 4), 5) verifications analogues en utilisant les proprietes de n'importe

quel ultrafiltre de n'importe quel anneau booleien.

6) si 3xZΦxl& V: Φx est de la forme (x/a)cc, oύ-cr est un enonce, Γenonce

3xί(x/a)al est analogue a 3x£(xJa)al = Baa, done ψ(3aa) =3aψ(a) e ψ,

done il existe un individu b tel que (bfa)ψ(a) — ψ((bla)a^i/

i et par suite:

(b/a)a = (b/x)(x/a)a = (b/x)Φxe V; et reciproquement.

7) verification analogue.

PROPOSITION 2: Pί?«r qu'une partie V de E soit une validation, il faut et il

suffit que sa fonction caractέristique n soit une prέnormalisation de E.

En effet, il suffit de demontrer la reciproque de la prop. 1, parag. 4, chap.

III. Supposons done que n soit une prenormalisation, Γapplication N definie

par N(ψ(a)) = n(a) est alors une normalisation de E/R, done la fonction

caracteristique d'un ultrafiltre validant Ψ de E/R, V = ψ~ι(ψ) est une valida-

tion de E, et:

done n est la fonction caracteristique de V.

2. ϋnirersalite de E/R

Dans ce paragraphe, nous proposons de montrer que Γanneau booleien

quantifie valide E/R precedemment defini et la restriction ψ de ψ (application

canonique de E dans E/R) & Γensemble A des atomes du calcul des predicate,
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associes a A, sont solution du probleme universel relatif aux structures et

applications suivantes:

Es ensembles individualises sur /

ET anneaux booleiens quantifies valides sur /

(S, D-applications: applications individualisantes

T-applications: homomorphismes quantifies.

LEMME 1: Soit f une application individualisante de A dans un anneau

boolέien B quantifiέ sur 7, il existe un prolongement et un seul f°de/ά E,

vέrifiant quels que soient les έnoncέs a et β, les individus a et b, et la variable

x, les 8 conditions:

1°) /°(-α)= -/°(α)

2°)

3°)

4°) f0{oc-*β)=f°(cc)-»f°(β)

5°)

6°)

7°) f°iyxί(x/a)al)

8°)

Dέmonstration: Soit En Γensemble des enonces comportant au plus n

symboles logiques, et soit Π{n) Γassertion: "il. existe une application et une

seule fn de En dans B, prolongeant ft et qui sur En verifie les 8 conditions

precedentes".

a) 77(0) est vraie, avec/o=/.

b) supposons Π(n) vraie, et definissons Γapplicatίon fn+ι de En+ι dans B

par:

/nfi(α) =/«(α) si a&En

= -/n(0) si α:= -β

a ayant exactement=/»((9>V/«(r)

si α =

si α =

si α = Vxί{x/a)βl
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fn+i est ainsi bien definie sur En+i, elle prolonge/«, done /, et verifie sur En+i

les 8 conditions requises, en effet:

1°) Λ+i( -a) =/n( — a) = -fnicc) = ~/n-n(α) si a: a au plus n- 1 symboles

logiques.

= -"/»(#) = -/«+i(αr) par definition, si a aw symboles logiques.

2°) 5°) verifications analogues.

6°) si a a au plus w - 1 symboles logiques:

si α a 7i symboles logiques •'

par definition.

7°) verification analogue.

8°) la encore, seul le cas oύ a a exactement n + 1 symboles logiques prete

a verification, et pour cela nous envisagerons les 7 formes possibles de Γenonce

a *•

a) α = -β,fn+i(a)= -JΛβ) et fn((blά)fS) = (b/a)fn(β) par hypothέse de

recurrence, donc^

fn+ι((b/a)cc) =/n+1((ft/β) - /9) =/M+i( - (6/β)jϊ) = ~M(b/a)β)

= - (b/a)/n(β) = (^/β)( -/n(

b), . . . , e) e'est a dire pour: α = βΛr, α: = ̂ Vr, α: =/3->r, αr = β<->r les

verifications sont analogues.

f) α = 3Λr[(Λr/αOβ], alors /«+i(α) = 3e'/»(0)

Eliminons d'abord le cas oύ af = a-

(b/a)a = a car α est independant de a?,fn+Λib/a)a) -fn+Λa) = (b/a)fn+i(a)

car 3a'fn(β) est aussi independant de Λ;.

Supposons done a'^a' soit α" un individu tel que j9 (et par suite fn(β))

soit independant de α", et aft^a, et a"*b.

On verifie immediatement •'

(x/a')β = (x/af')(a"ίa')β

{bla)(xla")(a"la')β = (x/a")(b/a)(a"/a')β

done (b/a)a = 3xl(x/a")(b/a)(a"/a')βl
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il en resulte

fn+ί((b/a)cc) = Ba"fn((b/a)(a"/a')β) par definition

= Ba"{b/a)(a"/a')fn(β) hypothese de recurrence

= (bfa)Ba"(a"/a'\fn(β) car B est quantifie

= (b/a)Ba'fn(β) prop. 2, parag. 3, chap III

g) a=Vχ[_(x/a')βl' demonstration analogue.

En outre, /«+1 est la seule telle application, en effet, si g en est une autre,

la restriction de g a En doit coϊncider avec fn 'nar hypothese de recurrence),

done si α e £ Λ :

et si α: e j?n + 1:

—par exemple, si x =

—par exemple, si a = \/Λ.(x/a)βl'- fn+iiac) = Vafjβ) = Vag(β)

etc

Done g=fn+ι

^assertion 77(w) est done vraie pour tout w. Pour tout enonce a, posons

alors

oύ w est le nombre de symboles logiques de a.

f° applique bien E dans B, prolonge /, verifie les 8 conditions requises et

e'est la seule telle application.

LEMME 2' Le procedέ dέcrit par le lemme 1 permet d'obtenir tozis les prέ-

homomorphismes quantifiέs istricts) de E dans un anneau booleien quantifie

validέ B (muni de la structtire normale).

Demonstration: 1°/ Soit f° une application construite ainsi que Γindique

le lemme 1, f° conserve evidemment la multiplication, la negation et les sub-

stitutions, en outre:
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f°{3aa) - f° (3xaί(xja)al) =

II reste a montrer que si a est un enonce demontrable, on a alors f°(a)

= 1 ceci se verifie par recurrence

—si a a la forme d'un axiome du calcul propositionnel : immediat.

—si a est Γaxiome: (a/x)Φx-+3xZΦx3

soit Φx=(x/b)β, a=(a/x)(x/b)β->3xUx/b)βl

= (a/b)β-*3xl(x/b)βl

/-(a) = f°((a/b)β)-+f°(3xϋx/b)βl) = (a/b)f°(β)-» 3bf°(β) = 1

puisque 3bf°(β) = Sup. (c/b)f°(β)

—demonstration analogue si a est Γaxiome: \/xίΦx]-+ {a/x)Φx

—si a est demontrable par la regie de modus ponens: il existe β e T tel

que β-^a^ T, et si Γon suppose f°(β) = fc(β->a) = 1, on a alors / ° ( α ) = l

(meme verification que pour le calcul propositionnel).

—si a = 3xLΦxl -»A Γenonce (a/χ)Φx-*β etant demontrable avec Φ̂  et j9

independants de Λ, et si Γon suppose que f°{(ajx)Φx~*β) = 1 soit Φx = (x/b)γ,

alors (a/x)Φx->β = (a/x)(x/b)r-*β = (a/b)r-»β

par hypothese: fo{(a/b)γ^β) = 1, ou encore: (a/b)f°(r)</°(β) en outre:

/9 est independant de a, done aussi f°(β)

Φx est independant de a, done si £^<z, r et par suite /°(r) seront indepen-

dants de Λ, et dans ce cas il suffit d'appliquer la prop. 3, parag. 3, Chap. Ill:

3bfc(γ)<f°(β) done /°(*)=1

Dans le cas oύ b = a'- f°(γ)<f°(β), fc(β) est independant de a, e'est a dire

ici b, done 3ί/ o (r)£/°(0>, done /°(*) = 1

—Demonstration analogue si a = j9-> \fxίΦ*l, lorsque β~* (a/x)Φx est demon-

trable avec Φ* et β independants de a.

f° est done bien un prehomomorphisme quantifie.

2°/ Si g est un prehomomorphisme quantifie de E dans B, il verifie les 8

conditions du lemme 1, car d'apres le theoreme 2, parag. 4, chap. Ill, Γapplica-

tion g: definie par: ^(^(α:)) =^(0:) est un homomorphisme quantifie de E/R

dans By on a done, par exemple:
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g(Vxl(x/a)al) =

etc

THEOREME 1 * L anneau boolέien quantifiέ υalidέ E/R et Vapplication f't
restriction de φ a A, associes a A, sont universels pour le problέme enυisagέ.

Dέmonstration: Soit / une application individualisante de A dans un anneau

booleien quantifie valide B. A partir de / nous construisons le prehomomor-

phisme quantifie f° (lemmes 1 et 2) de E dans B, puis Γextension f° de f°

definie par: fc(φ(a)) = / c ( α ) , qui est un homomorphisme quantifie de E/R

dans B.

Soit un atome t : p(φ'(τ)) =f°(φ(τ)) =/°(τ) = /(τ) donc/ = / ° ^ '

En outre, cette decomposition est unique: en effet, soit F un autre homo-

morphisme quantifie de E/R dans B, tel que / = F ° f f°°ψ et F°ψ sont deux

prehomomorphismes quantifies de E dans J3, ils coincident sur A '

done ils sont identiques, et par suite f° et F sont identiques.

Remarques

1°/ Tout prehomomorphisme quantifie de E dans β est done entierement

defini par sa restriction sur A, celle-ci etant une application individualisante

arbitraire.

2°/ D'aprέs ce qui precede, pour qu'un enonce cc ne soit pas demontrable,

il sufiit que Γon puisse trouver un anneau booleien quantifie valide B et une

application individualisante / de A dans B, tels que / ° ( α ) # l , f° etant le

prehomomorphisme quantifie unique prolongeant /.

Exempϊe:

cc = VyZ(y/b)3xί(x/a)rlabΊ]-> 3xl(x/a)VyZ(y/b)rlabIl

r\ etant un predicat de poids 2 quelconque.

Considerons Γanneau booleien quantifie valide L0 = L(Z/(2): /), et soit /

Γapplication de A dans Lo definie par:

f(τ) = 0 si Γatome τ est domine par un predicat autre que r\

f(rlcd) = c + rf (e'est ^ dire: l c + l d) quels que soient c et d.
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/ est bien une application individualisante de A dans Lo, done se prolonge

en un prehomomorphisme quantifie f° unique on a:

=>fbfo(rlab) =

f°(>fyί(y/b)3xί(x/a)rlabll) = Vft(l) = 1

= 3α(0) = 0

Done a n'est pas demontrable.

3°/ Si nous prenons pour B un anneau quantifie trivialement, un prehomo-

morphisme quantifie f° de E dans B est caracterise par sa restriction / k A,

elle-meme entierement definie par la donnee cΓune application θ, qui peut etre

absolument arbitraire, de R (ensemble des predicate) dans B\ en effet, etant

donnes deux atomes domines par le meme predicat:

r = rl ax an et r' = r"bι * bn

ces deux atomes peuvent toujours se deduire d'un meme troisieme: τn=^rlcι

' cn par un certain nombre de substitutions d'individus, on aura done:

/( τ )=/( τ >O=/(τ ')=0(r r t )

II resulte de ceci qu'il est faux que pour tout anneau booleien quantifie

valide B fixe, on ait la propriete:

(/*°(α)=;l pour tout prehomomorphisme quantifie) <=? (a e T)

car lorsque B est trivial, on a: /°(τ->τθ =1, pour tout /°, sous la seule condi-

tion que τ et r' soient domines par le meme predicat.

Par contre il y a equivalence entre les deux propositions suivantes:
u/°(αr) = l pour tout prehomomorphisme quantifie de E dans tout anneau

booleien quantifie valide B" et "a e T"

puisque la premiere de ces deux propositions concerne en particulier Γap-

plication canonique ψ de E dans E/R, et implique done <f(«) = 1, soit a e T.

3. Tableaux de reduction inacheves

S'il n'est pas possible de definir pour le calcul des predicats un anneau de

t.r.a. analogue a celui du calcul propositionnel, on peut par contre definir les
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tr.i. d'une mani&re tout k fait semblable, en remplagant simplement la notion

de prehomomorphisme par celle de prenormalisation.

LEMME 1: Soit n une application quelronque de A dans Z/(2), il existe une

prenormalisation unique n° de E prolongeant n.

Dέmonsiration: Soit Aι =*n~ι(\)t il existe une validation V et une seule

telle que VT\A = A\ soit n° la fonction caracteristique de F, c'est une prenor-

malisation de E (prop. 2, parag. 1, chap. IV), qui prolonge bien n.

Montrons que n° est la seule prenormalisation repondant k la question •

en effet, supposons qu'il y en ait une autre, soit nOf: nOf sera la fonction

caracteristique d'une autre validation V, dont la trace sur A devra etre la

meme que celle de V; il en resulte que V et V\ et par suite n° et wo/, sont

identiques.

Remarque: on aurait pu egalement demontrer ce lemme, comme pour les

prehomomorphismes (quantifies), en montrant qu'il existe un prolongement

unique n° de n verifiant, pour tous enonces, les proprietes:

1. ^ ( - 0 ; ) = -n°(a) 2. n°(aΛ0) ^n°(a)-ri°(β)

3. n°(aVβ)=:no(*)\/no(β) 4. n(cc-* β) = n°(a)-*n°(β)

5. no(cc^β)=n°(«)^n°(β) 6. n°(3xίΦx2) = Sup.n°((a/x)Φx)

7. n°(VxlΦxl) =Int

et en montrant ensuite que ce procede permet de construire toutes les prenor-

malisations de E.

Notations

—une application quelconque de A dans U (ou Z/(2)) sera notee n

—la prenormalisation unique prolongeant n, sera notee n°

—la validation unique de fonction caracteristique n° sera notee Vn

—Γensemble de toutes les prenormalisations de E sera note 5 il est done

en correspondance biunivoque avec Ά, et avec Γensemble des validations.

LEMME 2: Pour quun έnoncέ a soit dέmontrable il faut et il suffit que

w°(α) = 1 pour toute prenormalisation n° de E.

Ceci resulte immediatement du fait que T est Intersection de toutes les

validations.

II est alors possible de definir les tr.i. exactement comme dans le cas du
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calcul propositionnel (parag. 3, chap. II):

A partir de Γensemble E des enonces du calcul des predicate, nous con-

struisons Γanneau booleien <£> designons toujours par Kf Γensemble des grilles

/-closes, oύ / e £ ω est un sous-ensemble de E, (Kno)n*f=£ est une sous-famille

de (K/)/^E ' il en resulte que <E> peut etre consider e comme un ensemble

prebooleien, avec sa multiplication et sa negation d'anneau et avec la famille

deductive(/ίΓ«c)woe^; il sera alors note )£(. Cet ensemble prebooleien )E(

engendre un anneau booleien que nous noterons {E}. On constate immediate-

ment que les 10 operations de reduction etablies pour le calcul propositionnel

sont egalement valables pour cet anneau {E}, puisque les prenormalisations

sont des prehomomorphismes particuliers. Nous noterons encore p Γapplication

de E dans {E}:

{0a

et ρ(a) sera appele le tableau de reduction inachevέ (t.r.i.) de Γenonce a.

LEMME 3: Pour qu'un έnoncέ a soit dέmontrable il faut et il suffit que

En effet: si a e T, pour toute prenormalisation n° on a w°(α:)=l, done

p(a) est w°-close pour tout n°, done p(cc) = {1} et reciproquement.

LEMME 4: p est un prέhomomorphisme de E dans {E}

En effet:

—on vient de voir que: p(T) = {1}

—on a:

{O-cc] ι 0 ] ιOαr

— e t :

Du theoreme 2, parag. 1, chap. I, on deduit alors: Γapplication p*άeE/R

dans {E}f definie par:
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est un homomorphisme d'anneaux.

THEOREME 1: p* est un isomorphisme d'anneaux de E/R sur {E}

Dέmonstration •

p* est biunivoque:

si p*(?(α:)) = p*

p(a)<~>p(β) =

p* est surjective: ceci est toujours du & la possibility de decomposer toute

grille de {E} en grilles elementaires du type

(et meme, pour toute grille, de trouver une grille elementaire equivalente).

II resulte bien entendu de ce theoreme que {E) pourra etre considere comme

un anneau booleien quantifie sur I, en definissant les substitutions d'individus

par:

et on a alors:

de telle sorte que p* est un homomorphisme quantifie.

II est par ailleurs possible de definir ces substitutions et ces quantificateurs

de faςon un peu differente:

Soit {a} = p*(φ(a)) ^ρ(cc), oύ oreE, une grille de {E): {̂ } = {0^|; soient

deux individus quelconques a et b, posons provisoirement:

{0(b/a)oc]

(b/a)φ(a) = φ({b/a)a) done: {β} = p*({b/a)<f(a)) - (b/a){a)

En outre les substitutions etant des endomorphismes, il en resulte que

chaque substitution d'individu ib/a) sur {E}, s'effectue tout simplement en
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remplaςant dans une ecriture quelconque (et non plus seulement la forme

"premiere" consideree) d'une grille donnee, tous les enonces par leurs images

par (b/a).

De meme, en ce qui concerne les quantificateurs : soient la grille {a} = L

et un individu a, soit (β) = {03Λα,} = βOacc) = p*(<f(3aa)) =*p*(3aφ(oc))

d'oύ: 3^{n } = {A3 } > niais bien entendu, ce resultat n'est ici valable que

pour la forme "premiere" de la grille.

Ainsi, nous avons constate que la construction de Γanneau des t.r.i. est la

meme que pour le calcul propositionnel, mais il y a cependant la difference

essentielle suivante .* les 10 operations de reduction ne suffisent pas, en general,

pour eliminer tout symbole logique dans Γecriture d'une grille de {E}> c'est a

dire ne permettent pas de passer de {E) a <A>.

Toutefois, si Γon est moins exigeant que pour le calcul propositionnel, et

si Γon desire simplement resoudre le probleme suivant: "Etant donne un enonce

oc, est-ce-que α e Γ o u α ί Γ ? " sans chercher a faire Γanalyse des valeurs de

verite, nous allons voir qu'il est possible de definir d'autres operations a Γin-

terieur des grilles, traduisant exactement les regies de constitution des tableaux

semantiques.

Opέrations de dέcision

Considerons une occurence de VAΓCΦ*] dans un bloc inferieur d'une grille

on peut decomposer cette grille sous la forme:

on peut toujours considerer la grille - {γ} comme etant le t.r.i. d'un certain

enonce γ* soit {?•} = — p(/Ό

alors:

Designons par {a}a, oύ a est un individu quelconque pour Γinstant, la grille

deduite de {cc) en y remplagant V^[Φr] dans la seule occurence consideree par
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(afx)Φx:

Ha/x)Φx? y

 β {#}. [ p ( r M _ p((a/x)Φx)

Supposons que {<*}* = {l}, ce qui equivaut a: {j3} = {l} et p{γf)-* p((a/x)Φx)

= {1} done γt-*(a/x)ΦvζΞT

Ajoutons Γhypothese que Φx et γ[ sont independants de a, il en resulte alors :

et par suite : {a} = {1}

Reciproquement, si {α:} = { l} : {]9} = {1} et p(r') - > P ( V Λ C ^ ] ) = {1} d'oύ:

a fortiori:

pour tout individu a done p(r')-*0((a/x)Φx)•== {1}, d'oύ {^}Λ = {1}, pour tout

individu o.

On pourrait meme pour cette reciproque enoncer un resultat plus precis :

la w°-cloture de {a} implique la w°-cloture de {a}a, pour toute prenormalisation

n° et tout individu a,

On aura un resultat tout a fait analogue, en considerant une occurence

"superieure" de 3*[0*3, puisque:

1)

Nous pouvons done enoncer le resultat suivant:

PROPOSITION 1: Soient les deux couples de grilles:

XΪ?VxίΦxl?l\ ^

\\ ? ί i e t { ! ? i !

oά « ^sί un individu rίapparaissani pas dans la colonne consideree de la premiere

grille de ces couples. Pour cliacun de ces couples si ΐune des grilles est έgale

a {1}, alors Γautre aussi. Nous dirons, pour chacun de ces couples, que Ton

passe de la premiέre a la seconde grille par une opέration de decision.
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Ainsi, dans le cas du probleme restreint qui nous preoccupe, ces deux opera-

tions de decision ont bien pour effet de diminuer le nombre de symboles logi

ques, et constituent une etape de plus pour arriver a Γecriture des grilles

uniquement a Γaide d'atomes (car alors {a) = {1} s'exprimera tout simplement

par la cloture habituelle). Notons que le choix de Γindividu a est absolument

arbitraire (sous le seule condition imposee) et ne change rien au resultat final.

Opέrations de semi-rέauction

Ces operations concernent les occurences "superieures" de V*C<0*], ou "in-

ferieures" de 3xlΦxl

Raisonnons sur une grille de la forme:

a) si Γensemble (necessairement fini) des individus apparaissant dans la

colonne consideree n'est pas vide, soit {d, . . . , an} cet ensemble, on peut

ecrire:

i , ?V*0*? n ( , ?VxtΦxl, (ai/x)Φ\ . . . , (an/x)Φx? , i

\! ? \ί = \\ ? lί

puisques la seconde de ces grilles est egale a:

i I ?VxlΦxl A (a1/x)Φκ/\ Λ (an/x)Φx? . i

et que:

• • ί\(an/x)Φv<ΞT

b) si dans la colonne consideree ne figure aucun individu, nous ecrirons

(justification analogue):

?\rxίΦ*l? n i, ?VxlΦxl, (a/x)Φx?

oύ a est un individu arbitraire.

De meme en ce qui concerne une grille:
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a) si Γensemble, soit {aι, . . . , an}y des individus apparaissant dans la

colonne consideree n'est pas vide, nous ecrirons:

(3) II ? l U ί l ?

1 ' ?3lΦxl? ' f *' ?3ίΦx2X/)x

y . . . , (a»/x)Φ x?

b) sinon:

* ' ?3^[^]? ' ' = * ' ?3*[0*1 (a/*)0v?' '

oύ α est un individu arbitraire.

Pour chacune des egalites (1), (2), (3), (4), nous dirons que Γon passe de

la premiere a la seconde grille par une opέration de semi-rέauction.

Dέfinitions:

Opέrations sέmantiques: toute operation de reduction, de decision et de

semi-reduction.

Grille semi-rέduite: une grille {a) sera dite semi-reduite (dans une certaine

ecriture) s'il n'est plus possible de lui appliquer d'operation semantique sinon

en faisant apparaϊtre dans un bloc un enonce qui s'y trouve deja.

Remarque: toute griller reduite (c'est a dire pouvant s'ecrire uniquement a

Γaide d'atomes) est semi-reduite.

Grille naturellement close: une grille {a} sera dite naturellement close

(dans une certaine ecriture) si dans chacune de ses colonnes un meme enonce

apparait simultanement dans le bloc inferieur et ie bloc superieur.

Remarque: toute grille naturellement close est egale a {1}.

II est important de noter les differences entre les trois types d'operations

semantiques'-

—Les operations de reduction ne changent pas les valeurs des grilles et

diminuent systematiquement le nombre de symboles logiques.

—Les operations de decision diminuent le nombre de symboles logiques

mais en general changent la valeur d'une grille, elles conservent seulement les

qualites "etre egale a {1}" et "etre differente de {1}".

—Les operations de semi-reduction ne changent pas la valeur d'une grille,

par contre elles ne diminuent pas le nombre de symboles logiques, mais font

apparaϊtre des enonces auxquels on peut eventuellement appliquer d'autres
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operations semantiques, et qui ne comportant pas d'individus etrangers peuvent

concourir a la cloture naturelie de la grille.

Enoncέ cloturable' tout enonce a pour lequel il existe un nombre fini

d'operations semantiques transformant:

{Oac]

en une grille naturellement close.

L'ensemble des operations semantiques traduisant exactement les regies de

constitution des tableaux semantiques, il en resultera notamment le theoreme

fundamental suivant (cf. E. W. BETH) :

"or e Γ'$=$"a est cloturable".

Ensemble prέboolέien

Structure definie par:

—multiplication : x y

—negation: — x

Index

F(T,

—famille (Ck) de parties de

: Definitions

R) (χ> y,

F

> axiomes

axiomes

z, . . . )

PI/ *eC,

P2/ x ye. \ Ck et y e Ck

Ck: ensemble dέductif. TΠCk'- putts de F.

Relation d'analogie R: (x^Ck ety^Ck) ou (x^Ck et^ΦC^)

F/R' anneau booleien quotient, ψ application canonique de F dans F/R.

Structure prέboolέienne normale pour un anneau booleien-* (Ck) est l'en-

semble de tous les ultrafiltres.

Prέhomomorphisme de F(T, R) dans F'(T, R1): application / telle que:

PHI/ f(x y) et /( - x) sont analogues a f(xY f(y) et -/(*).

PH2//lT)cΓ

Prέhomomorphisme strict si :

/ ( ί c jy) = / ( A ; ) # / C y ) e t / ( — # ) = — J

Ensemble individualise
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A(u, v, w, . . . ) sur I(a, b, c, . . . ) infini. Structure deίinie par la donnee

d'une application:

(β, b)->(u—>(a/b)u) de Γ dans A\

(a/b): substitution de a a b

u indέpendant de a si: (b/a)u = u pour tout b

base de w: ensemble Iu des individus dont depend u.

i(a): ensemble des u independants de a.

Axiom es:

11/ (a/a)u = u

12/ si b^a' (b/a)u est independant de a

13/ si u est independant de a- {c/a){a/b)u= (c/b)u

14/ Iu est une partie finie de /.

Application individualisante si:

Anneau boolέien individualist: B(r> s, ί, . . .) si les substitutions sont des

endomorphismes.

Notations pour Jal:

i(J): ensemble des r tels que lr Π/ = 0

β j : ensemble des r tels que 7 r c j

Ensemble prέboolέien individualise - E( ay βt γ, . . .) si les substitutions sont

des prehomomorphismes.

Anneau boolέien quantifiέ

B(rf s, t, . . .) anneau booleien individualise sur 7, il est semi-quantifiέ si *

BQ1/ Sup. {b/a)r~ 3ar existe quels que soient a et r. il est quantiήέ si

en outre:

BQ2/ {c/b)3ar<Ba(c/b)r lorsque a, b, c sont differents et r depend de

a, b, c.

Homomorphisme quantifiέ : homomorphisme individualisant / tel que :

f(3ar)< 3a/(r)

Normalisation de B: homomorphisme N άe B dans Z/(2) tel que:
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N(3ar)^ Sup. N((b/a)r)

UHrafiltre validant de B: ultraίiltre Ψ tel que:

3ar<Ξψ =>il existe b tel que

Anneau boolέien quantifiέ υalidέ: s'il y a des ultrafiltres validants et si leur

intersection se reduit a {1}.

Ensemble prebooleien quantifie

E(a, β, γ, . . . Ensembles deductifs Vk) ensemble prebooleien individualise,

il est semi-quantifie s'il est muni d'une loi (a, a)—>3aa telle que:

PQ1/ SaatΞ Vkt=$i\ existe ^ G / tel que (b/a)a<£ Vk

il est quantifiέ si en outre:

PQ2/ (c/b)3aa€ΞVk=ϊ3a{c/b)a(ΞVk lorsque a, b, c sont difϊerents et a

depend de a, b, c.

Prέhomomorphisme quantifiέ : prehomomorphisme individualisant / tel que -

f(3aa) est analogue h 3a/(a)

il sera strict si c'est un prehomomorphisme strict tel que:

Prέnormalisation de E\ prehomomorphisme n de E dans Z/(2) tel que:

n(3acc) < Sup. n{(b/a)a)

Structure prέboolέienne quantifiέe normale pour un anneau booleien quantifie

valide, si:

( Vk) est Γensemble de tous les ultrafiltres validants.

Uniυersitέ de Clermont-Ferrand




