UBER GESCHLOSSENE GEODATISCHE AUF
GESCHLOSSENEN MANNIGFALTIGKEITEN

RYOJI SHIZUMA

Einleitung

In der vorliegenden Arbeit beschiftigen wir uns mit dem Problem der
geschlossenen Geodétischen auf geschlossenen Mannigfaltigkeiten.  Dieses
Problem geht bekanntlich auf Morse ([4], [5]1)" zuriick. Wir machen aber
von seinem Kunstgriff des “zyklischen” Produktes [4] keinen Gebrauch;
vielmehr kommt es uns hier darauf an, den Funktionalraum unseres Variations-
problems direkt in Betracht zu ziehen, wie es Morse beim analogen Problem
der geoditischen Linien mit festen Randpunkte herausgearbeitet hat. Es wird
sich im folgenden zeigen, wie sich sein Verfahren auf den Fall der geschlossenen
Geoditischen iibertragen lisst.

Begriffe und Bezeichnungen, die wir spiter benutzen, werden in §1 zusam-
mengestellt.

Es wird sich dabei als zweckmissig erweisen, Funktionalraum unseres
Variationsproblems als Faserbiindel aufzufassen. In der Tat handelt es sich im
folgenden nicht um den Raum < aller geschlossenen Kurven, sondern um den
Abbildungsraum 2, die sich in natiirlicher Weise Faserbiindel iiber ¥ darstellt.

Nachdem die Grundbegriffe in §1 erklirt worden sind, spielt in §2 das
Deformationsverfahren eine besondere Rolle. Die nun folgenden Uberlegungen
gehoren demselben Ideenkreis an, der von Morse im oben gesagten Fall geklirt
worden ist. Wir lehnen uns hier eng an das Buch von Seifert und Threlfall [6]
an; jedoch entstehen dabei cinige Schwierigkeiten. Es ist wohl angebracht, den
Begriff der Typenzahl der isolierten stationiren Faser einzufiihren.

Bezeichnet man mit M* die Summe der k-ten Typenzahlen aller isolierten
stationiren Fasern und mit R* die k-te Bettische Zahl von £ bis auf die Menge

der konstanten Abbildungen, so lautet nun das Hauptresultat (§3):

Received February 21, 1958.
1) Die Nummern verweisen auf die Literatur am Schluss der Arbeit.
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Wenn es auf der Riemannschen Mannigfaltigkeit R nur endlich viele

geschlossene Geoditische von beschrinkter Linge gibt, so ist M* = R*.

In §4 werden einige Anwendungen gezeigt. Wir erwidhen unter anderem

die folgende Tatsache:

Auf jeder geschlossen Mannigfaltigkeit R gibt es wenigstens eine geschlossene
Geoddtische.

Besonders interessant erweist sich hier der Fall, wo R einfach zusammen-
hingend ist. Im Fall, wo seine Fundamentalgruppe nicht verschwindet, ist die

Behauptung iibrigens schon bekannt [1] und leicht bewiesen.

§1. Einige Funktionalraume

Es sei R eine nm-dimensionale geschlossene Riemannsche Mannigfaltigkeit
der Klasse C® Eine stetige Abbildung f einer Strecke I=1[0, 1] in R heisst
stiickweise glatt, wenn es bis auf endliéh vielen Punkten regulir® sind. Weiter
rechnen wir die konstanten Abbildungen, die jeden Punkt in einen einzigen
Punkt von R abbildet, zu den stiickweise glatten.

Das stetige Bild einer Strecke heisst eine Kurve. Auf jeder stiickweise
glatten Kurve, die keine Punktkurve ist, werden wir stets die reduzierte
Bogenlinge als Parameter benutzen. In dieser Weise entspricht einer solchen

Kurve C eine bestimmte Abbildung
f:I-R,

die wir die zu C gehorige kanonische Abbildung nennen.

Wir bezeichnen mit J(C) die Linge einer Kurve und setzen ferner J(f)
=J(C).

Die Riemannsche Mannigfaltigkeit R ist bekanntlich dadurch metrisiert,
dass man fiir zwei Punkte x und y auf R die Entfernung d(x, y) als die untere
Grenze der Linge aller stiickweise glatten Kurven von x und v definiert.

Wir betrachten zunichst Abbildungsraum £ aller stetigen Abbildungen

. . . . . . 1 -
von einer orientierten Kreislinie S* auf R:

2={f1f:S'> R},
2) Regulir bedeutet hier, wie tiblich, differenzierbar mit nicht verschwindendem,
Differentiale.
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mit der iiblichen Topologie der gleichmissigen Konvergenz.
Wir. wihlen nun einen festen Punkt p auf S! und bilden £ auf R dadurch
ab, dass wir jeder Abbildung f von 2 den Punkt f(p) von R entsprechen lassen.

Mit der so gewonnenen stetigen Abbildung
T:2->R

als Projektion erhilt man den Faserraum im Serreschen Sinne [7], wie man
leicht bestiitigt.
Eine stiickweise glatte Kurve C ist, wie oben gesagt, von einer Abbildung
f:I>R
definiert. Ist eine Kurve geschlossen, also f(0) =/(1) =gq, so ergibt sich in
natiirlicher Weise eine ebenso mit f bezeichnete Abbildung
f:S'>R mit f(p) =g,

wobei p ein fester Punkt von S' ist.
Wir betrachten nun den Raum 2 aller kanonischen Abbildungen von S' in
R, die den stiickweise glatten geschlossenen Kurven entsprechen. Die Entfern-

ung zweier Abbildungen f und g von £ wird durch die Festsetzung
alf, & zl\,/lei’fd(f(t)’ gt +1J(f)—J(g|

definiert, wobei J(f) (bzw. J(g)) die Linge der Kurve f(S"') (bzw. g(S")) ist.
Dadurch ist £ zum metrischen Raum geworden. Definitionsgemiss ist J(f)
eine stetige Abbildung von f.

Indem wir eine kanonische Abbildung als ein Element von £ auffassen, so
ergibt sich eine eineindeutig stetige Abbildung

7 .@ - 0

Es sei G die Rotationsgruppe von S', die mit S' homoomorph ist. Fiir

s€G und € setzt man
of (1) = f(a(t)), teS.

Man sieht leicht, dass einer stiickweise glatten (orientierten) geschlossenen
Kurve C und einem Punkt g auf C eine eindeutig bestimmte Abbildung

F:1(SL p) > (R q)

-entspricht und dass umgekehrt jede ¢f und nur diese die Kurve C bestimmt.
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Der Quotientenraum £/G werde mit ¥ bezeichnet. Dabei deuten wir I
als Raum aller stiickweise glatten (orientierten) geschlossenen Kurven. 8% ist
iiberdies in natiirlicher Weise Prinzipal-Faserbiindel iiber J mit G = S* als Faser
und Strukturgruppe [2].

In diesem Zusammenhang bemerken wir noch, dass die Linge J(C) einer

Kurve C von X wieder eine stetige Funktion auf X ist.

§2. Deformationssiatze

Unter einem stationiren Faser in & verstehen wir eine Faser, die einer
geschlossenen Geoditischen auf R entspricht. Unter einem stationsiren Werte
verstehen wir einen Wert, den die Lingenfunktion J in einer stationiren Faser
annimmt, also die Linge einer geschlossenen Geoditischen. Wenn es zu einer
stationdren Faser & eine Umgebung auf £ gibt, in der & die einzige stationire
Faser ist, so heisst §F eine isolierte stationire Faser auf 2, und die entsprechende
Geoditische auf R heisst eine isolierte geschlossene Geoditische.

Ist « ein beliebiger Wert von J, so betrachten wir die Menge von & :
Jo={/1J(f) £ a}

bzw.

Je={rf1J(f) <a}

Die k-te Bettische Zahl von J, mod J. heisst die k-te Typenzahl des Wertes a :

m* = mF(a).

Hier und im folgenden benutzen wir immer die singuldre Homologietheorie
und legen einen beliebigen Korper als Koeffizientenbereich zugrunde.

Ist ¥ eine isolierte stationire Faser mit J(F)=a«, so heisst die k-te
Bettische Zahl von J; U® mod J. die k-te Typenzahl einer stationiren Faser
& mh(F).

Es sei U eine beliebige Umgebung von §, bezeichnen wir mit U~ derjenigen
Punkt von U, fir die J < «:

U =UN],.

Man verifiziert leicht, dass die Bettische Zahlen von U~ U & mod U~ dieselben
wie die von J; U mod Jz, also die Typenzahlen von ¥ sind.

%) Dabei muss man die konstanten Abbildungen ausschliessen.
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Wir beginnen mit dem folgenden

DerorMATIONSSATZ 1. Ist a nichtstationdrer J-Wert, so gibt es eine J-Defor-

mation D von J. in J;.

Unter einer J-Deformation versteht man folgendes: Bei einer Deformation
nimmt der J-Wert eines jeden Punktes niemals zu.

Wir werden diese Deformation in zwei Schritten ausfithren. Es sei C eine
stiickweise glatte geschlossene Kurve; ferner sei

r:I->R, 0= =gq

irgendeine Abbildung aus der Faser iiber C.
Wir legen nun auf C die ! Punkte fest, die den Parameterwerte

1 -1
1’1

entsprechen und nennen sie

qg=aqo q1, . . ., q-1.
Sie teilen C in / gleich lange Teile. Wir wiihlen / so gross, dass ‘; kleiner als
die Elementarlinge d von R ist.

Wir bezeichnen mit S(r, ¢) die Sehne, die von f(:) nach f(s) geht. Die
Teilkurve von C, die man erhilt, indem man die Parameter ¢ nur das Interval
r = t £ ¢ durchlaufen lisst, wird mit C(r, o) bezeichnet.

Setzen wir nun

c.=s(o, )+e(f. )+ oes(fT, LI

so entspricht jeder Kurve C. die kanonische Abbildung
f: : ]_’R, f-.(O) =f‘.(1)::(], WObeif:fo ist.

Fiar « =1 ist C=C, in das geschlossene Elementarpolygon C, mit den Ecken g¢;
{ibergegangen.

Wir wihlen auf C; die ! Seitenmitten

9 Wenn der Endpunkt einer Kurve A mit dem Anfangspunkt einer anderen Kurve B
zusammenfillt, so ist eine Kurve A -+ B durch die Nacheinanderdurchldufung von A und
B gegeben, '



106 RYOJI SHIZUMA

My, M, ..., My,

die in Bezug auf f; den Parameterwerte ¢, #, . . . , ¢, entsprechen.

Nun setzen wir

C:ZS((T—'I)t], t) +S(t1, t+ (T—'l)(fg—tl))
4+ CUti+ (e =Dt —1), )+ Slts, o+ (r =D (s = 1)) +

..........

+ Sy, o+ (= D= t1-0) + Cilt=1 + (e = Dt = 41-1), )
+S(t, (r—=1)t).

Jeder Kurve Cr entspricht eindeutig die kanonische Abbildung

iN

S I-R 1 2

i

T

mit f-(O) = f~(1) =f1((‘l' - 1) t1)

Man iiberzeugt sich leicht davon, dass man durch die Festsetzung
D(f, ©) =f-, 0=r=2

die gewiinschte Deformation D von J, in J; erhilt.
Damit ist der Satz bewiesen.
Aus der Konstruktion von D gilt fiir jede Abbildung f

JfD) =2 J ), T £ 0.

D ist also eine J-Deformation und J(f) =J(/.) gilt dann und nur dann, wenn f
einer stationiren Faser gehort.

Hivrssatz 1. Es sei U eine offene Teilmenge von J., die alle stationdren

Fasern enthdlt. Dann hat bei der Deformation D Verkiirzung
w() =J(f) =J(f2)
in J. — U eine positive untere Grenze.

Man kann dies wortlich wie bei [6] beweisen.

Es sei C eine isolierte geschlossene Geod:tische und
f:I->R f(0)=f(1)=¢q
sei eine dazu gehorige kanonische Abbildung. Wir wihlen auf C ! Punkte
a=aq, q, - - ., Q-1

und zwar so, dass die I Teilbogen kiirzer als die Elementarlinge sind. Wir
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bestimmen durch ¢; (0 <€ ¢ £7-1) eine Hyperfliiche, die zweimal stetig differ-
‘enzierbar in R liegt und von C in ¢; unter einem von Null verschiedenen Winkel
durchsetzt wird. Auf jeder der Hyperfliichen wiihlen wir nun eine kleine

Umgebung V; von ¢i von der Beschaffenheit, dass

1D VinVia=0

2) je zwei Punkte aus V; und V;.. sich durch eine Elementarstrecke verbin-
den lassen,

3) diese Elementarstrecke nur ihre Randpunkte mit den beiden V; und Vi

gemeinsam hat.

Dabei ist 7 mod ! zu verstehen.

Wihlt man in jeder der / Umgebungen V; einen Punkt 7; und verbindet
aufeinanderfolgende Punkte #»; und #;.: durch Elementarstrecken, so entsteht ein
geschlossenes Elementarpolygon. Ferner fassen wir »,& Vi als Anfangs- und
Endpunkt auf.

Die siimtlichen Elementarpolygone, die man auf diese Weise erhiilt, bestim-
men in 2 eine mit Vox Vix ... x Vi, homoomorphe Teilmenge P, die offenbar

f enthiilt.

DerorMAaTIONSSATZ 2. Ist W eine hinreichend kleine Umgebung von f in
3, so gibt es eine J-Deformation 4 von W, die W in P so iiberfiithrt, dass WN P
Dpunktweise festbleibt.

Wir werden diese Deformation in drei Schritten ausfiihren.

Zu den [ Punkten qu, g1, . . ., @:-1 lassen sich Umgebungen in R
Uy, Uy, oo, U

von der Beschaffenheit wiihlen:
1) Sind o, wi, . . ., w-1 beliebige Punkte aus diesen Umgebungen, so
bestimmen diese Punkte eindeutig ein geschlossenes Elementarpolygon.
2) Der Bogen zwischen ;- und #;., hat mit V; genau einen Punkt 7,
gemeinsam. 7; hiingt stetig ab von #;-1, u;, #i+;. Dabei ist 7 mod / zu verstehen.
3) 7, 7, . . ., 71-1 bestimmen eindeutig ein geschlossenes Elementarpolygon.
Zu einem solchen Elementarpolygon entspricht eine eindeutig bestimmte

kanonische Abbildung

g:1->R
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mit g(0) = g(1) =n.

Es sei h & P beliebig gewiihlt. Ein dazu gehoriges Elementarpolygon habe
! Seiten mit den Lingen 4;(h), A(R), ..., 4(h). Es sei ferner W' eine
Umgebung von fin @. 4 ist stetig und >0 auf W' P, lisst sich also auf
W' erweitern, und zwar so, dass A; > 0 ist.

Wir setzen
. . £1_(_k) + <. +I{l(1_e_) 1
WE = S+, k) FEW
und wihlen auf 2(I) I Punkte uo(k), (B, . . ., wi-(k), die der Parameterwerte
0, :(k), . .., ti-1(k) entsprechen. Wie man leicht ersieht, gibt es in W' eine

so kleine Umgebung W von f, dass jeder Punkt x;(k) in U; liegt, falls 2 zu W
gehort, und dass jeder der Teilbogen u; ;.1 von k kiirzer als die Elementarlinge
d ist.

Wir wiihlen jetzt k& W beliebig, und bezeichnen mit B die zu k entspre-

chende Kurve. Setzen wir nun

B- = S(0, ct,(k)) + B(<t;(R), t,(B)) +

..........

-+ S(i’[_l(k), t[—l(k) + (1"‘ tl-,\(k)‘l')
+ B(t-1(B) + (1 = ty-1(B)) 7, 1), 071,

so geht B =B, fiir r =1 in das geschlossene Elementarpolygon B mit den Ecken
wolk), w(k), ..., w-1(k) iiber.

Der Bogen von B; zwischen ;-;(k) und u;-,(k) hat mit V; einen Punkt
7i(k) gemeinsam. Durch wiederholte Anwendung dieser Deformation geht B
in das geschlossene Elementarpolygon B, mit den Ecken wu (&), n(k), n(k), .. .,
71-1(k) bzw. u(k), r(k), ..., r-1(k), (k) iiber, je nachdem #7(%) auf dem
Teilbogen, wuy(k) u.(k) bzw. auf wu-,(k) u(k) liegt.

Wir wenden nun auf B, die Deformation an, indem wir

B-io = S(t, 100) + Bolgro, ru-1) + S(puq, to1)
bzw.
=S+ (1= o)1 = o), 220) + Bal s, 10)
+ S(sto, o+ (1 = )1 — ) 0=r=1)

setzen, je nachdem 7¢(k) auf u(k) 2.(k) bzw. auf w-,(R) u(k) liegt. Dabei

verstehen wir unter u; den reduzierten Parameter von #;(%k) in Bezug auf den
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Anfangspunkt u#¢(%2) auf B.. Dadurch geht B. in das geschlossene Polygon B
mit den Ecken (&), (k) ..., 7-:(k) iiber.

Jeder Kurve B- entspricht eindeutig die kanonische Abbildung

IIN

k-:1-> R, 0£r=3
mit k-(0) = k(1) = u(k), 02r=2
= k(T —2) 1) 2=7r£3

(bzw. =k(pp+ (3—7)(1— ).

N

i

Aus der Konstruktion folgt ohne weiteres, dass man durch die Festsetzung

1IN

A(k, T)—_—k:, 0<r 3

die gesuchte Deformation 4 erhilt.

§3. Hauptsatz

Es sei g ein beliebiger Punkt von der isolierten stationiiren Faser ;¥ mit
J(F) =a. W moge dieselbe Bedeutung haben wie im Deformationssatz 2.

Aus dem Deformationssatz 2 folgt wortlich wie bei [6] der folgende

Hivrssatz 2. Es seien U, Us ein Paar von Umgebungen vonr g derart, dass
WDOUDU:D¢g
gilt.

Dann gibt es eine J-Deformation ¢ von £, die Us in J; \J§ diberfiihrt und

ausserhald U, von 2 punktweise festbleibt.

Wir fassen nun den Raum £ als Faserbiindel {iber ¥ mit Projektion = auf.
Wir setzen ferner n(g)=C und bezeichnen mit V(C) eine so kleine

Umgebung von C, dass es ein fasertreuer Homsomorphismus
& V(C) x S' > 2 H(V(C))
mit £(C, ¢) = g vorliegt.
Wir dirfen uns offenbar (L V(C) x V(o] als U.(g) bedienen, wobei V(s)
eine kleine Umgebung von ¢ ist. Weiter setzen wir

tLV(C) x o= V(g).

Aus V(g) C Uxg) gibt es nach dem obigen Satze eine Deformation ¢-, so
dass fiir t =1
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GV iU
ist.
Durch die Festsetzung

¢-(C") = m¢-(2(C, o)), Ce Vi)

ist in X eine Deformation ¢- von V(C) in J: U C erklirt, da J(f) = J(=(f))
fir f€ 2 ist. Mit J; bezeichnet man dabei die Menge aller Punkte von Z, in
denen J < « ist.

Nach dem Satz von Uberlagerung der Homotopie [3] hat man das kom-

mutative Diagramm :

V) Vs B

vicy 5 o3
wobei ¢, die identische Abbildung ist. ¢; bildet daher ~""(V(C)) in J; U & ab.
Wir wiihlen jetzt in V(C) eine solche Umgebung W(C) von C, dass V(C) DW(C)

ist und konstruieren die stetige Funktion p auf @, und zwar so, dass

£0(f) =1
o(f) =1 auf r (W(C))
=0 ausserhalb = '(V(C)).
Setzt man
G () =g un(S), fer " (ve)
=f sonst,

so erhiilt man

Satz 1. Zu jeder isolierten stationdiren Faser § von 2 gibt es ein Paar
von Umgebungen U(T) D U(F) von F wund eine J-Deformation J- von @ mit
der FEigenschaft, dass ¢- ausserhalb der Umgebung U\(F) punktweise festbleibt
und UXF) in Jo U diberfiihst.

Wir machen jetzt die Voraussetzung, dass a ein nichtstationirer Wert ist
und dass es nur endlich viele geschlossene Geodiitische gibt, die kiirzer als «
sind. Es seien ferner: r der nichstkleinere stationire Wert, 3; (i =1, ..., )
die Menge der stationiiren Fasern des Wertes 7.

U(F), Us(F) habe dieselbe Bedeutung \;vie im Satz 1. Die Umgebungen

UF:) von i (=1, ..., 1) seien so gew:ihlt, dass sie untereinander teilerfremd
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sind.

Nach dem Hilfssatze 1 sieht man leicht, dass J, durch wiederholte
Anwendung der Deformation D in J7 U U Us(F;) tibergefithrt wird.

Mit Hilfe der im Satz 1 genannten ,Deformationen geht J. schliesslich in
J7 U {Fi} tber.

Damit haben wir den folgenden Satz bewiesen:

Satz 2. Ist a ein nichtstationdrer Wert von J auf £ und y der ndchst-
kleinere stationdre Wert und gibt es auf J. nur endlich viele stationdre Fasern,
so lisst sich J. durch eine J-Deformation iiberfiihren in J7 U {Fi}, wobei i

stationdre Fasern des Wertes v sind.
Aus dem Satz folgt ohne weiteres

Satz 3. Wenn es unterhalb jedes beliebigen J-Wertes nur endlich viele
stationdre Fasern gibt, so ist die k-te Typenzahl mk(r) des Wertes v gleich der
Summe der k-ten Typenzahlen der einzelnen stationiiren Fasern 71, §2, . . ., 31

vom Werte v:
mt () = mF(FD + 0 (FD) + ..+ (G,

Hieran schliesst noch:

Satz 4. Wenn es auf £ unterhalb jedes belicbigen J-Wertes nur endlich
viele stationdre Fasern gibt, so ist die folgende Bedingung erfiillt:

Zu jedem michthomologen relativen Zyklus Z* auf 2 mod Jo={glJ(g) =0},
gibt es eine Zahl r derart, dass zk homolog auf @ mod J, einem Zykel von J-,

aber nicht einem Zykel von J; ist.

Der Beweis dieser Tatsache verliuft auf Grund des Satzes 2 ganz analog
wie bei [6].

Daraus und aus dem Satz 2 ([6] §5) folgt unmittelbar der folgende

HaurtsaTtz. Wenn es auf der Riemannschen Mannigfaltigkeit R nur endlich

viele geschlossene Geoddtische von beschrinkter Linge gibt, so ist
M* > R*;

dabei bezeichnet R* die k-te Bettische Zahl von @ mod Jo, und M k die Summe

der k-ten Tvpenzallen aller isolierten stationdren Fasern.
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§4. Einige Anwendungen

Wir bemerken zuerst, dass 2 dem in §1 genannten Abbildungsraume £
homologie-diquivalent ist.

Diese Tatsache kann man beweisen unter Benutzung der analogen Uberleg-
ungen wie bei [6] §21. Daraus folgt insbesondere, dass die Homologieeigen-
schaften von @ unabhingig von der Metrik auf R sind.

Wir behaupten nun

Satz 5. Auf jeder geschlossenen Riemannschen Mannigfaltigkeit R gibt es

wenigstens eine geschlossene Geoddtische.

Beweis. Wir fassen £ als Faserraum iiber R mit E als Faser und mit
Projektion = : 2 - R auf.
Mit z*(R) bezeichenen wir wie iiblich die k-te Homotopiegruppe von R.

Wir unterscheiden nun zwei Fiille.

1) m(R) =0

In diesem Fall ist 2 zusammenhingend. Wenn wir jedem Punkt ¢ von R
eine solche Abbildung entsprechen, die S' auf einen einzigen Punkt ¢ abbildet,
so entsteht eine stetige Abbildung ¢ von R in £ mit =¢ = Identitit.

Hieraus folgt leicht unter Benutzung derselben Schlussweise wie im Fall
des Faserbiindels [6], dass

() =R +7ME), ka2

)/ 7(R) =2 (E)
ist.

Da andererseits immer
(E) = 2" Y(R)

ist [7], ergibt sich nach Voraussetzung

Q) =" (R) + =" (R) k=2
() = (R).

Infolge der Geschlossenheit von R gibt es eine ganze Zahl r derart:

7(R) =0, 0£k<7r
= (R) %0, 1<7<n.

Daraus folgt unmittelbar :
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7(2) =0 O=h<r—1
7~ 7HR) % 0.

Nach dem Hurewiczschen Satz ist
HTH(Q) =7271(9),

unter H. '() die ganzzahlige Homologiegruppe verstanden. Bei geeigneter
Wahl von Koeffizientenkorper diirfen wir annehmen, dass die » — 1-te Homologie-
gruppe von 2 nicht verschwindet, also dass R"7'(2) = 0 ist.

Aus dem vorigen Bemerkung folgt nun
R7(2)=R Q).

Da H'(Jy) = HYY(R) =0, folglich HY (2, Jo) = HY'(2) ist, ist R"'(2, Jo)
=R D).

Daraus folgt nach Hauptsatz
M™H(2) >0, r—1lal.

Daher gibt es eine Zahl r > 0 derart, dass »m" '(r) = 0 ist.
Damit ist der erste Fall erledigt.

2) n'(R) % 0 ([1] Theorem 5.4)
In diesem Fall zerfidllt 2 in seine disjunkte Komponenten, von denen jede
zusammenhiingend ist und einer der freien Homotopieklassen der Abbildungen

von S' in R entspricht. Es sei
¢ (S, p)> (R q)

eine solche Abbildung, die ein nichttriviales Element von ='(R) darstellt. Man
darf von vornherein annehmen, dass ¢ eine kanonische Abbildung ist, m.a.W.
bei der in §1 genannten Injektion 7 : @ — @ i(f) =¢ ist, wobei /' die mit ¢
identische Abbildung ist.

Ferner sei J(f)=a. Im Gegensatz zu der Behauptung nehmen wir jetzt
an, dass es auf R keine Geoditische gibt. Durch wiederholte Anwendung der
Deformation D sicht man leicht, dass f in Jy={glJ(g) =0} iibergefithrt wird.
Daraus folgt unter Benutzung der Injektion 7, dass ¢ in 2 frei homotop Null,
also schlechthin homotop Null ist. Dies ist aber im Widerspruch mit der Wahl
von ¢.

Damit ist der Satz vollstiindig bewiesen.
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Aus dem obigen Beweise geht ohne weiteres hervor, dass sich der Satz 5
folgendermassen verfeinern lidsst: FEs sei s die Anzahl der freien Homotopie-
klassen der Abbildungen von S' in R. Dann gibt es wenigstens s geschlossenen
Geoddtischen auf R.
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