
EINE DARSTELLUNG DER INTUITIONISTISCHEN

LOGIK IN DER KLASSISCHEN

SHOJI MAEHARA

Fur jeden, der sich an die klassische Logik gewohnt ist, mag undenkbar

sein, dass der ,,Satz vom ausgeschlosse?ie?ι Dritten" in der intuitionistischen

Logik im allgemeinen nicht anerkannt ist. Aber es ist ganz natύrlich, wenn

man diejenige Tatsache beobachtet, dass eine ausserlich gleiche Aussage in der

klassischen Logik und in der intuitionistischen doch ungleiche inhaltliche Sinne

haben kann.

Eine Aussage ,,A" in der klassischen Logik hat den inhaltlichen Sinn ,,A

ist richtig in der Tat'6 ob man wissen kann oder nicht , und in der intui-

tionistischen Logik aber hat sie den inhaltlichen Sinn ,,es ist beweisbar dass A

richtig ist6'. Die Aussage „ nicht A" in der klassischen Logik bedeutet nur ,,A

ist falsch", aber in der intuitionistischen Logik bedeutet sie ,,es ist beweisbar

dass A falsch ist".

Aber wir konnen die obigen zwei Arten der Logik so erklaren, dass sich

jede Aussage in der einen Logik in eine sinnverwandte Aussage in der anderen

Logik ϋbersetzen la'sst. Kuroda [2] υ hat ja jede Aussage in der klassischen

Logik in eine Aussage in der intuitionistischen ϋbersetzt. Im folgenden werden

wir uns umgekehrt klar machen, dass sich jede Aussage in der intuitionistischen

Logik in eine Aussage in der klassischen ϋbersetzen lasst.

In dieser Abhandlung wollen wir die klassische und intuitionistische Logik

mit dem Gentzenschen2) ,,Kalkϋl LK bzw. LJ" und verwandten Systemen dar-

stellen also beziehen sich die folgenden Untersuchungen auf den Bereich der

Prάdϊkaϊenlogϊk. Im folgenden verwenden wir die Terminologie und die Zeichen,

mit wenigen Ausnahmen, nach Gentzen ΠJ.

In § 1 betrachten wir den Kalkiil LJ als die Vorbereitung zu § 3.

Eingegangen am 20, Okt. 1953.
1) Siehe die Liste der Literaturen am Ende.
2 ) Vgl. Gentzen [1].

45



46 S. MAEHARA

In §2 fiihren wir ein neues Aussagenverknϋpf ungszeichen ,,Bew" ein, d.h.:

Wenn % eine Formel ist, so betrachten wir auch

Bew 2ί

als eine Formel, was wir ?,9ί ist beweisbar" lesen wollen.

Es ist natϋrlich, dass Bew, das in den Kalkϋl LK eingefϋhrt wird, bedeutet:

„ beweisbar in der klassischen Logik also eventuell durch den Satz vom aus-

geschlossenen Dritten ", und dass Bew, das in den Kalkϋl LJ eingefϋhrt wird,

bedeutet: „beweisbar in der intuitionistischen Logik also ohne den Satz vom

ausgeschlossenen Dritten ".

Nunmehr nennen wir den Schlussweisenkalkϋl, der durch die Einfϋhrung

des Verknϋpfungszeichens Bew in den Kalkϋl LK bzw. LJ zustande kommt,

den Kalkϋl BLK bzw. BLJ.

In §3 beweisen wir den folgenden Satz, in dem 91 eine Formel im Kalkϋl

LJ, und 9ίδ diejenige Formel im Kalkϋl BLK ist, welche durch die Ersetzung

jeder Teilformel % von 3ί durch BewS entsteht.3)

HauptsatzA): 3ί ist dann und nur dann herleitbar im Kalkϋl LJ, wenn %b

im Kalkϋl BLK herleitbar ist.

Nach diesem Hauptsatz dϋrfen wir einsehen, dass eine Aussage, d.h. eine

mit der Formel 91 dargestellte Aussage in der intuitionistischen Logik, und die

mit der Formel %b dargestellte Aussage in der klassiεchen Logik beide denselben

inhaltlichen Sinn haben. Der Titel dieser Abhandlung bedeutet ja nichts anderes.

Ferner soil der folgende Satz bewiesen werden.

Zusatz5) des Satzes 2: Sei 31 eine Formel im Kalkϋl LJ, so ist 3lδ dann

und nur dann herleitbar im Kalkϋl BLJ, wenn 91 im Kalkϋl LJ herleitbar ist.

Nach diesem Zusatz dϋrfen wir einsehen, dass der Begriff beweisbar schon

in einer beliebigen Aussage in der intuitionistischen Lokig enthalten ist.

Nach den obigen zwei Satzen ist es natϋrlich, dass man zum Beweis der

mit der Formel der Gestalt %b dargestellten Aussage den Satz vom ausgeschlos-

senen Dritten anwenden darf, ob man seine Gϋltigkeit anerkennt oder nicht.

Denn man kann aus dem Beweise den Satz vom ausgeschlossenen Dritten

3) Urn Einzelhei ten wende m a n sich an 3.1.
4) Vgl. 3.7.
5> Vgl. 3. 51.
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weglassen, wenn es nδtig ist.6)

Wegen der Bequemlichkeit zahlen wir die Schlussfigurenschemata in den

Kalkiilen LK und LJ anf. Um Einzelheiten wende man sich an Gentzen [1].

Schemata fiir Struktur-Schlussfiguren:

Verdϋnnung:

Zusammenziehung:

Vertauschung:

Schnitt:

Schemata j
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- Θ Γ-+ Θ,

- Θ Γ
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J -> 0,

fiir Verknϋpfungs-Schlussngurer
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Γ ->

7v(α)

, r ->
,"r->

A

61, 33

6), 31

- _>

Λ

Θ
Θ

r)

Θ

Θ, 33
33

33.
% Λ 3.\

33

, Γ -
Γ •

-> 6

-> ©

-> ©,
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l :

: ?L

Γ

Γ

ff;

Γ

Γ

i _^

. Γ
(

®

φ , ®
©

®, ®,

ΊΓv"

-> &,
δ (α),

7> 6),

Γ

6) 33? Γ

31
3t V 33

Γ-> θ

3*0)

51 h 33, Γ, J ->

—>

->

yl

a 33
Θ, 31 V $

Fur 2ί, 33, 5), g darf eine beliebige Formel eingesetzt werden fiir

bzw. Ξzftdc,) eine beliebige Formel von dieser Gestalt, alsdann ist fiir g(α) bzw.

30) diejenige Formel zu setzen, die aus ^y(i) entsteht, wenn man die gebundene

Variable ε durch eine beliebige freie Variable α bzw. einen beliebigen Term ί

ersetzt. Fiir Γ, Δ, Θ und A dϋrfen beliebige, evtl. auch leere Reihen von For-

me In, durch Kommata getrennt, eingesetzt werden.

Variablenbedingung'- Die mit α bezeichnete freie Variable darf in der

Untersequenz dieser Schlussfigur nicht vorkommen.

Ferner gibt es fiir LJ-Schϊussβguren folgende Einschrankung:

6> Vgl. 3. 6. Satz 3.
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„ Im Sukzedens jeder Herleitungs-Sequenz darf nicht mehr als eine Sequenz-

formel vorkommen,"

§ 1, Eine Vorbetrachtung ύber Kalkul LJa

Wir fίihren einen Hilfskalkϋl wollen wir Kalkul L'J nennen—ein, der

sich von dem Kalkul LK in folgender Weise unterscheidet,

Die Schlussfiguren diirfen nach den Schlussfigurenschemata gebiidet werden,

jedoch mit folgenden Einschrankungen: bei den Schemata fϋr FES? NES und

AES darf fur Θ nichts eingesetzt werden3 diese Stellen bleiben also leer*

Der neue KaJkiiί L'J ist Equivalent mit dem Kalkul LJ«

1.1. Der Begriff der ΆquiυalenzP

1.11. Wir fϋhren den folgenden Aquivalenzbegriff zwischen Sequenzen ein:

Gleiche Sequenzen sind Equivalent,

Die Sequenz

Γ -> 9ίv, . . . , 3ίi

ist Equivalent mit der Sequenz

Γ->3TiV. . . V ϊ v (* = 1, 2, . . . ) .

(Mit %x V 9ί2 V . . . V 2Iv meinen wir {(%ι V %) V . . .) V %,.)

1.12. Zwei Herleitungen wollen wir equivalent nennen, wenn die End-

sequenz der einen mit der der anderen Equivalent ist,

1.13. Zwei Kalkϋle nennen wir Equivalent, wenn sich jede Herleitung in

dem einen Kalkul in eine Equivalente Herleitung in dem anderen umwandeln

lasst.

1.2. Der Aquivalenzbeweis der Kalkϋle LJ und L'J.

1.21. Umwandlung einer L'J-Herleitung in eine άquivalente LJ-Herleitung.

1.211. Diese geht so vor sich: Man ersetzt zunachst jede Herleitungs-

Sequenz Γ -> θ durch eine Sequenz Γ -> ®*. Wenn θ nicht leer ist, bezeichne

Θ* die zu Θ gehδrigen Formeln in umgekehrter Reihenfolge und sei durch V

verbunden. Wenn Θ leer ist, sei Θ* leer.

1.212. Nun haben wir bereits ein stammbaumfδrmiges System von Se-

quenzen, Die Endsequenz ist offenbar schon Equivalent mit der Endsequenz

7> Gentzen [1], V. Abschnitt, §1 .
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der L'/-Herleitung. Die obersten Sequenzen haben samtlich die Gestalt © -» ®,

sincl also bereits Grundsequenzen einer L/-Herleitung.

Die aus den Ly-Schlussfiguren entstandenen Figuren werden nach den fol-

genden Schemata im Teile einer L/Ήerleitung umgewandelt.

1.212.1. Die Schlussfiguren: Verdϋnnung im Antezedens, Zusammenzieh-

ung im Antezedens, Vertauschung im Antezedens, und zwar UEA, OEA, AEA,

EEA, FES, NES und AES sind bereits durch die Ersetzung in ZJ-Schlussfiguren

ΐibergegangen. (Im Falle einer L'J-AES bzw, -EEA ist die ZJ-Variablenbeding-

ung auf Grund der L7*Variablenbedingung erfullt.)

1.212.2. Ein Schnitt wird zu :

r -» a v β* % Δ -» Λ*
Γ,Δ-> A* V <9*

(Wenn θ und A 3Iμ, . . . , 9ίi bzw. Sv, . . . , Si sind9 so bezeichne A* V <9*

Si V . . . V S v V SIi V . . . V 2Iμ. Wenn A leer ist, so bedeute A* V Θ* θ*.

Wenn β leer ist, so bedente Λ* V β* A*.)

Ist θ leer, so ist die Schlussfigur ZJ-Schnitt

Sei nun θ nicht leer: 3ίμ, . . . , 9ίι, macht man daraus:

\ evtl. mehrmalige Verdύnnungen uβ Vertauschungen
ίS, Δ -> Λ* 8I1, J -» 9ίi O.E'S oder identische Schlussfigur

ϋ), Δ -> Λ V 9Xi s2Ii? J -> Λ V 9Ii 9ί2 -» 912 ίevtl. mehrmalige Verdiinnungen
© V %, Δ -» Λ* V 9Ii 9ί2, J -» g 8 lu. Vertauschungen
© V 9I

1;
 J -> A* V 9ίi V a

2
 %>, J -» /i* V 9Ii V 9ί

2

© V 3li V 3ί
2
, J -* A* V 2U V 3I

2

usw. ganz entsprechend

Γ->©V©* ^ V ^ J ^ l g * ZJ-Schnitt.

1.212.3. Eine Verdimnung im Sukzedens wird zu :

Γ -> Φ V Θ*

Ist Θ leer, so ist die Schlussfigur Z,/-Verdϋnnung im Sukzedens.

Sei nun θ nicht leer: 2ίv, . . . , 2ίi, macht man daraus:
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31. - Hi

r -» % v . . . v a v % -> Φ v
Γ - ® V 5ί, V . . . V?ί v

1.212.4. Eine Zusammenziehung im Sukzedens wird zu :

r -» © v © y Θ*

Γ -* © V β*

Man macht daraus:

© -> © © -> ©

r -» Φ v Φ v ®* ® y © -> ©

Γ-^V¥ ( L 2 1 2 2 )

1.212.5. Eine Vertauschung im Sukzedens wird zu :

Man macht daraus:

r-»Λ*vΦveve* A* V © y g -> ^* v gy ©
= ^ / ^ * 7 ϊ v ¥ v ? r = ; = = i = " ' (1.212.2).

Dabei ist uber Λ* V © V 6 -> ,Ί* V g V φ die in folgenden 1.212. 51 bzw.

1.212.52 angegebene Herleitung fiir diese Sequenz zu setzen.

1.212.51. Wenn A leer ist, die Herleitung :

© -» © g -» g
S ) - ^ g V % ) g - > ( g V ©

D V ^ g V~© "

1.212.52. Wenn /i nicht leer ist, die Herleitung:

Λ* _* Λ* v g © -> © 6 -> g

v © -> yi* y g y © g -̂  yi* y g v ©

1.212.6. Eine ίZES wird zu :

Γ -> 91 y (9* Γ -» 8 V Θ*

Dies meint die Umwandlung, die in 1. 212. 2 erwahnt ist.
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Man macht daraus:

% -* %

* J ? L 3 33 -> 33

?L58_-tJIJL> ® ^_®
Γ-> at V Θ* 91, »"-» 9t~Λ~%' ( 1 2 1 2 2 )

., soweit nδtig

^ Λ~* J ^ Λ ^)...y...Q- V ® * ί Zusammenziehungen? Vertauschungen,
Γ -> (31 Λ 33) V (9* 1(1.212.4) u. (1.212.5), soweit nδtig.

1. 212. 7. Eine OES wird zu:

(bzw. entsprechend fur die andere Form von OES, Erledigung ganz analog).

Man macht daraus:

9ί -> 9ί

^ ^ T T Έ Ψ Θ ^ d.212.2).

1. 212.8. Eine EES wird zu :

Γ -^Jy(ί) V θ ^
Γ -> Ξiftd) V 0*

Man macht daraus:

_5i!.lX^&iil_-ίL^Siϊ2 ( 1 212 2)
Γ -> ^εδ(E) V 6Γ "'

1.212.9. Eine NEA wird zu :

Γ -> 9X V β*
^3ί, Γ -> Θ*

Man macht daraus:

31 ί Vertauschungen,
~"3ί, Γ -» Θ* I soweit nδtig.
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1.212.10. Eine FEA

Man macht daraus:

Γ - 91 V

Γ, 31

S. MAEHARA

wird z u :

Γ -* 91 V 6

91 l- 23, Γ,

9X -* 91

21 h 23,

Θ* 9ί, 31 ι-

H 33, J - /f

23, Γ, J -> Λs

1* 23, Δ
Δ -* Λ*

23,

a,
23,
* V

* V

Δ -*
A -»
Δ -»

©*

Θ*

V ©* '

Λ*
Λ*

Λ* (1
ί Vertai
I soweit

212,2.)
zschun^

notig.

Damit ist die Umwandlung einer L'/Ήerleitung in eine aquivalente LJ~

Herleitung vollzogen.

1.22, Umwandlung einer LJ-Herleitung in eine aquivalente L'J-Herleitung.

Eine L/-Herleitung ist eine mit sich selbst aquivalente Z,'/-Herleitung, also

ist keine Umwandlung notwendig.

Nimmt man die Ergebnisse der 1.21 und 1.22 zusammen, so ist nunmehr

die Aquivalenz der Kalkϋle LJ und L'J vollig bewiesen.

1.3. Eine Bemerkung zu der Aquivalenz der L1 J-Sequenzen*

Wie wir in 1.11 schon gesehen haben, diirfen zwei verschiedene L'J-

Sequenzen Equivalent sein. In diesem Falle aber sind sie deduktio?ιsgleich«

1. 31. Ist Γ -» 5Ii V . . . V 5ίυ L;/-herleitbar, so ist Γ -> 2ΪV, . . . , 3ίi folgen-

dermassen L'J-herleitbar:

Γ -> Sίt V . . . V 3Γy % V . . . V 9ίv -> %, . . . , %

Γ -> 3ίv, . . . , 3d

Dabei ist die Sequenz % V . . . V 3ίv -> 9ίv? . . . , % L'/ herleitbar,

1.32. Ist Γ -> 3ίv, . . . , 5Ii L'Z-herleitbar, so ist Γ -* 3ί.t V . . . V 2ίv L'J-

herleitbar (vg). 1.21 und 1.22).

1.4. In den folgenden Untersuchungen meinen wir mit dem Kalkϋl LJ den

Kalkul LJ.

§ 2. Neues Verknϋpf ungszeichen „ Bew ".

2.1. Wir erweitern zunachst den Begriff Formel, der sich von diesem im

Kalkul LK bzw. LJ in folgender Weise unterscheidet, d.h.:

Ist 3ί eine Formel, so ist auch Bewϊί eine Formel.

2.2. Wir fύgen folgende zwei Schemata fϋr Schlussfiguren hinzu:
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r> -* a o p , 9 > % Γ - > Θ

Bei dem Schema fur BES, kann fur Γ' eine beliebige (eventuell leere)

Reihe von Formeln mit Bew als ausserstem Zeichen, durch Kommata getrennt,

eingesetzt werden.

2.3, Den Schlussweisenkalkϋl, der aus dem Kalkύl LK bwz. LJ unter 2.1

und 2.2 entsteht, wollen wir Kalkϋl BLϋf bzw. BLJ nennen.

2. 4. Einige Bemerkungen zu den neuen Schlussfigιιre?ιschemata.

2, 41. Im Kalkul £Zif bzw. BLJ lassen sich die Schlussfiguren BEA durch

Grundsequenzen nach ίolgendem Schema ersetzen ι

Bew 91 -* 91.

Die Aquivalenz dieser Grundsequenz mit der Schlussfigur BEA ist durch

Schnitt leichfc zu zeigen,

2,42. Im Kalkul BLK bzw. J3L/ lassen sίch die Schlussfiguren BES durch

Grundsequenzen und Schlussfiguren nach folgenden Schemata ersetzen:

Bew 31 -» Bew(Bsw9ί)

und

Γ-» 91

BewΓ-^ Bew9ί*

Wenn Γ leer ist, sei BewΓ leer. Wenn Γ 9ίi. . . . , 2ίv ist, bezeichne BewΓ

Bew Sflf . . , , Bew 9ίv (y = 1, 2, . . . ).

Die Aquivalenz der Grundsequenzen und Schlussfiguren mit den Schluss-

figuren BES ist durch Vertauschungen im Antezedens, Schnitte und BEA leicht

zu zeigen.

2.5. Die Beispiele der in Kalkulen BLK und BLJ herleitbaren Sequenzen.

Jede Sequenz in der folgenden Gestalt ist in beiden Kalkulen BLK und

BLJ herleitbar.

2.511. Bsw (9ί Λ 25) -* Bew 9ί Λ Bew S3

2.512. Bew 21 Λ Bew S -* Bew (31 Λ S3)

9) Die Bedeutungen dieser Bezeichnungen:
BES (,,Beweisbar"-Einfϋhrung im Sukzeάens)
BEA (ί,Bβweisbar"-Einfuhrung im Antezedens).
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2. 521. Bew (Bew 21 V Bew 33) -> Bew 2ΐ V Bew 33

2. 522. Bew 2ί V Bew 33 -> Bew (Bew 21 V Bew 33)

2.531. Bew (FsBew$(£)).-> Bew(Fr#(r,))

2.532. Bew(Fr$(r,)) -* Bew (Fr,Bew

2.541. Bew

2.542.

2. 6. Im Kalkul BLK, wie im Kalkul LK, lautet der Satz:

Jede i?Z,iΓ-Herleitung lasst sich in eine ^LZΓ-Herleitung mit der gleichen

Endsequenz umwandeln, in welcher die als Schnitt bezeichnete Schlussfigur

nicht vorkommt.

Dieser Satz ist bewiesen, wie der Gentzensche Beweis10) seines Hauptsatzes

im Kalkul LK, durch die Einfϋhrung der „ Mischung" und durch zwei vollstandige

Induktionen nach dem Grad und dem Rang der Herleitung, die eine Mischung

als unterste Schlussfigur hat, und sonst keine Mischungen enthalt.

Dabei aber mίissen wir folgendes hinzufugen, um den vollstandigen Beweis

zu bekommen.

2.61. Es sei Rang = 2, die Mischformel %R komme im Sukzedens der linken

und im Antezedens der rechten Obersequenz der Mischung lediglich als Haupt-

ίorme] je einer Verkniipfungs-Schlussfigur vor, und zwar das ausserste Zeichen

von 531 sei Bew.Π) Dann lautet das Ende der Herleitung:

B E SΓ' -> Bew ?I Bew % Γ -> Θ . . . ,
~ Γr~~r R "" Mischung.

Man lasst es umwandeln in

f ~ ' \ Mischung
Γ * Γ -* Θ ίevtl. mehrmalige Verdίinnungen
Γr, Γ -+ Θ lu # Vertauschungen.

Dabei ist die Formelreihe Γ von Γ, jedoch mit Weglassung s^mtlicher vor-

kommender Formeln der Gestalt 2ί, entstanden.

Auf dem Herleitungsteil mit der untersten Sequenz Γ1, Γ -» Θ lasst sich

nun die Induktionsannahme in Bezug auf Grad anwenden, dann hat er einen

kleineren Grad als der der alten Herleitung. Also lasst sich auch die ganze

10> Gentzen [1], III. Abschnitt, §3.
π> Gentzen [1], III. Abschnitt, 3.113.3.
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Herleitung in eine von Mischungen freie Herleitung umwandeln.

2.62. Es sei Rang > 2.

2.621. Die rechte Rangzahl sei grosser als 1, die Mischformel W im Ante-

zedens der linken Obersequenz der Mischung komme nicht vor und die rechte

Obersequenz der Mischung sei die Untersequenz einer BES.m Dann lautet das

Ende der Herleitung:

Γ( ~> 91
77 -* Σ r -» Bewlί

Dabei sind die Formelreihen Σ und Tr aus Σ und P entstanden, jedoch mit

Weglassung samtlicher vorkommenden Formeln der Gestalt W.

Γf ist Reihe von Formeln mit Bew als ausserstem Zeichen, in welchen eine

Formel der Gestalt Wl jeweils mindestens einmal auftritt, also hat 3JΪ die Ge-

stalt BewΦ.

Nun fiihren wir zwei einfache Hilfsbegriffe ein:

Gleiche, einander nach dem Schlussfigurenschema entsprechende Sequenz-

formeln in den Obersequenzen und der Untersequenz einer Schlussfigur-

Mischung und Schnitt ausgenommen—sollen verbunden heissen.

Die Gesamtheit alter Formeln in Herleitung, welche man erhalt, wenn man

von einer einzelnen Formel ausgehend alle mit ihr verbundenen Formeln, dann

alle mit diesen verbundenen Formeln usw. hinzunimmt, heisse ein Formelbundl

wir kδnnen auch sagen: der Bund, zu dem die betreffende Ausgangsformel

gehort.

Wir sagen: ?JEiπe Herleitungs-Sequenz gehort zum Bund66, wenn eine

Sequenzformel der Sequenz zum Bund gehort.

„ Eine Herleitungs-Verknϋpf ungs-Schlussfigur gehort zum

Bund'', wenn die Ήauptformel der Schlussfigur zum Bund gehort.

?,Eine Herleitungs-Verdiinnung gehort zum Bund6\ wenn die

Verdiinnungsformel der Verdiinnung zum Bund gehort.

Nun betrachten wir den zu der Mischformel Bew® (=501) im Sukzedens

der linken Obersequenz 77 -* Σ der Mischung gehorigen Bund.

Die Herleitungs-Sequenz, die mindestens eine oberste Formel des Bundes

enthalt, ist entweder eine Untersequenz einer BES oder einer Verdiinnung im

12) Gentzen [1], III. Abschnitt, 3.121.2.
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Sukzedens^ die zum Bund gehδrt, oder eine Grundsequenz,

2.621.1. Man ersetzt zunachst jede zum Bund gehδrige Herleituπgs-

Sequenz A -» A durch eine Sequenz J? Γ
7 -> Λ. Dabei ist A die Formelreihe, die

aus A entsteht, wenn man die zum Bund gehδrige Formel durch die Formel

Bew?ί ersetzt,

2.621.2. Eine zum Bund gehδrige BES:

Πί -> ©
Π[ -* Bew (

wird zu:

Π[} Γ, -> Bew 31

Man lasst es umwandeln in

/7ί -» ©
Bew © Γ -* Sί Λ/r. ,- Γ - F — — Mischung

77i, Γ -» Bew ίί

(ϋber Γ ; -• 3t schreiben wir die zugehδrige Herieitung.)

Die Herleitung fur die Untersequenz der neuen Mischung hat linke Rang-

zahl 1? und ihre rechte Rangzahl um 1 kleiner ist als die der alten Herleitung.

Also lasst sich die Mischung nach Induktionsannahme wegschaffen,

2.621.3. Eine zum Bund gehδrige Verdiinnung im Sukzedens:

Th -> Σt

II2 -* Σ2, Bew

wird zu:

> Σ2

Π2, r -> Σ2, Bew %

((Γθ bedeute Γ7 oder gar nicht, je nachdem die Herleitungs-Sequenz Th ~> Σ2

zum Bund gehδrt oder nicht.)

Man ersetzt es durch eventuell mehrmalige Verdϋnnungen und Vertausch-

ungen, soweit nδtig.

2.621.4. Eine zum Bund gehδrige Grundsequenz :

Bew © -> Bew ©

wird zu:
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Bew 2), Γ -» Bew 3ί.

Man macht daraus:

Bew © -» Bew Φ Γ Mischung
Bew % Γ -+ %
Bsw ©, Γ~ -» Bew 31

(Uber 7~' -» % schreiben wir die zugehorige Herleitung.)

Dabei ist klar, dass in BES die in 2.2 gezeigte Bedingung erfϋllt ist.

Die Herleitung fϋr die Untersequenz der neuen Mischung hat die linke

Eangzahl 1, und ihre rechte Rangzahl um 1 kleiner ist als die der alten Herlei-

tung. Also lasst sich die Mischung nach Induktionsannahme wegschaffen.

2. 621.5. Das Ende der Herleitung wird zu:

Π9Γ -> Σ Γ -» Bew %

Man lasst es umwandeln in

JI,Γ'-*Σ ίevtl. mehrmalige Zusammen-
IΓ9Γ

7-*Σ Bew 3ί ^ziehungen u, Vertauschungen,

2.621.6. Die aus anderen Schlussfiguren entstandenen Figuren sind samt-

lich bereits Schlussfiguren, die von derselben Arten wie alten Schlussfiguren

sind. Es ist klar3 dass in einer AES oder EEA die Variablenbedingung auf

Grund der Umbenennung von freien Variablen,13) und in einer BES, die zum

Bund nicht gehort, die in 2,2 gezeigte Bedingung beide erfϋllt sind.

2.622. Die rechte Rangzahl sei grosser als 1, die Mischformel im Ante-

zedens der linken Obersequenz der Mischung komme nicht vor und die rechte

Obersequenz der Mischung sei die Untersequenz einer BE A. Dieser Fall ist im

wesentlichen genau so wie die anderen Verkniipfungs-Schlussfiguren zu eriedigen.

2.623. Die rechte Rangzahl sei gleich 1. Dann ist die linke Rangzahl

grosser als 1.

In diesem Falle kann die Schlussfigur, welehe die linke Obersequenz der

Mischung als die Untersequenz hat, nicht BES sein.

Die Schlussfigur, welehe die linke Obersequenz der Mischung als die Unter-

sequenz hat, sei eine BEA* Dieser Fall ist im wesentlich genau so wie die

anderen Verkniipfungs-Schlussfiguren zu eriedigen.

13> Gentzen [1], III. Abschnitt, 3.10.
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§ 3. Einige Satze

3.1. In den Kalkϋlen BLK und BLJ definieren wir eine Formel 2ίδ, was

fiir eine beliebige Formel 2ί in folgender Weise induktiv erklart ist.

3.11. Ist 9ί eine Primformel:

3.12. (51 Λ S) δ

(21 V35)* = Bew(2ί* V

(2ί h 25)δ = Bew (21*1-

$ = Bew

(Bew 20* = Bew (Bew 9Iδ)

wobei 5δ(ϊ) die Abbreviation von (#(ε))* ist.

3.2. Beispiele:

(A V ~Ά)& = Bew(BewA V BewCBewΛ))

(A Λ ~rΛ)ό = Bew(BewA Λ Bew(""BewA))

A sei eine Aussagenvariable.

3.3. Jede Sequenz in der folgenden Gestalt ist in beiden Kalkϋlen BLK

und BLJ herleitbar.

3.31. 91*-* Bew9ί6 (vgl. 2.42)

3.32. %b Λ 95δ -> Bew (%b A 33δ) (vgl. 2.512)

3.33. 9Iδ V8δ-> Bew (2I6 V ®δ) (vgl. 2.522)

3. 34. ffε3?*(s) - Bew (ff£^&(s)) (vgl. 2. 542)

3.4. Nun bezeichnen wir mit Γb die Formelreihe

%ϊ, 3lf, . . . , ?lί,

wenn Γ die Formelreihe 3ίi, 3I2, . . . , 9U ist (v = 0, 1, 2, . . . ) .

Satz 1: Wenn in Γ und Θ Verknίipfungszeichen ?,Bew" nicht vorkommt

und wenn

Γb -> 6)δ

- bzw. ^ZJ-herleitbar ist, dann ist
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Γ-» Θ

LK- bzw. ZJ-herleitbar.

3. 41. Beweis des Satzes 1.

3.411. Wir definieren zuna'chst den Begriff ,,Beseitigung des Verknϋpfungs-

zeichens Bew aus einer beliebigen Formel" in folgender Weise (induktiv erklart).

Die hierdurch aus Formel 9ί entstehende Formel bezeichnen wir mit 3ί.

3. 411.1. 1st % eine Primformel:

3.411.2. S7\~S = ¥ Λ S

91 V 33 = 9ί V

2Π-ΊB = 9Γi-

Bew 91 = %

3. 412. Man andert alle Herleitungs-Sequenzen der BLK- bzw. Z?L/-Herlei-

tung, die Γ -> Θδ als Endsequenz hat, so ab:

Aus Mi, . . . , 9ίμ -> 33V, . . . , 3St

wird f1? . . . , % -> Sv, . . , Si.

Nun haben wir bereits ein stammbaumformiges System von LK- bzw. LJ-

Sequenzen. Die Endsequenz ist ofϊenbar Γ -> Θ. Die obersten Sequenzen haben

samtlich die Gestalt © -* Ψ, sind also bereits Grundsequenzen einer LK- bzw.

ZJ-Herleitung. Die aus den BLK- bzw. Z?L/-Schlussfiguren entstandenen Figuren

sind samtlich bereits LK- bzw. L/-Schlussfiguren, die von der gleichen Art wie

BLK- bzw. J3ZJ-Schlussfiguren sind, aber die eventuell vorhandenen aus BES

oder BEA entstandenen Figuren sind die identischen Schlussfiguren.

Dann ist das stammbaumformiges System eine LK- bzw. Z/Ήerleitung, die

Γ -* Θ als Endsequenz hat. Damit ist der Satz 1 bewiesen.

3. 5. Satz 2 : Wenn

Γ~> Θ

Z/-herleitbar ist, dann ist
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Γh -* Θb

BLJ-her]eitbaro

3.51. Zusatz: Kommt das Verknϋpfungszeichen ,,Bew" in Γ und Θ nicht

vor, so ist

Γb -* Θb

dann und nur dann 2?L/-herleitbar, wenn

L/-herleitbar ist.

3.511. Inhaltlich zeigt dieser Zusatz, dass das Aussagenverknϋpfungszeichen

,,Bew" in der intuitionistischen Logik unnόtig ist

3.512. Auf Grand der Satze 1 und 2 ist dieser Zusatz klar.

3.52. Beweis des Satzes 2.

Es sei nun L/-Herleitung, die Γ -> Θ als die Endsequenz hat, vorhanden:

3.521. So gibt es eine L/-Herleitung, die Γ -* (9* (vgl. 1.211) als Endse-

quenz hat, und jede zugehδrige Herleitungs-Sequenz in ihrem Sukzedens nicht

mehr als eine Formel hat (vgl. 1.21).

Bezeiehnen wir diese L/-Herleitung mit H.

3.522. Man ersetzt jede Herleitungs-Sequenz Δ -» A von H durch Δb -» sίb.

Nun haben wir bereits ein stammbaumformiges System von BLJ-Sequenzen.

Die Endsequenz ist offenbar Γb -> Θ*δ. Die obersten Sequenzen haben samtlich

die Gestalt %b -» S)6, sind also bereits Grundsequenzen einer -BL/-Herleitung,

Die aus den L/-Schlussfiguren von H entstandenen Figuren werden nach den

folgenden Schemata in Teile ener i?Z/-Herleitung umgewandelt

3.522.1. Jede Z/-Struktur-Schlussfigur von H ist bereits durch die obige

Ersetzung in eine £L/-Struktur-Schlussfigur ίibergegangen,

3.522.21. Eine AES von H :

Δ -

wird zu:

Man macht daraus:
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AES

I ™ 7ΓΓ^Λ7~TΓ BES.Δ

Dabei ist klar, dass in dieser AES die Variablenbedingung, und in BES die

in 2.2 gezeigte Bedingung beide erfiillt sind (vgl. 3.1).

3.522.22. Eine AEA von H:

wird zu:

Man macht daraus:

^'^ 4-^-4 AEA

V~^Λ BEΛ-
3a 522.23. Fur die anderen Verknϋpfungszeichen Λ, V, h , ->> und 5Γ ist

die Umwandlung ganz analog.

Durch die obige Umwandlung haben wir eine JBL/-Herleitung, die Γ -> (9*

als die Endsequenz hat, und also natϋrlich ist Γb -> Θ*6 BL/-herleitbar.

3.523, Ist Γb -+ Θ*δ SZ/-herleitbar, so ist auch Γb -* Θ6 £L/-herletbar.

3.523.1. Diese Tatsache ist klar, wenn Θ leer ist.

3.523.2. Wenn Θ nicht leer ist:

Um diese Tatsache zu beweisen, hat man nur zu zeigen dass die Sequenz:

2?L/-herleitbar ist.

Wenn Θ 2IV, . . . , %, 2ίi (v = 1, 25 . . .) ist, so ist die Sequenz <9*δ -> ©δ

Bew(Bew(Bew(?lί V 9lf) V . . .) V 9lξ) -> aί, . . . , af, a?.

Diese Sequenz wird, durch eventuell mehrmalige OEA, BE A und Verdϋnnun-

gen im Sukzedens, im Kalkϋl BLJ herleitet.

Damit ist der Satz 2 vollstandig bewiesen.

3.6. Satz 3 : Ist die Sequenz
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Γb -* Θb

jBLif-herleitbar, so ist sie auch J3L/-herleitbar.

3.61. Beweis des Satzes 3.

Wenn Γb -* Θb BLK-her\eitbav ist, so gibt es eine £ZJίΓ-Herleitung, welche

die Sequenz Γb -* Θb als die Endsequenz hat, und in welcher die als Schnitt

bezeichnete Schlussfigur nicht vorkommt (vgl. 2.6).

Als Grad der BLϋΓ-Herleitung ohne Schnitt bezeichnen wir die Anzahl der

Herleitungs-Schlussfiguren AES, NES und FES, in welchen die Untersequenz

mindestens zwei Formeln in ihrem Sukzedens enthalten.

Der Grad einer Herleitung ist Null oder eine natϋrliche Zahl.

Zum Beweis dieses Satzes machen wir die vollstandige Induktion nach dem

Grad der Z^LϋΓ-Herleitung, die keinen Schnitt hat, d.h.:

3.611. Im Falle Grad = 0, ist die JBL/f-Herleitung eine BL/-Herleitung, und

also ist Γb -> Θb £Z,/-herleitbar.

3.612. Im Falle Grad > 0 gibt es mindestens eine Schlussfigur AES, NES

oder FES, in welcher die Untersequenz mindestens zwei FormeJn in ihrem

Sukzedens enthalt. Nun betrachten wir den Formelbund, zu dem die Haupt-

formel © dieser Schlussfigur gehδrt (vgl. 2.621).

Die Herleitungs-Sequenz, die mindestens eine oberste Formel des Bundes

enthalt, ist entweder eine Grundsequenz oder eine Untersequenz einer Schluss-

figur, die zum Bund gehδrt (vgl. 2.621). Die Grundsequenz, die Verdϋnnung

und die Verknϋpfungs-Schlussfigur, die zum Bund gehδren, haben folgende Ge-

stalten:

6 _ £
Γi-βi, © Γ2 -> 6>2, ©

Dabei sind Ψ und Ω entweder Nebenformel der Schlussfigur oder leer, und also

sind sie nur von der Hauptformel § abhangig. (Mindestens eine der zum Bund

gehδrigen Verknϋpfungs-Schlussfiguren hat mindestens zwei Formeln im Sukze-

dens der Untersequenz.)

Die Endsequenz der Herleitung ist Γh -> Θb, und die Herleitung hat keinen

Schnitt, also ist die Herleitungs-Sequenz, die die unterste Formel des Bundes

enthalt, eine Obersequenz einer BES—wollen wir sie Endschlussfigur des

Bundes nennen .

3.612.1. Man ersetzt zunachst jede Herleitungs-Sequenz Δ -> Λ, die zum
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Bund gehδrt. durch eine Sequenz Δ, Ψ -> Ω, A. Dabei ist die Formelreihe A aus

A entstanden, jedoch mit Weglassung samtlicher vorkommenden Formeln, die

zum Bund gehδren.

3. 612. 2. Eine zun Bund gehδrige Grundsequenz wird zu :

€>, Ψ -> Ω.

Das ausserste Zeichen der ξ> ist V, -* oder h,also hat die neue Sequenz

die Gestalt:

~*% 21 - oder % h 35, 31 -> 33.

Dann ist diese Sequenz J3Z,/-herleitbar.

Uber C>, Ψ -• i? schreibt man die zugehδrige J5L/-Herleitung.

3.612.3. Eine zum Bund gehδrige Verdϋnnung wird zu :

und (Ω) bedeuten Ψ und Ω oder gar nicht, je nachdem die Herleitungs-

Sequenz 7Ί -> Θi zum Bund gehδrt oder nicht.)

Man ersetzt es durch eventuell mehrmalige Verdύnnungen und Vertausch-

ungen, soweit nδtig.

3. 612. 4. Eine zum Bund gehδrige Verkniipfungs-Schlussfigur wird zu :

Ψ, Γ2, (Ψ) -* (Ω), &2, Ω

Γ2, Ψ -> Ω, Θ2

Man ersetzt es durch eventuell mehrmalige Zusammenziehungen und Ver-

tauschungen, soweit nδtig.

3.612. 5. Die Endschlussfigur des Bundes:

Γ'3 -> Bew ©

wird zu:

τXΨj^JΩ

Γz -» Bew©"

Man macht daraus:
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Γz,Ψ -* Ω {Vertauschungen?

ψ jri _> Q Uoweit notig
-*-=? £ AES, NES Oder FES

Γ t τ-> Λ .

3 -» Bew £>

Im Falle AJES ist klar, dass in ASS die Variablenbedingung auf Grund der

Umbenennung von freien Variablen erfϋllt ist.

3.612.6. Die aus anderen Schlussfiguren, die die Formeln des Bundes ent-

halten, entstandenen Figuren sind sSmtlich bereits Schlussfiguren, die von

derselben Arten wie alten Schlussfiguren sind9 aber die aus Vertauschungen,

die die Formeln des Bundes als die Vertauschungsformeln haben, entstandenen

Figuren sind die identischen Schlussfiguren. (Es ist klar, dass eine BES, die

die Formeln des Bundes enthalten, ist die Endschlussflgur des Bundes, und dass

in einer aus AES bzw. EEA entstandene AES bzw. EEA die Variablenbedingung

auf Grund der Umbenennung von freien Variablen erf till t sind.)

Durch die obige Umwandlung haben wir eine JB£i£-HerJeitung ohne Schnitt,

die Γb -* Θb als die Endsequenz hat? und ihr Grad kleiner ist als der der alten

BLϋC-Herleitung. Also ist Γb -* Θb BZJ-herleitbar nach ϊnduktionsannahme.

Damit ist der Satz 3 vollstandig bewiesen.

3.7. Nach den oben bewiesenen Satzen 1, 2 und 3 gilt der folgende

Hauptsatz: Wenn das Verknϋpfungszeichen ,,3ew" in Γ und Θ nicht

vorkommt? so ist

Γ-* θ

dann und nur dann L/-herleitbar3 wenn

Γb -* βb

BL/f-herleitbar ist.
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