UBER DIE BEZIEHUNG DER KLASSENZAHLEN
DER UNTERKORPER

DES BIZYKLISCHEN BIQUADRATISCHEN
ZAHLKORPERS

TOMIO KUBCTA

Mit Hilfe der Dedekindschen ¢-Funktion erhilt man bekanntlich Klassen-
zahlrelationen gewisser algebraischen Zahlksrper. Als ein Spezialfall gilt der

Satz 1.V Es sei K ein bizyklischer biquadratischer Zahlkiorper und seien
ko, ky und k., die dret quadratischen Teilkorper von K. Ferner seien h, hy, hy
und h: die Klassenzahlen von K, ky, k& bzw. k.. Dann besteht die Relation

(1 h = =5 Qhohih, X reell
1 wenn ist.
(2) h= —2—Qhoh1hz, K imagindr

Hier ist  der Index der Gruppz der Einheiten T, welche von der Einheiten von
ki (1=0,1, 2) erzeugt wird, in der vollen Gruppe der Einheiten E von K: d.h.
Q=(E:%)>

Wir werden den Satz 1 mit Hilfe der Klassenkdrpertheorie, aber ohne
Gebrauch der ¢-Funktion beweisen (§3).

§ 1. Die Zahl 4(k).

Es sei 4 eine quadratfreie ganze rationale Zahl und sei 2=P(y4) ein
quadratischer Zahlkérper. Es gibt ein und nur ein ganzes, ambiges, primitives,
von 1 verschiedenes Haupiideal (a) von k. Dabei soll man die Zahl a total-
positiv nehmen, falls %2 reell ist. Wenn man die Norm der Zahl a mit 4(k)
bezeichnet, welche eine fiir 2 eindeutig bestimmte, ganze rationale Zahl ist, so
ist 4(2) =| 4|, falls 2 entweder ein reeller quadratischer Zahlkorper, wofiir Ne
= —1¥ gilt, oder ein von P(Y¥—=1) verschiedener, imagindrer quadratischer
Zahlkorper ist. Dagegen ist 4(k) der quadratfreie Kern von N(1l+e), falls %

Received August 2, 1953.
1) Vgl. Hasse [2), S. 74. Dieser Satz ist ein Spezialfall der durch die analytische Methode

erhaltenen Resultate: Brauer [1], Herglotz [3] und Kuroda [5]. Wir verabreden uns, dass
die im Satz 1 gebrauchten Zeichen durchaus im folgenden dieselbe Bedeutung haben.

%) Dieser Index ist von Hasses @ in [2] gewissermassen verschieden.

# ¢ ist die Grundeinheit von k.
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ein reeller quadratischer Zahlkorper ist, wofiir Ne= +1 gilt, und 4(%k) = 2 fiir
k=P(y=1). Fiir einen reellen quadratischen Zahlkorper & mit Ne= + 1 ist

— Y N(I+e) +V -N(1-2)
Ve =2 Bt .
2
Bezeichnet man also den quadratfreien Kern von — N(1 —¢) mit 4'(k), so stimmt
A(k)4'(E) mit 4 bis auf einen quadratischen Faktor iiberein. Setzt man der
Einheitlichkeit halber fiir sonstigen k 4'(k) =1 filr 4> 0, 4'(k) = — 1 fiir 4< ~1,
und 4'(k) = -2 fiir 4= -1, so gilt immer

(3) A R)VI(E) 5 4,7
(4) — 4'(k) = Na'

fiir passend gewihlte ganze Zahl a' von k. 4(k) und 4'(k) als Teiler der
Diskriminante von %2 haben keinen gemeinsamen Teiler ausser 2. Nun gilt der

Satz 2. Es sei K ein bizyklischer biquadratischer Zahlkirper. Wenn die
Relation

(5) A(k) =d(k) =¢c

" besteht, so sind in ke alle Primteiler von ¢ entweder zerlegt oder verzweigt.

Beweis. Es sei k=P(Vd;) (i=0, 1, 2) und sei (%,

Symbol, (ﬁl’bn) das Hilbertsche Normenrestsymbol. Ist ple¢, p=2, so ist p

nicht verzweigt in & wegen (4'(%;), p) =(4'(ks), p) =1. Daraus folgt wegen
(3), (4) und (5)

(f’o‘) _ ( 414, ) _ ( Ak 4 (k) ) - ( — 4'(k)) )(:}J'(kz);)

) das Kroneckersche

? p ? ? ?
- ’ i - ’ 2 23
= (_A_(gl_)i_f’;)( -4 .(,‘I;—)’,,f’;) =1

Ist ferner 2| c¢ und ist 2 nicht verzweigt in A, so ist 4o =1 (mod 4). Also ist

(2)=(552) = (352 ) (%% ) = (%) = (4 2 )(5 #) =1

w.z.b.w.

Satz 3. Es sei H* die Einheit von K mit der Eigenschaft NNH" =1," und
#iberdies totalpositiv, falls K reell ist. Dann gilt

H: 1T [ 2, wenn kyx P(N'=T), 4(ky) = d(ks) ist,
THEAEIE 1, sonst.

» 3 bedeutet “die Gleichheit bis auf einen quadratischen Faktor.”
3 N; bedeutet Ngi; (i=0, 1, 2).
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Beweis. TIsts; (=0, 1, 2) die von 1 verschiedene Substituticn der galoisschen
Gruppe von K/P, welche die Zahl von k; fest lisst, so ist H** wegen H**
= HPH* 0% < gHtog#ite als Prcdukt der (fiir reellen % totalpositiven)

Einheiten von ki (=1, 2) darstellbar. Fiir reellen &; sei ¢ = ¢;,° fahs Nei= +1

ist, und =¢f, falls Ne;= —1 ist. Und fiir. imagindren k; bedeute & die Ein-
heitswurzel, welche die volle Grupge der Einhkeitswurzeln von k; erzeugt. Dann
erhdlt man H* = ¢/e;™ (11, 12 ganz rational). Hiermit gilt stets H*C ey “Ver

0

(v1, v2 ganz rational). Wenn %, und k. beide imaginir sind, so ist der Satz 3
trivial. Im sonstigen Falle gehort vef zu g, falls Ve eine Einheitswurzel von
K ist. Anderfalls gehort vg_f nicht zu H*, weil \/ei‘ nicht totalpositiv ist. Daher
nimmt (H* : H*N¢) den Wert 2, wenn 7= Ve Ve, zu H™, aber nicht zu &
gehort. Sonst nimmt (H* : H*(\¢) den Wert 1.

Die folgende Tabelle zeigt die Zahl 7 in allen méglichen sieben Fillen. Aber
darin wird im Falle 4, = P(v—3) —1 an Stelle von ¢ angenommen. Dies ist
zulidssig, weil hier es nur auf die Zugehorigkeit von 7 zu H™ und ¥ ankommt.

Fall | ki . Ne k| Neo | n
’ ! NN = ~/N(1+s,)+\/ N(l—n)
P ' 1 [
I | reell +1 reell | +1 | _ . 2 e
| | | YN +e+~=Nil-e,)
! i 2 o
I reell -1 f reell +1 | eve=eYNIEe *;/ -N(1=r,).
Ul | reell ! ' reell | -1 | 5t
imagindr _ | e = Y= N{Lte) + VN(I=e)
v £P(~/ 1) reell +1 ~=1Ve, = 3
imagindr _ i 1
A P~ =1) reell -1 } ~—1le,
| } 8y Tive = Y2 *ZV_:Z_ x
VI | P(~=0) reell +1
i I | (VNI + e+~ ~ —N(I—¢,)
| | ‘ 2
| 1 R | . ‘__ :._—
VIL P(~=1) . i reell | -1 ; Y —le,= N2 +21/—3 £,
] = |
) — —

Zum Beweis von Satz 3 geniigt es die folgeanden drei Behauptungen zu
beweisen.

A. Wenn kyx P(N=1), d(k:) = 4() ist, so gehiort v 2u H*, aber nicht zu <.

B. Wenn kox P(N=1), 4(k) = 4(k:) ist, so gehort y nicht zu H*.

C. Wenn k,=P(N=1) ist und 7 zu K gehirt, so gehort 1 zu .

6) ¢; ist dle Grundelnhelt von k; (¢=0, 1, 2).
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Beweis von A. Hier kénnen die Fille III und V nicht auftreten. Alsc
gehort » nicht zu . Daher geniigt es nur zu beweisen, dass » zu F¥* gehort.

Fall 1. Indem man die rechte Seite von 7= v Ve ausmultipliziert,
erkennt man, dass 7 zu K gehort, mit Beriicksichtigung von N(1 + &) N(1 +¢)
31 N(1+e)(—N1-e))5dEk)d (k) 54, —N1-ea)NQ1+e)s5d(k)A k)
54, N(1-e)N(1—e)54(k)& (k) 5 4. Weil die Konjugierte von 7

VN +e) £V=Nil=—¢) VNil+te) =V=N1-—e)
2 2

ist, ist y totalpositiv wegen N(1+¢)> —N(1—¢) (=1, 2). Also ist y&H™.

Fall II. Wegen N(l+4+&)z54d, —~N(1-&)3N1+e)N(1+e)(—-NQ1
—&)) 5 did5 4o ist yEK. Da 3 =eve: ersichtlich totalpositiv ist, ist y& H*.

Fall 1V. Ebenso wie im Fall I, erhalten wir — N(1-¢e) 5 4; und N(1 — &)
5 4y. Folglich ist y& K. Ferner ergibt sich

_ V=N(1+e&) +VN(l—-e) —vV-—N(+e) +VN(1—e)
= 2 2

Nvm =1,

Also ist nE H™,

Fall VI Wir erhalten zuerst 2N(i+e) 51, —2N(1+ea)z —1=4,
20~N(l—e)) 54, (-2)(~N(1—e))5 ~ds=24o. Also ist y& K. Ferner gilt
_ Y2 +V=2 VNd+e) + V=Nl -e)
- 2 2

VZ —N=2 JN(d+e) —v=N({d—e)
x 2 2

No?] X

Daher ist y& H*.

Fall VII. In diesem Falle ist notwending 4: =2, 4y = — 2, also ist natiirlich
7€ K und

VZ V=2 -2 +V-2 ,
_— 2 €; &2

N 3 =1.

N(m =

Daher ist y& H™*.

Beweis von B. Fall 1. Da N(1+e&)N(1+e)31 ist, ist 7 nicht totalpositiv,
wenn es auch zu K gehort.”

Fgll II. Ebenso wie im Fall I wegen N(1+e) ¥ 4:.
Fall I1I. 7 ist nicht totalpositiv.

Fali IV. Wenn &K ist, so muss notwending — N(1+ &) 5 4o, N(1 —&2) 5 4
sein. Dann ist

7 Vgl. den Beweis von Fall 1 und II von A.
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_V=N(+e&) + VN(I1~%) v=N(+e) - yNd—e) _
No’ﬂ— 2 2 = -1

Fall V. Es ist pe& K.

Fall VI. Wenn vEK ist, so muss notwending 2 N(1+e) 5 4, —2N(1+s)
Fdo, 2(=N(1—-e)) 51, —2(—N(1~-¢e))5 —1 sein. Dann ist

Nop = V2 +2\/—2 VN(1+e) +2\/—N(1—-ez) y

x Y2 =V=2 —VN(+e&) +V=Nd-e) _ _,
2 2 - )

Fal! VII. Es ist neE K.

Bewets von C. Hier sind nur die Fille IV und V méglich.
Fall IV. BEs ist N(1+ ) ¥ 4:, N(1+e) %51, also ist peE K.
Fall V. Es ist yE€*=.

Somit ist der Satz 3 vollstindig bewiesen.

§2, Einige Bemerkungen iiber den absoluten Klassenkorper des guadra-
tischenr Zahlkorpers.

Es sei F ein abstrakter Kérper. L
und L. seien seine separablen, galoisschen
Erweiterungskorper. Ferner seien F; und
F, Zwischenkérper von Li/F bzw. L,/F,
welche galoissch iiber F sind, und sei
FNF,=F. Dann gilt

(6) (LiL;: FiF;)
=Li:R)(Ly : B)/(LNLy : F)

Diese Formel ist ohne weiteres klar
nach dem nebenstehenden Hasseschen
Schema.

Nun beweisen wir den

Satz 4. Es sei K ein bizyklischer
biquadratischer Zahlkorper und sei Z; (i=1, 2) der absolute Klassenkorper im
engeren Sinne® von ki. Ferner sei S; der grosste abelsche Teilkirper iiber P
von Z;, d.h. der Geschlechterkirper im engeren Sinne von ki. Dann sind
8 Wir heissen das von einer totalpositiven Zahl erzeugte Hauptideal “ Hauptideal im engeren

Sinne .
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1) (ZZ,: K)=(Z, : k) Z: : kb)/[(Z\N2Zs : P),
2) ZiNZ.=SNS., dh. Z\N\Z:/P abelsch,
3) (ZiNZ,: P) =2t+tl.

Dabei ist t die Anzahl der Primteiler von (f1, f2),> die in k trdge sind. t ist
die Anzahl der Primteiler von (fi, fs), die in ko zerlegt sind.

Beweis. 1) ist klar aus (6). Also beweisen wir nun 2). Es ist unmdglich,
dass K/k, und K/k; beide unverzweigt sind. Es sei etwa K/k» verzweigt. Dann
ist &N Z,=kiN(KNZ,) = k,Nks= P. Also folgt aus dem obenstehenden Schema,
dass Z,MNZ./P abelsch ist. Dann beweisen wir 3). Es ist ersichtlich, dass S; der
Klassenkorper itber die Kongruenzgruppe, welche aus den zu f; (£ =1, 2) primen
Normenresten von % mod f; besteht. Daher ist Z;\Z: = S;NS. der Klassenkorper
tber die Vereinigungsgruppe der Normenreste von % und k mod (fi, f2). Also
ist der Korpergrad (Zi\Z, : P) gleich dem Index dieser Vereinigungsgruppe.
Istnunp: (fi, f2), p =2, so ist der Index der Vereinigungsgruppe der Normenreste
von k. und k: mod p gleich 2. Ist ferner 2| (f1, f2), so muss notwendig 4, 4-
=2,3, 6 oder 7 (mod 8) sein. Und es ist 2!/, wenn

N 4152, 6 4152
al
{ f=3.7 oder { h=6 (mod 8)
ist. Dagegen ist 2+ f,, wenn
41537 A[Ez [4156
b) ’ 8
{4253’7’ {4252 oder Vg =6 (mod 8)

ist. Anderseits nimmt der Index der Vereinigungsgruppe der Normenreste von
k: und %k mod 8 den Wert 1 oder 2, je nachdem a) oder b) ist. Damit ist der
Beweis erbracht.

§3. Beweis von Satz 1.

Wir bestitigen vorerst den folgenden

Satz 5. Es szi K ein bizyklischer biquadratischer Zahlkirper. Ist dann €,
ein solches Ideal von K, dass N€y, bzw. N8, zugleich ein Hauptideal im en-
gzren Sinne von ki bzw. ks ist, so gehort &y zu einer Idealklasse im engeren Sinne
von K, die mindestens ein ambiges Ideal W, von K/ky enthdlt. Ndéimlich is!
(AP UDCy.  Und der Index (€ : (A*))™ ist durch folgende Formel gegeben :

(7) (Cp 1 (A%)) =P NE™® ¢ )b =2V EY 1 €9,
Dabe: ist

9 f; ist der Fiihrer von & (=0, 1, 2).

10 Die mit Stern versehenen Buchstaben sollen wie oben die totalpositive Zzhl oder die Klas-
senzahl im engeren Sinne darstellen. Z. B. ist é¢* die Gruppe der totalpositiven Zahlen
aus ¢, falls K reell ist. Dagegen ist €*=7¢, falls K imagindir ist.
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1, wenn die Norm der Grundeinheit jedes reellen

k= quadratischen Teilkorpers von K —1 ist,
0, sonst.
sl A = (k)
- 0, A(Ry) % A(k,)

Beweis. Nach der Voraussetzung ist Ni€ = (ai'), Nu€p = (a), wo aif E &,

G *
ai €k, ist. Aus 1—ai=(1+0) —a(l+a) folgt 657 = (—a—i?) und Ny %,
az ’ as °

=1, also gibt es nach dem Hilbertschen Lemma eine Zahl A* von K derart,

ag

dass -- =A*"% wo A" fiir reellen K totalpositiv angenommen werden kann.
[2¢

;%0
Daher ist (A™)N,D€,. Nun seien py, . . . ,pr+e die simtlichen, von einander
verschiedenen Primteiler von (i, f3), welche in %, entweder zerlegt oder verzweigt
sind. Dabei ist #'=1 oder 0, je nachdem 2 in K voll verzweigt oder nicht.
Sind Bi, . . ., B+ die Primideale von K und ist B; (j=1,...,¢+¢#') ein
Teiler von p;, so enthilt jede Nebenklasse von (A*)A,/Gy ein Produkt € =P™

LB (s=i"4+1"), wo mj=0 oder 1 ist. N (i=1, 2) ist ein ambiges,
primitives Ideal von k;. Also folgt aus Satz 2, dass, falls § = 0 ist, kein € (1)
zu €, gehort und, dass, falls 6 =1 ist, ein und nur ein € (=1) zu 6, gehor:.
Daraus ergibt sich

(8) (\A*)‘.)Io 1 €y) =2‘I+t"-6.

Nun ist bekanntlich

2 J(H* © E¥%), wenn K
9) ((A*)W, : (A™)) = { imagindr und k, reell ist,
QIR [(H* : E*), sonst.

Einerseits ergibt sich aus dem Herbrandschen Lemma

2

(H* : E*1-0n .L, wenn K imaginir und ko reell ist,
(10 («NE* : NE*) | 2, sonst.

Wir setzen fiir den reellen %; (=0, 1, 2) gi=1, oder 0, je nachdem Ng = +1
bzw. —1 ist. Dann folgt aus (10)

o ME*) = (e © 2e)(sf 3 ME™)
(1 (H* : E¥7%) = =228/ (NE™ : &), wenn K imaginér
und k&, reell ist,
22/ (NDE™ : ), sonst.
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Ferner ist wegen (9) und (11)
(12) ((AM)Uo = (A%)) =22 NE © &%)

Man erhdlt dann nach (8) und (12) die erste Gleichung von (7). Wir bezeichnen
mit E, diejenige Zahl aus E*, deren Norm zu %y zu Nee™ gehért. Dann ist
Ey=%¢*H*. Daher ist

(13) (iE* 1 &%) = (INeE™ : Nog ¥)(No* &)
_(_JVQE* : E_(;kz) * .ok %(Nog* 1_3:2) * . —%
=BT ( ‘”‘(H*:H*nz)(E D e,

Wir untersuchen hier den Index (N,e* : ). Erstenssei K reell. Wenn dann
k=1 ist, so ist eeie; totalpositiv. Wenn dagegen & =0 ist, so sind nur die Zahlen
€3 "% e (v, 1, v2 ganz rational) die totalpositiven Einheiten von K. Zweitens
sei k imagindr und von P(Y¥—=1) verschieden. Dann und nur dann ist —1 in
N,z* enthalten, wenn & =1 ist. Letztens sei K imaginir und & reell, so ist stets

Neig*=¢i. Aus dem oben erwihnten folgt, dass

(14) (Ng* : &%) =2, wenn kxP(V-1) ist.

Also erhalten wir aus (13), (14) und Satz 3

(15) (NE™* : %) =20"%(E™ : 7%),

wenn nur k% P(y—1) ist. Wenn aber ky=P(yY—=1)" ist, so gilt immer
(Nog™* : &) = (Ey : ) =1 und ist sicher d =«. Daher ist (15) auch in diesem
Falle richtig. Nach (15) und der ersten Gleichung von (7) ergibt sich die zweite
Gleichung von (7). Damit ist der Satz 5 bewiesen.

Der Satz 1 gilt nun fast ohne weiteres. Man erhilt nach Satz 4 und 5,
dass

r* Fn¥
2t+t'+x—2(EsT:'E%jhl';:£‘ = of+t
oder
(16) B*=2UE* : F)hintnd

ist. Falls K imaginir ist, so ergibt sich (2) sogleich wegen (16). Falls dagegen
K reell ist, so erhalten wir zuerst aus (16) und

(E:8)=(E: £tE*YE*: e9/(F: &%),
dass

8 1 ofrsrEatR( . L T*YWE 1 ¥)
EEEGT T EiEG o kb

) Ist in dAiesem Falle etwa k1 reell, so ist die Grundeinheit von K entweder ¢ oder
¥ —1~/e,. Vgl. Kuroda [4], S. 398, Satz 12.
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ist. Daraus ergibt sich (1) wegen 2%*8+&4 (7 . 1 £%) =8" wzb.w.
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