
UBER DIE BEZIEHUNG DER KLASSENZAHLEN
DER UNTERKORPER

DES BIZYKLISCHEN BIQUADRATISCHEN
ZAHLKORPERS

TOMIO KUBOTA

Mit Hilfe der Dedekindschen C-Funktion erhSlt man bekanntlich Klassen-
zahlrelationen gewisser algebraischen Zahlkorper. Als ein Spezialfall gilt der

Satz l . υ Es sei K ein bizyklischer biquadratischer Zahlkorper und seien
ko9 kι und kι die drei quadratischen Teilkόrper von K. Fernεr seien h, ho, hi
und Ite die Klassenzahlen von K, fa, kι bzw. hi . Dann besteht die Relation

(1) h = -jrQhohihz* X reell
wenn ist.

(2) h = -K-Qhdtih*, K imaginάr

Hier ist Q der Index der Grupps der Einheiten Έ, welche von der Einheiten von
hi (i = 0, 1, 2) erzeugt wird, in der vollen Gruppe der Einheiten E von K: dΛi.

Wir werden den Satz 1 mit Hilfe der Kίassenkorpertheorie, aber ohne
Gebrauch der C-Funktion beweisen (§3).

§1. Die Zahl Δ(k\
Es sei Δ eine quadratfreie ganze rationale Zahl und sei k-P(>J Δ ) ein

quadratischer Zahlkorper. Es glbt ein und nur ein ganzes, ambiges, primitives,
von 1 verschiedenes HaupddeaJ (a) von k« Dabei soil man die Zahl a total-
positίv nehmen, falls k reell ist. Wenn man die Norm der Zahl a mit Δ(k)
bezeίchnet, welche eine fur k eindeutig bestimmte, ganze rationale Zahl ist, so
ist Δ(k) = I Δ\, falls k entweder ein reeller quadratischer Zahlkorper, wofur Ne
= - 1 3 ) gilt, oder ein von P(V -T) verschiedener, imaginarer quadratischer

Zahlkorper ist Dagegen ist Δ(k) der quadratfreie Kern von iV(l + e), falls k

Received August 2, 1953,
!> Vgl. Hasse [2], S. 74. Dieser Satz ist ein Spezialfall der durch die analytisehe Methode

erhaltenen Resultate: Brauer [1], Herglotz [3] und Kυroda [5]. Wir verabreden uns, dass
die im Satz 1 gebrauchten Zeichen durchaus im folgenden dieselbe Bedeutung ha ben.

2> Dieser Index ist von Hasses Q in [2] gewissermassen verschieden.
3> ε ist die Grundeinheit von k.
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ein reeller quadratischer Zahlkorper ist, wofiir Nε = -f 1 gilt, und J(k) =2 fur

& = P(V-1). Fiir einen reellen quadratischen Zahlkorper k mit Nε = -f 1 ist

, - V M ΐ + ΐ Γ 4- V " - M l - ε T

Bezeichnet man also den quadratfreien Kern von — JV(1 — e) mit Jf(k), so stimmt
J(k)Jf(k) mit A bis auf einen quadratischen Faktor ϋberein. Setzt man der
Einheitlichkeit halber fiir sonstigen * A'ik) = 1 fur J>0, Jf(k) = - 1 fur Δ< - 1,
und J'(#) = — 2 fiir J = — 1, so gilt immer

(3)

(4)

fiir passend gewahlte ganze Zahl α' von k. A(k) und J'(^) als Teiler der

Diskriminante von k haben keinen gemeinsamen Teiler ausser 2. Nun gilt der

Satz 2. Es set K ein bizyklischer biquadratischer Zahlkorper. Wenn die

Relation

(5)

besteht, so sind in ka alle Primteiler von c entweder zerlegt oder verziveigt.

Beiϋβis. Es sei A, = P(V'J7) (ί = 0, 1, 2) und sei(^™)das Kroneckersche

Symbol, ( —1~) das Hilbertsche Normenrestsymbol. Ist i>! c, i> ̂  2, so ist p

nicht verzweigt in kύ wegen (J'(ki), p) = (J'(fe), i?) = 1. Daraus folgt wegen
(3), (4) und (5)

Ist ferner 2| c und ist 2 nicht verzweigt in Ao, so ist J0 = l (mod 4). Also ist

w.z.b.w.

3. ^s set H* die Einheit von K mit der Eigenschaft NQH:]: = 1,5) und

iiberdies totalpositiv, falls K reell ist. Dann gilt

2, tt raw h^PW-ϊ), J(ki) =
1,

J) "2 bedeutet "die Gleichheit bis auf einen quadratischen Faktor."
5 ) Ni bedeutet NK;u (*'=0, 1, 2).
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Beiveis. 1st oi (i = 0,1, 2) die von 1 verεchiedene Substitution der galoisschen
Gruppe von K/P, welche die Zahl von hi fest lasst, so ist Hλl wegen H*2

= H*2Hwo0)olssH*i+oιH*i+ot a l s P r c d u k t d e r ( f ί i r r e e l ] e n k. totalpositiven)

Einheiten von h (i = 1, 2) darstellbar. Fur reellen h sei ε? = ε/?

6) falls Nεi = -f 1

ist, und =ε/, falls iVε, = - 1 ist. Und fur imaginaren &/ bedeute ε* die Ein-

heitswurzel, welche die voile Gruppe der Einheiίswurzeln von hi erzeugt. Dann

erhalt man H*z = ε*Vlε2*
V2 (vi, vι ganz rational). Hiermit gilt stets ί ί * C v'ε? Vε? '"*

(z>i, ẑ2 ganz rational). Wenn kx und fe beide imaginar sind. so ist der Satz 3

trivial. Im sonstigen Falle gehort Vε* zu ?, falls Ve* eine Einheitswurzel von

ϋΓist. Anderfalls gehort Vε* nicht zu H*9 weil Vε* nicht totalpositiv ist. Daher

nimmt ( i/* : J^*Πε") den Wert 2, wenn T? = VeFVe? zu //*, aber nicht zu ε"

gehort. Sonst nimmt (H*Ί H*Pΰ) den Wert 1.

Die folgende Tabelle zeigt die Zahl η in alien mcglichen sieben Fallen, Aber

darin wird im Falle ki = P(yl — 3 ) —1 an Stella von εΓ angenommen. Dies ist

zulassig, weil hier es nur auf die Zugehδrigkeit von -η zu i/* und ? ankommt.

Fall

I

II

III

IV

V

VI

, ki

reell

reell

reell

imaginar
ΦP(V- l )

imaginar

P(V-l)

Nεt

- 1

k2

reell

reell

reell

reell

reell

! reell

Nε2

-fl

-4-1

- 1

4-1

!
V

/ / _ V i v { 1-t- ε x ) -T V i V ( l f Ί )

^ « 1 ^ f 2 2

f l ? 2 £ l 2 "

/ — / - vΊΓ v (T+ ί T + V M l ^ )
1 ^ F ' 2

f/iϊv^- V2 W~2
κ ' 2

X 2

VII reell - 1 I

Zum Beweis von Satz 3 genίigt es die folgenden drei Behauptungen zu

beweisen.

A. Wenn fa # P( V 1 ^ ) , l̂(fti) = J(fe) wί, so gehort -η zu H*9 aber nicht zu J.

B. Wenn ko^Pi^J^), J(ftι)#J(*2) *sί, so gehort r, wffΛf z« ff*.

C. Pfew/2 ko = P(>ί — l ) ist und y zu K gehort, so gehort -η zu I.

Ei ist die Grundeinheit von k% (/ = 0, 1, 2).
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Beweis von A. Hier konnen die F&lle III und V nicht auftreten. Also

gehδrt η nicht zu 7. Daher geniigt es nur zu bewβisen, dass η zu H* gehδrt.

Fall L Indem man die rechte Seite von η = Vε*Ve* ausmultipliziert,
erkennt rnan9 dass r{ zu K gehort, mit Beriicksichtigung von M l
ϊ 1, M l + ei)( - M l - e2)) T J(fe) J'(fe) T 4 , - M l - «i)Ml + ε2) ?
^ A, M l - εi)Ml - e2) T J'(Ai)J;(*2) Ϋ A. Weil die Konjugierte von η

2 2~"

ist, ist v totalpositiv wegen M l + «)> ~ M l ~ ε , ) (* = 1, 2). Also ist

Fall 11 Wegen M l + ft)γJi, - M l - s 2 ) f Ml-hs2)Ml-f s 2 ) ( - M l
- e2)) f JiA f A ist ?eϋΓ. Da ^ = εiVε7 ersichtlich totalpositiv ist, ist η&H *.

Fβ// /F. Ebenso wie im Fall II, erhalten wir — M l -f ε2) f Ji und M l — e2)
Ϋ Jo. Folglich ist η&K. Ferner ergibt sich

= 1.

Also ist

Fall VL Wir erhalten zuerst 2Ml4-ε2)f l, - 2 M l + ft) f - 1 = A,
2 ( - M l - e a ) ) τ A , ( - 2 ) ( - M l - s 2 ) ) f - A « A . Also ist ^SiΓ. Ferner gilt

2
V2" ~ Λ P

Γ v

Daher ist

Fall VIL In diesem Falle ist notwβnding A = 2, 4> = — 2, also ist natiirlich
und

Daher ist

Beweis von B. Fall I. Da Nil + βi)JV(l + £2) f 1 ist, ist -η nicht totalpositiv,

wenn es auch zu K gehδrt.7)

Fall IL Ebenso wie im Fall I wegen

Fall III. η ist nicht totalpositiv.

Fall IV, Wenn -ηeK ist? so muss notwending - M l -f- ε2) Ϋ io, M l — ε2) =
seinβ Dann ist

VgL den Beweis von Fall I und II von A.
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Fall Vo Es ist

Fall VL Wenn 7 e K ist, so muss notwending 2 M l + ε 2 ) γ 4 - 2 M l
A, 2( - M l - es)) ϊ 1> - 2( - M l - e2)) ¥ - 1 sein, Dann ist

- 1 .
~ 2 2

Fall VIL Es ist yφK.

Beweis von C, Hier sind nur die F&llβ IV und V mδglich

Fall IV. Es ist M l -f £2) f A, M l + e2) f 1, also ist yφK.

Fall V. Es ist * e # .

Somit ist der Sat& 3 vollstandig bewiesen9

§ 2β Einige Bemerkungen ϋber den absolute** Klassenkbrper des quadra-
tlschen Zahlkorpers.

Es sei F ein abstrakter Kδrper. Li
und L2 seien seine separablen, galoisschen
Erweiterungskδrper. Ferner seien Fi und
F2 Zwischenkδrper von LJF bzw. L%/F9

welche galoissch ϋber F sind, und sei
s F. Dann gilt

(β>

' F)

Diese Formel ist ohne weiteres klar
nach άem nebenstehenden Hasseschen
Schema,

Nun beweisen wir den

F,

Satz 4. Es sei K ein bizyklischer ^
biquadratischer Zahlkόrper und sei Zi (ί = l, 2) der absolute Klassenkόrper im
engeren Sinne8) von fa. Ferner sei S der grδsste abelsche Teilkorper ϋber P
von Z%, d.h. der Geschlechterkorper im engeren Sinne von fa. Dann sind

Wir heissen das von einer totalpositiven Zahl erzeugte Hauptideal "Hauptideal im engeren

Sinne ".
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1) (2Γ,Z2 : K) = (Zx : kι)(Z2 : fe)/(ZiΠZ2 : P),
2) ZiΠZ2 = SinS2, rf.ft. ZiDZo/P abelsch,
3) (ZiΠZ2 : P)=2t+t\

Dabei ist t die Anzάhl der Primteiler von ί/i, /2),S) <iz£ m fa trdge sind. V ist
die Anzahl der Primteiler von (/i, f2), die in fa zerlegt sind.

Beiveis. 1) ist klar aus (6). Also beweisen wir nun 2). Es ist unmoglich,
dass K/kί und K/k> beide unverzweigt sind. Es sei etvva K/k2 verzweigt. Dann
ist kιΠZ2 = kiΠiKΠZi) = kxΠk2 -P. Also folgt aus dem obenstehenden Schema,
dass ZιΓ\ZjP abelsch ist. Dann beweisen wir 3). Es ist ersichtlich, dass Si der
Klasεenkδrper ϋber die Kongruenzgruppe, welche aus den zu /* (/ = 1, 2) primen
Normenresten von ki mod // besteht. Daher ist Z\ Γ)Z> = S1ΠS2 άer Klassenkorper
ϋber die Vereinigungsgruppe der Normenreste von kι und k> mod (/i, fi). Also
ist der Korpergrad (Z1ΠZ2 : P) gieich dem Index dieser Vereinigungsgruppe.
Ist nuni>! (fι, f'z),p^ 2, so ist der Index der Vereinigungsgruppe der Normenreste
von ki und k> mod p gieich 2. 1st ferner 2 | (/i, f-z), so muss notwendig Δ\, do
-2,3, 6 oder 7 (mod 8) sein. Und es ist 2\f0, wenn

{J;Ξ2'6

7 Oder {Δ^l (mod 8)
1 J2 = 3, 7 ι J 6

ist. Dagegen ist 2 +/0, wenn

ί7
Jo = 3, 7,

ist. Anderseits nimmt der Index der Vereinigungsgruppe der Normenreste von
ki und ki mod 8 den Wert 1 oder 2, je nachdem a) oder b) ist. Damit ist der
Beweis erbracht.

§3. Beweis von Satz 1.
Wir bestatίgen vorerst den folgenden
Satz 5. Es sei K ein bizyklischer biquadratischer Zahlk'όrper. Ist dann (&o

ein solches Ideal von K, dass Λri(£o bzw. JV2&0 zugleich ein Hauptideal im en-
geren Sinne von k\ bztv. ki ist, so gehδrt &o zu einer Idealklasse im engeren Sinne
von K, die mindestens ein ambiges Ideal 2ίo von K/fa enthάlt. Ndmlich ist
(A*)2loD&o. Und der Index «£0 : (A*))10) ist durch folgende Formel gegeben:

(7) (Go : (A*)) = 2 m

Dabei ist

9 ) Λ ist der Fϋhrer von ki (i = 0, 1, 2).
10> Die mit Stern versehenen Buchstaben sollen wie oben die totalpositive Zahl oder die Klas-

senzahl im engeren Sinne darstellen. Z. B. ist e* die Gruppe der totalpositiven Zahlen
aus ε, falls K reell ist. Dagegen ist ε * = ε , falls K imaginar ist.
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1, wenn die Norm der Grundeinheit jedes reellen

quadratischen Teilk'όrpers von K — 1 ist,

0, sonst.

Beweis. Nach der Voraussetzung ist JVi6Ό= (<**), N2$o= (at), wo

a*ZΞkz ist. Aus 1 — σo = (1 -f oι) — tfo(l -h βz) folgt &cΓσ° = (—|^j-J und i W ^ o

= 1, also gibt es nach dem Hilbertschen Lemma eine Zahl A* von K derarί,

dass -Sσ ^A*1"*0, wo A* fur reellen iΓ totalpositiv angenommen werden kann.

Daher ist (A*)9ίoDΦo. Nun seien pi, . . . ,pv+t" die samtlichen, von eίnander

verschiedenen Primteiler von (fι, / 2 ) , welche in h entweder zerlegt oder verzvveigt

sίnd. Dabei ist tn = 1 oder 0, je nachdem 2 in K voll verzweigt oder nicht.

Sind %, . . . ,$/'+<" die Primideale von ϋί und ίst % (.7 = 1, . . . ,t' + tn) ein

Teiler von £/, so enthalt jede Nebenklasse von (A*)2Io/GΌ ein Produkt S =5βΓx

. . -$fs (s = f -Hi"), wo my = 0 oder 1 ist. iV, S (ί = l, 2) ist ein ambiges,

primitives Ideal von A, . Also folgt aus Satz 2, dass, falls δ = 0 ist, kein (£ ( 3F 1)

zu ^0 gehort und, dass, falls 5 = 1 ist? ein und nur ein (£ ( # 1 ) zu δ 0 gehort.

Daraus ergibt sich

(8)

Nun ist bekanntlich

: £* 1-σ°), wenn K

(9) ((A*)?ίo (A*)) = imaginar und &o reell ist,

2t+2ί'+t"ho/iH* : E*1'*0), sonst.

Einerseits ergibt sich aus dem Herbrandschen Lemma

ί//* E*ι-°») ί ~v~' w e n n K imaginar und ko reell ist,
(10) — —v^ ~̂ = 1

{εvΠE' : NQE Ί y 2, sonst.

Wir setzen fίir den reelJen fa (f = 0, 1, 2) £ϊ = 1, oder 0, je nachdem Nsi = -hi

bzw. — 1 ist. Dann folgt aus (10)

= (εo • ± εo ) (εo

(11) (if* : jς * 1" 0 0) s <j =22"^°/(iVo£t* : e0*
2), wenn A" imagina'r

und 0̂ reell ist,

: ε*2), sonst.
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Ferner ist wegen (9) und (11)

(12) ((A*)3Γβ : (A*)) =2 ί + 2 ' / + / ' '-2(iVo£* : εo*
2)/*o*.

Man erhalt dann nach (8) und (12) die erste Gleichung von (7). Wir bezeichnen

mit EQ diejenige Zahl aus E*, deren Norm zu kύ zu NoΊ* gehδrt. Dann ist

E0 = Ί*H*. Daher ist

(13) (NoE* : ε0*
2) = (JVC£* : JVoε*)(iVo?* : ε*

2)

(iV7* : ε") (iVόF* : gj") / y » . _*\

Wir untersuchen hier den Index (JVoε~* ε<f2). Erstens sei K reell. Wenn dann

K = 1 ist, so ist εceiε2 totalpositiv. Wenn dagegen JC = 0 ist, so sind nur die Zahlen

ε*v°εi*Vlε2*
V2 (i>o, ZΊ, Z>2 ganz rational) die totalpositiven Einheiten von if. Zweitens

sei ko imagin^r und von P(V— 1) verschieden. Dann und nur dann ist — 1 in

iVoi"* enthalten, wenn A: = 1 ist. Letztens sei K imaginar und fa reell, so ist stets

iVo?* = εo. Aus dem oben erwShnten folgt, dass

(14) Woe* : cθ*
2) = 2ιc, wenn £ 0 * P ( V - Ί ) ist.

Also erhalten wir aus (13), (14) und Satz 3

(15) (MB* : sf)=2K-\E* : ε*),

wenn nur ko^P(y/-l) ist. Wenn aber ^0 = P(V^-T)11J ist, so gilt immer

(NQI* : eo*2) = (EQ: ε*) = 1 und ist sicher δ = K. Daher ist (15) auch in diesem

Falle richtig. Nach (15) und der ersten Gleichung von (7) ergibt sich die zweite

Gleichung von (7). Damit ist der Satz 5 bewiesen.

Der Satz 1 gilt nun fast ohne weiteres. Man erhalt nach Satz 4 und 5,

dass

oder

ist. Falls K imaginar ist, so ergibt sich (2) sogleich wegen (16). Falls dagegen

K reell ist, so erhalten wir zuerst aus (16) und

dass

8 JL_ 2?°+gi+g2+κ(J j _ ±T*)(E : ε)
4 (E:±E*)

π> Ist in diesem Falle etwa £i reell, so ist die Grundeinheit von K entweder ^ oder
y^TV^. Vgl. Kuroda [4J, S. 398, Satz 12.
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ist. Daraus ergibt sich (1) wegen 2?0+gl+8z+κ(τ : ± 7 * ) = 8 , 1 2 ) w.z.b.w.
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