
ZUR ISOPERIMETRISCHEN UNGLEICHUNG

FUR &-DIMENSIONALE KONVEXE POLYEDER

H. HADWIGER

Fiir ein eigentliches konvexes Polyeder P des &-dimensionalen euklidischen

Raumes gilt die isoperimetrische Ungleichung

wobei V das Volumen und F die Oberflache von P bedeuten; die Grδsse ωk

bezeichnet das Volumen der £-dimensionalen Einheitskugel, also

(2) ωk = π^/
2

1st nun n die Anzahl der Seitenflachen von P, so lasst sich (1) verschSrf-

en zu

(3) FklVk'
n

wo die Hilfsfunktion X durch den Ansatz

(4) Z(tf)=o)*-itg*"1r

gegeben und τ = τ{a) durch die Relation

(5) Γ si
Jo

sink'2a da =

festgelegt ist. Im Falle k = 2, d.h. fiir ein konvexes Polygon mit Umfang F

und Flacheninhalt V, ergibt sich die bekannte klassische Ungleichung

(6) /g
n

wo das Gleichheitszeichen fur das regulare n-Eck gilt. Im Falle £ = 3 erhalt

man fiir ein konvexes Polyeder mit Oberflache F und Rauminhalt V die schon

von M. Goldbergl) angegebene Ungleichung

(7)

Hier sind allerdings scharfere Ungleichungen bekannt. Nach M. Goldberg und
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Z. FeJeS"Toth2) gilt

(8) FW tg
6 n -12

wo das Gίeichfteitezβίchen bei /ι = 4 fur das reguίare Tetraeder, bei ^ = 6 fur
den Wiirfel und bei w = 12 fiir das regulSre Dodekaeder beansprucht wird,
Diese Polyeder sind bezϋglich des isoperimetrischen Quotienten F3/ V2 extremal,

Eine entsprechende Ungleichung, die so scharf ist, dass sie gewisse Ext-
remalpolyeder zu bezeichnen vermag, ist fiir Λ>3 u.W. bisher nicht gefunden
worden und die Verallgemeinerung der sich auf den gewδhnlichen Raum be-
ziehenden Ergebnisse scheint schwierig zu seiru

In der vorliegenden Note soil ein einfacher Nachweis fiir die weniger lei-
stungsfShige Ungleichung (3) gegeben werden, die andererseits aber doch eine
wesentliche VerschSrfung der klassichen Ungleichung (1) darstellt.3)

I.

Es sei T ein konvexer4) Bereich auf der (ft- l)-dimensionalen Einheits-
sphare S (OberfiSche der £-dimensionalen Einheitskugel), Punkte von Swollen
wir durch die im Mittelpunkt Z von S angreifenden Einheitsvektoren s be-
zeichnen. Es gibt einen Punkt s°, sodass T ganz im ϊnnern der durch (s, s°)>0
charakterisierten HalbeinheitssphSre S° liegt, wenn wir zusStzlich noch voraus-
setzen, dass der spharische Durchmesser von T kleiner als π ausfailt. Weiter
bedeute E die (k ~l)-dimensionale Tangentialebene an S im Punkte s\ Pro-
jiziert man den sphέίrischen konvexen Bereich T vora Zentrum Z aus auf die
Tangentiaiebene E, so entsteht dort der euklidische konvexe Bereich T. Nun
gilt

LEMMA 1. Bezeichnet a bzw* a den (k — l)-dimensionalen sphάrischen bziv.
euklidischen Flάcheninhalt des Bereiches T bzw. seiner Zentralprojektion T auf
die Tangentialebene E9 so ist a^Xia), wobei X die mil (4) und (5) einge/iihrte
Hϊlfsfunktion ist,

Beweis : Durch die Bedingung (s? s°) = cos or wird auf S eine (ft-2)-dimen~
sionale SpMre vom Radius sinα: fixiert. Ihr Durchschnitt mit T ist ein (*-2)-
dimensionaler Bereich T*. Machen wir fiir den (k ~-2)-dirnensionalβn sphari-
schen Flacheninhalt von Tβ den x\nsatz (9) (k~l)ωk-ι$ink~2ap{a), so wird da-
durch eine Funktion p(ac) festgelegt, fiir welche (10) Q^p(a)^l gift; aus-
serdem gibt es ein r0 (0<r0<τr/2), sodass (11) p(tx)=0 fur alle τQ<a<π/2

-) M. Goldberg loc. cit. L, Fejes-Tόih, T h e isepiphan problem for w-hedra, Amer. J. M a t h ,
7Θ (1948), 174-180.

3) Betrachίen wir bei pielsweise den Fall £ = 3, n**4, so erhal ten wir (1)
(3) F*/V-^ 3 3 9 , 2 9 . . . (8) Fηv*- ^374,12 . . . .

4) Die Bedingung der Koπvexit^t ist hier nicht wesentich.
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wird, Fίir die Flacheninhalte a und a gewinnt man leicht die Integrale

(12) <?- (k-l)ωk-Λ sin ap(a)dal

(13) «r= (* - Dfi>*-iΓ sin*""2αr
cos or

Die Konvergenz des Integrals (13) ergibt sich nach Bemerkung (11).

Wir wahlen jetzt τ so? dass die Relation (5) erfullt ist Offendar gilt dann

0 < τ ^ τ o . Nun zerlegen wir das Integral (13), indem wir

(14) * = ( *

und

(15) ί β r . ! „ « _
J cos a

(16) v Γ C ί ( ) 3 τ
J cos a

(17) c^fβin^αίU)-^-
J-c cos a

setzen. Anschliessend schatzen wir

(18) cos r

1 r Λ / 2

(19) Cfe—-j~\ smk"2<xp(a)dcc
cos r ̂ τ

und gewinnen mit Beπicksichtigung von (5) sodann

(20)

sodass sich nun mit (14) und (15)

(21)

ergibt, Vergleicht man (4) und (5) mit (21), so bemerkt man, dass die Be-

hauptung von Lemma 1 bewiesen ist,

II.

Es set jetzt Po ein Tangentialpolyeder der Einheitskugel mit n Seiten-

flachen. Fo bezeichne seine Oberflache und Fo sein Volumen der isoperimet-

rische Quotient ist Fo/Vo""1. Es gilt dann

LEMMA 2, Der isoperimeiήsche Quotient eines Tangentialpolyeders erfullt

die Ungleichung FllVk,~ι^nkk~ιx\-°^ \ wobei X die mit (4) und (5) einge-
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fiihrte Hilfsfunktion ist.

Beweis : Mit 3% (p = 1, 2,. . β , n) wollen wir die (k — l)-dimensionalen
Seitenflachen von Po bezeichnen. Projizieren wir diese gegen das Zentrum Z
der dem Polyeder Po eingeschriebenen Einheitskugel auf die entsprechende
(k — l)-dimensionale Einheitssphare, so entstehen die spharisehen konvexen Be-
reiche Tv (z> = l, 2, . . , n), deren Durchmesser kleiner als π sind. Sίnd jetzt
Ov bzw. <7V die Fla'cheninhalte von Tv bzw. T v, so gilt nach Lemma 1

(22) σ^X(a»), also μ
1 1

Wie man auf Grund (4) und (5) leicht verifiziert, gilt

(23) *

und weiter

(24) X»(σ) =

woraus erhellt, dass die Funktion X konvex ist. Demzufolge lasst sich auf

(25)

schliessen, v/enn man weiter bedenkt, dass die spharisehen Bereiche Tv in ihrer
Gesamtheit die ganze (k - l)-dimensionale Einheitssphare ausmachen. Mit (22)
ergibt sieh zunachst

(26) ^tf

L n

und dann mit Rucksicht auf die fiir Tangentialpolyeder gultige Relation

(27) Fo = £Fo

die Behauptung von Lemma 2.
III.

Es sei nun endlich P ein beliebiges konvexes Polyeder mit n Seitenflachen.
Diesem lasst sich ein Tangentialpolyeder Po der Einheitskugel mit ebenfails n
Seitenflachen, die zu den entprechenden von P parallel sind, zuordnen. Hier
gilt nun das bekannte von H. MinkoiΌski'o) bewiesene

LEMMA 3. (Theorem von L. Lindelόf**) Vergleicht man den isoperimet-
rischen Quotienten eines konvexen Rolyeders P mit demjenigen des zugeord-
δ> H. Minkowski, Allgemeine Lehrsatze uber konvexe Polyeder. Ges. Abh. Bd. 2, 122-127, 103-

121 (Leipzig und Berlin 1911).
6) L. Lindelυf, Propriόtes generates des polyedres. St. Petersburg Bull. Ac. Sc. 14 (1869),

258-269.
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neten Tangentialpolyeders Po, so ergibt sich Fk/Vh~1^Fo/ Vo'1.

Beweis : Dieser ergibt sich als einfache Folgerung aus dem Brunn-Min-
kowskfsche Lehrsatz in der folgenden Weise : 7 ) Es bezeichne V(p) das Volumen
des ausseren Parallelpolyeders von P im Abstand p.8) Bildet man die Funkion

(28)

deren Ableitung9) durch

(29) /'(p) = ~-
R

gegeben ist, so steht nach dem Brunn-Minkowski'schen Satz fest, dass f(p)
konkav, f'(p) demnach monoton fallend ist. Also hat man
(30) /'(<;) ̂ lim/'(p),

p->co

und hieraus folgt leicht die Behauptung von Lemma 3, wenn man bedenkt, dass
das im Verhaltnis p : 1 ahnlich verkleinerte aussere Parallelpolyeder von P im
Abstand p gegen das Tangential-Polyeder PQ konvergiert, wenn p gegen oo
strebt.

IV.

Die Richtigkeit der Ungleichung (3) folgt nun unmittelbar aus den Aussa-
gen von Lemma 2 und Lemma 3.

ϋberprύfen wir die Beweiskonstruktionen und insbesondere die Mδglich-
keiten geometriεcher Interpretationen, so erkennen wir, dass sich die abgeleitete
Ungleichung (3) auf ein "fiktives Tangentialpolyeder" bezieht, dessen Seiten-
flachen kongruente (k — l)-dimensionale Kugeln sind.10) Nur im Falle k = 2
stellt dieses fiktive Gebilde ein existentes Polyeder dar und nur hier kann in
der Ungleichung das Gleichheitszeichen zur Geltung gebracht werden.

V.

Fur die konvexe Funktion 1 gilt nach (23) 7J(σ)^l und demnach ist X(σ)
7) Vgl auch Hinweis in T . Bonnesen und W. Fenchel, Theorie der konvexen Kδrper. (Berlin

1934) § 12, Seite 111.
8) Das Polyeder P wird als Durchschnitt von n Halbraumen aufgefasst Dann lasst sich das

aussere Parallelpolyeder i.A. als Durchschnitt von n parallelen HalbrSumen interpretieren,

die um den Betrag p in den Richtungen der nach aussen gerichteten Normalvektoren ver-

sehoben sind. Das gleiche Polyeder lasst sich auch durch die Minkowskische Summe

PxpP0 darstellen.
9 ) Bekanntlich ist die Volumfunktion V(p) fur p > 0 difίeren^ierbar und es gilt F'(p)=F(p).

Fur p = 0 ist die rechtsseitige Ableitung vorhanden; zu beachten ist weiter, dass F(p)

stetig ist.
J°) Es handelt sich hier um das Λ-dimensionale Analogon zum "Circle Ideal" von M. Gold-

berg (loc. cit. 227).
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ŝt? fur <?^0. Hieraus resultiert insbesondere

(31) Λ**"
n

wodurch gezeigt ist, dass Ungleichung (3) eine Verscharfung von (1) dar stellt.

Bern, Schweiz




