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Herrn Professor Kiyoshi Noshiro zu seinem 60. Geburtstag gewidmet

Die vorliegende Arbeit ist eine Zusammenfassung einiger Tatsachen und

Formeln betreffs einer Transformationsgruppe, die diskontinuierlich auf

dem dreidimensionalen euklidischen Halbraum operiert. Eine solche Gruppe,

die zum erstenmal in [5] betrachtet wurde, heiβe hier eine diskontinuierliche

Gruppe Picardschen Typus. Die in dieser Arbeit angegebenen Resultate

ergeben sich grundsatzlich aus der allgemeinen Theorie der algebraischen

Gruppen sowie der symmetrischen Raume, und aus der entsprechenden The-

orie der Eisensteinschen Reίhen. ([1], [2], [4], [6], [7]). Deswegen stellen wir

im folgenden die einzelnen Behauptungen meistens nur ohne Beweise auf.

Fiir die Anwendung auf die zukunftigen Arbeiten des Verfassers, [3] z. B.,

ist es trotzdem zweckmaBig, einen Teil der Theorie der diskontinuierlichen

Gruppen Picardschen Typus in einer konkreten, spezialisierten Form

zusammenzufassen, wie bei der diskontinuierlichen Gruppe Fuchsschen Typus.

Denn es gibt wenige Artikel uber die Picardsche Gruppe und folglich ist es

oft schwierig, selbst die einfachen Formeln, wie die in dieser Arbeit

stehenden, aus der Literatur zu entnehmen.

§ 1. Der obere Halbraum.

M a n betrachte zuerst die Gruppe G = SL(2, C) aller komplexen 2x2

Matrizen mit Determinante 1. Die Gruppe U=SU{2) aller unitaren 2 x 2

Matrizen mit Determinante 1 ist dann eine maximale kompakte Untergruppe

von G, und der homogene R a u m H= G/U ist ein uber R dreidimensionaler,

symmetrischer Raum. Fiir ein beliebiges Element ω = (Xlί ^ ί 2 ) e G , gibt
\#21 #22/

es eine eindeutίge Zerlegung von der Form
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V V

mit z e C, 0 < v e 22, und ωQ e ί/ (Iwasawa Zerlegung), so daβ man

w = (2,f) als eine Koordinatendarstellung des natϋrlichen Bildes u = u(ω) e if

eines Elementes ω e G auffassen kann. Es ist aber bequemer, die

Matrizenbezeichnung & = ί _J statt w=(2,t;) zu benutzen, weil dann

die Operation u-*au von a = y ^ ) e < 5 a u f H in der Form

(1) σu = (άu + b) (cu + J ) " 1

der gewohnlichen linearen Transformation geschrieben werden kann, wobei

die Schlange die Abbildung C ^ x-±x = ( _J bedeutet. Es sei ferner

j = ( j dann ist

u(ω) = ωj.

Andererseits wird uiω) — \ \ fur ω = ( n 1 2 ) explizite durch
V^ Z) V#21 ^22/

3?21 *^21 ~T~ ^ 2 2 *^22 *^21 *^21 '

angegeben, und es gilt noch

(3) σ u

v [az + b)(cz + d) + acv

Γ.. (z —v\ ττ fa b\ „
fur u = ( _ I e H, σ=( , e G.

Dem Raum iJ, der jetzt schon als der dreidimensionale, obere Halbraum

realisiert ist, geben wir eine Struktur als ein nichteuklidischer, hyperbolischer

R a u m mit der G-invarianten Riemannschen Metrik

(4) - 1 - (dx* + dy* + dv2).

Dann ist

(5) dμ(u) = A^JψJl-
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das G-mvariante Maβ, und der Operator von Laplace-Beltrami in bezug

auf die Riemannsche Metrik 1st

(6) Z ) =
dx* + dy* + dv2 ) V dv '

er ist der wesentlich einzige G-invariante DiίFerentialoperator von H= G/U.

Die Operation (1) kann natϋrlich auf jede Matrix ί ) mit beliebigem

\v z /

v e R angewandt werden. In der Weise operiert G auch auf dem ganzen

Raum R3, und dabei wird R3 in drei C-transitive Bestandteile getrennt.

Die drei Bestandteile sind namlich der obere Halbraum, der untere

Halbraum, und die z-Ebene mit v = 0. Wir fugen der z-Ebene, die

offensichtlich mit C identifiziert werden kann, noch den unendlich fernen

Punkt oo hinzu; sie bildet eine komplexe projektive Linie. Wegen dieses

Verfahrens erhalt man in der Tat eine glatte Form der Operation von G

auf R3.

Im folgenden betrachten wir nicht die Gruppe G selbst, sondern

hauptsachlich die Gruppe der Transformationen, welche die Elemente von

G auf R3 verwirklichen. In der Hinsicht ist es sinnvoll, zu verabreden,

daB ein Element a e G stets als eine verkurzte Schreibweise des von a
vertretenen Elementes aus G/|±ί Λ\ = PSL{2,C) betrachtet werden

muβ.

Wir erwahnen jetzt die Klassifizierung der Elemente von G. Einem

Element u e G wird der Gestalt der Jordanschen Normalform von a

entsprechend einer der folgenden Namen gegeben:

I)

ID

πi)

IV)

V)

Name

Einselement

elliptisches Element

hyperbolisches Element

loxodromisches Element

parabolisches Element

Normalform

c
c
c

/vε

c

l )

, )

,-)

0
Hierbei sind C 3 e φ ± l , | s | = l , RΞ>V>0, y φ l , und C s z ψ O . Die
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geodatischen Linien in unserem Raum H sind die Kreisbogen oder Geraden,

die auf der z-Ebene senkrecht stehen. Ein elliptisches, hyperbolisches, oder

loxodromisches Element aus G bildet genau eine geodatische Linie von H

auf sich ab. Wahrend dabei ein elliptisches Element eine geodatische Linie

punktweise fest laBt, haben dagegen die beiden anderen nur zwei Punkte

aus C U {00} als Fixpunkte. Deshalb ist < J G G elliptisch, wenn nur a einen

Fixpunkt in H hat. Ein parabolisches Element hat nur einen Punkt von

C U {00} als Fixpunkt.

§ 2. Diskontinuierliche Gruppen Picardschen Typus.

Eine diskrete Untergruppe Γ von G = SL{2, C) heiBt eine diskonti-

nuierliche Gruppe Picardschen Typus, oder kurz eine diskontinuierliche

Gruppe. Die Gruppe Γ muB dabei, wie in § 1 verabredet wurde, als eine

Gruppe von Transformationen von H= G/U betrachtet werden. Zwei

Punkte ul9u2e. R3 werden Equivalent in bezug auf Γ genannt, wenn ux = Tu2

fur ein T e Γ besteht.

Enthalt eine diskontinuierliche Gruppe Γ ein elliptisches Element a e G,

so muB a von endlicher Ordnung sein. Ist andererseits c ε C U {00} der

Fixpunkt eines parabolischen Elementes aus G, so gibt es kein hyperbolisches

oder loxodromisches Element von G, das c als Fixpunkt hat. Diese beiden

Eigenschaften sind sehr elementar zu schlieBen. Der gemeinsame Fixpunkt

zweier unabhangίger parabolischen Elemente in Γ heiBt eine Spitze von Γ.

Ist UQ e H, und ist Γ eine diskontinuierliche Gruppe, so ist die Menge

ΓuQ aller TuQ mit Γ 6 Γ eine diskrete Menge von H. Daraus erkennt man,

daB es einen Fundamentalbereich & = Γ\H = Γ\G/U von Γ gibt, der eine

Teilmenge von H ist. Wenn man ferner voraussetzt, daB die Menge der

in C U "C00} liegenden Grenzpunkte eines Fundamentalbereichs & von Γ

nur aus Spitzen von Γ besteht, so kann man zeigen, daB man den

Fundamentalbereich von Γ als Polyeder mit nur endlich vielen Seiten im

nichteuklidischen Raum H wahlen kann. Einen solchen Fundamentalbereich

erhalt man am einfachsten als die Menge aller Punkte u e H, fiir welche

die Entfernung zwischen u und uQ in bezug auf die Metrik (4) kleiner ist

als die Entfernung zwischen u und Tu0 fur alle ϊ e Γ mit r φ l . Hierbei

muB aber u0 die Bedingung erfύllen, daB ΐu0 = uQ nur fur ΐ = 1 gilt. Mittels

eines so konstruierten Fundamentalbereichs erhalt man ohne groBe

Schwierigkeit mehrere wichtige Ergebnisse, u. a., die endliche Erzeugbarkeit
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von Γ, und die Eindlichkeit des invarianten MaBes A(&r) in bezug auf (5)

des Fundamentalbereichs £ ^ = Γ\H.

Eine diskontinuierliche Gruppe Γ9 fur welche die Grenzpunkte eines

Fundamentalbereichs nur Spitzen sind, und die folglich die oben angegebenen

Endlichkeitseigenschaften hat, nennen wir eine diskontinuierliche Gruppe

endlichen Typus.

Ein wichtiges Beispiel einer diskontinuierlichen Gruppe endlichen Typus

ist die Gruppe Γ = SL(2,o) aller 2 x 2 Matrizen mit Determinante 1, deren

Komponenten zum Ring o der ganzen Zahlen des GauBschen Zahlkorpers

Q(/— l ) gehδren. Ein Fundamentalbereich & von Γ ist durch die

folgenden Bedingungen bestimmt [5]:

(7) 0 ^ x + y, x ̂  - L , V^\ f 1 ̂  * 2 + V2 + v2.

Der einzige Grenzpunkt von 3ί ist die Spitze oo.

Es sei Γ eine diskontinuierliche Gruppe endlichen Typus, c eine Spitze

von Γ, und es sei Γc die Gruppe aller T^Γ mit Tc = c. Die samtlichen

parabolischen Elemente in Γc bilden dann eine zu Z x Z isomorphe Gruppe

Γo, und der Index (Γc : ΓQ) ist endlich. Es sei nun X ein Gharakter

von Γ, d. h. eine Abbildung von Γ in C mit X{στ) = X{σ)X{τ)9 \X(σ)\ = 1,

(<y, τ e Γ). Dann heiBt c eine wesentliche Spitze von Γ in bezug auf Z,

wenn χ(Γc) = 1 ist.

§ 3. Eisensteinsche Reihen.

Es sei Γ eine diskontinuierliche Gruppe endlichen Typus, fur die oo eine

Spitze ist. M a n nehme an, daB die Gruppe Γoo aller ί £ Γ mit r°o = oo

zu Z x Z isomorph ist,1) und daB der euklidische Flacheninhalt von Γo\C

= P gleich 1 ist. Hier ist P sozusagen ein Periodenparallelogramm von

Γoo. Es sei ferner X ein Charakter von Γ derart, daB oo eine wesentliche

Spitze von Γ in bezug auf X ist. Fur eine komplexe Veranderliche s

definiert man dann die Eisensteinsche Reihe E{u,s,X) durch

(8) E(u,s,X)= Σ Z
<τe/Όo\Γ

!) Diese Beschrankung ist nicht wesentlich sondern dient nur der Einfachheit der Be-
schreibung.
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wobei υ{u) = υ fur u = ί j e / ί ist. Die Eisensteinsche Reihe ist dann

und nur dann absolut konvergent, wenn Re s > 2 ist, und ist eine

holomorphe Funktion von s fur Re s > 2. Die folgenden beiden

Eigenschaften sind eine unmittelbare Folge der Definition:

(9) E(σu, s, X) = X(J)E(z, s, X), {σ e Γ),

(10) DE(z,s,X) = λE(z,s,X)

mit

(11) λ = s($ - 2).

Nach der Voraussetzung enthalt Γ«> kein elliptisches Element, und folglich

hat jedes Element a <Ξ Γ«> die Form a = ± ί J. Sind andererseits

<;=( , j , ar — [ A zwei Elemente aus Γ, so sieht man ohne

weiteres σσ'~* = ( ' i ) G ^ Daraus ergibt sich, daβ fur zwei

Elemente σ - (a A, ar = (a, A aus Γ die Gleichung Γ^σ - Γ^o' dann und

nur dann gilt, wenn fur die Zeilenvektoren (c, d) — ± (c', rf') gilt. Also gibt

es eine eineindeutige Zuordnung zwischen den Restklassen in Γ*\Γ und den

Zahlenpaaren {c,d) mit ( d)^Γ m o d u l ° ^ 1 # D a d e r ^ e r t χ ^ = χ(c>^)

von X bei <τ = ( A auch nur durch (c,rf) bestimmt wird, hat man jetzt

nach (3), (8) eine konkrete Formel

2 ^ . ^

fur die Eisensteinsche Reihe.

Die Summation ist ϋber alle diejenigen Paare (c,d) komplexer Zahlen zu

erstrecken, fur die mindestens ein Element von der Form ± ί A in Γ

existiert.

Man betrachte nun den dualen Modul Γ* von ΓU, d. h. die additive

Gruppe aller m e C mit tr mb = mb + mb e Z fur alle 6 e Γoo, wobei ein

Element ί A e Γco durch die Zuordnung i-<—>•( j mit der

komplexen Zahl b identifiziert werden muB. Dann ist Γ ί auch ein Gitter
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in C, und die Eisensteinsche Reihe hat als eine zweifach periodische

Funktion von z die Fourierentwicklung

(13) E(u,s,X)= Σ am{υ,s,l)e2πitr^
weί*

mit

(14) am{v,s,X) = [ E(u,s,X)e-2πitrmzdxdy.
J P

1st m φ O , so ist am eine Art Besselscher Funktion von v, was man aus der

von (10) stammenden Differentialgleichung

(15) ^ - ^ ^

fur am leicht ablesen kann.

Das konstante Glied a0 hat eine besondere Wichtigkeit fur die Funk-

tionalgleichung Eisensteinscher Reihen. Als eine explizite Formel fiir aQ

bekommt man durch eine direkte Berechnung

(16) aQ(v,s,X) = vs +φ{s,X)v2~s

mit

wobei die Kongruenz dx = d2 (mod c) fur zwei komplexe Zahlen durch

d,-d2 = cb mit b e Γ. definiert wird. Wegen (^ ^ *) = (^ rf+ft J

hangt X[c,d) tatsachlich nur der Restklasse von d mod c ab.

Ein Hauptsatz in der Theorie der Eisensteinschen Reihen lautet nun,

daβ die zunachst fur Re 5 > 2 definierte Funktion (8) auf die ganze

s-Ebene meromorph fortsetzbar ist. AuBerdem ist auch dabei bewiesen,

daβ E{u,s,X) sowie φ(s,X) fίir Re s ^ l holomorph ist bis auf endlich viele

Pole erster Ordnung, die dem Intervall 1 < s < 2 angehoren.

§ 4. Funktionalgleichung.

Wir betrachten jetzt eine diskontinuierliche Gruppe Γ endlichen Typus

mit einem Charakter X von Γ. Die wesentlichen Spitzen in bezug auf X

eines Fundamentalbereichs Si'= Γ\H bezeichnen wir mit /cl9κ29 •,«&•
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Ferner setzen wir voraus, daβ fur jedes i die Gruppe Tt aller 7 e Γ mit

ΪKI — Ki zu Z x Z isomorph ist. Es sei nun σt ein Element von G mit

<*i °° = κ-i und zwar mit der Eigenschaft, daβ der Flacheninhalt eines

Periodenparallelogramms Pt = ΓitβΛ\C der nach Voraussetzung zu Z x Z

isomorphen Gruppe ΓitOO = <sϊιΓi<Si gleich 1 ist. Wir definieren dann durch

(18) £ < ( M , S , Z ) = Σ %(<r) viσ^auY, (Re s > 2 ) ,
<reΓt\Γ

die Eisensteinsche Reihe Ei{u,s,X) fur die wesentliche Spitze κt. Fiir

beliebiges i,j ist Ei(<jjU,s,t) eine zweifach periodische Funktion von «, und

mittels des dualen Moduls Γ*>oo von Γjtθa erhalt man also wei in § 3 eine

Fourierentwicklung

(19) Efau, 5, x) = Σ «*/. «(y, 5, χ ) ^ * ** **

mit

(20) aiJtm{v,s,X)=

Diese Fourierentwicklung heifit Fourierentwicklung von Ei{u,s,X) bei der

Spitze Kj.

Die Transformation σt ist nicht eindeutig bestimmt, sondern an ihrer

Stelle kann jede Transformation von der Form a\ — a A )(ε _Jmit|s |

= 1, W&.C, und nur solche, benutzt werden. Dabei andert Ei{u,s,X) sich

nicht3 und in (19), (20) wird ΓflβΛ bezw. P, durch ε2ΓjtOO bezw. eΨj

ersetzt. Daraus ergibt sich insbesondere, daβ das konstante Glied aijt0(υ,s,X)

von der Wahl von σt unabhangig ist.

Die Funktion E^iU, s, X) ist bis auf Bezeichnungen mit der in § 3

untersuchten E(u,s,X) identisch. Deshalb kδnnen alle analytischen

Eigenschaften, z. B. die analytische Fortsetzung in bezug auf s, von

Ei{u,s9X) schon als erledigt verstanden werden. Die Formeln (9), (10) gelten

auch unverandert fur Ei(u,s,X).

Wegen

(21) Eί(oju,s,X)= Σ

2) Solange dadurch keine Verwechselung verursacht wird, werde der Buchstabe i fur
die beiden Zwecke, als f^I\ und als ein Index, verwendet.
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hat man auBerdem eine (12) ahnliche Formel

(22)

mit

(23)

, s, x) = \

yή.
BetrefFs der Bedeutung der Summationszeichen soil die Verabredung in § 3

beachtet werden.

Aus (23) erhalt man wie bei (16), (17) eine explizite Angabe des konstanten

Gliedes

(24)

mit

(25)

= U

Φij(s, X) =
— 1 2

Σ, iij(c,d)).

C
Fur die nichtwesentlichen Spitzen sind die zugehorigen konstanten Glieder

nicht direkt zu definieren.

Setzt man jetzt

(26)

und

(27)

Φ(s,X) =

Φll 012

021 022

0Λ1 0Λ2 * # ' Φhhi

ί?(U,S,X) =
E2(u,s,X)

Eh{u, s, X) I

so ist wieder nach einem Hauptsatz der Theorie der Eisensteinschen Reihen

Φ{1+ it,X), (t e R), eine unitare Matrix, und es gilt
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(28) Φ(

sowie die Funktionalgleichung der Eisensteinschen Reihe

(29) &{u9 5, X) = Φ(s, X)^(u9 2 - s, X).

§ 5. Weitere Folgerungen d e r Funkt iona lg le ichung.

Die Funktionalgleichung der Eisensteinschen Reihe kann naturlich

verstanden werden als die Gesamtheit aller Funktionalgleichungen, denen die

einzelnen Glieder in der Fourierentwicklung der Eisensteinschen Reihe genύge

leisten. Die Funktionalgleichung fur das kontakte Glied ist dabei nichts

anderes als (28). Im folgenden werden wir diejenige Funktionalgleichung

etwas genauer untersuchen, welche unmittelbar aus (29) folgt, wenn man

ein nichtkonstantes Glied der Fourierentwicklung der Eisensteinschen Reihe

betrachtet.

Die Fourierkoeffizienten aiJtm(v,s,X) in (20) lassen sich ahnlich wie bei

(16) folgenderweise schreiben:

(30) aiJtm{v, 5, X) = υ2"φtj{s9 X, m)K{2mv, s)

mit

(31) fc(U^)4Σlir( Σ ϊijiCtdW**/'),
Z c=£0 \C\ d mod c

und

S i* o~πitr wz

\ {X2\ y2 + i y

 dxdV> (« = * + iV, w e C).

Dieses Integral hat zunachst nur fur Re s > 1 einen wohlbestimmten Sinn.

Durch partielle Integration wird jedoch K{w,s) in die ganze s-Ebene

fortgesetzt, und zwar ist es eine ganze Funktion, wenn nur w φ O ist. Ist

ε eine komplexe Zahl mit | ε | = l , so folgt K[εw,s) = K[w,s) aus (32). Also

hat man

(33) K(w,s) = K(\w\,s).

Die Funktion K(u,s) geniigt in der Tat wieder einer Art von Funkti-

3) Die Einheitsmatrix.
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onalgleichung. Obwohl die Funktionalgleichung direkt, rein analytisch

bewiesen werden kann, ist sie von unserem Standpunkt auch folgenderweise

erreichbar. Man betrachte namlich Γ=SL(2,o), wie sie in §2 erklart

wurde, und man nehme den trivialen Charakter X = 1 von Γ. Dann ist

die einzige Eisensteinsche Reihe,4) und wegen (24) ist

Φ(s,X) = {φ{s))

mit

Φ{S) s -1 ζ(s)

wobei ζ(s) die Dedekindsche Zetafunktion des Korpers Q(/Hΐ) ist. Da der

duale Modul im Sinne des § 3 die Differente von Q(/Hϊ) ist, hat E{u, s, X)

die Fourierentwicklung von der Form

= Σ an{v9s9X)ewitrΛt

9

und wegen (30) sowie (31) mit ~- statt -—- gilt
4 ό

2
JSC

wobei μ(c) die sogenannte Mobiussche Funktion bedeutet. Aus der Funk-

tionaleichung

E(u,s,X) = φ(s)E{u,2- s,X)

folgt jetzt

ax(v, 5, X) = φ{s)aι{υ9 2 — 5, X),

und es gilt deshalb

4) Der vor dem Summenzeichen stehende Faktor stammt von der Tatsache, daβ Γ*, in
diesem Fall nicht zu Z X Z isomorph ist. Dadurch kommt aber nichts wesentlich neues heraυs.
AUe bisher bewiesenen Formeln gelten auch fiir diesen Fall, evtl. mit einer kleinen Anderung
des konstanten Faktors.
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, s) = υ'ζ(2 - s)-ιK(υ, 2 - s).

Mittels (33), und mittels der Funktionalgleichung

Z(s) = π^ - s)

der Dedekindschen Zetafunktion erhalt man also

(34) K(w, s) = , 2-5)

fur jedes w&C, (wφO), als Funktionalgleichung von iC

Nun kommen wir zum allgemeinen Fall zuriick und betrachten die beiden

#z-ten Glieder der Fourierentwicklung auf den beiden Seiten von (29). Man

erhalt sofort

aίJtm{v,s,X)

ahj,m{v9s,X)

= Φ(s,X)

aljtm{v,2 — s,X)

a2Um{v,2 — s,X)

ahj,m(v,2- s,X)

fur jedes i9 und wegen (30), (34) ergibt sich

(35) (2π\m\)sΓ(s)-i

φu(s, X, m)

φ2j{s, X, m)

φhj{s,X,m)

= Φ{s9X){2π\m\)2-sΓ(2- s)'x

φ1j{2-s,X,m)\

ΦZJ{2 ~ s, X, m)

φhj{2 - 5, X, m)

Diese Formel kann als eine in vektorieller Form geschriebene Funktionalglei-

chung der Dirichletschen Reihen (31) verstanden werden.
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