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KOMPLETTIERUNG SEMILOKALER
QUASIAUSGEZEICHNETER RINGE

CHRISTEL ROTTHAUS

In [4] EGA IV (7.4.8) hat Grothendieck die folgende Frage gestellt:
“A sei ein noetherscher Ring, 1 € A ein Ideal, so daB A separiert und
komplett in der I-adischen Topologie ist. A/I sei ein P-Ring. Ist dann A
ebenfalls ein P-Ring?’ In dieser Arbeit beschiftigen wir uns mit dem
Fall, daBl A ein semilokaler noetherscher Ring ist und P die Eigenschaft
“die formellen Fasern von A sind geometrisch regulidr” bezeichnet. Wir
wollen zeigen: “A sei ein semilokaler noetherscher I-adisch kompletter
Ring, wobei I ein im Jacobsonradikal von A enthaltenes Ideal ist. Sind
die formellen Fasern von A/I geometrisch regulidr, so sind auch die
formellen Fasern von A geometrisch regulir.”

Im folgenden nennen wir einen semilokalen noetherschen Ring A
quasiausgezeichnet, wenn seine formellen Fasern geometrisch regular
sind. Unter dem Radikal rad (4) eines Ringes A verstehen wir immer
das Jacobsonradikal von A und mit A werde die Komplettierung von A
nach der vom Jacobsonradikal auf A induzierten Topologie (auch einfach
Komplettierung von A genannt) bezeichnet. Bei den iibrigen Bezeichnungen
sei auf EGA [3] und [4] bzw. das Buch von H. Matsumura [5] verwiesen.

Herrn Markus Brodmann danke ich fiir zahlreiche niitzliche Gespriche
iiber diese Arbeit.

§1. Vorbereitungen

Wir geben eine Zusammenstellung der zum Beweis des Hauptergebnisses
benétigten Sitze:

THEOREM 1 (Marot [7]). A sei ein semilokaler noetherscher Ring;
I < rad (A) ein im Jacobsonradikal von A enthaltenes Ideal. A sei komplett
in der I-adischen Topologie. Sind die formellen Fasern von A/l geometrisch
reduziert, so sind die formellen Fasern von A ebenfalls geometrisch
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reduziert.

THEOREM 2 (André [1]). A und B seien lokale noethersche Ringe,
¢: A — B sei ein lokaler, in der Topologie der maximalen Ideale formell
glatter Homomorphismus. Ist A quasiausgezeichnet, so lokalisiert die
formelle Glattheit von .

Bemerkung. Die Aussage von Theorem 2 bedeutet: Fiir alle 8 € Spec (B)
ist der von ¢ induzierte Morphismus ¢gz: A, — By (wobei p = ¢ '())
ebenfalls formell glatt in der Topologie der maximalen Ideale. Insbesondere
folgt unter den Bedingungen von Theorem 2, da} der Morphismus ¢: A
— B regulér ist, d.h. ¢ ist flach mit geometrisch reguliren Fasern.

Ferner benétigen wir die folgende Charakterisierung quasiausge-
zeichneter semilokaler Ringe:

Lemma 1 ([5] (33.E)). A sei ein semilokaler noetherscher Ring. Dann
sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) A ist quasiausgezeichnet.
(b) Fiir alle nullteilerfreien endlichen A-Algebren B ist fiir alle
e Spec (B) mitQ N B = (0) der lokale Ring B, regulir.

Bemerkung.

1) Aus (b) in Lemma 1 folgt insbesondere, dal A die Eigenschaft
J-2 erfullt (vgl. [5] (32.B)).

2) (33.E) ist nur fiir lokale Ringe formuliert. Der semilokale Fall
ergibt sich jedoch als unmittelbare Folgerung.

Wir stellen nun einige beweistechnisch wichtige Hilfssdtze zusammen:

Im folgenden sei A immer ein noetherscher semilokaler Ring; I C rad (A)
sel ein im Jacobsonradikal von A enthaltenes Ideal.

Lemma 2. A sei Iadisch komplett. o C A sei ein vom Nullideal
verschiedenes Ideal in A. Fiir alle nc N mit n = n, gelte: (A N (a + I*"A)A
=a -+ I*A. Dann ist a N A = (0).

Beweis. Wir setzen a, = (a + I"4) N A. Nach Voraussetzung gilt
fir alle n = ny:a,,, + I" = a,. Wegen a = (0) ist a ¢ (rad (A))" fiir ein
re N mit r = n,. Wahle f, ea,\(rad (A))’. Dann gibt es ein f,,,; € q,,, mit
fr ~frnel’, da a,,, + I" = a,. Wir koénnen also eine Folge f,ea,, n=r,
finden mit f,,, — f,eI" und f, ¢ (rad (4))" fur alle n = r. Da A I-adisch
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komplett ist, existiert lim,_..f, =fe Amitf0. Wegen MN,»0. S aN A
fean A x(0).

LEMMA 3. A sei I-adisch komplett. a S A sei ein Ideal mit va + IA
= (5, M,, wobei die M, maximale Ideale in A sind. Dann folgt:
an A=x(0).

Beweis. Die Primarkomponenten von a 4+ I*A sind fir alle ne N
IM,-primdr. Dann ist mit a, = (a+1 "A)N A: a,A =a+ I"A, und die
Behauptung folgt mit Lemma 2.

Ist ¢: A — B ein lokaler Morphismus lokaler Ringe, so sagen wir im
folgenden “¢ ist formell glatt”, falls ¢ in der Topologie der maximalen
Ideale formell glatt ist.

DEFINITION. Iy == {(p, B)|p € Spec (4); P € Spec (A) mit BN A = p;
» 2 Tund P nicht maximal in Spec A} < I', = {(p, B)|p € Spec (4), B € Spec (4)
mit N A = p} < Spec (A) X Spec (A).

LemmA 4. A/l sei quasiausgezeichnet. Dann ist fiir alle (p,B)el';
der vom kanonischen Morphismus +:A — A induzierte Morphismus
Vom: A, — Ay formell glatt. (D.h. ist (m, M) € Iy mit maximalem Ideal N,
so lokalisiert die formelle Glattheit von g, in einer Teilmenge von I).

Beweis. Sei (p,B)el’;., Wahle (m,M)el’, mit L I und I
maximal in Spec (A). Dann ist Y @ : Ax — Ag formell glatt, da Ay ~ (A,)"
Nach Voraussetzung ist A/I quasiausgezeichnet; dann ist der von . g

induzierte Morphismus (A/I), — (1/4/\I)§,B formell glatt, denn die formelle

Glattheit von (A/I)m—é(ﬁ)m lokalisiert. Da g, flach ist, folgt dann
mit [3] EGA Oy (19.7.1) auch die formelle Glattheit von v, g,

ForLgeruNnG 4.1. A/l sei quasiausgezeichnet. Dann ist fiir alle (p,*%)
e I'; der von g, induzierte Morphismus der Komplettierungen ¢y : A,
— (Ay)" formell glatt.

Beweis. Nach Lemma 4 ist +,y formell glatt. Die Behauptung
folgt mit [3] EGA O, (19.3.6).

ForLcErUNG 4.2. A/l sei quasiausgezeichnet. Fiir alle (p,R)el’,
lokalisiert die formelle Glattheit von ¢,.q,. Insbesondere gilt fiir alle (p,F)
eI';, wenn Spec ¢4 die von ¢,y induzierte Abbildung der Spektren:
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Spec ¢, 5, : Spec ((A4)") — Spec (//1:) bezeichnet:

(Spec p,9) " (Reg (4))) = Reg (Ag)") .

Beweis. Die erste Behauptung folgt mit Theorem 2. Die zweite
Behauptung ergibt sich aus der Regularitat von ¢, g, (vgl. [3] EGA O,
(19.6.4) und (22.5.8)).

§2. Das Hauptergebnis

THEOREM 3. A sei ein semilokaler noetherscher Ring, I < rad (A) ein
im Jacobsonradikal von A enthaltenes Ideal. A sei I-adisch komplett und
A/l sei quasiausgezeichnet. Dann ist A ebenfalls quasiausgezeichnet.

Beweis. Um (b) in Lemma 1 zu zeigen, diirfen wir annehmen, daf
A ein Integritatsbereich ist. Wir haben dann nachzuweisen, da$ fiir alle
®e Sing (A) N A = (0) ist. Sei also © e Sing (A).

1. Fall. Y&+ IA = (i, M,, wobei die M, maximale Ideale in A
sind. Dann folgt die Behauptung mit Lemma 3.

2. Fall. Es gibt ein nicht-maximales Primideal P e Spec(4) mit
L DOE + IA.

In diesem Fall konstruieren wir ein geeignetes Ideal © € & und
zeigen: © N A = (0).

Konstruktion von 9. Fiir alle Paare (p,B)ecI’; betrachten wir
folgendes kommutative Diagramm kanonischer Morphismen:

ayp vp N
A—A — A,

lxb l«lf(v,m l%,m

A PR, A

Fiir alle nichtmaximalen Primideale p e Spec (A) mit p D I definieren wir:

N, 9 falls ;1\, nicht regulir

@u = DeS/l\ng (4p)

N\
A, falls A, regular

und setzen:
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D= N (¢3°B2) (L3 (DNA)")

[CROXP

= N [®Ay~n 4]

nBETT

Behauptung 1. O ist ein reduziertes von Null verschiedenes Ideal
in A.

Beweis von Behauptung 1. Da nach Theorem 1 die formellen Fasern
von A geometrisch reduziert sind, ist 1/4\‘, reduziert fiir alle p e Spec (A),
denn nach Voraussetzung ist A ein Integritatsbereich. Also ist D,
entweder gleich 4/4\,, oder ein reduziertes Ideal der Hohe =1. D(A,)" ist
dann fiir alle (p,P)el’; ebenfalls reduziert (oder gleich (Ay)"). Das
ergibt sich wie folgt aus der Regularitat von ¢, g : Sei etwa D, = (N, Q,,
£, € Spec (j\”). Dann ist D(Ady)" = N7, [Qi(Ap"], und zu zeigen ist, daB
fiir alle (p,®)el’; und alle qeSpec(A) q(Ag)" reduziert ist. Mit [3]
EGA O, (19.7.1) folgt, daB der von ¢4 induzierte Morphismus der
Restklassenringe

AJJg — (A)Ma(A)"

ebenfalls regulir ist. Daraus ergibt sich unmittelbar, daB (4,)"/q(4,)" die
Serreschen Kriterien (R,) und (S,) erfiillt. Also ist D,(A4,)" reduziert und
—nach Konstruktion von ®,—Durchschnitt von Primidealen aus dem
singularen Ort von (A;)" (denn ¢, ist insbesondere treuflach). Damit
folgt, daB © Durchschnitt von Primidealen aus dem singuldren Ort von
A ist. Da A nach Theorem 1 reduziert ist, folgt Behauptung 1.

Behauptung 2.

A (A" falls (Ay)" regular
N — ~
DA = N £ falls (Ayp)”" singular

Qesing (Ag) A

Beweis von Behauptung 2. Wie im Beweis von Behauptung 1 gezeigt,
folgt “2”. Da ¢y regular ist, erhalten wir:

-1
S%m)(

und es folgt Behauptung 2.

@);@F

oesing ((Ap) ~) q€Sing (dyp)

Behauptung 3. € 2D D.

Beweis von Behauptung 3. 8 € Spec (A) sei ein nichtmaximales Primi-
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deal, das € + IA umfaBt. Mit p = A N P ist dann (p,B) e I';, und wegen
@ ¢ Sing (A) ist €(44)" Durchschnitt von Primidealen aus dem singuliren
Ort von (A,)". Mit Behauptung 2 ergibt sich nun:

DA S (A"
und es folgt Behauptung 3.

Behauptung 4. Q sei ein ® + I"A umfassendes Primérideal in A.
Dann folgt: (O N A)A D D + I*A (dabei ist ne N beliebig, aber fest).

Beweis von Behauptung 4. £ sei P-primir mit B e Spec (4). Ist B
maximal in Spec (A4), so ist nichts zu zeigen. Sei also P nicht maximal;
dannist mit p =L N A (p,R)eI';. Wir setzen q = O N A und betrachten
wieder folgendes kommutative Diagramm:

ap vp N
A 254,254,

l¢ l«lf(»,m l‘P(n,m)

A B, Ay

Da Q PB-primir ist, erhalten wir:
g=0NA=9Q(4,)"NA.
~ P AN AN
4.1) QA" N A, ist ein pA,-primires Ideal, das D, + I"A, umfafit .

Beweis von (4.1). ©(Ay)" ist ein Durchschnitt von Primidealen aus
dem singuliren Ort von (A,;)". Nach Behauptung 2 gilt dann: D(AH)"
D94 Da D + I"A in Q enthalten ist, erhalten wir damit Q(Ay)"

N 1/4\,, 29,4+ 1 "1/4\,. Ferner ist Q(Ay)" R(Ay) -primir, also ist auch Q(A,)"
n ;i\, pz/ﬁl\,,-priméir.

AN P N
4.2) qa, = QAN N A, .
Der Beweis von (4.2) ergibt sich unmittelbar aus der Tatsache, daf3
QAN N ;1\, pg\,,-priméir ist.
4.3) ADD+IA.

Beweis von (4.8). Da q p-primar ist, ist Ass(A/qA) = {$, - -, B},
wobei die $, die minimalen Primoberideale von pA in Spec(A) sind.
Das ergibt sich sofort mit Theorem 1 aus [2] Chap. IV, § 2, no. 6, Theorem
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Also ist qA =1, N --- Nt,, wobei die t, P,-primir sind. Wegen

(0, B,) € I'; betrachten wir wieder folgendes kommutative Diagramm:

Mit

ap Yy N
AL A 2R

«Ifl lw»,ﬂsn lﬂ%,%z)

A —‘B%i) AAiBi ﬁ) (A?Bi)/\

(4.1) und (4.2) folgt: q(Ax)" = t(As )" D D(A,)". Daraus ergibt

sich, daB ® + I"A in 1, = q(A,)" N A enthalten ist. Insgesamt folgt die
Behauptung 4: g4 2 ® + I"A. Da die Behauptung 4 insbesondere fiir

die

Primirkomponenten von ® -+ I"A erfillt ist, folgt fur alle ne N:

(D + I"A) N A)JA = D + I"A, und die Behauptung des Satzes ergibt sich

aus

3.1

3.2)

[1]
[21
£31]
[4]
[5]
[6]
[71]
8]

[9]

Lemma 2.

Folgerungen.
A sei ein semilokaler quasiausgezeichneter Ring. Dann ist der
formale Potenzreihenring Al[T,, -- -, T,]] in endlich vielen Unbestim-
mten ebenfalls quasiausgezeichnet.
A sei ein semilokaler quasiausgezeichneter Ring, I < rad (A) ein im
Jacobsonradikal von A enthaltenes Ideal. Dann ist die I-adische
Komplettierung von A wieder quasiausgezeichnet.
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