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LA BALAYABILITE AU SENS FORT

DES NOYAU-FONCTIONS CONTINUES DU POTENTIEL

ISAO HIGUCHI

§ 1. Introduction

Soient X un espace localement compact et non-compact a base
denombrable, G une noyau-fonction continue sur X et M (resp. Mκ)
Γensemble des toutes mesures de Radon positives sur X (resp. des toutes
mesures de Radon positives sur X a support compact).

Pour une fonction borelienne u >̂ 0 sur X et un ferme F dans X, on
designe par i?£(u) la fonction reduite de u sur F par rapport a G. Posons

Rsa(u)(x) = inf Rc

G\u){x)

oύ &κ designe la totalite des ouverts relativement compacts dans X On
appelle Rδ

G(u) la fonction reduite de u a Γinfini δ par rapport a G. Soient
u et υ deux fonctions non-negatives et boreliennes sur X. On note u — v
G-q.p. a Γinίini δ lorsque Rδ

G(u)(x) = Rδ

G(v)(x) G-p.p.p. sur X (cf. par ex-
emple, [8]).

Une noyau-fonction continue G est dite reguliere lorsque pour tout
x € X, Gεx = 0 G-q.p. a Γinfini δ, oύ ε̂  designe la mesure de Dirac a x.

La regularity d'une noyau-fonction continue G verifiant le principe
de domination joue un role important pour construire une famille re-
solvante associee a G (cf. [4], [5] et [9]).

On dit que G est balayable si, pour toute μ e M verifiant Gμ{x) < + oo
G-p.p.p. sur X et tout ferme F dans X, il existe une measure balayee de
μ sur F relativement a G.

Pour un noyau de convolution verifiant le principe de domination
sur un groupe abelien localement compact, sa regularite et sa balayabilite
sont equivalentes Γune Γautre lorsque le noyau est non-pseudo-periodique
(cf. [1] et [7]).

D'autre part, dans la theorie du potentiel par rapport aux noyau-

Received August 26, 1986.

145



146 ISAO HIGUCHI

fonctions, la situation est un peu differente. L'auteur a demontre dans

[3] que si une noyau-fonction continue est reguliere, alors elle est balay-

able. Mais Γinverse n'est pas vraie en general. On connait un exemple

d'une noyau-fonction continue qui est balayable et non-reguliere (voir [9],

Example 22).

Une fonction G-surharmonique u I> 0 est dite un G-pseudo-potentiel

s'il existe v e M telle que u(x) <£ Gv(x) sur X et Gv(x) < + co G-p.p.p. sur

X.

On dit que G est balayable au sens fort si G est balayable et tout

G-pseudo-potentiel u est de la forme u(x) = Gμ(x) G-p.p.p. sur X, oύ

μeM.

Dans cet article, nous discuterons d'abord le balayage sur un ferme

d'une fonction G-surharmonique s'annulant G-q.p. a Γinfini δ et donnerons

une generalisation du theoreme de H. Watanabe concernant Γexistence

d'une mesure d'equilibre sur un ferme.

Ensuite nous considererons une relation entre la regularity et la

balayabilite au sens fort d'une noyau-fonction continue. On verra que

Γ equivalence entre eux n'a pas lieu en general (cf. Exemple dans §4).

Le but principal de cet article est de montrer Γenonce suivant:

Soit G une noyau-fonction continue sur X verifiant G(x, x) > 0 pout

tout x e X. Supposons que tout ouvert non-vide dans X n'est pas G-

negligeable. Alors il y a equivalence entre (1) et (2):

(1) G verifie le principe de domination et est reguliere.

(2) (a) G est balayable au sens fort,

et en outre

(b) il existe τ et p dans M telle que τ({x e X; Gτ(x) ~ + co}) = 0,

Gτ(x) < Gρ(x) < -f co G-p.p.p. sur X et Gτ — Gp G-g.p. a Γinfini δ.

En particulier, lorsque G est symetrique et non-degenere, G est

balayable au sens fort si et seulement si G verifie le principe de domi-

nation et est reguliere.

L'auteur tient a remercier M. le Prof. M. Itό pour ses suggestions

precieuses et ses indications valables et M. le Prof. M. Kishi pour ses

conseils et ses bienveillants encouragements tout au long de ces recher-

ches.

§ 2. Preliminaires

Une fonction semi-continue inferieurement (s.c.i.) G(x, y) sur Γespace
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produit X x X a valeurs dans [0, + αo] s'appelle une noyau-fonction s.c.i.

sur X. Une noyau-fonction s.c.i. sur X s'appelle une noyau-fonction con-

tinue si elle est continue au sens large sur X X X et finie en dehors de

la diagonal J d e l x l

On note G la noyau-fonction adjointe de G definie par G(x, y) = G(y, x).

Lorsque G et G sont egaux, on dit que G est symetrique.

Soit G une noyau-fonction s.c.i. sur X. Le potentiel Gμ et Γenergie

I(μ) de μ e M par rapport a G sont definis par

et

--= J Gμ(x)dμ(x) ,

respectivement. Posons

F(G) = {μ e M; μ({x e X; Gμ{x) = + oo}) = 0}

et

FK(G) = F(G) n M*.

Evidemment F(G) =) £(G).

Une partie de X est dite G-negligeable si elle est de mesure interieure

nulle pour toute mesure dans EK(G). On dit qu'une propriete a lieu a

peu pres partout (ecrit par G-p.p.p.) sur un ensemble A dans X si elle est

vraie sur A sauf un ensemble G-negligeable.

Remarque 1. (1) Pour μ e F(G) quelconque, il existe une suite (μn)Γ-i

dans EK(G) telle que μ = ΣXi/v

(2) Une propriete a lieu G-p.p.p. sur A si et seulement si pour toute

μ € F(G) a support contenu dans A, elle a lieu μ-p.p..

Posons

D(G) = [μ e M; Gμ(x) < + co G-p.p.p. sur X}.

C'est une classe fondamentale dans M pour G.

Rappelons les principes suivants qui se presenteront souvent.

Soient G et N deux noyau-fonctions s.c.i. sur X

(I) On dit que G satisfait au principe de domination relatif a N (ecrit

par G < N) lorsque pour μ e EK(G) et v e M quelconques, Γinegalite Gμ(x)

<I Nv{x) sur le support Sμ de a entraine la meme inegalite dans X.
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En partieulier, on dit que G verifie le principe de domination, le

principe du maximum et le principe complet du maximum lorsque G < G,

G <1 et G < G + a pour tout a >̂ 0, respectivement.

(II) On dit que G satisfait au principe transitif de domination par

rapport a N (ecrit par GUN) lorsque pour μ e EK(G) et v e M quelconques,

Γinegalite Gμ(x) <L Gv(x) sur Sμ entraine Nμ(x) rg[ Nv(x) sur X.

D'apres le theoreme de Lusin et la remarque 1, (1), on aura la re-

marque suivante:

Remarque 2. (1) Si G < N, alors pour μ e F(G) et v e M quelconques,

Gμ(x) < Nv(x) G-p.p.p. sur Sμ entraine Gμ(x) <L Nv(x) sur X.

(2) Si GΠN, alors pour μ e F(G) et v e M quelconques, Gμ(x) <; Gv(x)

G-p.p.p. sur Sμ entraine Nμ(x) <ί Nv(x) sur X.

(III) On dit que G satisfait au principe du balayage relatif a N

(ecrit par G -< N) lorsque pour toute μ e M verifiant Nμ(x) < + co G-p.p.p.

sur X et tout compact K dans X, il existe une mesure μ' e Mκ portee

par K telle que Γon ait:

Gμ\x) = Nμ(x) G-p.p.p. sur K,

Gμ'(x) £Nμ(x) dans X.

Une telle mesure // s'appelle une mesure balayee de μ sur K rela-

tivement a (G, N).

En partieulier, on dit simplement que G satisfait au balayage lorsque

G < G. Dans ce cas, μf est dite simplement une mesure balayee de μ

sur K relativement a G.

(IV) On dit que G verifie le principe de continuite si pour μ e Mκ

quelconque, Gμ est fini et continu sur X des que la restreinte de Gμ a

Sμ Test aussi.

Posons

FC(G) -{jt/e M; Gμ est fini et continu sur X].

Alors on obtient facilement la remarque suivante:

Remarque 3, (1) La classe FC(G) est hereditaire, e'est-a-dire, pour

μ e FC(G) et v e M quelconques, v e FC(G) des que v ^ μ.

(2) Si G verifie le principe de continuite, alors pour μ e FK(G) et

ε > 0 quelconques, il existe un compact Kε dans X tel que μ(CKε) < ε et

que la restreinte de μ sur jK"e

1} appartient a FC(G).

1) Cela signifie une mesure de Radon positive sur X qui est egale a μ sur K£ et
s'annule dans CKε
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(3) Supposons que G verifie le principe de continuite. Alors Mκ c

D(G) et une propriete a lieu G-p.p.p. sur un ensemble A dans X si et

seulement si pour toute μ e FC(G) a Sμ c A, elle a lieu μ-p.p..

Le theoreme fondamental de Kishi est le suivant (voir [12]):

THEOREME A. Soίent G et N deux noyau-functions s.c.i. sur X. Sup-

posons que G et G satίsfont au principe de continuite et que G(x, x) > 0

sur Δ. Alors les trois enonces suivants sont equivalents:

(1) G <N. (2) GCN. (8) G < N.

Remarquons que Γequivalence entre (1) et (2) ci-dessus s'obtient sans

le principe de continuite de G et celui de G (cf. [3]).

D'autre part, nous avons montre le resultat suivant dans [6].

THEOREME B. Soit G une noyau-fonction continue verifiant G(xy x) > 0

sur Δ. Si G < G, alors G et G satίsfont au principe de continuite.

Par consequent, le theoreme de Kishi s'exprime sous la forme suivante

(cf. [12] et [6]):

THEOREME C. Pour une noyau-fonction continue G verifiant G(x, x) > 0

sur Δ, les quatre enonces suivants sont equivalents:

(1) G satisfait au principe de domination.

(2) G satisfait au principe de domination.

(3) G satisfait au principe du balayage.

(4) G satisfait au principe du balayage.

Une noyau-fonction continue G est dite non-degeneree si pour tous

points xx et x2 differents dans X, les functions G(x, x^ et G(x, x2) de x

ne sont pas proportionnelles. On considere que la fonction constante 0

est proportionnelle a toute fonction.

THEOREME D (voir M. Kishi [11], Remark 2). Soit G une noyau-fonction

continue sur X verifiant G(x, x) > 0 sur Δ. Supposons que G verifie le

principe complet du maximum et est non-degeneree. Alors G verifie le

principe restreint d'unίcίtέ suivant:

Pour μ, v e EK(G) quelconques, μ = v des que Gμ(x) — Gv(x) G-p.p.p.

sur X.

Le resultat suivant concernant la convergence d'une suite des mesures

est deja connu (cf. par exemple, [10], Theorem 2 et [2], Lemme II.1.2).
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THEOREMS E. Supposons que G verifie le principe de continuίte, G(x, x)

> 0 sur Δ et que tout ouvert non-vide dans X ή'est pas G-negligeable. Alors

on a:

(1) Soit (μn)n=i u n e suite dans Mκ conυergeant vaguement vers μ e Mκ.

Si pour tout 7i, Sμn est contenu dans un compact fixέ, alors

lim inf Gμn(x) — Gμ(x) G-p.p.p. sur X.

(2) Soit (μn)n=i c M. Supposons qu'il existe une fonction u telle que

u(x) < + co G-p.p.p. sur X et que Gμn(x) <J u(x) sur Xpour tout n. Alors

(μn)n=ι ̂ t vaguement bornέe.

§ 3. Fonctions G-surharmoniques s'annulant <7-q.p. a Γinfini δ

Dans cette section, on suppose toujours que G est une noyau-fonction

continue verifiant G(x, x) > 0 sur Δ et que tout ouvert non-vide dans X

n'est pas G-negligeable.

DEFINITION 1. Une fonction s. c. i. u(x) >̂ 0 sur X est dite G-sur-

harmonique si u(x) < + oo G-p.p.p. sur X et si, en posant N(x, y) = u(x)

pour tout ( i j ) e l χ l , on a G •< N.

On designe par S(G) Γensemble de toutes fonctions G-surharmoniques

sur X.

Soient u une fonction borelienne et non-negative sur X et F un ferme

dans X. On pose

Sζ(G) = {υ e S(G); v(x) ^ u(x) G-p.p.p. sur F}.

La fonction reduite RG(U) de u sur F par rapport a G est definie par

finf {v(x); v e Sζ(G)} si Sζ(G) Φ φ ,

Remarque 4. (1) Soit (Ωn)^i u n e exhaustion de X, c'est-a-dire, Ωn

est un ouvert relativement compact, Ωn c βn + 1 et U^ifi,, = X. Alors on

a

B«,(M)(X) = lim Rc

G

Ωn(u)(x) sur X.

(2) Supposons que G verifie le principe de continuite. Soit u ^ 0

une fonction s.c.i. verifiant u(x) < + oo G-p.p.p. sur X. Alors, d'apres le

theoreme A, il y a equivalence entre:
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(a) u est G-surharmonique.

(b) Pour μ e Ek(G) et v e M quelconques, on a udμ ^ udv des que

Gμ(x) ^ Gv(x) sur Sμ.

LEMME 1. Soίent u e S(G) et F un ferme dans X. Supposons que G

verifie le prίncίpe de continuite. Alors il existe une suite (μn)n=ι C EK(G)

telle que

SμnaF,

Gμn(x) £ Gμn^{x) G-p.p.p. sur Sμn ,

lim Gμn(x) = u(x) G-p.p.p. sur F

et

surX.

En partίculίer, si F est compact, alors tout point μ υaguement adherent

de (μn)n=i lorsque n —> oo verifie

SμdF,

Gμ(x) = u(x) G-p.p.p. sur F

et

Gμ(x) < u(x) sur X.

Demonstration. Soit (βw)^=i une exhaustion de X. Posons

Fn = FΓίΏnΠ{xeX; u{x) ^ n).

Alors, d'apres la definition 1 et le theoreme A, il existe, pour tout n,

une mesure μn e EK{G) verifiant

Gμn(x) = u(x) G-p.p.p. sur Fn

et

Gμn(x) ^ u(x) sur X.

On peut voir facilement que (μn)n=ι est une suite demandee.

Si F est compact, alors pour tout point μ vaguement adherent de

(/O~=i> o n a

Gμ(x) — lim inf Gμn(x) — u(x) G-p.p.p. sur F

(voir Theoreme E). Evidemment on a Gμ(x) ^ u(x) sur X, d'oύ le lemme 1.

DEFINITION 2. Une suite (μn)n=i C £A-(G) obtenue dans le lemme 1 est

dite une suite approximative du balayage de u sur F relativement a G.
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Lorsque G < G et F est compact, Gμ dans le lemme 1 est dit un po-

tentiel balaye inferieurement de u sur F relativement a G, car pour v e

D(G) quelconque, on a Gμ(x) <̂  Gv(x) sur X des que Gv(x) >̂ u(x) G-p.p.p.

sur F.

Remarque 5. Soient u e S(G), -F un ferme et (μn)ζ=ί une suite approxi-

mative du balayage de u sur F relativement a G. Si G < G, alors

{Gμn(x)}n=1 est croissante avec n. Done, d'apres le remarque 4, on a

RF

G{u)(x) - lim GμΛ(s) sur X
?Z-> oo

et

RG(U)(X) = ^(x) G-p.p.p. sur F .

Par consequent i?S(^) β S(G).

Le lemme 1 donne immediatement la remarque suivante:

Remarque 6. Supposons que G < G. Alors, pour tout ferme F dans

X, on a i?£(ι/)(x) <̂  u(x) sur X et Γapplication

RF

G: S(G) 3 u > RF

G(u) e S(G)

est positivement semi-lineaire et continue a gauche.

LEMME 2. Supposons que G < G. So/ί (μn)ζ=ι une suite dans F(G)

convergeant vers μ e M lorsque n —> oo. S'j/ existe u e S(G) ίe/Ze gzze w = 0

G-q.p. a Γinfinί δ et que Gμn(x) <^ u(x) sur X (n — 1, 2, •)> αZors

lim inf Gμn(x) = Gμ(x) G-p.p.p. sur X.

Demostration. Soit (Ωn)ζ=1 une exhaustion de X. Pour n, m ^ 1, on

designe par j«n,m la restreinte de μn sur CβTO. D'apres la remarque 5,

Rc

G

Ωm(u) est G-surharmonique, et done la remarque 2 donne

sur X.

Par consequent, le theoreme E montre que pour m >̂ 1,

G^(x) ^ lim inf G(μn - μnj(x) ^ lim inf Gμn(x) - Λ

G-p.p.p. sur X.

En faisant m->oo, on arrive a

G//(x) ^ lim inf Gμn(x) G-p.p.p. sur X.
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L'inegalite inverse ayant evidemment lieu sur X, on a Γegalite demandee.

THEOREME 1. Soίt G une noyau-fonctίon continue sur Xtelle que G(x, x)

> 0 sur Δ et que tout ouvert non-υίde dans X n'est pas G-negligeable.

Supposons que G < G. Alors pour toute u e S(G) vέrifiant u = 0 G-q.p.

a Γinfini δ et pour tout ferme F dans X, il existe une mesure μ e D(G) telle

que Von ait:

SμdF,

Gμ(x) = u(x) G-p.p.p. sur F

et

Gμ(x) ^ u(x) sur X.

Demonstration. Soit (μn)n=i C Ek(G) une suite approximative du balay-

age de u sur F relativement a G. D'apres le theoreme E, (2), on peut

supposer que (μj«=i converge vaguement vers une mesure μ e M portee

par F lorsque n-*oo. La suite [Gμn(x)}™=1 etant croissante, le lemme 2

donne

Gμ(x) — lim Gμn(x) — u(x) G-p.p.p. sur F.

D'autre part on a evidemment

Gμ(x) < lim Gμn(x) ^ u(x) sur X,

d'oύ notre theoreme.

DEFINITION 3. Soit u e S(G). Un ferme F dans X est dit w-effile a

Γinfini δ si

inf R^Cω(u)(x) - 0 G-p.p.p. sur X.

Le theoreme 1 donne immediatement le corollaire suivant:

COROLLAIRE. Supposons que G < G; soit u e S(G). Si un ferme F dans

X est u-efβle a Γinfinί δ, alors il existe μF e D(G) portee par F telle que

GμF(x) = u(x) G-p.p.p. sur F

et

GμF(x) <L u(x) sur X.

En effet, soit G\FXF la restreinte de G sur F X F. Appliquant le

theoreme 1 a G\FXF, on obtient immediatement notre corollaire.
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Le corollaire ci-deεsus est une generalisation du resultat de H.

Watanabe qui Γa obtenu dans le cas oύ G veriίie le principe complet du

maximum, u = 1 et oύ G est reguliere.

§ 4. Regularite et balayabilite au sens fort

Dans cette section, nous considererons une relation entre la regularite

et la balayabilite des noyau-fonctions continues.

On suppose encore que G est une noyau-fonction continue verifiant

G(x, x) > 0 sur Δ et que tout ouvert non-vide dans X n'est pas G-negli-

geable.

Posons

S0(G) = {ue S(G); u = 0 G-q.p. a l'infini δ].

Alors on a le lemme suivant:

LEMME 3. Supposons que G < G. Alors SQ(G) est completement addi-

tive, c'est-ά-dire, pour une suite (un)ζ=i ̂  SQ(G) quelconque, 2«=i un ap-

parent a S0(G) des que Σn=xun appartient a S(G).

Demonstration. D'apres la remarque 6, on a

mit «„)(*) = Σ RcΛun){x) ̂  Σ RcΛun)(x) + Σ «,(*)
\n=l I n=l Λ=1 n=k+l

En faisant ω f X et ensuite k -> oo, on a

RG(Σ un)(x) = 0 G-p.p.p. sur X,
\n = l /

d'oύ Σ;:=i un e S0(G).

LEMME 4. Supposons que G < G. Alors, pour μ e D(G), v e D(G) et un

ferme F dans X quelconques, on a

Demonstration. Soit (μn)~=i (resp. (vn)n=i) une suite approximative du

balayage de Gμ (resp. Gv) sur F relativement a G (resp. G). Alors, d'apres

les remarques 4 et 5 on a

ΪRF

G(Gμ)dv = lim [ Gμndv - lim ϊ Gvdμn = lim ί ^ ( G ^ ) d ^
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^ \Rl{Gv)dμ = lira ί GvΛdμ = lim f Gμdvn
J 71-* oo J 72-»co J

••= lim Rl{Gμ)dvn £ f R%βμ)dv,

d'oύ Γegalite demandee.

Le lemme 4 donne le lemme suivant:

LEMME 5. Supposons que G < G. Alors, pour tout ferme F c X et

tout point xe X, la fonction RF

G(Gε^)(x) de y est borέlienne et on α, pour

toute μ e D(G),

RF

G(Gμ)(x) = \jR
F

G{Gεy)(x)dμ{y) sur X

et de plus

Rδ

G(Gμ)(x) = J RG(Gεy)(x)dμ(y) sur {x e X; Rδ

G(Gμ)(x) < + ^}.

Demonstration. D'apres le lemme 4, on a

RF

G(Gεy)(x) = Rl(Gεx)(y),

et done la fonction Rζ(Gεy)(x) de y est borelienne et

J - RF

G(fiμ){x).

Soit (βw)~=1 une exhaustion de X Alors, d'apres le theoreme de

Lebesgue et la decroissance de {Rc

G

Ωn(Gεy)}n=ι, on a

< + col-

RG{Gμ){x) = \\mRc

G

Ωn(Gμ){x) =

= Rδ

G(Gεy)(x)dμ(y)

= lim i?g<

sur 0 •
74 = 1 I

d'oύ la deuxieme egalite demandee.

La proposition suivante resultera

^(Gε,)(x)d«(j)

du present lemme.

PROPOSITION 1. Supposons que G < G. Alors G est reguliere si et

seulement si, pour toute μ e D(G), Gμ = 0 G-q.p. a Γinfinί δ.

Posons

(cf. [13]). Alors, pour μ e D(G) quelconque, le lemme 5 donne
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Hμ(x) = Jff(x, y)dμ(y) = Rδ

G(Gμ)(x) sur {x e X; R'σ(Gμ)(x) < +

LEMME 6. Supposons que G < G. Alors, pour μ e D(G) quelconque, ίl

existe un G-pseudo-potentίel u tel que Von ait:

u(x) = Hμ\x) G-p.p.p. sur X

et

u{x) < Hμ(x) sur X.

Demonstration. Soit (Ωn)ζ=1 une exhaustion de X. Posons

Fm --= Ώm Π {x e X; Gμ(x) ^ m}

et designons par Gμm,n un potentiel balaye inferieurement de RaΩn{Gμ)

sur Fm relativement a G (voir Definition 2). D'apres le theoreme E, (2) et

le lemme 1, il existe une suite (nk)%=1 des entiers positifs a nk < nk+1 telle

que pour tout m ;> 1, la sous-suite (μm,nX^ de (/iTOlW)n=i converge vague-

ment vers une mesure μmeM0 quand ^-^oo. D'apres le theoreme E, (1)

et le lemme 1, on a

Gμm(x) •= lim Gμm^nk(x) - lim Gμm,n(x)
k-

= lim Rc

G

Ω«{Gμ){x) - £T/i(x) G-p.p.p. sur F w .
W-»oo

On remarque ici que {Gμm^n(x)}ζ=1 est decroissante. D'autre part, la suite

{Gμm(x)}Z=i est croissante, car pour tous m et k, Gμm,nk(x) ^ Gμm+Unk(x) sur

X Done on obtient

Hμ(x) = lim Gμm(x) G-p.p.p. sur X.

Posons u(x) = lim^^^ Gμm(x); alors w est un G-pseudo-potentiel demande.

En effet, il est clair que u e S(G) et u(x) ^ G/̂ (x) sur X. En outre, comme

tout ouvert non-vide n'est pas G-negligeable, on a

u(x) = lim inf w(y) ^ lim inf Rδ

G(Gμ)(y) = lim inf ίί/i(x) ^ ί/^(x) sur X
τ/-»x y-*x y^x

car

RG{Gμ){x) = Hμ(x) sur {x e X; Rδ

G(Gμ)(x) < + oo}.

Le lemme 6 est ainsi demontre.

LEMME 7. Supposons que G verifie le principe de continuite. Alors ίl

existe une mesure a e FC(G) telle que Ga(x) > 0 sur X.
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Demonstration. Soient (<yn)n=i u n e base des ouverts relativement com-

pacts de X et (Ωn)n=i une exhaustion de X. D'apres le principe de con-

tinuite de G, il existe vn{Φ 0) e FC(G) a Svn C ωn (n = 1, 2, •). Posons

Γ Γ
an = max maxGvn(x), dyTO, 1

et

Alors a est une mesure demandee. En effet, G est evidemment fini et

continu sur X. Comme pour tout n, ωn Π Sa φ φ, on a Sa = X. Par

consequent Ga(x) > 0 sur X car G(x, x) > 0 sur Δ.

LEMME 8. Supposons que G < G et que G est non-degeneree. Si, pour

toutes μu μ2 e F(G) telles que Gμ^x) est localement borne (ί = 1, 2), Gμ^x) =

Gμ2(x) sur X, alors μx — μ2.

Demonstration. D'apres le lemme 7, il existe une mesure a e FC(G)

telle que Ga(x) > 0 sur X. Posons

K(x, y) = — ^ — G(x, y) sur X X X.

Alors K est une noyau-fonction continue et non-degeneree sur X verifiant

le principe complet du maximum. Evidemment EK(G) = EK(K) et, pour

μ, v e EK(G) quelconques, Gμ(x) = Gv(x) sur X entraine Kμ(x) = Kv(x) sur

X. Done le theoreme D montre que G verifie le principe restreint d'unicite.

Soit (Ωn)n=i u n e exhaustion de X. On designe par μUn la restreinte

de μt sur Ωn et par μf

Un une mesure balayee de μt — μUn sur Ωn relativement

a G (ί = 1, 2). Comme μUn + /i^n est une mesure balayee de μi sur Ωn

relativement a G et μUn + ^, n e EK(G), on a

i"l,n + i"ί,n = μi,n + ^n POUΓ tOUt 71 .

En faisant τ ι ^ CXD, on arrive a μx = μ2, car

0 £ lim sup G^,,(x) ^ lim G(μt - μUr)(x) = 0 sur X (ί = 1, 2),
n-*oo n-*eo

et done (μ', J^=i converge vaguement vers 0 lorsque n —> co (t = 1, 2).

Notre lemme est ainsi demontre.

Notre resultat principal est le suivant:
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THEOREME 2. Soit G une noyau-fonctίon continue sur X verίfiant

G(x, x) > 0 sur Δ. Supposons que tout ouvert non-vίde dans X nyest pas

G-neglίgeable. Alors il y a equivalence entre:

(1) G verifie le principe de domination et est reguliere.

(2) (a) G est balayable au sens fort

et en outre

(b) il existe τ e F(G) et pβ D(G) telles que Gτ(x) < Gp(x) G-p.p.p.
V V V

sur X et Gτ = Gp G-q.p. a Γinfinί δ.

Demonstration. D'abord nous allons montrer que (1) -» (2).

D'apres le theoreme B et le lemme 7, il existe p e FC(G) verifiant

Gρ(x) > 0 sur X. Comme Gρ(x) < + oo sur X, on obtient, d'apres le

lemme 5,

=•- \Rl(Gεy)(x)dp(y) = lim \Rfφy)(x)dp(y)

= lim \Rc

ΰ

a'(Gεx)(y)dp(y) = f Rs

a(Gεx)(y)dp(y) = 0.

Posons τ = 0; alors p et τ sont deux mesures demandees dans (2), (b).

D'autre part, en vertu de la proposition 1, la regularity de G montre

que tout G-pseudo-potentiel appartient a SQ(G). Done le theoreme 1 donne

(2), (a).

Ensuite nous allons montrer que (2) —> (1).

D'apres le lemme 5, il suffit de montrer que pour tout y e X, Hεy(x)

= 0 G-p.p.p. sur X. Soit V un voiginage ouvert et relativement compact

de y. La noyau-fonction G etant balayable, on choisit une mesure balayee

εyiCv de εy sur CV relativement a G. Alors Hεy(x) = Hεy,cv(x) sur X. Soit

(Ωn)n=i une exhaustion de X. On designe par μn la restreinte de εv,cv sur

Ωn Π CΩn^ (n = 1, 2, •). Alors μneEκ(G) et εy,cv = Σ - i ^ Done,

d'apres le lemme 3, il suffit de montrer que pour toute μ e EK(G), Hμ(x)

= 0 G-p.p.p. sur X. En outre, d'apres la remarque 3 et le lemme 3, on

peut supposer que μ e FC(G) Π Mκ. Comme Gp(x) < + oo G-p.p.p. sur X

et μ({x e X; Gp(x) — + oo}) = 0, en designant par vn la restreinte de μ sur

( x e l ; n — 1^ Gp(x) < n} (τi = 1, 2, • •), on a μ = f; vn et [όpdvn < + oo.
n = l J

D'apres la remarque 3, (1), on a vn e FC(G) Π Mκ, et done, en utilisant
encore le lemme 3, on peut supposer de plus que Gpdμ < +

D'apres le lemme 6, il existe β e F(G) telle que

oo



POTENTIEL 159

Gβ(x) = Hμ(x) G-p.p.p. sur X

et

Gβ(x) ^ Hμ(x) sur X.

II suffit de montrer que β = 0. On remarque que

\Hμd(p + τ) ^ f Gμd(p + τ) = J GQo + τ)dμ < + oo .

Comme r e F(G), on a Hμdτ = Gβdτ (cf. Remarque 1), et done

0 = j{Rδ

δ(Gp) - RUGτ)}dμ = J / ^ G / ί ) ^ - r) = ^Hμd(p - T)

^ \Gβd(p - r) = f (G/o -

V V

D'apres Γinegalite Gp(x) > Gr(x) G-p.p.p. sur X, on a β = 0, d'oύ (1).

La demonstration du theoreme 2 est ainsi complete.

Rappelons la demonstration ci-dessus. Alors on aura immediatement

le theoreme suivant:

THEOREME 3. Supposons que G(x, x) > 0 sur Δ et que tout ouvert non-

vide dans X n'est pas G-neglίgeable. Alors il y a equivalence entre:

(1) G vέrifie le principe de domination et est reguliere.

(2) G est balayable et pour toute μ e FC(G) Π Mκ, Hμ(x) = 0 G-p.p.p.

sur X, oύ H(x,y) = Rδ

G(Gεy)(x).

L'exemple suivant montre que la balayabilite au sens fort d'une

noyau-fonction continue n'implique pas necessairement sa regularite.

EXEMPLE.2) Soient X Γespace euclidien Rd a dimension d ;> 3 et U

le noyau newtonien sur Rd. On choisit une mesure ξ e FC(U) verifiant

0 < {dξ < + co. Posons

G(x,y)= U(x,y)+ Uξ(x).

Nous allons montrer que G est balayable au sens fort et n'est pas

reguliere.

On verra d'abord que G < G. En effet, on suppose que pour μ e EK(G)

EK(U) et veMκ, Gμ(x) ^ Gv(x) sur Sμ. Alors

2) Cet exemple a ete indique par M. le Prof. M. Ito pendant la preparation de cet
article.
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Uμ(x) + Uξ(x)\dμ ^ Uv(x) + Uξ(x){dv sur Sμ .

Si \dμ fj I dv, le principe de domination de U donne que Gμ(x) <̂  Gv(x)

sur Rd. Supposons que \dμ > dv. Alors Uμ(x) <̂  CΛ (x) sur Rd et done le

principe du maximum de U et le theoreme A donnent que \dμ fg dv, d'ou

une contradiction. Par consequent, G < G.

II est facile de voir que, pour y e Rd quelconque, Rδ

G(Gεy)(x) — Uξ(x)

sur Rd. Done G n'est pas reguliere.

On verra que G est valayable au sens fort. En effet, soient u un

G-pseudo-potentiel et F un ferme dans Rd. Alors il existe v e D(G) telle

que u(x) ^ Gv(x) sur iϊd. On designe par (μn)n=i une suite approximative

du balayage de u sur F relativement a G. D'apres le theoreme E, (2),

on peut supposer qu'il existe μ e D(G) telle que μn -> ̂  vaguement quand

n—>co. De la meme maniere que ci-dessus, on a

( 7 1 = 1 , 2 , . . . ) ,

car Gμn(x) ^ Gμn+1(x) <ΞJ Gv(x) sur Rd. Si n < m, alors on a

et done

Uμn(x) + Uξ(x) dμn ^ lim Uμm(x) + Uξ(x) lim dμm
J m-»co m->co J

= Uμ(x) + Uξ(x) lim dμm Z7-p.p.p. sur Rd .

La derniere egalite resulte du fait que U est reguliere. Comme μn e EK(G)

et ξeFc(U), le principe du maximum de U et le theoreme A donnent

:lim(l + Jdf) Jd//n ^ Jd// + Jdf li

En faisant n —> oo, on arrive a dμ >̂ lim dμn, d'oύ <i/̂  = lim \dμn .

Done on obtient

Gμ(x) — Uμ(x) + ί7f (x) dμ = lim
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= lim Gμn(x) = u(x) G-p.p.p. sur F

et

Gμ(x) < u(x) sur X.

Par consequent, G est balayable au sens fort.

En vertu des theoremes 2 et 3, on obtient le theoreme suivant:

THEOREME 4. Soit G une noyau-fonctίon continue sur X telle que

G(x, x) > 0 sur Δ et que tout ouvert non-vίde dans X n'est pas G-nέglίge-

able. Supposons que G est non-degέnέrέe. Alors il y a equivalence entre:

(1) G et G verifient le princίpe de domination et sont regulieres.

(2) G et G sont balayables au sens fort.

Demonstration. D'apres le theoreme 2, on a (1) -+ (2), et done on

montrera seulement que (2) —> (1).

Evidemment G et G verifient le principe de domination. Done il

nous reste de voir que G est reguliere. D'apres le theoreme 3, il sufSt

de montrer que pour toute μ e FC(G) Π Mκ, on a Hμ(x) = 0 G-p.p.p. sur

X. Soient ω e ^ , ve FC(G) Π Mκ et (βj~=i une exhaustion de X. On

designe par μn (resp. vCω) une mesure balayee de μ (resp. v) sur CΩn (resp.

Cω) relativement a G (resp. G). Si Ωn 13 ω, on a

μnd{v - vCω) = \G(V- vCω)dμn = 0 .

En faisant n j oo, on a

D'apres le lemme 6 et la balayabilite au sens fort de G, il existe λ e F(G)

telle que

Gλ(x) = Hμ(x) G-p.p.p. sur X.

On va montrer que λ = 0. On designe par λCω une mesure balayee de λ

sur Cω relativement a G. Alors on a

ω = [GλCωdv ^ ί
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d'oύ

Comme v est quelconque, on a Gλ(x) = GλCω(x) G-p.p.p. sur X. Done,

d'apres le lemme 8, on a λ = λCω. En faisant ω | X, on arrive a λ = 0,

d'oύ (1).

Le theoreme 4 est ainsi demontre.

COROLLAIRE. Soίt G une noyau-fonctίon continue sur X telle que

G(x, x) > 0 sur Δ et que tout ouvert non-vide dans X n9est pas G-neglige-

able. Supposons que G est symέtrique et non-dέgέneree. Alors G est

balayable au sens fort si et seulement si elle υerifie leprincipe de domina-

tion et est regulίere.

§ 5. Noyau-fonctions continues reglieres

En vertu du theoreme 2, on peut determiner H(x, y) precisement sous

la forme suivante:

THEOREME 5. Soίt G une noyau-fonctίon continue sur X telle que

G(x, x) > 0 sur Δ et que tout ouυert non-υide dans X n'est pas G-neglige-

able. Supposons que G < G et que G et G sont regulieres. Alors, H(x, y)

= 0 ou bien = + co sur X X X et en outre H(x, y) — 0 si G(x, y) < + oo,

on H(x,y) = Rδ

G(Gεy)(x).

Demonstration. D'apres le theoreme 2, G et G sont balayables. Soit

(Ωn)n=i une exhaustion de X. Pour x e X quelconque, on designe par εXin

(resp. ε^J une mesure balayee de ε̂  sur CΩn relativement a G (resp. G).

Si x e Ωn9 alors ex,n e F(G) et εx,n e F(G) et done

Rc

G

Ω»(Gεx) = GeXtn et Rf «(Gεx) = Gεx,n .

Soit n0 ^ 1 fixe. Alors, pour x, y e Ωna et n Ξ2: n0 quelconques, on a

Gev,n(x) =

Comme {GεVΛ(z)}n=1 est decroissante, le theoreme de Lebesgue montre que

H(x, y) = Rs

β(Gεy)(x) = lim Gεyjx)
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= lim Gεyyn(z)dεXtno(z)

sur u{(xj)ei3 M 0 X βn

Comme nQ est quelconque, on obtient

H(x, y) = 0 ou bien ^ + 0 0 sur X X X.

En partieulier, pour tout (x,y)eXχX verifiant G(x,y) < + 00, on a

H(x,y) = 0,

car

^Gεyjz)dεx,no(z) ^ G(*,;y) < + 00 .

La demonstration est ainsi complete.

§ 6. Noyaux de convolutions continus sur un groupe abelien

Dans cette section, X designe un groupe abelien localement compact

et non-compact a base denombrable.

Lorsque une noyau-fonction continue G sur X est de la forme

oύ k est une function continue sur X a valeurs dans [0, 00] et verifiant

k(x) < + 00 pour tout xeX (φO), on dit que G est un noyau de con-

volution continu sur X. Dans ce cas, k s'appelle la fonction associee a

G.

Remarque 7. Pour que tout ouvert non-vide dans X n'est pas G-

negligeable il faut et il suffit que k est localement sommable (cf. par

exemple, [6]).

En vertu du theoreme 4, on obtient la proposition suivante:

PROPOSITION 2. Soίent G un noyau de convolution continu sur X et

k la fonction associee a G. Supposons que k est localement sommable,

k(0) > 0 et que k n'est pas pseudo-periodique, c'est-ά-dire, pour tout xeX

(Φ 0), les functions k(y) et k(y — x) de y ne sont pas proportίonnelles.

Alors G est balayable au sens fort si et seulement si G vέrίfie le princίpe
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de domination et est rέgulier.

Demonstration. On voit evidemment que G est non-degenere si et

seulement si k n'est pas pseudo-periodique. D'apres le theoreme 4, il

sufϊit de montrer que G est balayable au sens fort si et seulement si G

Test aussi et que G est regulier si et seulement si G Test aussi.

Supposons que G est balayable au sens fort. On a S(G) = {ύ; ue

£(G)}, oύ ύ(x) = u(—x), et pour μ e D(G) quelconque, Gμ = Gμ, oύ μ e M et

fdμ = fdμ pour toute fonction ίinie et continue / sur X a support com-

pact. Soient u un G-pseudo-potentiel et F un ferme dans X. Comme ύ

est un G-pseudo-potentiel, il existe λ e D(G) verifiant ύ{x) = Gλ(x) G-p.p.p.

sur X. Alors on a u{x) = Gλ(x) G-p.p.p. sur X. Soit λ' une mesure

balayee de λ sur F relativement a G, oύ F = {— xeX; xeF}. Alors \f

est une mesure balayee de λ sur F relativement a G. Done G est balay-

able au sens fort.

De la meme maniere que ci-dessus, on peut montrer que la regularite
de G entraine celle de G.

La proposition 2 est ainsi demontre.
Pour un noyau de convolution non-pseudo-periodique verifiant le

principe de domination, il est connu que sa balayabilite et sa regularite
sont equivalentes (cf. par exemple, [1] et [7]). La proposition 2 est au cas
special et important de ce resultat. Mais la demonstration est beaucoup
plus simple.
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