
Radiographie des réseaux parfaits
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Soit� un réseau d’un espace euclidien de dimension n, conte-

nant n vecteurs minimaux indépendants (une condition satis-

faite en particulier par les réseaux parfaits au sens de Voronoı̈).

Nous étudions dans cet article la perfection des réseaux rela-

tifs engendrés par des vecteurs minimaux de � dans le cas de

certains réseaux �classiques�, le plus souvent contenus dans

le réseau de Leech.

Let� be a lattice in a Euclidean space of dimension n, contain-

ing n independant minimal vectors (this condition is verified

in particular by perfect lattices in the sense of Voronoi). We

study in this article the property of perfection for relative lattices

spanned by minimal vectors of � for some “classical” lattices�, for the most part contained in the Leech lattice.

1. INTRODUCTIONLa notion de réseau parfait, ou plus classique-ment de forme quadratique parfaite (voir dé�ni-tions ci-dessous), a fait l'objet de nombreux tra-vaux depuis qu'elle a été considérée (sans qu'ils nelui donnent de nom) par Korkine et Zolotare�. Plusprès de nous, Conway et Sloane [1988b] ont fait unbilan de nos connaissances sur les réseaux parfaitsdans le cas des petites dimensions, et notre articleest en quelque sorte une suite à cet ouvrage.La notion de perfection ne fait intervenir quel'ensemble des vecteurs minimaux des réseaux. Enoutre, l'étude de la perfection d'un réseau � donnéest facilitée lorsque � possède des sections parfaitesde même norme de petite codimension ; en particu-lier, dans le cas de la codimension 1, la perfectionest simplement l'existence de n vecteurs minimauxindépendants en-dehors de la section considérée.Pour ces raisons, il est intéressant de savoir pourun réseau donné, supposé le plus souvent parfait,quelles sont ses sections parfaites de même norme.
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C'est cette question que nous étudions dans cetarticle.Après un x 2 consacré à des rappels sur la perfec-tion, nous étudions au x 3 la possibilité de plongerun réseau donné dans un réseau de dimension su-périeure en respectant les normes minimales, étudeprécisée dans le cas où le réseau que l'on plonge estl'un des 48 (à isométrie près) réseaux parfaits dedimension � 7. Le x 4 est consacré au plongementdes réseaux de petite codimension, et plus particu-lièrement au cas des sections hyperplanes. L'articles'achève par un appendice contenant des rappelssur quelques réseaux classiques.
2. LES RÉSEAUX PARFAITSSoit E un espace vectoriel euclidien de dimensionn. On appelle norme d'un vecteur x 2 E, et l'onnote N(x), le carré scalaire x:x de x (donc, N(x)est le carré de la norme euclidienne kxk de x).Soit � un réseau de E. La norme (minimale) de� est N = N(�) = minx2�x6=0 N(x):
On note S(�) l'ensemble des vecteurs minimauxde � (c'est-à-dire des vecteurs de norme N(�)), etD = det� le déterminant de �. Rappelons que,étant donnée une base B = (e1: : : : ; en) de �, onappelle A = (ei:ej) la matrice de Gram de B ; ona det� = detA, et l'on dit que � est entier siles coe�cients d'une de ses matrices de Gram sontentiers. Cette condition équivaut à l'inclusion � ���, où �� désigne le réseau dual de �. On poses = s(�) = 12 jS(�)j;c'est la moitié du nombre de contacts (�kissingnumber�) de �.Les réseaux qui interviennent dans cet articlesont tous proportionnels à des réseaux entiers, etdonc à un unique réseau � primitif, c'est-à-dire telque les produits scalaires deux à deux de vecteursdu réseau engendrent Z. La norme minimale et le

déterminant de ce réseau primitif sont alors des in-variants de similitude.Un autre invariant de similitude, qui joue un rôleimportant dans la suite, est l'invariant de Smith,suite (q1; q2; : : : ; qn) des diviseurs élémentaires ducouple (��;�), dé�nie ainsi : on a��=� ' Z=q1Z � Z=q2Z � � � � � Z=qnZet qi divise qi�1 pour 2 � i � n. On notera q le pre-mier terme q1 de l'invariant de Smith ; c'est l'an-nulateur du Z-module ��=�.Vu le caractère primitif de �, on a qn = 1 et l'in-variant de Smith de �� est la suite (q�i = q1=qn�i),ce que se démontre en observant que pq�� est leréseau entier et primitif proportionnel à ��.On utilisera généralement la notation simpli�éeSmith(�) = q1:q2: : : : qn (à ne pas confondre avec leproduit des qi, qui est égal au déterminant de �),et le plus souvent sous une forme abrégée obtenueen supprimant les facteurs égaux à 1 et en écrivantpar exemple 122:6:23 plutôt que 12:12:6:2:2:2.De la même façon que l'invariant de Smith per-met de préciser l'information donnée par le déter-minant, la notion de spectre permet de compléterl'information fournie par la donnée des invariantsN et s. Le spectre de x 2 S(�) est la suite desentiers n0; : : : ; nk, où k = [N=2] et ni désigne lenombre de couples�y de vecteurs minimaux autresque �x tels que jx:yj = i [Conway and Sloane1988b, p. 57]. Le spectre (minimal) de � est l'en-semble des suites n0; : : : ; nk, représentant le spectred'un vecteur de S(�), chaque suite étant a�ectéed'un coe�cient égal au nombre de vecteurs mini-maux ayant cette suite pour spectre.(Plus généralement, il est indispensable � parexemple, pour reconnaître des réseaux ou pour cal-culer des groupes d'automorphismes � de consi-dérer la notion de spectre obtenue en remplaçantS(�) par l'ensemble SK(�) des vecteurs de � denorme � K, où K est un réel assez grand pourque SK(�) contienne une base de �. Toutefois, lechoixK = N est su�sant dans les applications auxréseaux qui interviennent dans cet article.)
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Rappelons la dé�nition d'un réseau parfait, no-tion due à Korkine et Zolotare� et étudiée en détailpar Voronoï dans le langage des formes quadra-tiques : dans le langage géométrique de [Bergé etMartinet 1989], il s'agit d'un réseau tel que l'es-pace EndsE des endomorphismes symétriques deE est engendré par les projections orthogonales pxsur les vecteurs x 2 S(�).Si l'on associe à un réseau � muni d'une Z-baseB la forme quadratique tXAX, où A est la matricede Gram de B, et si l'on exprime la matrice de pxdans les bases B� et B, on retrouve la dé�nition dela perfection dans le langage des formes quadra-tiques dé�nies positives : Q = tXAX est parfaite siles matrices X et tX engendrent l'espace Symn desmatrices carrées d'ordre n lorsque X parcourt l'en-semble S(Q) � Zn des vecteurs minimaux de Q.C'est à l'aide de cette propriété que se teste numé-riquement la perfection, qui se ramène à un calculde rang dans R n(n+1)=2 , et en fait dans Zn(n+1)=2(voir ci-dessous).On notera qu'un réseau est parfait si et seule-ment si son sous-réseau engendré par ses vecteursminimaux est lui-même parfait. (Il s'agit bien d'unsous-réseau, car on véri�e sans peine que les vec-teurs minimaux d'un réseau parfait engendrent E.)Korkine et Zolotare� [1877] ont démontré que lesréseaux parfaits sont proportionnels à des réseauxentiers, et Voronoï [1908] a prouvé que, dans unedimension donnée, le nombre de classes de simili-tude de réseaux parfaits est �ni.La classi�cation des réseaux parfaits a été faitejusqu'à la dimension 7. Nous utilisons les notationsde [Conway et Sloane 1988b]. Les 48 classes de ré-seaux parfaits de dimension n � 7 sont notées P in,l'indice i variant de 1 à ni, avec n1 = n2 = n3 = 1,n4 = 2, n5 = 3, n6 = 7, n7 = 33. (Pour n = 7,nous avons remplacé pi7 par P i7, Jaquet [1993] ayantprouvé que la liste des 33 réseaux parfaits trou-vés par Kaye Stacey est e�ectivement complète).Les réseaux P in sont dé�nis dans [Conway et Sloane1988b] par une matrice de Gram à coe�cients en-tiers et premiers entre eux dans leur ensemble. Lanorme du réseau est le plus petit entier �gurant

sur la diagonale. Pour chaque dimension n, les en-sembles des normes qui interviennent sont les sui-vants : n normes1 12, 3, 4 25, 6 2, 47 2, 3, 4, 6, 8, 10
En dimension 8, la classsi�cation est loin d'êtrecomplète. En utilisant une généralisation de l'al-gorithme de Voronoï, Laïhem [1992] a construittous les réseaux parfaits de dimension 8 ayant unesection parfaite de même norme de dimension 7,pourvu que celle-ci ne soit pas l'un des trois ré-seaux de racines E7 = P 17 , D7 = P 47 , A7 = P 337 .Il y a 1171 réseaux parfaits de ce type, notés Lhipour 1 � i � 1171 et rangés par densité décrois-sante (au sens large). Seuls quatre réseaux ont ététrouvés au-dessus de l'un des réseaux de racinesE7, D7 et A7, à savoir, E8, le réseau A28 de Barnes[1959], D8 et A8. Cette liste est vraisemblablementcomplète.On ne connaît que quelques réseaux parfaits dé-pourvus de section parfaite de dimension 7 de mêmenorme (Jaquet, Baril, Napias), et l'on n'a aucuneidée de leur nombre.

3. INCLUSIONS ENTRE RÉSEAUXOn se donne un réseau � entier dans l'espace Ede dimension n, pour lequel on conserve les nota-tions du paragraphe précédent ; en particulier, onpose N = N(�), D = det� et s = s(�), et l'onnote q l'annulateur de �=��, plus petit entier telque �0 = pq�� soit entier. On note N�, D� = D�1et s� les invariants analogues de ��. Le réseau �0est entier, de déterminantD0 = qnD�1 et de normeN 0 = qN�.On se donne par ailleurs un réseauM égalemententier, de dimension m � n et de déterminant d,et l'on cherche si le réseau déduit de M par renor-malisation à la norme de � se plonge dans �.
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Une condition nécessaire pour qu'il en soit ainsiest que la norme de M divise celle de N . Cetteremarque s'applique au réseau P 27 � E�7 , qui estentier de norme 3, et ne contient donc pas de sec-tion parfaite de même norme et de dimension > 1,puisque les réseaux parfaits entiers et primitifs dedimensions comprises entre 2 et 6 ont pour normeminimale 2 ou 4.Nous supposons dans la suite que la norme deM divise celle de �, et nous nous ramenons alorspar homothétie au cas où M a en fait pour normeN = N(�). Nous supposons en outre que M n'estpas de dimension 1, cas dans lequel le plongementde M dans � est trivialement possible.Supposons M plongé dans �. Soit F le sous-espace RM de E. L'intersection F \ � est un ré-seau de F contenant M comme sous-groupe d'in-dice �ni. On dira qu'un tel réseau est une sectionde �.L'application qui à une section L de � associeson orthogonal L? dans �� met en bijection lessections de dimension m de � et les sections dedimension n �m de ��. Le déterminant de L? secalcule tout de suite au moyen de la relationdetL = det�detL?:Au prix d'une renormalisation, on peut remplacer�� par �0, ce qui a pour e�et de multiplier le dé-terminant de �? par qn�m. Revenant au réseauM ,on constate que la relation précédente prend alorsla forme detM[RM :M ]2 = det� q�(n�m) detM?�0 :
Comme le produit [RM : M ]2 detM?�0 est entier,nous avons démontré :
Théorème 3.1. Si un réseau M entier ayant mêmenorme que � se plonge dans �, alors le déterminantde � divise le produit qn�m detM .Dans les exemples qui suivent, on renvoie à l'ap-pendice et à [Conway et Sloane 1988b] pour lesdonnées numériques utilisées.

Exemple 3.2. Dans le cas du réseau � = K12, ona D = 36 et q = 3. Il en résulte qu'un réseau Mentier de norme 2 ou 4 et de dimension � 7 ne peutpas se plonger dans K12 si son déterminant n'estpas divisible par 3. Cela s'applique en particulieraux réseaux E7, D7 et A7 dont les déterminantssont des puissances de 2.Vu l'inclusion A7 � A8, on ne peut pas non plusplonger A8 dans K12, un résultat pour lequel l'ar-gument précédent ne s'applique pas, puisque A8 estde déterminant 9.
Exemple 3.3. De même, comme Smith(P 56 ) = 73 etque les réseaux parfaits de dimension inférieure onttous des déterminants premiers à 7, le réseau P 56ne possède pas de section parfaite de même normedans les dimensions 4 et 5. En revanche, on véri�efacilement que A2 et A3 se plongent dans P 56 .
Exemple 3.4. Dans le cas de � = P 25 , on a D = 2:34et q = 6, ce qui prouve que P 25 n'a pas de sectionparfaite de même norme dans les dimensions 3 et4. Dans le cas de P 26 � E�6 , les égalités D = 35 etq = 3 prouvent que P 26 n'a pas d'autres sectionsparfaites de même norme que P 12 et P 25 , lesquellessont e�ectivement des sections. Un argument ana-logue montre que les sections parfaites de mêmenorme des réseaux P 46 et P 66 sont P 12 , P 13 et P 25 .La considération des spectres des réseaux M et �permet aussi de prouver des impossibilités. En ef-fet, si le plongementM � � est possible, pour toutx 2 S(M), le nombre de vecteurs de S(M) ayantavec x un produit scalaire donné est majoré parle nombre correspondant de vecteurs de S(�). Onen déduit une relation d'ordre sur les spectres desvecteurs qui se prolonge aux spectres eux-mêmes,et le spectre de � doit être supérieur à celui de M .Un cas particulier souvent utile concerne les pro-duits scalaires nuls : si les produits scalaires mu-tuels de S(�) ne prennent pas la valeur 0, il doiten être de même de ceux de M .
Exemple 3.5. Les réseaux de racines de dimensionau moins 3 possèdent des couples de vecteurs mi-nimaux orthogonaux, alors que les réseaux P 35 et
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P 26 n'en possèdent pas. On retrouve ainsi les résul-tats sur ces réseaux donnés dans l'exemple 3.4.
Exemple 3.6. Le réseau P 127 ne possède pas non plusde couple de vecteurs minimaux ortogonaux. Vuque sa norme est 6, ses sections parfaites maxi-males de norme 6 ne peuvent être que des réseauxsemblables à A2, lesquels sont e�ectivement conte-nus dans P 127 .Nous avons écrit un programme permettant de tes-ter l'existence d'une inclusion M � � pour deuxréseaux entiers M et � donnés. Le programme re-normalise M à la norme de � et prend en compteles impossibilités éventuelles liées aux valeurs desnormes et du déterminant et à la compatibilité desspectres. Lorsqu'il ne détecte pas d'impossibilitéa priori, il cherche à appliquer une base donnée(e1; : : : ; em) de M sur une famille (f1; : : : ; fm) devecteurs minimaux de � de mêmes spectres, en uti-lisant un algorithme de backtracking analogue à ce-lui qui est largement utilisé dans la recherche d'uneisométrie entre deux réseaux donnés.Les 47 réseaux parfaits de dimension compriseentre 2 et 7 étant connus, la recherche de sectionsparfaites de dimension � 7 d'un réseau � donnépeut alors se faire par voie informatique. Le pro-gramme recherche les inclusions des réseaux P imdans � pour m croissant de 2 à min(n � 1; 7), etexploite la liste des inclusions entre les réseaux P impour éliminer ceux de ces réseaux qui contiennentun réseau dont l'impossibilité du plongement a étédémontrée auparavant. On s'arrête à m = n � 1parce que le cas m = n est facile à résoudre : l'in-dice d'un sous-réseauM d'un réseau � est égal à laracine du quotient des déterminants. Pour des ré-seaux parfaits de dimension � 7 et de même norme,ce quotient est majoré par 4, et l'égalité n'a lieuque dans le cas M = P 337 ' A7, � = P 17 ' E7.On peut e�ectivement plonger A7 dans E7 ; c'estl'identi�cation E7 = A27 de Coxeter [1951].Le programme a d'abord été appliqué aux 46réseaux parfaits de dimensions comprises entre 3 et7, et a établi la liste de toutes les inclusions P im �P jn avec m < n. Le tableau 1 montre les résultats.

valeurs de i pour m =(n; j) Smith N 0 s� 2 3 4 5 6(3; 1) 4 3 4 1 � � � �(4; 1) 22 2 12 1 1 � � �(4; 2) 5 4 5 1 1 � � �(5; 1) 4 4 5 1 1 1, 2 � �(5; 2) 6:32 3 10 1 � �(5; 3) 6 5 6 1 1 2 � �(6; 1) 3 4 27 1 1 1, 2 1, 3 �(6; 2) 35 2 36 1 2 �(6; 3) 22 2 6 1 1 1, 2 1, 3 �(6; 4) 18:6:3 9 2 1 1 2 �(6; 5) 73 4 21 1 1 �(6; 6) 39:32 9 2 1 1 2 �(6; 7) 7 6 7 1 1 2 3 �(7; 1) 2 3 28 1 1 1, 2 1, 3 1, 3, 7(7; 2) 26 2 63(7; 3) 18:33 9 1 1 1 2 2, 4, 6(7; 4) 4 4 7 1 1 1, 2 1, 3 3, 7(7; 5) 32:42 16 1 1 1 1, 2 1(7; 6) 48:12:4:22 16 1 1 1(7; 7) 180:3 100 3 1 1 1, 2 2 4, 6(7; 8) 48:6:2 27 4 1 1 1, 2 2 4(7; 9) 7280:72 1568 2 1 1(7; 10) 84:7 48 4 1 1 1, 2 5(7; 11) 2520:22 963 4 1 1 1, 2(7; 12) 40:44 15 6 1(7; 13) 2480:31 725 5 1 1(7; 14) 2584:22 912 1 1 1(7; 15) 394:197 115 7 1 1(7; 16) 72:18:23 27 4 1 1 1(7; 17) 2632:22 988 2 1 1(7; 18) 19720:22 5675 2 1 1(7; 19) 168:21:3 64 6 1 1 2(7; 20) 146:73 59 9 1 1(7; 21) 336:16:2 124 4 1 1 2(7; 22) 210:3 108 2 1 1 2 4, 6(7; 23) 1540:7 560 1 1 1(7; 24) 10808 3920 1 1 1(7; 25) 688:42 248 1 1 1(7; 26) 18:62 9 3 1 1 2 2 4(7; 27) 24:33 13 8 1 1 2 4(7; 28) 216:3 112 3 1 1 1, 2 2 6(7; 29) 228:3 108 1 1 1 2 2 4, 6(7; 30) 98:7 49 1 1 1 5(7; 31) 240:3 117 2 1 1 2 2 6(7; 32) 84:32 39 2 1 1 2 2 6(7; 33) 8 7 8 1 1 2 3 7
TABLEAU 1. Pour chaque réseau parfait P jn avecn � 7, on donne les invariants Smith, N 0 et s�.En plus on donne, pour m < n, les indices i telsque P im apparaisse comme section minimale de P jnaprès renormalisation à la même norme minimale.
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valeurs de j pour m =� 2 3 4 5 6 7K7 1 1 1, 2 1, 3 1, 3 �K8 1 1 1, 2 1, 3 1, 3K 08 1 1 2 2, 4, 6 3, 27�8 1 1 1, 2 1, 3 1, 3, 7 1, 4, 33A(2)8 1 1 1, 2 2 2, 4, 6 3, 7, 28K9 1 1 1, 2 1, 2, 3 1, 3, 4, 5, 6, 7 7, 10, 26, 27, 28, 32K 09 1 1 1, 2 2, 3 2, 4, 6 3, 7, 27, 28�9 1 1 1, 2 1, 3 1, 3, 7 1, 4, 33A(2)9 1 1 1, 2 1, 2, 3 4, 6 7, 22, 31K10 1 1 1, 2 1, 2, 3 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 3, 7, 10, 26, 27, 28, 32K 010 1 1 1, 2 2, 3 2, 4, 6 3, 7, 27, 28K 0�10 1 1 1 6, 16�10 1 1 1, 2 1, 3 1, 3, 7 1, 4, 5, 33A(2)10 1 1 1, 2 2 4, 5, 6 7, 8, 10, 22, 30, 31A(3)10 1A(4)10 1 1K11 1 1 1, 2 1, 2, 3 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 3, 7, 10, 26, 27, 28, 32�min11 1 1 1, 2 1, 2, 3 1, 3, 4, 6, 7 1, 4, 5, 7, 8, 28, 29, 31, 32, 33�max11 1 1 1, 2 1, 3 1, 3, 7 1, 4, 5, 33A(2)11 1 1 1, 2 2 4, 5, 6 7, 8, 10, 22, 30, 31K12 1 1 1, 2 1, 2, 3 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 3, 7, 10, 26, 27, 28, 32�min12 1 1 1, 2 1, 2, 3 1, 2, 3, 4, 6, 7 1, 3, 4, 5, 7, 8, 22, 27, 28, 29, 31, 32, 33�mid12 1 1 1, 2 1, 2, 3 1, 3, 4, 6, 7 1, 4, 5, 7, 8, 27, 28, 29, 31, 32, 33�max12 1 1 1, 2 1, 3 1, 3, 7 1, 4, 5, 33A(2)12 1 1 1, 2 2, 3 4, 5, 6 7, 8, 10, 22, 27, 28, 29, 30, 31, 32A(3)12 1 1 1, 2�min13 1 1 1, 2 1, 2, 3 1, 2, 3, 4, 6, 7 1, 3, 4, 5, 7, 8, 22, 27, 28, 29, 31, 32, 33�mid13 1 1 1, 2 1, 2, 3 1, 3, 4, 5, 6, 7 1, 4, 5, 7, 8, 10, 22, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33
TABLEAU 2. Sections parfaites de dimension � 7 de quelques réseaux de dimension � 7 (pour chaque réseau �et chaque m < dim� on donne la liste des indices j tels que P jm soit inclus dans �). On rappelle que K7 et K8ne sont pas parfaits.Le même tableau inclut aussi trois invariants desréseaux P jn qui ne �gurent pas dans [Conway etSloane 1988b] : l'invariant de Smith, la norme N 0du réseau dual dans la normalisation qui le rendentier et primitif, et en�n s� = s(��) = s(�0).Nous avons utilisé les matrices de Gram obte-nues par réduction LLL des matrices de [Conway etSloane 1988b]. Ces matrices, qui ont l'inconvénientde masquer certaines propriétés, comme l'existence

des racines, ont l'avantage de raccourcir les tempsd'exécution et de mettre en évidence pour tous lesréseaux parfaits de dimension � 7 des bases for-mées de vecteurs minimaux.Nous avons aussi appliqué le programme à cer-tains des réseaux �classiques� Kn, K 0n, �n, A(r)nde Barnes�Craig (voir l'appendice), de dimensionscomprises entre 7 et 13. Les résultats se trouventdans le tableau 2.
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Bien que le programme ait été utilisé avec succèsdans de nombreux exemples de dimension � 12, ilatteint là parfois la limite de ses possibilités. Pra-tiquement, sur une station Sparc 3, la mise en évi-dence d'une inclusion P i7 ! � prend de quelquessecondes à quelques minutes. En revanche, prou-ver l'impossibilité d'un plongement nécessite par-fois des calculs très longs ; par exemple, il a fallu,pour prouver l'impossibilité des plongements dansK12 des réseaux P 87 , P 227 , P 297 et P 317 , environ 53,56, 30 et 79 heures de temps CPU.Une question naturelle est de savoir si un ré-seau donné peut se plonger dans le réseau de Leech.L'examen du tableau 2 permet de répondre à cettequestion dans le cas des réseaux parfaits de dimen-sion � 7 :
Théorème 3.7. Tous les réseaux parfaits de dimen-sion � 7 qui sont entiers pour une norme di-visant 4, et en particulier les réseaux parfaits dedimension � 6, se plongent dans le réseau de Leech�24.En e�et, on constate sur la table 2 que ces réseauxse plongent tous dans l'un des réseauxK10 ou �min12 ,à l'exception du réseau P 307 pour lequel nous avonseu recours à �mid13 , et que K10 contient tous les ré-seaux parfaits jusqu'à la dimension 6.
4. SECTIONS DE PETITE CODIMENSIONOn conserve les notations du paragraphe précé-dent. En particulier, �0 désigne le réseau pq��,qui est entier et primitif. Si B = (e1; e2; : : : ; en) estune base de �, de matrice de Gram A, alorsB0 = (pq e�1;pq e�2; : : : ;pq e�n)est une base de �0, dont la matrice de Gram estqA�1 ; on pose e0i = pq e�i .On cherche à explorer les sections parfaites duréseau � au-delà de la dimension 7, en commençantpar la codimension 1. Il s'agit toujours de réseauxde même norme que �.Comme on l'a vu, l'application M ! M?�0 meten bijection les sections de � de dimensionm et les

sections de �0 de dimension n�m. En particulier,les sections hyperplanes de � sont en bijection avecles couples �x de vecteurs primitifs de �0. Expri-més dans la base e0i, ce sont les vecteurs dont lescomposantes sont des entiers premiers entre eux.Comme norme et déterminant coïncident en di-mension 1, le déterminant de la section hyperplaneorthogonale à x est donné par la formuledetM = q�1 det�N(x):On en déduit que les sections hyperplanes les plusdenses de � ont pour déterminant q�1 det�N(�0),et que, pour dresser la liste des sections hyper-planes de déterminant majoré par une constanteK, il su�t d'examiner les vecteurs de �0 de normeau plus qK=det�.Comme les réseaux parfaits possèdent n vecteursminimaux indépendants, on peut majorer les dé-terminants des sections hyperplanes parfaites de �par Nn�1, borne déduite de l'inégalité de Hada-mard. Dans la pratique, cette majoration est trèsmauvaise. Dans les dimensions n � 7, le réseau par-fait le moins dense est An, de déterminant n + 1et de norme 2, alors que l'inégalité de Hadamardrevient à considérer le réseau p2Zn , de détermi-nant 2n, remplaçant une majoration linéaire parune majoration exponentielle. Coxeter a conjecturéque An est le moins dense des réseaux parfaits dedimension n. Bien que nous partagions l'opinionémise dans [Conway et Sloane 1998b], à savoir quecette conjecture pourrait bien être fausse dans degrandes dimensions, nous pensons que la densitéde An est une bonne estimation en petites dimen-sions de la densité minimale des réseaux parfaitsde dimension n, et nous avons systématiquementlimité nos recherches de sections hyperplanes à laborne K correspondant à une section semblable àAn�1, qui est K = n( 12N)n�1.C'est cette borne que nous avons adoptée pourles dimensions 9 et 10. Au-delà, les calculs devien-nent extrêmement longs, et nous ne les avons alorsconduits que pour les premières valeurs prises parla norme sur �0.
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Par exemple, dans le cas de � = K12, on a D0 =36 (K12 est semblable à son dual) et q = 3, et laborne correspondant à A11 est K = 2133�4 � 101.Nous n'avons examiné que les normes N 0 = 4; 6;8; 10; 12; 14 (noter que �0 est isométrique à K12,donc pair). Le nombre de couples de vecteurs denorme N 0 croît très vite avec N 0 (de 378 pourN 0 = 4 à 163296 pour N 0 = 14 ; voir [Conwayet Sloane 1988, tableau 4.11]), ce qui entraîne unecroissance rapide du temps de calcul en fonctionde la norme. À titre d'exemple, voici les résultatspour K12 : il y a à isométrie près une section dansle cas des normes 4; 6; 8; 10; 14 et trois dans le casde la norme 12, et une unique section parfaite pourchacune des normes 4; 6; 8; 12; 14, la première étantbien entendu K11.Voici quelques indications sur l'algorithme uti-lisé.On part d'un réseau � dé�ni à isométrie près parune matrice de Gram A dont les coe�cients sontdes entiers premiers entre eux. On calcule d'abordl'invariant de Smith de � puis la matrice de GramA0 = qA�1 de B0 par une procédure de PARI [Ba-tut et al. 1991]. Les calculs utilisent ensuite desprogrammes écrits en C sans multi-précision de fa-çon à limiter les temps de calcul.On détermine le groupe d'automorphismes de �(ou de ��, ou de �0, c'est la même chose) par uneméthode qui nous a été indiquée par Jaquet, puisles orbites de vecteurs de �0 jusqu'à une borne cal-culée en fonction de la borne K choisie pour lesdéterminants des sections. On se débarasse des vec-teurs non primitifs, et l'on retient en�n un vecteurpar orbite.L'étape suivante est la détermination d'une ma-trice de Gram du réseau M , section de � par l'hy-perplan orthogonal à l'un des vecteurs y 2 �0 re-tenu. Cela se fait par un algorithme de forme nor-male d'Hermite (HNF) [Cohen 1993, p. 66] : dansla base (e01; : : : ; e0n), on écrit y = Pni=1 hie0i; lesyi étant des entiers premiers entre eux. Par divi-sions successives par l'un des yi pour lequel jyijest minimum parmi les composantes non nulles, onconstruit un système "1; : : : ; "n de vecteurs de �

tels que "i:y = 0 pour 1 � i � n � 1 et "n:y = 1.Alors, ("1; : : : ; "n�1) est une Z-base de M .On a ainsi construit un système de représentantsdes sections hyperplanes de � de déterminant � Kmodulo le groupe des automorphismes de �. On re-cherche ensuite les isométries entre sections hyper-planes de façon à avoir �nalement un système dereprésentants modulo isométries des sections hy-perplanes de � de déterminant � K, et l'on testela perfection de ces réseaux.En dimensions n = 9 et n = 10, dans le casdes réseaux �9, K9, K 09, �10, K10, K 010 et K 0�10, onconstate que seul �9 possède une section minimalesembable à An�1, et que les sections hyperplanesparfaites autres que An�1 de ces six réseaux sont dedéterminant beaucoup plus petit que celui qu'au-rait une section de type An�1, même dans le casde K9 qui contient le moins dense des réseaux deLaïhem. Les réseaux de dimension 8 trouvés encoupant �9, K9 et K 09 sont tous des réseaux deLaïhem (c'est-à-dire ils possèdent des sections par-faites de même norme en dimension 7). Dans lecas de �9 ce sont les quatre réseaux E8; A28;D8; A8connus pour posséder l'une des sections E7, D7,A7 ; dans le cas de K9 ce sont les réseaux Lhk pourk = 4; 15; 16; 195; 1154; 1171, et dans le cas de K 09ce sont les Lhk pour k = 3; 16; 61; 1047.On indique maintenant comment adapter le pro-cédé précédant à des codimensions m > 1. C'estpossible, pourvu que m soit petit (en pratique 2ou 3).On doit trouver dans le réseau �0 des systèmesde m vecteurs indépendants ayant un déterminantdonné soumis aux inégalités imposées par la borneque l'on choisit pour les déterminants des sections.En utilisant la réduction d'Hermite�Korkine�Zolo-tare�, on exhibe une constante Km telle que toutréseauM de dimensionm possède une base (e1; e2;: : : ; em) qui véri�e les inégalitésN(e1)N(e2) : : : N(em) � Km detMet N(e1) � N(e2) � � � � � N(em):
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On peut prendre Km = ( 43)m(m�1)=2 ; pour m � 4,le meilleur choix possible est Km = mm .On majore ainsi la norme de e1, puis celle de e2en fonction de la valeur de N(e1), : : :, et un cal-cul �ni (mais nécessitant d'importantes mises enmémoire) permet de faire une liste de m-uples devecteurs de �0 su�sante pour engendrer toutes lessections de dimension m de �0 ayant le détermi-nant voulu. Il faut ensuite éliminer les m-uples dedéterminant trop grand et ne retenir qu'un m-upleparmi tous ceux qui engendrent la même section.On procède en�n comme dans le cas de la codi-mension 1 : on retient une section de dimension mde �0 par orbite, on calcule les orthogonaux dans �par un algorithme HNF, on e�ectue un test d'iso-métrie, et l'on termine en testant la perfection desréseaux de la liste obtenue.Nous achevons ce paragraphe avec quelques ré-sultats expérimentaux obtenus par l'application del'algorithme décrit ci-dessus. On note que, fautede disposer de bonnes minorations de la constanted'Hermite des réseaux parfaits de dimension � 8,on ne peut pas garantir à partir de la dimension9 que l'on a trouvé toutes les sections parfaites demême norme d'un réseau donné �. Le tableau 3donne pour certains réseaux � de dimension n = 9et 10 la liste des sections parfaites de même normeet de codimension 1 ayant un invariant d'Hermiteau moins égal à celui de An�1. Il apparaît clai-rement que la borne de An�1 est très loin d'êtreatteinte, sauf lorsque le réseau An�1 lui-même estune section, un résultat que l'on observe aussi endimension 8 sur les tables de Laïhem [1992].Nous avons véri�é que les sections hyperplanesparfaites de �9, K9, K 09 mentionnées dans le ta-bleau 3 sont toutes des réseaux de Laïhem.

Nous avons également comparé les sections dedimension 9 de K10, K 010 et K 0�10 aux 226 voisins deD9 (dont 136 de norme 4 et 27 de norme 6), dont laliste a été établie par Jaquet [1992] ; on ne trouveque les sections no 12 et no 28 du réseau K10.À partir de la dimension 11, les temps de calculet les volumes de stockage deviennent prohibitifs,et nous n'avons fait qu'une recherche de sections depetit déterminant, conduisant à 13 sections dans lecas deK11, et à seulement 4 dans le cas deK12 déjàmentionné (voir la page 4).
5. APPENDICE : QUELQUES RÉSEAUX CLASSIQUESNous donnons maintenant une brève descriptionaccompagnée de références des réseaux utilisés danscet article. Nous donnons aussi pour chaque réseau� rencontré son invariant Smith, ainsi que, dans lecas des réseaux parfaits de dimension � 7, la normeN 0 du réseau �0 entier et primitif proportionnelà �� et l'invariant s� = s(��), invariants qui nese trouvent que rarement dans la littérature (voirles tableaux 1 et 4). On déduit de ces invariantsla norme du réseau dual et l'invariant 0n(�) de[Bergé et Martinet 1989], à savoir N(��) = q�1N 0et 0n(�) = N(�)N(��) = q�1NN 0, où q est lepremier terme de Smith(�).Nous ne revenons pas sur les 48 réseaux parfaitsde dimension � 7, pour lesquels nous renvoyons aux 2, à la table 1, et à l'article [Conway et Sloane1988b].Les réseaux de racines irréductibles et primitifssont Z, An pour n � 2, Dn pour n � 4, et En pourn = 6; 7; 8 [Coxeter 1951]. Z et E8 sont unimodu-laires, et les réseaux P 1n pour 1 � n � 7 sont Z, A2,A3, D4, D5, E6, E7 ; on a en outre les similitudesréseau �9 K9 K 09 �10 K10 K 010 K 0�10nombre de sections 29 57 26 141 189 26 16nombre de sections parfaites 4 6 5 4 10 3 2numéro des sections 1, 3, 6, 28 3�6, 12, 21 1�4, 6 1�4 1�5, 7, 12, 14, 15, 28 1�3 1, 2

TABLEAU 3. Sections hyperplanes de réseaux de dimension 9 et 10. On donne successivement le nombre declasses d'isométrie de sections hyperplanes de même norme trouvées, le nombre de ces sections qui sont parfaiteset leur numéro dans la liste par invariant d'Hermite décroissant.
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E�6 � P 26 et E�7 � P 27 . Les invariants des réseaux Ansont Smith(An) = n+1, N 0 = n, s� = n+1. Ceuxdes réseaux Dn sont les suivants : Smith(Dn) = 22ou 4 selon que n est pair ou impair, N 0 = 2 ou 4selon que n est pair ou impair, s� = 12 ou n selonque n = 4 ou n � 5.Les réseaux laminés �n, pour 0 � n � 24, sontdécrits dans [Conway et Sloane 1988a, ch. 6] ; ilssont entiers de norme 4. On a �n ' p2P 1n pour1 � n � 7, �8 ' p2E8, et �24�n est isométriqueà �?n pour 0 � n � 24, l'orthogonalité étant calcu-lée dans le réseau de Leech �24. Ils sont uniques àisométrie près sauf dans les dimensions 11; 12; 13.Pour n = 11; 12, l'orthogonalité associe �minn à�min24�n et �maxn à �max24�n, pendant que pour n = 12elle associe aussi �midn à �mid24�n.Pour décrire les réseaux Kn (dé�nis pour 0 �n � 24 par Leech) et K 0n (dé�nis dans [Martinet1992]), on revient à la dé�nition originale de K12[Coxeter et Todd 1953] utilisant des congruencessur l'anneau A des entiers d'Eisenstein. On cons-truit une suite de sections de� = K12 � K11 � � � �de façon que les réseaux obtenus aient la densitéla plus grande possible. On constate alors que K10n'est pas stable par A. La série K 0n s'obtient en im-posant cette stabilité pour n = 10; 8; : : : . On peutobtenir les séries Kn et K 0n pour 12 � n � 24 enmunissant �24 d'une structure sur A, en plongeantK12 dans �24 de façon compatible avec les struc-tures de A et en se ramenant par orthogonalité auxdimensions � 12 [Martinet 1992], où les réseauxK 0n sont identi�és à des réseaux faiblement laminésau-dessus de K12 construits par Plesken et Pohst[1993]. (Les réseaux �n, pour 0 � n � 24, sont lesplus denses connus sauf dans les trois dimensionsoù ils ne sont pas uniques ; de même, les sections etlaminations de K12 cessent d'être les plus denses àpartir des dimensions 10 et 14 où apparaissent lesréseaux K 0n de même densité.)Comme �24 est unimodulaire, on a les égalitésSmith(L) = Smith(L?) pour tout réseau entier de

norme 4 contenu dans le réseau de Leech, à condi-tion de prendre pour invariant de Smith de L (et deL?) les diviseurs élémentaires de L�=L, que L soitou non primitif. Les réseaux �n,Kn etK 0n sont par-faits, sauf K 03, K 04, K7 et K8. On a K 0n = Kn pourn = 11; 12; 13, ainsi que des isométries Kn ' �npour n � 6 et n � 18, K 0n ' �n pour n � 2 etn � 22 [Conway et Sloane 1988a, ch. 6 ; Marti-net 1992]. Avec les notations de [Conway et Sloane1988b] et de [Barnes 1959], on a aussiK 08 ' A8;0 ' L48;K 06 ' P 26 ; K 07 ' P 37 ;K 05 ' P 25 :Le tableau 4 donne les invariants de Smith dequelques uns de ces réseaux ; on trouvera diverscompléments dans [Napias 1994].
� Smith � Smith � Smith � SmithK7 24:24 K10 18:6:32 �9 8:26 �min12 82:42K8 122:22 K 010 62:33 �10 12:4:24 �mid12 44:22K 08 9:34 K11 12:34 �min11 16:42:22 �max12 42:26K9 24:62 K12 36 �max11 43:23 �mid13 45K 09 36:33

TABLEAU 4. Invariants de Smith (diviseurs élémentaires).(En considérant des sections hyperplanes succes-sives de densité maximum de l'orthogonal dans �24de �mid13 , on construit une suite de réseaux de norme4 dans les dimensions 11, 10, : : :, qui sont parfaitssauf en dimension 8 et qui coïncident avec les �npour n � 7 ; cette coïncidence en dimension 7 rendcompte de la possibilité découverte par Plesken etPohst [1993] de plonger �mid13 dans �17.)Nous avons aussi étudié les réseaux de di�érencesde Craig A(r)n [Conway et Sloane 1988a, ch. 8, x 6],qui sont parfaits de minimum 2r pour r = 2 (cesont les réseaux Pn de [Barnes 1957]) et conjec-turalement lorsque n + 1 est premier et que r estassez petit par rapport à n [Bachoc et Batut 1992,x 3]. Ces réseaux fournissent parfois d'intéressantsexemples de réseaux parfaits possédant peu de sec-tions parfaites de même norme.
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