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On étudie expérimentalement le rang des courbes elliptiques

sur Q obtenues par spécialisation entière du paramètre t de

courbes de rang allant de 0 à 4 sur Q (t).
This is an experimental study of the rank of elliptic curves overQ obtained by specializing to integer values the parameter t of

curves over Q (t) having rank 0 to 4.

1. INTRODUCTIONL'étude du rang des courbes elliptiques E sur Qest un thème où de nombreuses questions restentà ce jour conjecturales. L'une des plus importantessemble être de savoir si ce rang est borné ou nonet, plus généralement, de déterminer la distribu-tion des di�érentes valeurs possibles lorsqu'on faittendre le conducteur des courbes considérées versl'in�ni.Plus généralement, on peut se poser la questionsuivante : que peut-on dire du rang des courbes el-liptiques obtenues par spécialisation à partir d'unefamille de courbes elliptiques paramétrées par unevariété contenant une in�nité de points rationnels?Ces rangs sont-ils bornés? Pour quelles valeurs de robtient-on une proportion non-nulle de courbes derang r?Cette question est motivée par exemple par uneméthode classique de construction de courbes degrand rang sur Q : on part d'un familles de courbeselliptiques, de préférence de grand rang sur soncorps de dé�nition, et on considère, parmi de nom-breuses spécialisations du ou des paramètres, cellesqui conduisent au rang le plus élevé [Mestre 1992 ;Fermigier 1992 ; Nagao 1992 ; 1993a ; 1993b].
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On peut s'interroger de façon théorique sur l'e�-cacité de ce procédé, c'est-à-dire voir si en partantpar exemple d'une courbe de rang r sur Q (T ), ona autant de facilité à obtenir une courbe de rangr + n qu'à obtenir une courbe de rang r0 + n enpartant d'une famille de rang r0.Nous montrons ci-dessous qu'une telle hypothèse,due en particulier à Armand Brumer, semble rai-sonnable. Plus précisément, d'après les exemplesque nous avons calculé, il semblerait que pour unefamille de rang r sur Q (t) on trouve des propor-tions non-nulles de courbes de rang r, r + 1, r + 2et r+3, et aussi qu'il y ait des similitudes de com-portement entre les di�érentes courbes, y comprispour des courbes provenant de familles de rangsdi�érents sur Q (t).Notons que plusieurs résultats théoriques sur cetype de questions ont été obtenus récemment : voiren particulier [Billard 1995 ; Fouvry et Pomykala1993 ; Michel 1995 ; Rohrlich 1993].
2. MÉTHODE DE CALCUL DU RANGLa méthode de calcul du rang considérée consiste� à en fournir une borne inférieure, en exhibantdes points rationnels indépendants ;� à en fournir une borne supérieure, à l'aide des� formules explicites� ;� éventuellement, à utiliser le signe de l'équationfonctionnelle des fonctions L, pour déterminerla parité du rang.Les deux derniers points font intervenir les fonc-tions L, et nécessitent donc de supposer vraies lesconjectures de Birch et Swinnerton-Dyer, et de Shi-mura, Taniyama et Weil.
Recherche des pointsOn recherche de façon systématique des pointsrationnels de petite hauteur. Pour cela, on écritl'équation de la courbe elliptique E sous la formeY 2 = f(X) avec f(X) = X3 + c4X + c6, en uti-lisant par exemple les formules de [Tate 1975] ou[Silverman 1986]. On considère alors les x = m=n,

avec m et n entiers dans certains intervalles �xés apriori et n un carré, et on cherche les valeurs de xtelles que f(x) est un carré dans Q .Plus précisément, pour chaque valeur de n, onconsidère l'équation Y 2 = f(m=n). En notant d leppcm des dénominateurs de f(X=n), on est doncamené à regarder l'équation Y 02 = d2f(m=n) =g(m), avec y0 = dy 2 Z et g 2 Z[m], ce qui per-met de faire les calculs en entiers et d'utiliser uneméthode de crible : dans un premier temps, on ta-bule les symboles de Legendre �g(m)p �; en utili-sant de l'arithmétique multiprécision, pour p pre-mier impair inférieur à 100 et pour 0 � m < p,puis on fabrique ensuite des tables qui relèvent cesrésultats modulo des produits de tels nombres pre-miers, calculés de façon à éliminer le plus grandnombre de candidats. Dans un deuxième temps, cestables sont parcourues simultanément et lorsqu'unm passe le crible, on regarde alors directement sig(m) est un carré.Le principal avantage de cet algorithme est que,une fois la phase préliminaire passée, l'essentiel descalculs a lieu en entiers courts (32 bits). On n'a àévaluer g(m) (en entiers multiprécision) que lorsquem passe le crible, c'est-à-dire en de très rares oc-casions. Le reste du temps, les seules opérationsnécessaires sont des incrémentations de pointeurs,des lectures de tables et des tests, sans qu'il y aitd'opérations arithmétiques complexes (multiplica-tion, division) à e�ectuer.Quelques essais nous ont convaincu que les meil-leures performances (pour des intervalles de re-cherche importants) étaient obtenues avec 5 tablesde taille environ 10000, sans que ces chi�res soientsensiblement importants.
Formules explicitesUne façon e�cace d'obtenir des majorations durang, pour les courbes elliptiques de conducteurraisonnablement important (108 sur nos exemples,voir beaucoup plus pour les courbes de rang plusélevé) consiste à utiliser les formules explicites, dé-couvertes par Weil dans le cas des corps de nombre
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et adaptées par Mestre [Mestre 1986] dans le casdes courbes elliptiques.Néanmoins, pour obtenir les meilleurs résultatspossibles, on est obligé de supposer l'hypothèse deRiemann généralisée pour ces courbes.Soit E une courbe elliptique qui véri�e les conjec-ture de Birch et Swinnerton-Dyer et de Shimura,Taniyama et Weil, de conducteur NE et dont lafonction L s'écrit LE(s) = Pn ann�s. Soit F unefonction réelle à support compact telle que F (0) =1 et telle que (F (x)� F (0))=x est à variation bor-née. Alors on aX� �(�) + 2Xp;m bpmF (m log p) log ppm= logNE � 2 log 2� � 2Z 10 � F (x)ex � 1 � e�xx � dx;où bpm = �mp + 	�mp si ap = �p + 	�p, avec �p valeurpropre du Frobenius en p, lorsque p 6 jN , et bpm =�mp pour pjN ; P� signi�e la somme sur les zérosde L situé dans la �bande critique� 0 < Re s <2 ; Pp;m désigne la somme sur tous les nombrespremiers p et tous les entiers strictement positifsm ; en�n � est dé�nie par
�(s) = Z +1�1 F (x)e(s�1)xdx:

Supposons maintenant que tous les zéros de LEde la bande critique sont situés sur la droite cri-tique Re s = 1 (hypothèse de Riemann générali-sée). Soit F est une fonction à transformée de Fou-rier positive, c'est-à-dire telle que �(s) � 0 sur ladroite critique. On peut prendre par exemple lafonction F�(x) = f(x=�) avec
f(x)=8<: (1�jxj) cos�x+ sin� jxj� pour jxj<1,0 pour jxj�1.Ainsi, F� est à support compact et de classe C2par morceaux. Si r est la multiplicité de 0 en tantque zéro de LE, conjecturalement égale au rang deE par la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer,

on obtient la majoration du rang rgE � br+� (E)c,oùr+� (E) = ��(1)�1��log NE(2�)2 � 2 Xpm<e� bpmF�(m log p) log ppm�2Z 10 �F�(x)ex � 1 � e�xx � dx�;
avec ��(1) = 2 R �0 F�(x) dx = ��1(1). Notons quer+� (E) converge vers rgE quand � tend vers l'in�ni.Le calcul des coe�cients ap, à l'aide de l'algo-rithme baby step / giant step de Shanks-Mestre,reste raisonnablement rapide pour p < 105 voireplus.Il existe d'autres méthodes de majoration durang, exposées dans [Buhler et al. 1985] ou [Ge-bel et Zimmer 1994]. Ces méthodes reposent sur lecalcul de L(r)E (1) dont on souhaite montrer la non-annulation pour r = rgE. Mais ce calcul nécessitede l'ordre de O(pN) coe�cients an, si on connaitle signe de l'équation fonctionnelle, et plus encoresi on ne le connait pas.Bien que ce soit di�cile à justi�er théorique-ment, on obtient avec les formules explicites debonnes majorations plus rapidement, dans le casdes courbes de rang élevé. En e�et, comme la qua-lité de la majoration obtenue dépend des zéros dela fonction LE dans la bande critique, qui restentà ce jour très mal connus, il n'est pas possible dedéterminer a priori une valeur du paramètre decoupure � qu'il convient de choisir pour obtenir lavaleur exacte du rang.Il apparaît cependant comme évident que les cal-culs, comme avec toute méthode qui utilise les fonc-tions L, sont d'autant plus rapides que les conduc-teurs des courbes considérées sont petits. Une éva-luation expérimentale de ce phénomène a fait l'ob-jet d'une étude plus poussée, présentée à la sec-tion 5.Notons aussi que l'hypothèse de Riemann géné-ralisée n'est pas indispensable pour faire marcherles formules explicites : il su�t de remplacer F� par
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G� avec G�(x) = F�(x)=ch(x). La fonction G� estalors à transformée de Fourier positive dans toutela bande critique, ce qui nous a�ranchit de GRH.Le problème est que maintenant r+� (E) ne tendplus vers rgE quand � tend vers l'in�ni. Alorsr+� (E) admet un minimum puis tens vers l'in�niavec �. Ce minimum peut su�re à calculer le rangpour les courbes de petit conducteur, mais ce n'estpas le cas pour les courbes de gros conducteur.
Parité du rangSoitE une courbe elliptique qui véri�e les conjec-tures de Birch et Swinnerton-Dyer et de Shimura,Taniyama et Weil. Alors la parité de son rang estdonnée par le signe de l'équation fonctionnelle desa fonction L. Plus précisément, si on pose �E(s) =(2�)�sN s=2E �(s)LE(s), alors on a�E(2� x) = "�E(x); avec " = (�1)rgE(Q) .D'après Deligne [1973], " s'écrit comme un pro-duit de facteurs locaux :" = � Ypj�E "p:Ces facteurs locaux ont été calculés explicitementdans de nombreux cas. Ainsi d'après Atkin-Lehner[Atkin et Lehner 1970], on sait que si E a réductionmultiplicative, on a pour tout p :"p = �ap = ���c6p � ;si E a réduction additive, on sait déterminer "ppour tout p > 3 en fonction de p et du type deKodaira de Ep. Ces résultats, que l'on peut retrou-ver à l'aide par exemple de [Rohrlich 1993] et [Tate1975], sont résumés par le tableau 1.En résumé, pour toute courbe qui a réductionsoit lisse, soit multiplicative en 2 et 3, on peut dé-terminer son rang r en ne connaissant que r � 1générateurs du groupe de Mordell-Weil, et en sa-chant que br+� (E)c � r + 1. Ceci permet donc decalculer le rang beaucoup plus rapidement.A�n d'obtenir de grands nombres de courbes dechaque famille pour nos calculs, on n'a considéré

type "p validitéIn ���c6p � p quelconqueII ��1p � p > 3III ��2p � p > 3IV ��3p � p > 3I�0 ��1p � p > 3II� ��1p � p > 3III� ��2p � p > 3IV� ��3p � p > 3I�n ��1p � p > 3
TABLEAU 1. Valeurs de "p.que des familles qui ont réduction lisse ou multi-plicative en 2 et 3, lorsqu'on spécialise le paramètreen des valeurs entière. C'est cet argument qui nousa incité à ne considérer que des spécialisations en-tières, et non pas rationnelles, car il n'aurait pasété possible d'éviter d'avoir des réductions addi-tives en 2 et 3.A noter que pour plus de 20000 courbes, on apu déterminer exactement le rang à l'aide de la re-cherche des points rationnels et des formules expli-cites, et véri�er que les résultats coïncidaient tou-jours avec ce que prédit la parité, ce qui constitueune véri�cation partielle de l'algorithme.

Considérations pratiquesLes méthodes de minoration et de majoration durang considérées dépendent chacune de constantes :d'une part les hauteurs maximales des points quel'on recherche, et d'autre part le nombre de coe�-cients ap considérés dans les formules explicites.On est donc amené à procéder de manière ité-rative : on augmente les valeurs de ces constantes,
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jusqu'à ce qu'on obtienne une fourchette d'estima-tion qui permette de déterminer le rang de façonsûre, avec l'aide éventuelle de l'équation fonction-nelle.Il semble que l'étape la plus importante soit larecherche des points de petite hauteur, qui peutprendre plusieurs dizaines d'heures avant de pro-duire un nouveau point.Pour les calculs que nous avons réalisés, on adéclaré le rang d'une courbe inconnu après avoircherché les points d'abscisse x = m=n avec jmj <320000, n carré, 0 < n < 640, et calculé r+� avecexp� = 70000.
Considérations informatiquesPour réaliser les calculs, on a utilisé des pro-grammes C construits à l'aide de la bibliothèquede calculs arithmétiques PARI, ainsi qu'une librai-rie de distribution de calculs développée elle-mêmeau-dessus du système PVM3 [Geist et al. 1994].Le principe de cette librairie est de pouvoir pro�-ter des stations de travail d'un (ou plusieurs) site(s)de recherche pendant les heures où elles ne sont pasutilisées par leurs utilisateurs légitimes. De gros ef-forts ont été fournis a�n de rendre le système leplus transparent possible pour les utilisateurs desstations.En ce qui concerne la distribution des calculs,elle se fait suivant le schéma maître / esclave, avecun programme maître qui envoie, à l'aide de PVM,l'ordre de calculer le rang d'une courbe donnée àdes processus esclaves qui s'exécutent sur les sta-tions où personne ne travaille. Lorsqu'un utilisa-teur se loge sur une station, les calculs sont aban-donnés et le programme esclave termine, a�n de nepas encombrer la mémoire de la station. La mêmecourbe est envoyée ultérieurement à une autre sta-tion lorsqu'elle est libérée, ou lorsqu'elle �nit soncalcul en court.Les calculs ont été réalisés sur les machines dudépartement de mathématique et d'informatiquede l'École Normale Supérieure, soit environ 60 sta-tions SPARC. Ils ont duré environ quatre mois, ce

qui représente de façon très approximative 30000jours�Mips de travail CPU.Une partie des calculs a été également e�ectuéesur la Connection Machine CM5 de l'institut dephysique du globe, à Jussieu (la CM5 est une ma-chine multiprocesseur à processeurs SPARC, surlaquelle le programme peut s'exécuter suivant lemême principe, avec très peu de modi�cations).
3. LES COURBES CONSIDÉRÉESIl s'agit de construire des courbes sur Q (t) derang allant de 0 à 4. Pour cela, on assigne un certainnombre de points et on regarde quelles contraintescela entraîne sur les coe�cients de la courbe.Il n'est pas di�cile de montrer que les pointsrationnels P1; : : : ; Pr qu'on leur a assigné sont in-dépendants, en spécialisant t en quelques valeursrationnelles et en calculant le rang de la matricedes hauteurs canoniques hi;j = hPi; Pji : d'après lethéorème de spécialisation de Silverman, les pointsobtenus par spécialisation �nissent par devenir in-dépendants au bout d'un nombre �ni d'essais (quin'est pas connu a priori).Il est plus délicat de montrer que les courbesconsidérées n'ont pas de points indépendants sup-plémentaires. Pour cela, on peut calculer le rangde la réduction de E sur Fp(t), qui est égal aurang de E sur Q pour p assez grand. Ceci peut sefaire à l'aide du théorème de Shioda [Shioda 1990],qui a�rme que le groupe de Mordell-Weil d'unecourbe sur un corps de fonctions est engendré pardes points de la forme P = (x; y) (dans le modèlede Weierstraÿ) avec x = �t2 + �t +  (il n'y aqu'un nombre �ni de tels points, donc l'algorithmetermine).On n'a pas réalisé ces calculs, mais plutôt admisque le rang d'une famille est le plus petit r tel qu'unpourcentage non-négligeable (c'est-à-dire supérieurà 10%) de courbes spécialisées est de rang r.Comme l'utilisation de la parité du rang néces-site que les courbes aient réduction lisse ou multi-plicative en 2 et 3, on a par ailleur éliminé toutes lescourbes qui ne répondaient pas à ce critère (il su�t
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pour le véri�er de tester un nombre �ni de valeurde t). On a pour cela réalisé un programme qui�ltre les �mauvaises� courbes.En�n, pour l'intérêt de notre expérience, aucunecourbe considérée ne doit bien évidemment êtreconstante, ni être isotriviale (en e�et, les �tordues�se comportent conjecturalement de façon très par-ticulière). Ceci nous conduit donc à ne considérerque des courbes d'invariant j non-constant.Dans ce qui suit, on écrit les courbes elliptiquessous la forme de Weierstraÿy2 + a1xy + a3y = x3 + a2x2 + a4x+ a6:
Courbes de rang 0On a choisi des courbes avec des petits coe�-cients (linéaires en t), de façon à ce que le conduc-teur n'augmente pas trop vite avec t, sans autrescontraintes particulières.
Courbes de rang 1On a considéré des courbes avec (0; 0) commepoint rationnel, ce qui conduit à la contrainte a6 =0. Il faut néanmoins faire en sorte que a1 ou a3soient non-nuls, de façon à ce que (0; 0) ne soit pasun point de torsion (d'ordre 2).
Courbes de rang 2On a utilisé des courbes construites de sorte que(0; 0) et (1; 0) soient des points rationnels. On abou-tit aux contraintes a6 = 0 et a2 + a4 + 1 = 0, cequi nous a conduit à poser a2 = t, a4 = �t � 1 età faire varier a1 et a3 de façon à obtenir plusieursfamilles.
Courbes de rang 3 et 4Soit P = (x � �1)(x � �2)(x � �3)(x � �4), etQ = P (x � t)P (x + t). Alors Q peut s'écrire Q =S2 � R, avec S de degré 4 et R de degré 3 surQ [�1 ; �2; �3; �4; t]. Lorsqu'on spécialise �1; : : : ; �4en des valeurs entières, on obtient pour une in�nitéde valeurs un polynôme R tel que la courbe y2 = Rest une courbe elliptique. Par ailleurs, elle possède16 points rationnels de la forme (�i+t; �R(�i+t))

et (�i + t; �R(�i + t)), dont 4 au plus peuventêtre indépendants : en e�et, il n'est pas di�cile detrouver des relations de la forme Pi+Pj = P 0i +P 0j .Pour avoir une courbe avec 3 points, il su�t deprendre �3 = �4 = 0, ce qui donne les courbes :y2 = 4(�1 + �2)x3� 4�1�2x2 + 4t2(�1 + �2)x+ t2(�1 + �2):En choisissant �1 et �2 tels que 0 < j�2j < �1, onobtient ainsi des courbes non-isomorphes qui onten général 3 points indépendants.Pour les courbes de rang 4, on peut s'imposerP�i = 0, à cause de l'invariance par translation.Si on écrit P sous la forme P = x4+b2x2+b1x+b0,on obtient des courbes de la forme :y2 = �8b1x3+(4b22�16b0)x2+(4b1b2+8t2b1)x+b21:Notons en�n que comme les familles obtenuespar cette dernière méthode sont dé�nies sur Q (t2).On n'a donc spécialisé t qu'en des valeurs positives.
4. COMMENTAIRES DES RÉSULTATSNous présentons, dans les tableaux 2, une syn-thèse des résultats obtenus.Chaque tableau donne :� les coe�cients a1; a2; a3; a4; a6 de la courbe ;� le �type� du discriminant, c'est-à-dire le nombrede racines simples, doubles, etc., l'in�ni étantcompté avec la multiplicité qui convient (avec lanotation suivante : ab signi�e b racines a-uples) ;� la plus petite (tmin) et la plus grande (tmax) va-leur du paramêtre t des courbes dont on a pucalculer le rang, ainsi que le nombre total decourbes calculées dans la famille (c'est-à-direpour tmin � t � tmax, en enlevant les courbessingulières) ;� la valeur maximale du logarithme en base 10du conducteur des courbes où le calcul a échoué(c'est-à-dire pour t = tmax + 1 ou t = tmin � 1).� le pourcentage de courbes de rang 0, 1, 2, etc.parmi les courbes considérées.� le pourcentage de courbes de rang pair ;
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coe�cients sur Q(t) type # log10 % de spécialisations de rang égal à % ranga1 a2 a3 a4 a6 de � tmin tmax tot Nmax 0 1 2 3 4 5 pair moyfamilles de rang 0 sur Q (t)1 0 0 t 0 112191 �999 865 1864 7:68 39:38 47:69 12:34 0:59 0:00 51:72 0:741 �2 0 t 0 112191 �876 801 1677 7:69 35:48 51:22 12:88 0:42 0:00 48:36 0:781 1 0 t 0 112191 �600 700 1300 7:50 37:92 49:92 11:38 0:77 0:00 49:31 0:751 0 0 2 t 12101 �457 757 1215 8:39 33:25 46:17 17:94 2:55 0:08 51:28 0:901 0 0 �1 t 12101 �464 678 1143 8:30 36:57 47:16 13:82 2:27 0:17 50:57 0:821 0 �2 1 t 12101 �470 636 1106 8:25 31:65 50:36 16:55 1:45 0:00 48:19 0:881 0 1 �1 t 12101 �480 612 1093 8:21 31:66 47:94 18:30 2:10 0:00 49:95 0:911 1 �1 1 t 12101 �476 606 1083 8:20 32:23 50:14 15:60 2:03 0:00 47:83 0:871 1 1 1 t 12101 �427 594 1022 8:18 31:02 49:51 17:51 1:86 0:10 48:63 0:91�1 1 �2 1 t 12101 �399 595 995 8:19 30:35 48:14 19:60 1:91 0:00 49:95 0:931 1 �3 1 t 12101 �364 614 978 8:22 35:48 47:65 15:54 1:33 0:00 51:02 0:831 0 �1 1 t 12101 �284 698 983 8:32 28:99 48:93 19:94 2:03 0:10 49:03 0:95�1 1 �3 1 t 12101 �489 486 976 8:01 30:43 50:31 17:01 2:25 0:00 47:44 0:910 1 1 1 t 12101 �363 612 976 8:21 28:07 49:08 20:39 2:36 0:10 48:57 0:971 0 0 1 t 12101 �276 694 971 8:32 31:31 48:71 16:99 2:99 0:00 48:30 0:920 1 3 1 t 12101 �321 610 932 8:21 27:58 49:03 20:82 2:47 0:11 48:50 0:981 0 1 �2 t 12101 �378 542 921 8:11 34:42 42:89 19:76 2:93 0:00 54:18 0:911 0 1 1 t 12101 �382 502 885 8:04 31:64 48:47 17:97 1:92 0:00 49:60 0:90�1 1 0 1 t 12101 �363 481 845 8:00 31:24 47:22 18:46 3:08 0:00 49:70 0:931 0 1 2 t 12101 �244 576 821 8:16 30:57 50:06 16:69 2:56 0:12 47:38 0:921 0 2 1 t 12101 �354 452 807 7:95 34:08 46:84 16:98 2:11 0:00 51:05 0:871 0 0 �2 t 12101 �325 437 763 7:92 33:68 46:79 16:78 2:75 0:00 50:46 0:891 0 �3 1 t 12101 �252 454 707 7:96 31:54 48:23 17:68 2:55 0:00 49:22 0:911 1 �2 1 t 12101 �205 339 544 7:70 28:31 52:39 18:75 0:55 0:00 47:06 0:921 1 1 t 1 1391 �189 134 324 8:64 41:98 51:23 6:48 0:31 0:00 48:46 0:651 0 2 t 1 1391 �126 181 308 8:59 43:18 47:40 9:09 0:32 0:00 52:27 0:671 1 3 t 1 1391 �191 115 306 8:65 39:87 54:25 5:56 0:33 0:00 45:42 0:660 1 3 t 1 1391 �159 135 295 8:42 36:27 49:15 12:54 2:03 0:00 48:81 0:801 1 2 t 1 1391 �150 141 292 8:34 37:33 52:05 10:62 0:00 0:00 47:95 0:731 0 �2 t 1 1391 �94 183 278 8:59 43:88 47:48 8:27 0:36 0:00 52:16 0:651 0 3 t 1 1391 �150 105 256 8:33 39:06 46:09 13:28 1:56 0:00 52:34 0:77familles de rang 1 sur Q (t)1 �2 0 t 1 1391 �767 543 1311 10:46 0:15 31:96 45:39 20:14 2:21 0:15 47:75 1:931 1 �1 t 0 1391 �711 477 1189 10:36 0:08 26:24 46:26 24:64 2:61 0:17 48:95 2:041 1 1 t 0 1391 �716 476 1193 10:37 0:08 26:40 46:10 24:64 2:60 0:17 48:78 2:041 0 1 t 0 1391 �542 455 998 10:01 0:20 29:96 46:29 20:94 2:51 0:10 49:00 1:961 0 0 t 1 1391 �543 415 959 10:01 0:31 33:16 46:09 18:25 2:09 0:10 48:49 1:891 0 3 t 0 1391 �514 388 902 9:94 0:22 36:47 47:78 14:08 1:44 0:00 49:45 1:800 1 1 t 0 1391 �573 316 890 10:08 0:22 32:81 41:91 20:56 4:27 0:22 46:40 1:971 1 �2 t 0 1391 �436 252 689 9:73 0:00 30:33 48:48 19:30 1:74 0:15 50:22 1:930 1 3 t 0 1391 �382 378 761 9:56 0:13 32:98 46:78 18:66 1:45 0:00 48:36 1:881 1 0 t 1 1391 �437 251 689 9:73 0:00 30:33 48:48 19:30 1:74 0:15 50:22 1:931 t �1 �t� 1 0 122181 1 454 454 9:18 0:00 30:18 51:76 16:96 1:10 0:00 52:86 1:891 1 3 t 0 1391 �131 295 427 9:23 0:23 35:60 47:78 14:75 1:64 0:00 49:65 1:82
TABLEAU 2. Résultats obtenus par famille. Dans la colonne �type de ��, ab signi�e que le discriminant a bracines a-uples. Les colonnes suivantes donnent la plus petite et la plus grande valeur du paramêtre t des courbesdont on a pu calculer le rang, puis le nombre total de courbes considérées dans cet intervalle (c'est-à-dire lenombre de courbes non-singulières obtenues par spécialization avec tmin � t � tmax), et la valeur maximale dulogarithme du conducteur des courbes en dehors de l'intervalle [tmin; tmax]. Les deux dernières colonnes donnentle pourcentage de courbes de rang pair, et le rang moyen sur les courbes considérées. La suite du tableau estau verso.
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coe�cients de la courbe sur Q (t) type # log10 % de spécialisations de rang égal à % ranga1 a2 a3 a4 a6 de � tmin tmax tot Nmax 0 1 2 3 4 5 6 7 8 pair moyfamilles de rang 2 sur Q(t)1 t 0 �3�2t 1 1481 �250 670 921 12:82 0:22 0:54 33:44 43:00 19:87 2:93 0:00 53:53 2:911 t �19 �t�1 0 1481 �252 628 881 12:06 0:00 0:34 35:07 49:15 14:19 1:25 0:00 49:26 2:811 t 2 �t�1 0 1481 �233 595 829 12:31 0:00 0:72 34:02 45:72 17:73 1:81 0:00 51:75 2:861 t �16 �t�1 0 1481 �165 445 611 11:47 0:00 0:65 40:75 46:64 11:46 0:49 0:00 52:21 2:701 t 13 �t�1 0 1481 �310 516 827 11:88 0:00 0:12 37:73 46:55 14:75 0:85 0:00 52:48 2:781 t �14 �t�1 0 1481 �255 483 739 11:75 0:00 0:27 36:94 48:17 14:34 0:27 0:00 51:29 2:771 t 10 �t�1 0 1481 �237 501 739 11:91 0:00 0:27 39:24 48:44 11:10 0:95 0:00 50:34 2:730 t 11 �t�1 0 1481 �238 500 739 11:89 0:00 0:41 33:69 48:17 15:97 1:76 0:00 49:66 2:851 t �11 �t�1 0 1481 �184 550 735 12:08 0:00 0:27 35:65 46:39 17:01 0:68 0:00 52:65 2:820 t 7 �t�1 0 1481 �233 496 730 11:95 0:00 0:14 34:66 48:22 15:07 1:92 0:00 49:73 2:841 t �8 �t�1 0 1481 �299 519 819 12:02 0:00 0:49 37:85 46:40 13:92 1:34 0:00 51:77 2:781 t 19 �t�1 0 1481 �200 524 725 11:53 0:00 0:41 34:76 50:90 13:10 0:83 0:00 47:86 2:790 t 3 �t�1 0 1481 �203 452 656 11:83 0:00 1:07 35:67 48:48 14:33 0:46 0:00 50:00 2:770 t 19 �t�1 0 1481 �217 500 718 11:46 0:00 0:56 30:36 50:70 16:30 2:09 0:00 46:66 2:891 t 17 �t�1 0 1481 �254 458 713 11:38 0:00 0:56 34:36 50:77 13:32 0:98 0:00 47:69 2:800 t 9 �t�1 0 1481 �209 500 710 11:93 0:00 0:42 39:44 47:61 11:69 0:85 0:00 51:13 2:730 t 1 �t�1 0 1481 �200 500 701 12:01 0:14 0:43 29:67 47:36 19:40 2:85 0:14 49:36 2:951 t �7 �t�1 0 1481 �192 500 693 11:97 0:00 0:43 38:67 45:60 14:29 1:01 0:00 52:96 2:771 t 8 �t�1 0 1481 �189 499 689 11:94 0:00 0:58 34:69 49:64 14:22 0:87 0:00 48:91 2:801 t �2 �t�1 0 1481 �213 507 721 12:03 0:00 0:69 30:79 47:57 19:56 1:39 0:00 50:35 2:900 t 13 �t�1 0 1481 �184 500 685 11:83 0:00 0:44 32:26 47:01 19:12 1:17 0:00 51:39 2:881 t 16 �t�1 0 1481 �193 489 683 11:62 0:00 0:15 32:80 50:66 15:08 1:32 0:00 47:88 2:850 t 17 �t�1 0 1481 �181 500 682 11:64 0:00 0:44 32:40 48:39 17:16 1:61 0:00 49:56 2:871 t �10 �t�1 0 1481 �197 481 679 11:85 0:00 0:44 40:35 46:69 11:63 0:88 0:00 51:99 2:721 t �13 �t�1 0 1481 �236 412 649 11:47 0:00 0:31 40:52 47:00 11:71 0:46 0:00 52:23 2:711 t �5 �t�1 0 1481 �172 504 677 12:01 0:00 0:59 38:55 44:90 14:48 1:48 0:00 53:03 2:781 t 11 �t�1 0 1481 �168 500 669 11:88 0:00 0:15 37:97 46:64 14:50 0:75 0:00 52:47 2:781 t �17 �t�1 0 1481 �172 492 665 11:63 0:00 0:30 33:08 50:23 15:04 1:35 0:00 48:12 2:841 t 4 �t�1 0 1481 �199 465 665 11:86 0:00 0:45 38:20 45:86 14:44 0:90 0:15 52:78 2:780 t 5 �t�1 0 1481 �173 415 589 11:66 0:00 0:68 39:73 44:99 13:75 0:85 0:00 53:48 2:741 t 1 �t�1 0 1481 �188 438 627 11:78 0:16 0:64 32:54 48:64 15:47 2:55 0:00 48:17 2:861 t �4 �t�1 0 1481 �179 445 625 11:80 0:00 0:48 38:08 45:76 13:92 1:76 0:00 52:00 2:781 t 14 �t�1 0 1481 �135 475 611 11:67 0:00 0:65 42:55 45:34 10:80 0:65 0:00 53:36 2:681 t 5 �t�1 0 1481 �282 316 599 11:17 0:00 0:67 43:07 46:74 9:18 0:33 0:00 52:25 2:651 t 7 �t�1 0 1481 �220 368 589 11:41 0:00 0:85 38:54 47:20 12:90 0:51 0:00 51:44 2:74familles de rang 3 sur Q(t)0 5 0 �16t2 64t2 142161 0 488 488 14:95 0:20 0:82 28:89 47:75 20:49 1:84 50:41 3:930 41 0 �64t2+544 2304 142161 0 486 486 14:77 0:41 0:82 31:69 51:44 13:99 1:65 53:91 3:830 73 0 �144t2+1368 1296 142161 0 316 316 14:96 0:00 1:90 35:44 47:15 14:24 1:27 50:32 3:780 �7 0 �16t2 256t2 142161 0 306 306 13:76 0:65 1:96 37:58 50:00 9:48 0:33 52:29 3:67familles de rang 4 sur Q(t)0 41 0 �16t2+184 144 1661 0 505 506 16:65 0:59 1:19 28:06 47:43 19:76 2:77 0:00 48:42 4:920 161 0 �400t2+7000 90000 1661 0 394 395 18:70 0:51 1:77 27:85 46:58 20:25 2:53 0:25 48:86 4:920 49 0 �144t2+504 1296 1661 0 387 388 17:99 0:77 0:77 28:87 44:33 22:94 1:80 0:26 53:09 4:930 169 0 �576t2+3744 20736 1661 0 355 356 18:37 1:12 1:97 35:39 46:07 14:61 0:56 0:00 51:40 4:720 505 0 �1296t2+66744 2624400 1661 0 310 311 18:37 0:64 1:61 35:05 45:34 14:79 2:25 0:00 50:48 4:780 361 0 �3600t2+34200 810000 1661 0 298 299 19:41 0:33 2:01 32:11 45:82 17:39 2:01 0:00 50:17 4:830 281 0 �784t2+18424 345744 1661 0 296 297 18:40 0:67 2:02 30:98 44:11 21:21 0:67 0:00 52:86 4:840 649 0 �2304t2+42624 331776 1661 0 267 268 18:23 0:75 2:24 35:07 48:13 13:06 0:37 0:00 48:88 4:710 601 0 �1296t2+105624 5143824 1661 0 265 266 17:96 0:38 2:26 36:84 42:86 15:79 1:50 0:00 53:01 4:750 217 0 �144t2+14616 291600 1661 0 260 261 17:43 0:77 3:83 44:44 37:55 12:26 0:77 0:00 57:47 4:580 409 0 �1296t2+27864 104976 1661 0 256 257 16:92 0:78 0:78 34:24 43:19 19:07 1:56 0:00 54:09 4:82
TABLEAU 2 (suite)
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� le rang moyen sur les courbes considérées.Nous n'avons retenu que les familles où on avaitréussi à calculer les rangs de plus de 250 courbesspécialisées. Les tableaux sont ordonnés par ordredécroissant du nombre de courbes calculées, ce quirend les résultats du haut de chaque tableau pro-bablement plus signi�catifs que ceux du bas.
Données générales. On a retenu les résultats concer-nant 66918 courbes appartenant à 93 familles. Enfonction du rang des familles, ces courbes se répar-tissent comme suit :rgE(t) #familles #courbes0 31 266661 12 104622 35 245903 4 15964 11 3604
Parité. On conjecture que pour une famille donnée,la moitié des courbes seront de rang pair et l'autrede rang impair. Les résultats obtenus sont assezproches de cette conjecture.Le tableau suivant donne les valeurs extrêmes etmoyennes du pourcentage de courbes de rang pair,notés Pmin, Pmax et Pmoy, en fonction du rang desfamilles. rgE(t) Pmin Pmax Pmoy0 45:42 54:18 49:561 46:40 52:86 48:892 46:66 53:53 50:843 50:32 53:91 51:824 48:42 57:47 51:39
Distribution du rang. Le tableau 3 est une synthèsedes résultats sur le rang. Partant d'une famillede rang r, on constate qu'on obtient toujours descourbes de rang r, r + 1, r + 2 et r + 3 (à uneexception près pour le rang r + 3). On ne trouveque rarement du r + 4 et jamais de r + 5, maisbien sûr le faible nombre de courbes considérées nepermet pas de conclure.

r rang = r r + 1 r + 2 r + 3 r + 4min 27:58 42:89 5:56 0:00 0:000 max 43:88 54:25 20:82 3:08 0:17moy 33:46 48:65 16:07 1:79 0:03min 26:24 41:91 14:08 1:10 0:001 max 36:47 51:76 24:64 4:27 0:22moy 30:99 46:51 20:01 2:24 0:11min 29:67 43:00 9:18 0:27 0:002 max 43:07 50:90 19:87 2:93 0:15moy 36:10 47:46 14:72 1:23 0:01min 28:89 47:15 9:48 0:33 0:003 max 37:58 51:44 20:49 1:84 0:00moy 32:71 49:19 15:16 1:38 0:00min 27:85 37:55 12:26 0:37 0:004 max 44:44 48:13 22:94 2:77 0:26moy 32:82 44:98 17:76 1:64 0:06
TABLEAU 3. Résultats sur le rang.On peut observer d'importantes variations entreles courbes, mais néanmoins certaines tendancessemblent se dessiner. Les courbes de rang r + 1sont toujours majoritaires (à une exception près),suivies en géneral par les courbes de rang r puis derang r+2. Les courbes de rang � r+4 sont toujoursen quantité très faible, jamais plus de quelquespourcents. En�n, lorsqu'on considère les moyennessur toutes les courbes issues de familles de mêmerang, on trouves des valeurs très proches, de l'ordrede 32% pour le rang r, 48% pour le rang r+1, 18%pour le rang r + 2 et 2% pour le rang r + 3.Les graphiques de la �gure 1 montrent les pour-centages de courbes de di�érents rangs pour lescourbes y2 + xy = x3 + tx (rang 0) et y2 + xy =x3�2x2+tx+1 (rang 1), avec t prenant des valeursinférieures en valeur absolue au paramètre tmaxreprésenté en abscisse.En�n, il peut être instructif d'examiner le rangmoyen, noté ici 	r, des courbes de chaque famille.Le tableau 4 présente les valeurs extrêmes 	rmin et	rmax, ainsi que la moyenne notés 	rmoy, en fonctiondu rang des familles. On constate que les valeursmoyennes sont stables autour de r+ 0:85, où r estle rang de la familles sur Q (t).



128 Experimental Mathematics, Vol. 5 (1996), No. 2
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FIGURE 1. Pourcentages de courbes de di�érentsrangs pour la famille y2+xy = x3+ tx (rang 0) etpour la famille y2+xy = x3�2x2+tx+1 (rang 1),sur l'intervalle �tmax � t � tmax.

rgE(t) 	rmin 	rmax 	rmoy0 0:65 0:98 0:861 1:80 2:04 1:942 2:65 2:95 2:803 3:67 3:93 3:824 4:58 4:93 4:82
TABLEAU 4. Valeurs extrêmes et moyenne de r enfonction du rang des familles.

5. ÉTUDE COMPLÉMENTAIRE SUR LES FORMULES
EXPLICITESOn a tenté de mettre en évidence, à l'aide desdonnées que l'on avait collectées, la dépendanceentre le conducteur d'une courbe et le paramètrede coupure � qu'il convient de choisir pour optenirune majoration qui donne la valeur exacte du rang,c'est-à-dire telle que rgE = br+� (E)c.Pour cela, on a choisit de regarder les courbes derang 0, 1 et 2 issues de la famille y2+xy = x3+ tx,baptisée E0 dans ce qui suit car elle est de rang 0,les courbes de rang 2, 3 et 4 issues de la familleE2 : y2 + xy = x3 + x2 � (3 + 2t)x+ 1 (de rang 2sur Q (t)), et en�n les courbes de rang 4, 5 et 6issues de la famille E4 :y2=x3+113x2+(�16t2+3880)x+(�384t2+42000);de rang 4. On a choisit ces familles car c'étaientcelles où on avait pu calculer le plus grand nombrede rangs.On a ordonné ces courbes par conducteur crois-sant, et on a calculé r+� en faisant croître exp�géométriquement de 2 à 300000, en s'arrêtant dèsque br+� (E)c = rgE. On a arrêté les calculs àchaque fois qu'on a trouvé une courbe telle quer+log 300000(E) � rgE + 1.On a tracé les graphiques donnant � en fonc-tion de logN dans chacun des cas considérés. Letableau 5 donne pour chaque cas :� le nombre de courbes où le calcul a réussi,� la plus grande valeur du logarithme du conduc-teur atteinte,� les valeurs extrêmes du rapport � = �= logN ,ainsi que la valeur moyenne, notées respective-ment �min, �max et �moy.Notons que la donnée logNmax n'est pas signi-�cative pour les courbes de rang r + 2 issues descourbes Er, r = 0; 2; 4, car dans ce cas on s'estarrêté après avoir calculé avec succès toutes lescourbes.Il ne faut pas non plus comparer les nombres decourbes issues des trois familles, car pour E2 et E4,on n'a considéré que les paramètres t � 0.



Fermigier: Étude expérimentale du rang de familles de courbes elliptiques sur Q 129

rg # logNmax �min �max �moyE0 0 164 13:0547 0:3408 0:9503 0:56031 433 15:2336 0:2764 0:8489 0:42372 230 (17:9197) 0:2522 0:5809 0:3520E2 2 57 21:5492 0:2530 0:5277 0:38513 172 25:6669 0:2246 0:4778 0:33844 165 (29:5045) 0:2015 0:3905 0:2879E4 4 95 34:1659 0:2207 0:3752 0:30055 179 37:2875 0:2017 0:3349 0:27076 100 (39:6906) 0:1806 0:2924 0:2240
TABLEAU 5. Valeurs extrêmes et moyenne du quo-tient � = �= logN pour trois familles (page 127).La première constatation est que les formules ex-plicites sont d'autant plus e�caces que le rang descourbes considérées est grand.En ce qui concerne les courbes de rang � 2, surnos exemples, on peut douter de la supériorité desformules explicites sur les méthodes de calcul desfonctions L (qui sont en O(pN), ce qui correspondasymptotiquement à � = 1=2). En moyenne, onsemble cependant obtenir des � < 1=2 à partir durang 1.Il faut noter aussi que les rapports � obtenusavec les courbes de rang 2 obtenues à partir de E0et E2 ou avec les courbes de rang 4 obtenues àpartir de E2 et E4 sont très similaires.
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