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Abstract: In this work, we establish new regularity properties for Gribov's opera-
tor: H — μA*A+iλA*(A + A*)A;(μ,λ) G R 2 , where A* and A are the creation and
annihilation operators. Particularly, we prove that for all ε > 0, H~ι is in the class
of Carleman's operator l\+ε.

1. Introduction

Soit E un espace de Hubert sur (C muni d'un produit scalaire (, ) et de la norme
|| || et K un operateur lineaire compact.

Definition 1. Un operateur compact K est dit de classe lp de Carleman si la sέrie:

Σ^i ί sn(VK*K)] p converge oύ sn(\/K*K),n = 1,2,... dέsigne la suite des valeurs

propres de ΐoperateur compact hermitien positif Λ/K*K.

Remarque 1.
1) Pour une etude des espaces lp, on pourra consulter le livre de Gohberg-Krein

[6].
2) La theorie des champs de reggeons a ete inventee par Gribov [5] en 1967

afin de decrire le comportement a haute energie des sections efficaces de colli-
sions de particules έlementaires. Elle est caracterisee par Γ operateur de Gribov H'λ
s'exprimant en fonction des operateurs de crέation et d'annihilation usuels et agis-
sant sur Γ espace de Bargmann [4]:

E = {φ : C* —> (C analytiques J e~^2\φ(z)\2dzdz < oo et φ(0) = 0} .

LOperateur non auto-adjoint H[ est defini par:

f) j ] ;
7=1 7=1 7=1 7=1

ou Aj et Aj designent respectivement les operateurs de creation et d'annihilation,

(/l/,μ,/l, α) sont des parametres reels et i2 — — 1.
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Une etude spectrale complete de H[ est donnee dans [3,7,8 et 9] et pour
Λ/ΦO, la densite du systeme de ses vecteurs propres generalises est donnee dans
[1 ou 2]. Pour λf = 0, la question de la densite du systeme des vecteurs pro-
pres generalises de H[ dans Γespace de Bargmann est encore ouverte. On donne
neanmoins dans ce travail quelques proprietes de regularite (n = 1) de cet operateur
limite.

A un site, Γoperateur de Gribov se presente sous la forme H = μHo + iλH\\
fl = _ 1 , oύ:

Ho — A*A est Γoscillateur harmonique.
H\ — A*(A + A*)A est Γoperateur cubique de la theorie des champs de reggeons
μ est Γ intercept de Pomeron.
λ est le triple coupling de Pomeron.

Dans la representation de Bargmann les operateurs A* et A ne sont autres que
la multiplication par z et la derivation par rapport a z. H s'ecrit ainsi:

H = H{μ, λ) = iλz^ + (iλz2 + μz)^- .
dz1 dz

L'adjoint formel de H est donne par:

Hτ = H(μ, λf = H(μ, -λ) et (Hτ)τ = H .

Remarque 2.

i) βk(z) = ~7r{'Λ — 152,... est une base orthonormee de E.

ii) D(A) — {φ G E Aφ £ E} s'injecte de faςon compacte dans E.

iii) Soit Θ> Γensemble des polynόmes qui s'annulent a Γorigine, 8P est dense
dans E.

iv) L Operateur H de domaine les polynόmes & est fermable.

Lemme 1 (A. Intissar [7]).
i) ||<p|| ^ \Aφ\ pour tout φ dans D{A).

ii) φ appartίent a E si et seulement si Γapplication z —* φ (z'~φ ( ' appartient
a E.

iii) Si φ G E, Vintegrate / c

 e

x,,2\^{z)fdxdy est convergente.

iv) Si φeE, les integrates J + ~ e'f \φ(x + iy)\2dy et / + ~ \^\φ\x + iy)\2dy
sont convergentes pour tout x.

Dans toute la suite, on pose Hmax(μ, λ)φ = Hφ pour φ G Dmax = D(H) —
{φ G E Hφ G E} et on definit:

* L'extension minimale de H par:

Hmin = //min(jM) = μA*A + iλA*(A +A*)A de domaine:

^min = {ψ e E\ 3pn G 9 et 3ψ G E\ lim pn = φ et

lim Hpn = ψ = Hm[nφ quand « —» oo} ,

Hm[n ainsi defini, est la fermeture de la restriction de H a 2P. Par consequent Θ> est
le "coeur" de Hm[n c'est-a-dire: Γensemble des elements (pMmmP) avec p G 3P est
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dense dans G(//min) oύ G(Hm[n) designe le graphe de Hm[n.

* #max = ^max(μ, λ), (HT)min = Hmin(μ, -λ) et (HT)max = Hmax(μ, -λ) .

Alors on a:

(//max(μ, 2)φ, /?) = (//φ, /?) = (φ,Hτp) pour tout /? G P (ensemble des polynόmes),
ce qui est equivalent a (Hmax(μ,±λ)φ,q) = (φ,Hmin(μyψλ)q) pour tout # G Dmin et
<P E Anax,
II en resulte que

oύ //m i n(μ,±Λ)* est Γadjoint de

Theoreme 1. Powr μ > 0.

1) Uopέrateur Hmax(μ,λ) est injectif pour tout λ E IR.
2) Uopέrateur Hm{n(μ,λ) est bijectif pour tout λ £ IR.
3) HmΆX(μ,λ) = i/πΰnOU) j w tour A € R.

Demonstration.
1) Soit φ<ED(H) verifiant Hφ = 0 alors iλzφ"(z) + (iλz2 + μz)φ'(z) = 0 et

φ ;(z) = c E x p ( z y - + / j z ) oύ c est une constante. En appliquant par exemple la
propriete (iv) du Lemme 1, on verifie que φ n'appartient pas a Γespace de
Bargmann E.

2) La demonstration de cette propriete repose sur le lemme precedent. En effet,
pour μ > 0, Re(//minφ, φ) — μ | |^φ | | 2 d'oύ Γon dέduit, en appliquant (i) du lemme,
que | |φ | | ^ -||#minφ|| pour tout φ G Dm[n. II en resulte que Hm[n est injectif et
d'image fermee. D'autre part, Γorthogonal de Γimage de Hm[n est {0}. En effet
(\jj,Hm[n(μ,λ)φ) = 0 pour tout φ G Dmin est equivalent a (ψ,Hp) = 0 pour tout
p G 0* done Hmax(μ,-λ)ψ = Hmin(μ, λ)*ψ — 0, il resulte de la propriete (1) que
^ = 0.

3) Soit φ G Dm3LX, comme Hm[n est bijectif, alors il existe q G Dm[n tel que
^maxφ = ΉmiW Comme D m i n C Z)m a x, on en deduit que Hmax(φ -q) = 0. II en
resulte (en appliquant Γinjectivite de Hmax) que φ = q G Anin

Corollaire.
1) Uinverse de H est compact.

2) Powr tout λeJR. et μ > 0 on a : ll//"1^!! ^ 1̂1 ̂ 11 po«r tow/ ψ G E.

Demonstration.
1) II sufRt de remarquer d'une part que Γensemble resolvant de Hm[n est non

vide et d'autre part que D(H) s'injecte dans D(A) de facon continue or ce dernier
s'injecte dans E de faςon compacte.

2) Comme pour tout Λ G l R e t μ > 0 o n a μ| |φ| | S \\Hφ\\ pour tout φ G D(H),
il en resulte que \\H~ιιl/\\ ^ ^ | |^ | | pour tout ψeE.

2. La Subordination de POscillateur Harmonique a ΓOperateur de Gribov

Definition 2. Soit S et B deux opέrateurs linέaires de domaine respectif D{S) et
D(B). On dit que B est p-subordonnέ (0 ^ p ^ 1) a S si:

a) D(S) C D(B).
b) // existe C > 0 tel que \\Bφ\\ ̂  C||S'<p||/'||^||1~^ pour tout ψ dans D(S).

Pour p — 1, on dit que B est subordonnέ a S.
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Soit Ho— A"A Γoscillateur harmonique de domaίne D(H0) — {φ E E\A*
AφGE}

Lemme 2 (Quelques inegalites a priori).

ϊ)Pour(μ,λ)eJR2,\Rc(HH^p,p)\^μ\\p\\2-\λ\-\lm(AH^ιp,p)\

2)\\AH0~
1p\\ £\\p\\ Wp&ίP.

3)\\Aφ\\ ί | | / f 0 φ| | 1 / 2 | |φ | | I / 2 Vφ € D(H0).
4) Pour μ > 0, ε > 0 et AφO on a:

a) (μ - ε)\\Hoφ\\ S \\Hφ\\ + ^ f | | φ | | Vφ e D(H),

b) (μ - ε)\\H0H-'φ\\ ί (1 + Jg)||^|| \/φ € E.

Demonstration.
1) Soit p E ^ , en remarquant que H^1^ — ̂  — Ho^, on peut ecrire:

p = μp + iλA*(A

= μp + iλA*A2H~ιp + iλA*2AH~ιp

= μp + U|>L4* - I]AH~ιp + iλA*p

= μp + iλ{A +A*)p - iλAH~ιp .

II en resulte que Re (HH^ιp,p) = μ\\p\\2 - λlm\\p\\2 - λlm(AH~ιp,p) et done

2) Comme Λi/-1/, = E ^ o " 1 (4f) = Σ ^ ί ~ ^ = ) ' o n e n d έ d u i t

\\AH-ιp\\2S\\p\\2.

3) Comme |Mφ|| 2 = (A*Aφ,φ) = (Hoφ,φ) ί \\Hoφ\\ • \\φ\\, on a:

4) a) En appliquant (1) de ce lemme on deduit que:

\\HHϊιq\\\\q\\>μ\\q\\2-\λ\.\\AHϊιq\\.\\q\\.

Et d'apres (3) de ce lemme on a:

\\ ύ lkllI/2l^"^ll1/2 ^ lMI ^jji + ̂ l l^o" 1 ?! ! . a l o r s

\\HH0~
ιq\\ ̂  (μ-ε)\\q\\ - ^\\H^q\\ e'est-a-dire:

(μ - e ) | | 9 | | ^ \\HH0-
ιq\\ + ^ p f o - ' ϊ H V9 G # . '

Comme H^ι0> = 0>, on obtient:
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De la densite des polynόmes ^ dans Γespace de Bargmann E et de Γegalite du
domaine minimal de H et de son domaine maximal, on deduit que:

(μ - ε)\\H0φ\\ ^ \\Hφ\\ + ^\\φ\\ Vφ G D(H) .

b) II suffit de combiner cette derniere inegalite et Γinegalite du corollaire pour
obtenir:

(μ - ε)\\H0H-ιψ\\ ί (l + l-^j \\φ\\ \/φ € E .

Ces inegalites a priori nous permettent d'obtenir:

Theoreme 2.
1) A est γsubordonnέ a HQ.
2) Le domaine de H est ίnclus dans celuί de HQ : D(H) c D(HQ).
3) HQ est subordonnέ a H.

3. Regularite de ΓOperateur de Gribov

Theoreme 3. Vε > 0, on a H~x e h+ε.

Demonstration. De Γinegalite a priori f||//oφ|| S \\Hφ\\ + γ-\\φ\\ MφeD{H)
(Lemme 2 avec ε = j), on deduit que Γoperateur B = HQH~1 G L(E) OU L(E)
designe Γespace de tous les operateurs lineaires bornes de E dans lui meme. Par
consequent:

H~ι = HQ1B et comme H^1 G /i+ ε on en deduit que H~λ G l\+ε .

Continuite de H 1 par rapport au parametre λ

Proposition. Posons f(λ) = H~ι — (μH0 H- iλH\)~λ pour l e l R . Alors lafonction
f : IR —> L(E) est continue.

Demonstration. Pour λo φ 0, on a:

(μH0 + ίλHx ) ~ ι - (μHQ + iλoHχ ) ~ ι = i(λ0 - λ)(μH0 + iλHx

en appliquant le corollaire on en deduit que:

omy1]] ^ -||Z/1(μ//o + Uo//iΓ 1 | | Uo - λ\ et comme

\ = ~\\(μH0 + ίλ0Hx - μH0)(μH0 + iλ0Hxy
λ\\

μo|
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En appliquant Γinegalite $\\Hoφ\\ S \\Hφ\\ + l-φ\\φ\\ Vφ G D{H) (Lemme 2 avec

ε = j), on obtient:

μo|

Par consequent, on a:

^ jfy (3 +
μo| V

Pour λo = 0, on a:

i ψ _ .1/^—1

μ °
Ψ

pour tout Ho

ιΨ e D(H), c'est-a-dire pour tout Ψ G
nouveau le corollaire on en deduit que:

μ μ o | 1 3 '
\λ0 - λ\.

En appliquant a

qui tend vers 0 lorsque λ tend vers 0 pour tout Ψ £ H0[D(H)]. Comme H0[D(H)]
est dense dans E on en deduit la continuite de la fonction f(λ) a Γorigine.

Remerelements. L'un des auteurs, le professeur A. Intissar, remercie le professeur
H. Araki pour Pinteret constant qu'il a porte a Γetude de cet operateur de Gribov.
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