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Abstract. We consider a closed densely defined linear operator 7" in a Hilbert space
L, and assume the existence of §, € o(T) such that K = (T" — I )y~ lis compact

and the existence of p > 0 such that s, (K) = o((n~1/P)), where s,,(K) denotes the

sequence of non-zero eigenvalues of the compact hermitian operator v K* K. In this
work, sufficient conditions (announced in [1]) are introduced to assure that the closed
subspace of E spanned by the generalized eigenvectors of 7" coincides with E. These
conditions are in particular verified by a family of non-self-adjoint operators arising
in reggeon’s field theory.

1. Introduction

Soit T" un opérateur linéaire fermé de domaine D(T) dense dans un espace de
Hilbert £ muni d’un produit scalaire noté (, ). On suppose que T est un opérateur a
résolvante compacte et on désigne par o(7T") son ensemble résolvant, alors son spectre
o(T) = C — o(T) est discret, formé uniquement de valeurs propres et composé d’une
suite de nombres complexes {\,} i =1,2,... qu’on ordonne en général de facon
croissante tels que lim |\;| = 400 lorsque i — +o0.

Rappel de quelques propriétés classiques [4] ou [12]. Soit A € C, si on pose:
—Ker(\ — T)F = {p € D(T*); A\ — T)*p =0}

et In(A] — T)* = {(\] — T)Fp; ¢ € D(T*)}

— Ker(Al — T*)k = {p € D(T**); A\ — T*)*p = 0}

et In(A\I — T*)* = {(A\] — T*)*g; ¢ € D(T*F)},

alors on a:

1) Les sous espaces Ker(A\I — T)* et Im(A\I — T)* sont invariants par rapport a 7.
2) Ker(A\I — T)* est de dimension finie et In(A\] — T)* est fermé.

3) Il existe un entier m tel que:

a) Ker\ —T)* ¢ Ker(A\ —T)**!, 0 < k < m et Ker(\] —T)* = Ker(\] — T)*+1;
k> m.
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b) Im(A\I — T)*+! € Im(\I — T)*, 0 < k < m et In(\I — T)* = Im(\I — T)k+1;
k>m.

c) Ker(A\I — )™ NIm(AI — T)™ = {0} et E = Ker(A[ — T)™ + Im(A\] — T)™
(Somme topologique).

d) AL = T)™| prmynImr—ym €st inversible.

e) Im(\I — T*)* = [Ker(\I — T)F]* et Im(\] — T)F = [Ker(A\] — T*)*]+.

m est appelé indice de A, la dimension de Ker(A —T') est la multiplicité géométrique
de A et la dimension de [Ker(Al — 7°)™] est la multiplicité algébrique de .

Les éléments de [Ker(AI — T)™] sont appelés les vecteurs propres généralisés de T'
associés a .

Afin de simplifier les notations, dans toute la suite on suppose m = 1.

Soient A\;, A,,..., A, ... les valeurs propres de T, on a:

E =Ker(\I —T)+Im(\I—-T) (Somme topologique),
E =Ker(A\I —T)+Im(M\I —T) (Somme topologique),
E =Ker(\I —T)+Ker(M\I - T)

+Im(\ I —T)NIm(\,I —T) (Sommes topologiques) .

Pour les n premiéres valeurs propres on a:
E=Ker(AMI~T)+---+Ker(A, I -T)

+ ﬂ Im(\,I —T) (Sommes topologiques),
i=1
E=KetO\I—T*) +--+Ker(\, ] - T%)

+ ﬂ Im(XZI —-T% (Sommes topologiques) .

=1

Posons M,, = (| Im(\,] —T) et M} ﬂ Im()\; I —T*), il est alors naturel de poser:

i=1 =1

My, =(\Im\J-T) et MZ=()ImAI—-T%).

[e)
i=1

—_

=

Soient D le plus petit sous espace vectoriel fermé contenant |J Ker(\,I —T), D* le
i=1
plus petit sous espace vectoriel fermé contenant | J Ker(\, —T*) et T\ = AI—T. On
i=1
commence par rappeler quelques propriétés classiques de I’opérateur T = A\ — T
1) VAe C, Vi€ N, on a: T\ (Ker(\; I — T)) C Ker(A\, I —T).
2y VAeC,Vie N, ona: T, (D) NIm\, I —T)) C Im(\, I = T).
3) VA€ o(T), Vi € N, on a: (\I — T)~'Am(\, I — T)) C (D(T) NIm(\,I — T))
4) Vi e N, T, envoie bijectivement DMy NIm(\I —=T) sur Im(\,I —T)
5) V@, j) € N x N avec # j, Popérateur T, envoie bijectivement
D(T) NIm(\; I —T) N Im(A, I —T) sur Im()\ I -T)NIm\; I = T).
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Dans Dunford-Schwartz [4], on peut trouver aussi les résultats suivants:
1) E=D+ M} = D*+ M_, (sommes directes orthogonales)

2) VaeC,r operateur T, = )J T est bijectif de M N D(T") dans M,
3) VA € C, 'opérateur (A — T)7!| M., €St quasi- nllpotent

Remarque 1.

1) M, est soit réduit au singleton {0} soit de dimension infinie.

2) Le systeme des vecteurs propres généralisés de 7" est dense dans E si et seulement
si M2 = {0}.

Proposition 1. L’application A — f(\) = (M —T) o, 9), o € M__ et € E est
analytique sur tout le champ complexe.

Démonstration

— Pour )\, € o(T), I'analyticité de la fonction f(A) = ((\] —T)"'¢p, 1) au voisinage
de A, se déduit de I’analyticité de la résolvante de 1’opérateur 7T'.

— Pour )\ € o(T) d’indice ny, il existe ay > 0 tel que {\, |\ — A\g| < o} soit dans
o(T') et on a le développement de Laurent:

- = (Bpp, )
FO) = (M ~T) 1<p,1/1>=;)()\“)‘0)k<14k90? +Z(Ak o

ol B, est la projection sur Ker(\,I —1") parallelement & Im(\, —T') et ou les autres
coefficients de la série de Laurent vérifient:

- NI -DAy=1-B,,

— (=DF\gI — T)kA, = A, pour tout k > 0,

— (=D*\gI = T)*B, = B, pour tout 0 < k < ny— 1.

Comme Ker B| = Im(\yI — 1), alors si ¢ € M, ¢ est dans Im(\,I — T) et donc
dans Ker B, d’out B,y = 0 et par suite B, ;¢ = 0 pour tout 0 < k <ny — 1. f est
donc analytique en tout point au voisinage de X,. Il nous reste & montrer que f est
analytique au point \,. Pour cela, on va montrer que f(\)) = (Ayp, ¥).

Comme (NI — T)A, = I — By, Ayp € D(T) et puisque (—1)¥(\, I — T)FA, = A,
pour tout k > 0, alors A, € D(T*) et Ayp € Im(\,I — T)*. Par conséquent
Agp € Im(A\gI — T) et il en résulte que Ayp € D(T) N Im(A\I — T). De plus
Aol — T)Aogo (I — B))¢ = ¢ puisque ¢ € M_ C Ker(B)) et (A\g] — T[N\ —
D)p 17 Yo = ¢ avec [(/\OI Dy 1~ lp e D(T)ﬂlm()\OI 7).

Par suite on en déduit que Ayp = [(N\I — T)| Mol Ly et donc

(Agp, ¥) = ([T — Dlpr 1 0, 1) = F(N) -

2. Quelques théoremes sur la densité des vecteurs propres généralisés

Soit £ un espace de Hilbert sur C muni du produit scalaire (., .) et de la norme
associée || .|| et T un opérateur linéaire fermé de domaine D(T") dense dans E.
On rappelle qu’un opérateur compact K appartient a la classe £, de Carleman si

o]

la série ) [s,,(vVK*K)JP converge ou s, (VK*K), n = 1,2,... désigne la suite
n>1

des valeurs propres de 1’opérateur compact hermitien positif v K* K.
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Dans [10], Lang et Locker ont utilisé I’inégalité de Carleman et le principe de
Phragmén-Lindelof pour établir des conditions suffisantes qui garantissent la densité
des vecteurs propres généralisés d’un opérateur a résolvante de Hilbert-Schmidt; leurs
conditions généralisent certaines conditions données par Dunford et Schwartz dans
[4] (corollaire 31, Ch XI, p: 1042). Une version de leurs résultats est la suivante:

Théoréme 1 (Lang et Locker [10]). Soit T un opérateur linéaire fermé de do-
maine D(T') dense dans un Hilbert E; on suppose qu’il existe & € o(T') tel que
R60 T) = (&I - T)~! soit un opérateur de Hilbert-Schmidt. Soient cing demi-droites
Yor V1> Ya» Ya» Va du plan complexe issues de I origine telles que tout angle formé par
deux demi-droites adjacentes soit plus petit que /2. On suppose que pour |\| assez
grand, la résolvante R, (T') est bornée sur vy, vy, Yo, V3, Va €t que sur I'une de ces
demi-droites elle satisfait I'inégalité: |R,(T)|| = O(1/|\]) lorsque |\ — oo. Alors
I'espace engendré par les vecteurs propres généralisés de T est dense dans E.

En utilisant un théoréme de Macaev [6] et le principe de Phragmén-Lindelof [13],
nous proposons dans ce travail de généraliser le théoréme précédent a un opérateur
T a résolvante K = (T — &I)~! compacte pour lequel il existe p > 0 tel que
§,(K) = o((n~"/P)), (n — 0).

Remarque 2. 11 est clair que si un opérateur compact K appartient a la classe £, de
Carleman alors s, (K) = o(n~!/?), (n — oo).

Théoreme 2. Soit T' un opérateur linéaire fermé de domaine D(T') dense dans un
Hilbert E. On suppose:
H)) Il existe & € o(T) tel que K = (T — &1 )~! soit un opérateur compact.
H,) Il existe p > 0 tel que s, (K) = o(n~/P) (n — o).
H,) Pour |\| assez grand, la résolvante R, (T) = (T — X\ V=1 est bornée sur m demi-
droites Y|, Yy, - -, V,, issues de I’ origine divisant tout le plan complexe et telles que
I'angle formé par deux demi-droites adjacentes quelconques soit strictement plus petit
que T/p(m > [2p] + 1 ou [2p] désigne la partie entiére de 2p).
H,) Il existe une suite £, € o(T) telle que R, (T) converge faiblement vers zéro
lorsque |€,,| tend vers I’ infini.

Alors le systéme des vecteurs propres généralisés de T est dense dans E.

Proposition 2. 1) Si un opérateur T vérifie les hypothéses du Théoréme 2, alors il en
est de méme pour son adjoint T™.

2) On pose M, = () Im(\,I — T) (fermé) on Im(\, I — T) désigne I'image de
k=1

I'opérateur A\ I — T et {\}E = 1,2,... sont les valeurs propres de T. Si un
opérateur T vérifie les hypothéses du Théoréme 2, alors I’ espace engendré par les
vecteurs propres généralisés de T est dense dans E si et seulement si M_, = {0}.

3) Si K est opérateur compact sur un Hilbert E et F' un sous espace de Hilbert stable
par K alors s,(K|p) < s,(K) pour tout n > 1.

4) Sous les hypothéses H| et H, du Théoréme 2 on a
$, (A =T)""[3,.) = o(n™"/P) (n — o0)

Démonstration. 1) Si un opérateur 1" vérifie les hypothéses du Théoréme 2 alors son
adjoint T* les vérifie aussi puisque o(T*) = o(T) et (A — T*)~! = [(\] — T)"!1*
pour tout A € o(T'). En effet les vérifications des hypothéses H, et H; du Théoréme
2 se font facilement; quant a celle de H,, il suffit de remarquer que la convergence
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faible vers zéro de Rgn(T*) lorsque |€,,| tend vers D'infini est équivalente a celle
de Rg (). Le seul point un peu moins trivial est la vérification de I'hypothese H,

qui résulte de la propriété importante s,,(K) = s, (K *); cette derniere se démontrant
rapidement en utilisant le développement de Schmidt d’un opérateur compact.

2) Du fait que le systéme des vecteurs propres généralisés d’un opérateur 7" est dense,
il ne résulte pas en général que le systetme des vecteurs propres généralisés de T
soit dense, mais sous les hypotheéses de notre théoréme, il suffit de combiner le (1) de
cette proposition et la caractérisation de la densité des vecteurs propres généralisés
donnée dans la Remarque 1.

3) La propriété (3) de cette proposition est une conséquence du théoreme d’Allah-
verdiev [6] rappelé ci-dessous:

Théoreme 3 (Allahverdiev [6]). Si K est un opérateur compact sur un Hilbert E,
pour toutn > 1 ona: s, (K)=dK, K,_(F)) ou K,,_(E) désigne le sous espace
des opérateurs bornés L(F), de rang n — 1, la distance étant prise pour la norme de
L(FE) (espace des opérateurs bornés).

Si F est un sous espace de Hilbert de E, L(F) s’injecte dans L(E) de fagon a avoir
drmKlp, K, ((F) < dp (K, K, _(E)) et donc s, (K|p) < s,(K) pour tout
n > 1.

4) Soit & € o(T), comme (T — &7y, = (T]y, — &I)~', on obtient en
combinant I’hypothése H, de notre théoréme et la propriété (3) de cette proposition:
$,(T — &1 5y,) = 0(n™1/P)) (n — o0).
Soit & € o(T), on pose K, = (T — &)~ |, et soit A € C—{&} on a:

) =Dy, = )\I T] =AM — §OI+§OI Ty -

i) (M — T)IMOO =[(\— §0)I + (gOI Tl )1 K AN=&)K, + 1.

I
iii) 50_/\()\1 T)|Moo L =—K,+ 50_1\—50_A - K.
. 1 I -
IV) &‘OT)\(AI-T)IMOOKI(EO—_)\_KI) :ISUI'MOO.

On montre de méme que:

1 I -t
. — I—-1 = D(1 M
& Kl(ﬁo_)‘ Kl> (A Ny, = Isur D(T)YN M,

d’ott ’on déduit que:

(M =Dy )" = Eo+A -Kl(a)-’;X — K,)"! qui est fermé et partout défini sur
M__ donc borné (par le théoréme du graphe fermé). Par suite, comme s,(B - K,) <
|| Bl - s,,(X,) pour tout opérateur B borné, on a:

$, AL —=T) ! ) = 0(n™/P) (n — 00).

Démonstration du Théoréme 2. La démonstration du Théoréme 2 repose sur la
proposition précédente et le théoréme de Macaev [6] rappelé ci-dessous:

Théoreme 4 (Macaev [6]). Soit K un opérateur quasi-nilpotent, on note M(r)
(0 < r < o0) la fonction:

M(r) = MaxH(I AK)7!|
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Si s, (K) = O(n‘l/ P), (respectivement o(n‘l/ P)) pour un certain p > 0, alors

LogM(r) = O(rP) (respectivement o(rP)). Si K € ép, on a de plus:
o0
f _____L()rgpi\/ll(r) dr < oo.

En vertu de ce théoreme et de I’hypothése H; de notre théoreme, la fonction
FO) = (A =D lp, ) ot A € C, p € M et ¢ € E vérifie les hypothéses du
principe de Phragmén-Lindelof [13], elle est donc bornée sur tous les secteurs limités
par les demi-droites v, ¥,, ... , V,,, c’est a dire sur C tout entier; f fonction entiére
bornée sur C est donc constante. D’autre part, de I’hypothése H, de notre théoreme,
on déduit que f est identiquement nulle. Ainsi, pour tout ¢ € M et ¢ € E,
(M —T)tg, ¢p) = 0 donc (\I —T)"'¢ = 0 et par injectivité de (\I — T/, )"
on obtient M_ = {0}, ce qui achéve la démonstration.

Remarque 3. Notre théoréme généralise d’autres théorémes établis sur la densité des
vecteurs propres généralisés, présentés ci-dessous sous forme simplifiée:

Théoreme 5 (Macaev [6]). Soit T un opérateur linéaire fermé de domaine D(T)
dense dans un espace de Hilbert E et 1 < p < oo vérifiant:

i) Il existe £, € o(T) tel que I'opérateur K = (T — &,1)~" soit compact, et tel que
5, (K) = o(n~1/P) lorsque n tend vers I infini.

ii) 1l existe une constante ¢ > 0 telle que I'image numérique de I’ opérateur T' soit

incluse dans le secteur S, = ¢ A € C; — - +e < Arg\\) < T el
P 2p 2p
Alors I espace engendré par les vecteurs propres généralisés de T est dense dans E.

L’ingrédient essentiel permettant de déduire ce théoréme de notre théoreme est le
lemme suivant:

Lemme 1. Sous les hypothéses du théoréme ci-dessus, sur toute demi-droite vy du
plan complexe issue de I’ origine et n’ appartenant pas au secteur Sp, la norme de la

résolvante ||(T — A\I)™!|| est bornée indépendamment de .

Démonstration. On suppose par exemple que 0 € o(T), on en déduit que
(T, ¥)/|I¢||* € S, Vi € E. Soit X\ € ~ avec || assez grand et n’appartenant
pas au secteur S, on a:

L
)

ol §, désigne le plus petit des deux angles formés par la demi-droite «y et les bords
du secteur S,,. En simplifiant par || on obtient:

(= XT =N, )] > (1 - | sin(@p)]
D’ou on déduit (en appliquant 1’inégalité de Cauchy) que:
I = AT™H7H < 1/]sin(Bp)] -
Enfin, comme (T — A\)~! = T~'(I — AT~!)~! on obtient
1T = ADTH < T/ sin(6o)l

(T, )/ I1911?] > [sin(@o)l/|A|

ce qui prouve que la résolvante est uniformément bornée sur +.

Théoreme 6 (Keldys [6]). Soit E un espace de Hilbert.
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1) Soient H un opérateur auto-adjoint de classe Ep de Carleman, S un opérateur
compact et A = H(I + S). Si I'opérateur A est injectif, alors le systéme de ses
vecteurs propres généralisés est dense dans E.

2) Soit A = L+ T, ou L est un opérateur auto-adjoint a spectre discret, ¢’ est-a-
dire son spectre est formé de valeurs propres isolées de multiplicité finie avec un seul
point d’ accumulation a Iinfini, et T un opérateur L-compact. On suppose qu’il existe
Ao € o(L) tel que I'opérateur (L— \gI) ™" T(L— \yI)~" soit de classe ¢, de Carleman.
Alors le systéme des vecteurs propres généralisés de I’ opérateur A est dense dans E.

Théoreme 7 (Reed et Simon [11]). 1) Soit A un opérateur a trace et strictement m-
accrétif ¢’ est-a-dire qu’il existe une constante € > 0 telle que I'image numérique de

I opérateur A soit incluse dans le secteur S| = {)\ eC, — g+€ < Arg(\) < g—e}.

Alors I'espace engendré par les vecteurs propres généralisés de A est dense dans E.
2) Soit A le générateur infinitésimal d’ un semi-groupe holomorphe de contraction.
On suppose que (A + I)™! est un opérateur a trace. Alors I espace engendré par les
vecteurs propres généralisés de A est dense dans F.

3. Application a ’opérateur de Gribov

La théorie des champs de reggeons a été inventée par Gribov en 1967 [5] afin
de décrire le comportement a haute énergie des sections efficaces de collisions de
particules élémentaires. Elle est caractérisée par une famille d’opérateurs non auto-
adjoints s’exprimant en fonction des opérateurs de création et d’annihilation usuels.

A n sites et en une dimension transverse, la famille d’opérateurs de Gribov se
présente sous la forme:

Soit
n n n—1 n
H= /\’ZS] +,U'ZH1]‘ +OIZH12]+Z')\EH23. =Re-H+ilm-H; 2= —1
7=l J=1 j=1 j=1
ou
— A*2 A2
- S, = ARA

- HlZ] = A;"(HA]’ + A;kAjH
- Hy, = A7(4; + ADA;
avec (N, i, o, ) € R

Cette famille d’opérateurs non auto-adjoints agit sur I’espace de Bargmann-Segal [3]:

E = {<p :C" = C analytiques;/Exp <—Z |zj|2> |cp(z)|2dzj dz; < oo

Ccn Jj=1

et p(0) = 0}.

Dans cette représentation les opérateurs A} et A; ne sont autres que la multipli-
cation par z; et la dérivation par rapport a z;.
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H s’écrit ainsi:
n n—1
2 . .
H =" (N2} +i\z)0% /02 + (iA2] + pz))0/0z;+ Y (2,,0/02,+2,0/02,).
j=1 j=1
Pour cette famille d’opérateurs, Ando, Intissar et Zerner ont développé dans
[2,7,9] une théorie spectrale compléte: Définition du domaine, construction du semi-
groupe associé, analyse spectrale et comportement asymptotique de ce semi-groupe,
analyticité de la plus petite valeur propre de H par rapport au parametre 4 (intercept
de Pomeron) et développement en série entiere par rapport au parameétre o (pente de
la trajectoire de Regge).
Nous commencons par préciser quelques notations et donner sous forme d’une
proposition quelques propriétés spectrales de 1’opérateur H étudiées dans [7].
— F, désigne ’ensemble des polyndmes qui s’annulent a I’origine.

n

- §= )8, de domaine D(S) = {p € I Sp € E}.

7=1
— le domaine maximal de H est D(H) = {p € E; Hp € E}.
— Le domaine minimal de H est:

Dpn(H)={p€ E;Ip, c Pyet Y€ E;p, —pet H, —1p}.
Alors on a:

Proposition 3. (Intissar [7]). i) Pour X' # 0, D(H) = D_,,(H) = ﬂD(A‘;) =
D(S). j=1
i) Pour X' # 0 il existe 3 > 0; H + (I soit bijectif.

Théoréeme 8. 1) Pour \' > 0, H est un opérateur a résolvante de classe L,(p > n/2)
de Carleman.

2) Pour X > 0 il existe 3, > 0 tel que H + By soit accrétif et d’image numérique
incluse dans un secteur d’ ouverture T /p.

3) Pour X' > 0, le sous espace engendré par les vecteurs propres généralisés de H
est dense dans I'espace de Bargmann-Segal.

n n—1 n
Démonstration. 1) Soit Hy = Y Hy; +a > Hy,; +1iX > H,, donc
=1 j=1 j=1

H+BI=NS+pI+H, =+ HMNS+8D™HNS + 8D

dou (H + BDH~"' = NS+ D~ + H (NS + pI)~H~1, I'opérateur (\'S + BI)
est auto-adjoint positif et ses valeurs propres sont

By kb = Ny ey — 1)+ Ueyey — D+ ..+ (ki — 1)+ .
Si p > n/2 la série >3 > ... > (1/By,. k)" est convergente. Comme

ki>21ky>1 kn>1

(XS + BI)~! appartient au moins a ¢, (p > n/2) alors il en est de méme pour
(H+pD~"
2) La démonstration de ces propriétés repose sur le lemme suivant [7, p. 267]
Lemme 2 (Intissar [7]). 1) Soit j € [1,n], et k un entier non nul, alors pour
tout p polynome en A; et A}k de degré v < 2k on a: YVe > 0,3C, > 0 tel que
Vi € DATFY); [(p(A;, A, @) < e(A5F Ao, ) + C.llgl*.
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2) Soit j € [1,n], pour tout entier k, on a: Ve > 0, 3C, > 0 tel que YV € D(Af“);
A% l> < ellAFHoll* + Cll el

De ce lemme, on déduit que:
Ve > 0,3C, > 0 tel que [Im(Hp, )| < [Ae(Se, ) + [AC.]l¢]|*Ve € D(S) et
donc [ Im(H e, )| < |3 [e(X S, ) + |AC.[|¢]*Yeo € D(S).

n—1 n
Comme a< Y(ATL A+ A;A]+1)<p,go> > 2)a| Y] ]|A]30||2, il en résulte que
1=1 =1

Re(Hp,p) 2 (N Sp,0) — (] +2|a) 2%<A§A]w,w>~
]:
En appliquant & nouveau le lemme précédent (A’]k A, ©); 1 < j <n, on obtient:
V6 >0,3C; > 0; Re(Hep,p) > (XS, ) — (Il +2|a)(6/N) (N Sp, ¢)
— (ul +2ahCsllgl

En choisissant 6 < X' /(|u| + 2|a]) et 8 > (Ju| + 2|a)Cs on en déduit que H + SI
est un opérateur accrétif. Maintenant, si on choisit

e < (/A te(r/2p) - (1 — (|u] + 2]a)@E/N))

et By > (lu| +2]a))Cs + (A|C./ tg(r/2p)), on déduit que H + 31 est accrétif et que
son image numérique est incluse dans le secteur d’ouverture 7 /p.
3) 1l suffit d’appliquer le Théoréme 2 ou le Théoreme 5.
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