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Abstract. We consider a closed densely defined linear operator T in a Hubert space
E, and assume the existence of ξQ e ρ(T) such that K = (T — ξQI)~l is compact

and the existence of p > 0 such that sn(K) = o((n~l/p)\ where sn(K) denotes the

sequence of non-zero eigenvalues of the compact hermitian operator VK*K. In this
work, sufficient conditions (announced in [1]) are introduced to assure that the closed
subspace of E spanned by the generalized eigenvectors of T coincides with E. These
conditions are in particular verified by a family of non-self-adjoint operators arising
in reggeon's field theory.

1. Introduction

Soit T un operateur lineaire ferme de domaine D(T) dense dans un espace de
Hubert E muni d'un produit scalaire note { , }. On suppose que T est un operateur a
resolvante compacte et on designe par ρ(T) son ensemble resolvant, alors son spectre
σ(T) = C — ρ(T) est discret, forme uniquement de valeurs propres et compose d'une
suite de nombres complexes {λj ί= 1,2, . . . qu'on ordonne en general de faςon
croissante tels que lim |λ^ = -hoc lorsque i — > +00.

Rappel de quelques proprietes classiques [4] on [12]. Soit A G C, si on pose:
- Ker(λ/ - T)k = {φe D(Tk); (XI - T)kφ = 0}
et Im(λ/ - T)k = {(XI - T}kφ φ G D(Tk)}
- Ker(λ/ - T*)^ = {φ e L>(Γ*fc); (XI - T*)kφ = 0}
et Im(λ/ - T*)fc = {(XI - T*)kφ; φ e

alors on a:
1) Les sous espaces Ker(λ/ — T)k et Im(λ/ — T)k sont invariants par rapport a T.
2) Ker(λ/ - T)k est de dimension finie et Im(λ/ - T)k est ferme.
3) II existe un entier m tel que:
a) Ker(λ/-T)fc C Ker(λ/-T)fe+1, 0 < k < m et Ker(λ/-T)fc = Ker(λ/-Γ)fe+1;
k > m.
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b) Im(λ/ - T)k+l C Im(λ/ - T)k, 0 < k < m et Im(λ/ - T)k = Im(λ/ - Γ)fc+1;
k > m.
c) Ker(λ/ - T)m Π Im(λJ - T)m = {0} et E = Ker(λ/ - Γ)m + Im(λl - T)m

(Somme topologique).
d) (XI - ^)m|D(Tm)nιm(λ/_T)m est inversible.

e) Im(λ/ - Γ*)fc - [Ker(λ/ - T)*5]1- et Im(λ/ - T)k = [Ker(λ/ - T*)^]-1.
m est appele indice de λ, la dimension de Ker(λ/ — T) est la multiplicite geometrique
de λ et la dimension de [Ker(λ/ — T)m] est la multiplicite algebrique de λ.

Les elements de [Ker(λ/ — T)m] sont appeles les vecteurs propres generalises de T
associes a λ.
Afin de simplifier les notations, dans toute la suite on suppose m = 1.
Soient λ j , λ2, . . . , λn, . . . les valeurs propres de T, on a:

E = Kerίλj/ - T) + lm(XlI - T) (Somme topologique) ,

E = Ker(λ27 - T) 4- Im(λ2J - T) (Somme topologique) ,

E = Ker(λ}/ - T) + Ker(λ2J - T)

j I - T) Π Im(λ2/ - T) (Sommes topologiques) .

Pour les n premieres valeurs propres on a:

E = Ker(A!/ - Γ) + - - - + Ker(λn/ - Γ)

;/ - T) (Sommes topologiques) ,

E = Ker(Aj/ - Γ*) + - - + Ker(λn/ - T*)
n

Im(\/ — T*) (Sommes topologiques) .

Posons Mn = f) Im(λ /-T) et M* = f] Imίλ^-T*), il est alors naturel de poser:
ΐ=l

= p] Im(λ•/ - Γ) et M^ = p| Im(λ•/ - T*).

Soient D le plus petit sous espace vectoriel ferme contenant (J Ker(A^J - T), J9* le
i=l

oo
plus petit sous espace vectoriel ferme contenant \J Ker(λ^7 —T*) et Tλ = XI — T. On

i=l
commence par rappeler quelques proprietes classiques de Γoperateur Tλ = XI — T:
1) Vλ e C, Vi G N, on a: Γλ(Ker(λ / - T)) c Ker(λt/ - T).
2) Vλ € C, Vz G N, on a: TX(D(T) Π Im(λ / - T)) C Im(λ / - Γ).
3) Vλ G ρ(T\ Vi G N, on a: (λ/ - Γ)"1^^J - T)) C (D(T) Π Im(λ / - T))
4) Vi G N, Tλϊ envoie bijectivement D(T) Π Im(λ / - Γ) sur Im(λ/ - T)
5) V(z, j) G N x N avec i ^ j, Γoperateur Tλ. envoie bijectivement

D(T) Π Im(λ / - T) Π lm(X3I - T) sur Im(λ / - T) Π Im^/ - T).
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Dans Dunford-Schwartz [4], on peut trouver aussi les resultats suivants:
1) E = D + M^ = D* + M^ (sommes directes orthogonales)
2) Vλ G C, Γoperateur Γλ = XI - T est bijectif de M^ Π D(T) dans M .̂
3) Vλ G C, Γoperateur (XI - T)~I\MOG est quasi-nilpotent.

Remarque 1.
1) M^ est soit reduit au singleton {0} soit de dimension infinie.
2) Le systeme des vecteurs propres generalises de T est dense dans E si et seulement
si Mi = {0}.

Proposition 1. U application X — > /(λ) = ((XI - T)~lφ, ψ), φ G M^ et ψ e E est
analytique sur tout le champ complexe.

Demonstration
- Pour λ0 G £(T), Γanalyticite de la fonction /(λ) = ((XI — T)~lφ, ψ) au voisinage
de λ0 se deduit de Γanalyticite de la resolvante de Γoperateur T.
- Pour λ0 G σ(T) d'indice n0, il existe α0 > 0 tel que {λ, |λ — λ0| < α0} soit dans
ρ(T) et on a le developpement de Laurent:

*=ι

oύ β, est la projection sur Ker(λ07 - T) parallelement a Im(λ0J — T) et oύ les autres
coefficients de la serie de Laurent verifient:

- (-I)fc(λ0/ - T)kAk = AQ pour tout k > 0,
- (-I)fc(λ07 - T)kBγ = Bk+l pour tout 0 < k < n0 - 1.

Comme Ker^ = Im(λ0/ — T), alors si φ G M^, φ est dans Im(λ0/ - T) et done
dans Ker^Bj, d'oύ ̂ y? = 0 et par suite Bk+{φ = 0 pour tout 0 < k < n0 — 1. / est
done analytique en tout point au voisinage de λ0. II nous reste a montrer que / est
analytique au point λ0. Pour cela, on va montrer que /(λ0) = (AQφ, ψ).

Comme (λ07 - T)A0 = / - B^ A0φ G D(T) et puisque (-I)fc(λ0/ - T)kAk = A0

pour tout k > 0, alors Akφ G D(Tk) et AQφ G Im(λ0/ - T)k. Par consequent
A^φ G Im(λ0/ - T) et il en resulte que A0φ G D(T) Π Im(λ0/ - T). De plus
(λ0J - T)A0φ = (I-Bl)φ = φ puisque φ G M^ C Ke^JB^ et (λ0/ - T)[(λ0/ -
T)|MOO]~ V = Ψ avec [(λ0/ - T)\MooΓ

lφ G D(T) Π Im(λ0/ - T).

Par suite on en deduit que AQφ = [(λ0/ - T)^^]"1^ et done

(AQφ, φ) = {[(λ0J - T)|M

2. Quelques theoremes sur la densite des vecteurs propres generalises

Soit E un espace de Hubert sur C muni du produit scalaire {. , .} et de la norme
associee || . || et T un operateur lineaire ferme de domaine D(T) dense dans E.

On rappelle qu'un operateur compact K appartient a la classe ip de Carleman si
oo

la serie Σ [^(V^^OP converge oύ sn(VK*K), n = 1, 2, . . . designe la suite

des valeurs propres de Γoperateur compact hermitien positif VK*K.
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Dans [10], Lang et Locker ont utilise Γinegalite de Carleman et le principe de
Phragmen-Lindelδf pour etablir des conditions suffisantes qui garantissent la densite
des vecteurs propres generalises d'un operateur a resolvante de Hubert-Schmidt; leurs
conditions generalisent certaines conditions donnees par Dunford et Schwartz dans
[4] (corollaire 31, Ch XI, p: 1042). Une version de leurs resultats est la suivante:

Theoreme 1 (Lang et Locker [10]). Soit T un operateur lineaire ferme de do-
maine D(T) dense dans un Hubert E; on suppose qu'il existe £0 G ρ(T) tel que
Rξ (T) = (ξQI — T)"1 soit un operateur de Hilbert-Schmidt. Soient cinq demi-droites

7o> 7i' 7z > 7s > 74 du plan complexe issues de Γ origine telles que tout angle forme par
deux demi-droites adjacentes soit plus petit que ττ/2. On suppose que pour \X\ assez
grand, la resolvante R\(T) est bornee sur 70, 7 l5 72, 73, % et que sur Γune de ces
demi-droites elle satisfait Γinegalite: \\RX(T)\\ = O(l/|λ|) lorsque \\\ — » oo. Alors
Γ espace engendre par les vecteurs propres generalises de T est dense dans E.

En utilisant un theoreme de Macaev [6] et le principe de Phragmen-Lindelof [13],
nous proposons dans ce travail de generaliser le theoreme precedent a un operateur
T a resolvante K = (T — ξvl)~l compacte pour lequel il existe p > 0 tel que

sn(K) = oίίn-'/P)), (n -> oo).

Remarque 2. II est clair que si un operateur compact K appartient a la classe lp de

Carleman alors sn(K) = o(n~l/p), (n — » oo).

Theoreme 2. Soit T un operateur lineaire ferme de domaine D(T) dense dans un
Hubert E. On suppose:
H^) II existe £0 G ρ(T) tel que K = (T — ξQI)~l soit un operateur compact.
H2) II existe p > 0 tel que sn(K) = o(n~1/p) (n -> oo).
H3) Pour |λ| assez grand, la resolvante R\(T) = (T — λ/)"1 est bornee sur πi demi-
droites 7 l5 72, . . . , 7m issues de Γ origine divisant tout le plan complexe et telles que
Γ angle forme par deux demi-droites adjacentes quelconques soit strictement plus petit
que π/p(m > [2p] + 1 oύ [2p] designe la partie entiere de 2p).
H4) II existe une suite ξn G ρ(T) telle que R^n (T) converge faiblement vers zero

lorsque \ξn\ tend vers Γίnflnί.
Alors le systeme des vecteurs propres generalises de T est dense dans E.

Proposition 2. 1) Si un operateur T verifie les hypotheses du Theoreme 2, alors il en
est de meme pour son adjoint T* .

oo

2) On pose M^ = p| lm(\kl - T) (ferme) oύ lm(\kl — T) designe Γ image de
k=\

Γ operateur \kl — T et {\k} k = 1 , 2 , . . . sont les valeurs propres de T. Si un
operateur T verifie les hypotheses du Theoreme 2, alors Γ espace engendre par les
vecteurs propres generalises de T est dense dans E si et seulement si M^ — {0}.

3) Si K est operateur compact sur un Hubert E et F un sous espace de Hilbert stable
par K alors sn(K\F) < sn(K) pour tout n > 1.

4) Sous les hypotheses Hl et H2 du Theoreme 2 on a

sn(\I - T)- Moo) = o(n-p)(n -+ oo)

Demonstration. 1) Si un operateur T verifie les hypotheses du Theoreme 2 alors son
adjoint Γ* les verifie aussi puisque ρ(T*) = ρ(T) et (XI - T*)"1 = [(XI - Γ)"1]*
pour tout λ G ρ(T). En effet les verifications des hypotheses Hl et H3 du Theoreme
2 se font facilement; quant a celle de H4, il suffit de remarquer que la convergence
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faible vers zero de R^n(T*) lorsque \ξn\ tend vers Γinfini est equivalente a celle
de Rξn(T). Le seul point un peu moins trivial est la verification de Γhypothese H2

qui resulte de la propriete importante sn(K) = sn(K*)\ cette derniere se demontrant
rapidement en utilisant le developpement de Schmidt d'un operateur compact.
2) Du fait que le systeme des vecteurs propres generalises d'un operateur T est dense,
il ne resulte pas en general que le systeme des vecteurs propres generalises de T*
soit dense, mais sous les hypotheses de notre theoreme, il suffit de combiner le (1) de
cette proposition et la caracterisation de la densite des vecteurs propres generalises
donnee dans la Remarque 1.
3) La propriete (3) de cette proposition est une consequence du theoreme d'Allah-
verdiev [6] rappele ci-dessous:

Theoreme 3 (Allahverdiev [6]). Si K est un operateur compact sur un Hilbert E,
pour tout n > 1 on a: sn(K) — d(K, Kn_l(E)) oύ Kn_l(E) designe le sous espace
des operateur s bornes L(E), de rang n — I; la distance etant prise pour la norme de
L(E) (espace des operateur s bornes).
Si F est un sous espace de Hilbert de E, L(F) sΊnjecte dans L(E) de faςon a avoir

et

n>\.

4) Soit ξ0 G ρ(T), comme (T - ξ0^ΓΊMoo = (T\MpG ~ &Γ\ on obtient en
combinant Γhypothese H2 de notre theoreme et la propriete (3) de cette proposition:

*n((T ~ &Γl

 MJ ^ o(n-l/P))(n -+ oo).
Soit ξ0 G Q(T\ on pose Kl = (Γ - ξ0I)~l \M et soit λ G C - {£0} on a:

i) (A/ - T)|Moo = XI - T\MQG =\I- ξ,I + ξ,I - Γ|Moo.
ii) (XI - T)|Moo . K, = [(λ - ξ0)J + (ξ0/ - T\MJ] K{=(λ- ξ^K, + /.

iii) (λ/ - T)|Moo . Kl = ~Kλ + = - Kl.

On montre de meme que:

π ^if^T-^i) (λ/-T)|M =/surD(T)nM 0

d'oύ Γon deduit que:

((XI ~T)\MooΓ
l = ς^χ ' κ\(ξ^χ - κιϊ~l qui est fermέ et partout defini sur

M^ done borne (par le theoreme du graphe ferme). Par suite, comme sn(B - Kγ) <
sn(/ί1) pour tout operateur B borne, on a:

sn(\I - TΓl\M = o(n~l/p) (n -+ oo).

Demonstration du Theoreme 2. La demonstration du Theoreme 2 repose sur la
proposition precedente et le theoreme de Macaev [6] rappele ci-dessous:

Theoreme 4 (Macaev [6]). Soit K un operateur quasi-nilpotent, on note M(r)
(0 < r < oo) lafonction:

\X\=r
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Si sn(K) = O(n~l/p), (respectίvement o(n~l/p)) pour un certain p > 0, alors
LogM(r) = O(rp) (respectivement o(rp)) . Si K G lp, on a de plus:

, ^
dr < oc.

En vertu de ce theoreme et de Γhypothese H3 de notre theoreme, la fonction
/(A) = ((XI - T)~lφ, φ) oύ λ G C, φ G M^ et ψ e E verifie les hypotheses du
principe de Phragmen-Lindelof [13], elle est done bornee sur tous les secteurs limites
par les demi-droites 71? 72, . . . , 7m, c'est a dire sur C tout entier; / fonction entiere
bornee sur C est done constante. D'autre part, de Γhypothese H4 de notre theoreme,
on deduit que / est identiquement nulle. Ainsi, pour tout φ G M^ et φ G E,
((XI - TΓ V, Φ} = 0 done (XI - T)~lφ = 0 et par injectivite de (XI - T\MooΓ

l

on obtient M^ = {0}, ce qui acheve la demonstration.

Remarque 3. Notre theoreme generalise d'autres theoremes etablis sur la densite des
vecteurs propres generalises, presentes ci-dessous sous forme simplifiee:

Theoreme 5 (Macaev [6]). Soit T un operateur lineaire ferme de domaine D(T)
dense dans un espace de Hilbert E et 1 < p < oo verίfiant:
i) // existe ξ0 G ρ(T) tel que Γ operateur K = (T — ζ()I)~l soit compact, et tel que

sn(K) = o(n~l/p) lorsque n tend vers Γinfini.
ii) // existe une constante ε > 0 telle que Γ image numerique de Γ operateur T soit

= < λ G C; — - — h ε < Arg(λ) < - -- ε >.
[ IP IP )

incluse dans le secteur

Alors Γ espace engendre par les vecteurs propres generalises de T est dense dans E.

L'ingredient essentiel permettant de deduire ce theoreme de notre theoreme est le
lemme suivant:

Lemme 1. Sous les hypotheses du theoreme ci-dessus, sur toute demi-droite 7 du
plan complexe issue de Γorigine et n appartenant pas au secteur Sp, la norme de la

resolvante \\(T — \I)~l\\ est bornee independamment de A.

Demonstration. On suppose par exemple que 0 G £>(T), on en deduit que
(T~lφ, φ}/\\φ\\2 G SpVψ G E. Soit A G 7 avec |A| assez grand et n'appartenant
pas au secteur S , on a:

*±-(τ-lψ,ψ)/\\ψ\\:

oύ $o designe le plus petit des deux angles formes par la demi-droite 7 et les bords
du secteur Sp. En simplifiant par |λ| on obtient:

D'oύ on deduit (en appliquant Γinegalite de Cauchy) que:

| |(/-λT-V||<l/|sin(0 0)|.

Enfin, comme (T - λ/)"1 = T"1^ - AT-1)"1 on obtient

ce qui prouve que la resolvante est uniformement bornee sur 7.

Theoreme 6 (Keldys [6]). Soit E un espace de Hilbert.
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1) Soient H un operateur auto-adjoint de classe lp de Carleman, S un operateur
compact et A — H(I + S). Si Γ operateur A est ίnjectίf, alors le systeme de ses
vecteurs propres generalises est dense dans E.
2) Soit A = L + T, oύ L est un operateur auto-adjoint a spectre discret, c'est-ά-
dire son spectre est forme de valeurs propres isolees de multiplicite βnie avec un seul
point d'accumulation a Γίnfini, et T un operateur L-compact. On suppose qu'il existe
λ0 G ρ(L) tel que Γ operateur (L — X0I)~1T(L — XQ!)~I soit de classe lp de Carleman.
Alors le systeme des vecteurs propres generalises de Γ operateur A est dense dans E.

Theoreme 7 (Reed et Simon [11]). 1) Soit A un operateur a trace et strictement m-
accretif c'est-ά-dire quil existe une constante ε > 0 telle que Γ image numerique de

{ 7Γ 7Γ
λ G C, hε < Arg(λ) < ε

Alors Γ espace engendre par les vecteurs propres generalises de A est dense dans E.
2) Soit A le generateur infinitesimal d'un semi-groupe holomorphe de contraction.
On suppose que (A + I)~l est un operateur a trace. Alors Γespace engendre par les
vecteurs propres generalises de A est dense dans E.

3. Application a P operateur de Gribov

La theorie des champs de reggeons a ete inventee par Gribov en 1967 [5] arm
de decrire le comportement a haute energie des sections efficaces de collisions de
particules elementaires. Elle est caracterisee par une famille d'operateurs non auto-
adjoints s'exprimant en fonction des operateurs de creation et d' annihilation usuels.

A n sites et en une dimension transverse, la famille d'operateurs de Gribov se
presente sous la forme:
Soit

oύ

avec (λ', μ, α, λ) G M4.

Cette famille d'operateurs non auto-adjoints agit sur Γespace de Bargmann-Segal [3]:

( f ( n \
E = tφ : Cn -» C analytiques; / Exp ί -^ zj

 2 j |̂ )|2d^. eZ^ < oc
^ J/_ V o — 1 /c^
et

Dans cette representation les operateurs A* et A ne sont autres que la multipli-
cation par z et la derivation par rapport a Zj.
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H s'ecrit ainsi:
n n—l

H = ^(X/z2

j+iXzJ)d2/dz2

j+(ί\z2

j+μzj)d/dzj-{-a^(zj+ld/dzJ+zjd/dzj+l).

j=l J=l

Pour cette famille d'operateurs, Ando, Intissar et Zerner ont developpe dans
[2, 7, 9] une theorie spectrale complete: Definition du domaine, construction du semi-
groupe associe, analyse spectrale et comportement asymptotique de ce semi-groupe,
analyticite de la plus petite valeur propre de H par rapport au parametre μ (intercept
de Pomeron) et developpement en serie entiere par rapport au parametre a (pente de
la trajectoire de Regge).

Nous commenςons par preciser quelques notations et donner sous forme d'une
proposition quelques proprietes spectrales de Γoperateur H etudiees dans [7].

- PQ designe Γensemble des polynόmes qui s'annulent a Γorigine.

_ 5 = £ Sj de domaine D(S) = {φ G E\ Sφ E E}.
j=l

- le domaine maximal de H est D(H) = {φ G E\ Hφ G E}.

- Le domaine minimal de H est:

Dmin(H) = {φt E\ 3pn G PO ^ 3^ e E\ pn -+ φ et Hpn -+ ψ} .

Alors on a:

Proposition 3. (Intissar [7]). i) Pour X' / 0, D(H) = Dmin(H) = f] D(A±) =
D(S). J=ι
ii) Pour Xf ^ 0 // existe β > 0; H + βl soit bijectif.

Theoreme 8. 1) Pour X' > 0, H est un operateur a resolvante de class e £p(p > n/2)
de Carleman.
2) Pour \f > 0 // existe βQ > 0 tel que H + βQI soit accretif et d image numerique
incluse dans un secteur d ouverture π/p.
3) Pour Xf > 0, le sous espace engendre par les vecteurs propres generalises de H
est dense dans Γ espace de Bargmann-SegaL

n n—l n

Demonstration. 1) Soit Hl = μ Σ H\j + a Σ H\2j + ̂  Σ ^2j ^onc

j=l j=\ j=l

H + βI = X/S + βI + Hl=(I + H^X'S + 0I)-l)(X'S + βl)

d'oύ (H + βl)~l = (λ'S + βIΓl(I + H^X'S + βIΓlΓ\ Γoperateur (X'S + βl)
est auto-adjoint positif et ses valeurs propres sont

βkl k2...kn = A'(^! - 1) + (k2(k2 - 1) + . . . + kn(kn -!)) + /?.

Si p > n/2 la serie ^ Σ ••• Σ (\lftk k ...kn^
P est convergente. Comme

kι>l k2>l kn>l

(X'S + βl)~l appartient au moins a lp (p > n/2) alors il en est de meme pour

2) La demonstration de ces proprietes repose sur le lemme suivant [7, p. 267]

Lemme 2 (Intissar [7]). 1) Soit j G [1,^], et k un entier non nul, alors pour
tout p polynόme en A^ et A* de degre r < 2k on a: Vε > 0, 3C£ > 0 tel que

Vφ € D(Af); KjtA^Apψ, ψ}\ < ε(AfA]ψ, φ) + Cε\\φ\\\
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2) Soit j e [1, n], pour tout entier k, on a: Vε > 0, 3Cε > 0 tel que Vφ G D(Ak

3

+l);

De ce lemme, on deduit que:
Vε > 0, 3Cε > 0 tel que \Im(Hφ,φ)\ < \X\ε(Sφ,φ) + \X\C£\\φ\\2\fφ G D(S) et

done \Im(Hφ,φ)\ < \±\ε(X'Sφ, φ) + \X\C£\\φ\\2Vφ G D(S).
In-\ \ n

Comme a( Σ(A*j+\A + A*A +l)φ,φ\ > —2\a\ Σ \\AΊφ\\2, il en resulte que

> > (λ'SV>, p) - (|μ| + 2|α|)
j=ι

En appliquant a nouveau le lemme precedent (AjA3φ, φ)\ I < j < n, on obtient:

V<5 > 0, 3Cδ > 0; Re(H(p, y?> > (λ7^, φ) - (\μ\ + 2 a|

En choisissant δ < \'/(\μ\ + 2 α|) et β > (\μ\ + 2|α|)Cδ on en deduit que H + βl
est un operateur accretif. Maintenant, si on choisit

ε < (λ7|λ|)tg(π/2p) - (1 - (|μ| + 2|α|)((5/Λ/))

et /30 > (|μ| + 2\a\)Cδ + (|A|Ce/ tg(π/2p)), on deduit que H + βl est accretif et que
son image numerique est incluse dans le secteur d'ouverture π/p.
3) II suffit d'appliquer le Theoreme 2 ou le Theoreme 5.
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