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Abstract. This paper is devoted to the Schrodinger operator P= —h*A, — A,
+ V(x,y) on R} x RY in the Born-Oppenheimer limit 41— 0. We study the case
where resonances appear due to a well of the second electronic level, so that there
can exist transition points only in the complex domain. We then prove that the
widths of these resonances are exponentially small as & tends to zero.

0. Introduction

On s’intéresse & nouveau ici a la situation déja envisagée dans [Ma2], et dans
laquelle apparaissent des résonances pour 'opérateur

P= _thx_Ay+ V(x,J’)= —thx'l"Q(X),

L*(R x IR?). Trés bri¢vement, les résonances qui nous intéressent proviennent
d’une localisation des noyaux due a I'existence d’un puits de potentiel pour le
deuxiéme niveau électronique A,(x) (i.e. la deuxiéme valeur propre de Q(x)). Le
premier niveau électronique A,(x) est supposé rester en-dessous de ce puits, et
vérifier une hypothése de viriel.

Sous une condition d’analyticité en x du potentiel V, on peut alors définir les
résonances de P d’une manic¢re analogue a celle de [Ag—Co] comme étant les
valeurs propres d’un dilaté complexe (en x) P, de P. On a montré dans [Ma2]
l'existence de résonances pour P prés du niveau du fond du puits de 4,(x), ainsi
que l'existence pour ces résonances de développements asymptotiques réels en
puissances de h'/? lorsque h tend vers zéro. En particulier, la largeur de ces
résonances est O(h®).

On se propose ici d’améliorer ce dernier résultat, en établissant que ces
résonances ont en fait une partie imaginaire O(e”“® avec ¢ > 0. Il s’agit 1a d’'un
résultat bien connu des physiciens, mais dont a notre connaissance aucune preuve
rigoureuse n’avait été donnée.
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La difficulté provient du fait que, les niveaux €lectroniques 4,(x) et 4,(x) ne se
rencontrant pas dans le réel, leur interaction met nécessairement en jeu des valeurs
complexes de x, éventuellement trés ¢loignées du réel. Bien entendu, il parait
raisonnable de penser que ce sont précisément les valeurs complexes de x vérifiant
A1(x)=2A,(x) qui vont donner-via une intégrale d’action-le meilleur taux de
décroissance pour la largeur des résonances (voir a ce propos [La—Li] Sect. 52).
Néanmoins, leur éloignement du réel les rend, au moins sur le plan mathématique,
assez difficiles d’acces (pour n=2). Aussi on n’a pas cherché dans cet article a
obtenir le taux de décroissance optimal, mais plutdt a trouver un taux relativement
facilement calculable a partir du potentiel et de 4,(x), 4,(x).

Sans doute, une démonstration alternative aurait été de montrer que les
constructions formelles de [Ma2] peuvent en fait se faire dans la catégorie
analytique, et conduisent donc a des erreurs exponentiellement petites. Néanmoins,
le taux de décroissance ainsi obtenu aurait certainement été difficilement reliable
a des quantités simples attachées a V, 1, et 1,.

Bien que ce soit des inégalités de type Agmon qui jouent ici un rdle primordial,
on n’échappe cependant pas au calcul pseudo-différentiel analytique: il nous permet,
a partir de la décroissance exponentielle des fonctions propres de P, sur le réel,
d’obtenir aussi une telle décroissance dans le complexe (localement en x). Ceci
donne en particulier une décroissance exponentielle pour les états résonnants de
P (i.e. les solutions de Pu = pu ou p est la résonance), et permet de conclure.

Dans [Ma2], on a appliqué la méthode des projections de Feshbach pour
étudier Popérateur dilaté P,. Cette méthode permet de se ramener a I'é¢tude d’une
matrice 2 x 2 d’opérateurs (non auto-adjointe) sur L?(IR"), notée Fi, et dont le
terme principal est le dilaté de la matrice diagonale diag(—h*A+ A,, —h*A+ 1,).
La stratégie adoptée ici est alors, dans un premier temps, d’obtenir des estimations
a poids exponentiel de type Agmon sur F¢, ceci étant rendu possible notamment
par le fait que le dilaté complexe de —h?A+ A, posséde une partie imaginaire
elliptique (de 'ordre de |6]). Ces estimations conduisent ensuite a une décroissance
exponentielle des fonctions propres de F§, qui induit & son tour une telle
décroissance pour les fonctions propres normalisées de Py, du type e > et limitée
ici & x|« 0] (en prenant comme origine le puits de 4,). Comme il est dit plus
haut, cette décroissance peut se prolonger un peu dans le complexe par un calcul
pseudo-différentiel, et donne donc aussi (du fait que la dilatation laisse fixe 'origine)
un comportement au plus gaussien prés de O pour les états résonnants de P. En
fait, la technique utilisée pour obtenir ce prolongement (et qui consiste essentielle-
ment en une formule de représentation Fourier-intégrale a phase complexe) permet
aussi de minorer la norme L? de ces états résonnants pour x proche de 0 et yelR?.
On obtient ainsi un résultat de concentration facilement exploitable.

Au paragraphe 1, on rappelle les résultats de [Ma2], et on énonce le théoreme.
La paragraphe 2 est consacré aux inégalités de type Agmon, qui donnent la
décroissance exponentielles des fonctions propres de P, en dehors du puits. Cette
décroissance est ensuite étendue au domaine complexe dans le paragraphe 3. La
preuve du théoréme est ensuite facilement terminée au paragraphe 4.

1. Hypothéses et résultats
On s’intéresse a 'opérateur de Schrodinger
P=—hA,—A +V(x,y)= —h* 4, +0(x)
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sur L*(R}, x R?), lorsque h— 0, dans la situation déja décrite dans [Ma2] et que

lon rappelle ici: pour meCo(R7;[1, +]) et 6 > 0, on note A(J, m) I'espace des

fonctions holomorphes et bornées dans D;= {xeC"||Imx|<26{Rex)} et a

valeurs dans mL*® = {mf| feL*(R")}. (Ici, on a noté {(Rex) = (1 +|Rex|*)*/?).
On suppose que V est réel sur R"*! et que:

(H1) IlexistemeC°(RP;[1; + 0[), 5o >0, V,€A(Jy, 1), V,€A(y, m) et C > 0 tels
que V=V,+V, et VxeR"
1
V,(x, y)m(y) 36 et |V,V,|m(y)"' <C (p.p.sur R?).

On déduit de (H1) que les opérateurs P et Q(x) de domaines respectifs:
Dp = {ueH*(R"*?)|m(y)ue L*(R"*7)},
D, = {veH?*(R”)|m(y)veL*(R")}

sont auto-adjoints sur L?(R"*?) (resp. L2(IRP)).

(H2) VxeR", #0,,(0(x)) = 2.

En notant 4,(x) et 4,(x) les deux premiéres valeurs propres de Q(x), on suppose
aussi:
(H3) Sup A,(x)<0, 2,20, lim A,(x)>0, 4;'(0)={0},

R

[x] = o0

Inf dist (2, (x), o(Q(x))\ {2,(x)}) > 0.

Gréce a (H3), et au fait que, grace a (H1), Q(.) est analytique, on voit que 4, et
A, dépendent analytiquement de x. On suppose, en outre que le puits de 4, est
non dégénéré et que A, vérifie une condition de Viriel:

(H4) A500)>0, sup(24,(x)+x-Vi,(x)) <O.
RYI
En notant U, 'opérateur de dilatation en x:
Uge(x, y) =" p(xe’, y).

On a montré dans [Ma2] que Po=U,PU, "' se prolonge & 6 complexe
(|Im @] < d,), et que, pour Im 6 > 0, les valeurs propre de P, (i.e. les résonances de
P) dans [0,Coh] +[—¢,0] (Co >0 arbitraire, ¢ >0 assez petit) admettent des
développements asymptotiques lorsque h—0 du type:

pi(h)~eh+ Y o, ht T2
kz1
avec o, €R (cf. [Ma2] Théoréme 1.1).

En particulier, Im p;(h) = O(h®). On se propose de montrer ici que I'on a en fait
Im p;(h) = O(e™“"") avec ¢ >0. La constante ¢ >0 intervenant ici (mais qui n’est
certainement pas optimale) s’estime a partir de V' de la maniére suivante:

Comme dans [Ma2], notons u;(x, y) une fonction propre normalisée de Q(x)
associée a la valeur propre 4;(x) (j = 1,2), ainsi que uf = uj(xe’, y), A%(x) = 1;(xe®),
et I1, le projecteur sur L*(R"*?) défini par:

ng = <u¢ u‘i >Yu(i + <M, ug>}’ug
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ou <.,.)y désigne le produit scalaire dans Lz(]Rg).
On pose aussi [I,=1—I1,.
On suppose dés lors que 0€i]0, d,[ vérifie:

(H5) 3C;>0et 0<p, <9,, tels que pour tout ueC3(R"*P):
Re{ Q(xe®) yu, ITyu 2 8, || Tyu |,
et

S Ly 7 7
Ree™ (V. Hyu, V. lglguy 2 - I Vollgul1* = oy | Hou |

1
(H6) 3C, >0 et 65 >0 tel que pour tout xeR"™
101
2
(H7) 64]x|*> < Ree®A8(x) £28,|x|* pour |x| £10|, avec 5, > 0, et

8, = Infdist((A£°(x), o(Q(xe£))\ {A1£%(x)}) > 0.

Ime? i (xe’) < ——, Ree*??] (xe*?) < — 4.

Remarque. D’aprés [Ma2], (HS) a (H7) sont vérifices pour 0 assez petit. Posons
My=Sup{m(y)~*|V(x,y)]; yeR?, xeC", |Im x| £ (3/2)0,{ Re x ) }. Par des inégalités
de Cauchy, on aura en particulier que pour tout «eIN", Sup{m(y) ~* (x> |0*V(x, y)|;
yeR?, xe@”, |Im x| < §,(Rex )} est majoré par une constante ne dépendant que
de M, et d,.

Notre résultat est alors:

Théoréme 1.1. Sous les hypothéses (H1) a (H4), et pour tout 0ei]0,d,[ vérifiant
(HS) a (H7), il existe une constante K, > 0 ne dépendant que de n, M, 1, Cy, C,,
et 0; (0=j<4), telle que les résonances p,(h),..., pyo(h) de P dans [0,Coh] +
i[ —¢, 0] vérifient: 3K, > 0,

|Tm p(h)| < K e~ 101/Koh
uniformément pour h> 0 assez petit.

Remarque 1.2. En fait, C,, u, et §, peuvent €tre choisis explicitement a partir de
M,, d, et 6,. Le choix de 8 vérifiant (H5) a (H7) peut alors étre pris en fonction
uniquement de M,, C,, d,, 0, 05 et §, (cf. [Ma2], preuve du Lemme 2.1).

Remarque 1.3. Bien que I'on ne précise pas dans I'énoncé du théor¢me de quelle
maniére K, dépend de n, My, u,, C,, C, et §;, il est possible de tirer, de la preuve
que l'on en donne, un choix explicite pour K.

2. Estimations d’Agmon

Pour 0 vérifiant (H5) et (H7), on a montré dans [Ma2] que I’¢tude de P, se raméne
a celle de la famille d’opérateurs de Feshbach:

Fi=(Go( U tDy)icpuss sur LAR)@SLARY),
ot AeC (4| assez petit), Gy = G,4(A) = P, — Py(P, — 4)~ ' I,P, (o0 P, désigne la
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restriction de IT,P, & {ueLzlﬁeuzu}) et <.,.»>y est le produit scalaire dans
L*(R?)).
Plus précisément, on a alors:
Lea(Py)<Aea(Fh). 2.1

Soit alors p une résonance de P dans [0, Cyh] + i[ —¢, 0], et w, une fonction
propre normalisée de P, associée & p. Grace a (2.1), on peut alors associer & w,
une fonction of @ o« e L*(R") @ L*(R") normalisée, telle que:

(F)—p)0 ®a3)=0 (2.2)

Si ’on pose alors
2
Wo= ), (1 —(Py— p)~ " IT,Py)(efuf), (2.3)

il est facile de montrer a partir des résultats de [Ma2] Sect .3 (et notamment du
fait que
Xo(p)=(Py— p) M, est O(h~')de H(R" L*(R?) dans H*®*'(R" L3*(RR?))
pour tout s) que I'on a:

Well Lo(rn+py =1+ O(h)
comme de plus P,Ww, = pW,y, on peut en fait prendre:

wg = c(h)W,, 24)
ou c(h)=1+ O(h) est une constante

On se propose maintenant d’établir une estimation d’Agmon sur of et of, ce
qui permettra ensuite (via (2.3) et (2.4)) d’en déduire une estimation analogue pour
WG.

Dans toute la suite, on se donne une fonction ¢ réelle et lipschitzienne sur R”.
Lemma 2.1. VselR, 3C > 0 ne dépendant que de M, dy, 01, 0,, s et n tel que:

I e¢(x)/h[n9’ Ax]e_¢(x)/h ”L(HS(]R", Do), H*™ 'R, Dg)) sC(1+h” ! I V¢ ”L°°)
uniformément pour h > 0 assez petit.

Preuve. [176, A, ] est une somme de termes du type {(-a), f>yy ou {3, (-a), B y?.
avec o, B,y dans {uf,uf,0,u5,0,ul (1<k<n1<j<2)}.

Or il résulte du Lemme 2.1 de [Ma2] et de sa preuve que ces fonctions sont
bornées dans L*(R}) uniformément en x, et admettent des bornes ne dépendant

que de My, dq, 84, 0,. #

Posons comme précédemment X, = (P — p) "1,

Lemme 2.2. VseR, il existe C >0 ne dépendant que de n, s, M, oy, 61, 6,5, Cy, et
Wy tel que:

” e¢(x)/hX9e—¢(x)/h ”L(HS()R";LZ(]R")) § C

uniformément pour h> 0 assez petit et |V ||,» < c
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Preuve. Du fait que [IT,, e**®/"] =0, on a:

< e [1,(Py— p)ITpe™*"u, ITyud>
= —h2e 20 A e~ " [Tyu, [zIT,u> + {(Q(xe®) — p)IT,u, Myu>
=h2e"20(V e " [T,u, V " [TITyu + {(Q(xe’) — p)[Tyu, [Tyu>
=h*e™ 2V Myu, V [T yu) — e~ 2 (Mo (V$)* Tyu, [Tyu)
—he 2V - Myu, V(IgHgu) + he 2 (V -V MTyu, Hzud
+<(Q(xe") — p) [yu, Myu>,
et donc, grace a (HS):

Re(l) = —h? |V yull* + (8, — py — p) | Hgu|* + I’

1
C,
ou

[\ S CIVPll (| Hou|* + h? ||V, [T,u|?) avec C>0

ne dépendant que de M, et d,, J,, d,.
D’ou le résultat pour s =0, puis pour s quelconque en reprenant la preuve de
[Ma2] Lemma 3.2. #

On en déduit aussi en utilisant lellipticité du laplacien que

- Cl '’ ’
e X ge ™" | s ysv2, < L avee C'=C'(s,My,5,6,,0,,Cy, ;) >0.

Reprenant les notations de [Ma2], on note maintenant

FO=(—h?e A, + A (xe®)) ®(— h*e™ YA, + 1,(xe?))
et R'=F)— 7.
On a alors:
Proposition 2.3. VselR, il existe C > 0 ne dépendant que de n, s, M, 8y, 01, 05, C,
et u, tel que:

eP)h RO = d(x)/h R1 + R2

avec
” Rl “L(H‘@H’) = C(h2 + hHV¢ |'L°°)

0 Ry,
et R, = avec
Ry, ”L(H‘,HS‘I) + 1Ry, HL(H{HS‘I) = Ch?
uniformément pour h >0 assez petit et |Vl o < vel

Preuve. D’aprés les Lemmes 2.1 et 2.2, et la forme explicite de R? (cf. [Ma2] Sect. 3),
il ne reste plus qu'a étudier les opérateurs A;, = e?"(Pye™*"(-uf), uj >y avec
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Joke{1,2}, k#j. On a:

A= —h*e 2" Ae™ M (uf),ub Dy
=—h¥e AU, U >y — 2h2e 20V uf, ub Dy eV ot
Vo

—h2e (A, ul,u2>y—2 (V18> y) — 2h%e ™20V 18 uf YV,

et de méme pour A4,,, d’ou comme précedemment le résultat voulu. #

On s’intéresse maintenant a e?*.# e~ %", et on note P¢ = — h*e™?° A + 4;(xe’)
(j=1ou2).

Lemme 2.4. YueCZ(RR")
Ree*e?"Phe " u,uy . = h? ||V, ull* + [ [Ree* 2 — (V) T|u|* dx dy.
Preuve. On écrit:
e??e?™PSe My u)
=h?(V.e *"u, V. e "u) + e**Su,u)
= W2 |V, — {(V)u,ud + 2ih [ (V) Im (@Vu) dx dy + e uud.  #

Lemme 2.5. Il existe C > 0 ne dépendant que de n, M, 8,, C,, 05 tel que pour tout
ueCgy(R"), on a:

1
[<e?"Ple M u, u)| EEIGI(IIWWH2 +ul?) =21V llull- |V ull.

Preuve. Posons v=hV u, « = a(x) = [(V$)? — Re(e?’1,(xe’))]/? et
B=B(x)=10]""*(—Tme**1,(xe’))"/%.

En particulier, on a grice a (H6):
a(x) Z[(Vo)* + 951"

et f(x)= C; %
On a aussi a(x) < M ou M est une constante ne dépendant que de M, et ;.
Drautre part, on peut écrire:

e’ Ple” M, uy = [lo]|* — [oul* =10 ful? + 2iIm{V-v,u)
d’ou
1< Ple™ M uud| Z (ol|* + fou|* + 1017 full* — 21 v]|* [Jow ] *)"
—2[KVérv,u)|
le résultat s’en déduit, du fait que le carré du premier terme se minore par:

| ? 4
lFocae [

1 10>
||v|!“+<1+ |012>||aul|“—2||vl|2Hau||2> [olf*+————
M./C, M./C, M./C,

#
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Pour u,, u,, vy, v,€L*(R"), on note:

[[u; ®uy, v, ®v,1] = 1Kuy, v ppaf +[<uy, 03012

En combinant les résultats de la Proposition 2.3 et des Lemmes 2.4 et 2.5, on
a finalement montré:

Proposition 2.6. 1] existe une constante C5 >0 ne dépendant que de n, My, 64, 6,,
85, 03, Cy, C,, et uy telle que, pour tout u,,u,eC&(R") on a:

[[ethf,e_wh(ul Duy), u; Su,]]
1
2 3h? |V ||* + <C—|9| - HV¢HL°°>(h2 IVuy I+ flug 1)
3
+ [ [Ree™18 — (V) — Cyh? = C3h| V-] us] dx dy

1
uniformément pour |V ||, » < c. et h> 0 assez petit.
3

- 0 . . .

En particulier, pour |[V¢ |, gz%, on obtient une inégalit¢ que 'on peut
3

exploiter de la méme maniére que dans [He—Sj] Sect. 1 et 2. Pour cela, notons d,

la distance d’Agmon associée a la métrique dégénérée Ree®?A%(x)dx?, et
considérons ¢,eC*(IR") telle que:

2
B =450 s Ree S L
3

1017 } 10|
t constante d Ree?? 8 (x)=—— 7, et |[Vol,»<— (25
Po(x) es nie dans { ce Z(X)_2C§ et [|Vol, =2c, (2.5)
partout.
(Ceci est possible grace a (H7)). Alors, la Proposition (2.6) appliquée avec ¢ =
(1 — &)y et u; Du, = (o @ af) donne comme dans [He-Sj] Sect. 2:

Ve>0, [ e”™(ef @ o)l gimm =0,(")
d’ou I'on déduit, a l'aide de (2.3), (2.4) et des Lemmes 2.1 et 2.2:
Ve>0, [[e”"W,llgigrnL2rey = Oule™). (2.6)

C’est cette estimation qui va nous permettre, dans la section suivante, d’obtenir
une décroissance exponentielle de w, sur e *IR” (prés de 0), et donc une décroissance
exponentielle de la fonction résonnante de P: U _gw,.

Remarquons aussi, pour terminer cette section, que ¢, est analytique pres de
0 (cf. par exemple [He-Sj] Sect.3). Dans la suite, on notera encore ¢, un
prolongement holomorphe de ¢, prés de 0.

3. Estimations dans le complexe

Si 0 est un ouvert borné de C", et ¢ est une fonction continue et réelle sur £2, on
notera — par analogie avec les espace H, de Sjostrand (cf. [Sj]) - H,(£2, L%(IRP))
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I'espace des fonctions w(x, h) qui sont holomorphes en x dans un voisinage de 2
(pour tout h > 0 assez petit), a valeurs dans L2(IR?), et vérifiant:

Ve>0, 3C,>0 tel que [w(x,h)|(gr < Ce®@*"
pour tout h>0 assez petit et pour tout xef. (3.1)

Le résultat principal de cette section est alors:

Proposition 3.1. 1] existe une constante C, > 0 ne dépendant que de n, M, C,, C;,
dy4, telle que:
WHEH—Re¢g(QO’ L*(R¥))

0, = {xe(E"Hxl < g'}

4

avec

Pour démontrer cette proposition, on part de la formule bien connue suivante
(cf. par exemple [Sj] ou [Le]):

Yued'(R"),
u(x) =(@2n) ™" [ TG 2g(x — ' Eyu(x') dx’ dE, (3.2)
R2n
avec
ix &
—1+-7">
a(x,&)=1+ 21e

i
Notons (p(x,x',v:)=(x—x/)‘c+5(x—x’)2 pour x,xeR", teS" 1

En appliquant la formule (3.2) avec u(x) = y(x){ Wy, ¥ Dy ot yeCP(R"), y =1 prés
de 0, w, = "™y, et e L*(IR?) quelconque, on obtient donc pour x assez voisin
de O:

g(x, )y =Q2m) ™" [ el 4D g(x —x', E)Wp (X', W (1) (x') dx' dC dy.  (3.3)
R3n
Commengons par montrer:

Lemme 3.2. 3C > 0 ne dépendant que de n, M, C,, C5,0d, tel que pour tout ¢>0,
il existe C,> 0 vérifiant: VweLZ(]R”), W 2= 1 on peut trouver un symbole:

b(” Thlél '“) Ef(” Chler '5'>'6' J

1 1
dépendant analytiquement de x,Xx/, r,ﬂa dans Qx Qg x S" ! x }O,—] (01)

Q= {ue(E" [x] < IC’} et Op = .Qm]R”), a valeurs dans 9y, et vérifiant:

@) [1b; ] 2rry < CI71j110] 77 pour tout j = 0. ~
(i) &) 72 2e Mlolex" D= GIMIP (' y hD ., D,)— p)e!1He* PVih) = a(x — X', W (y) + 7
(o1'P, désigne le transposé de Py), avec ||r || 2 gy < € %11 (&' = ¢/(e) > 0 indépendant
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1
,> dans Q x Qg x S"" ! x
h|¢]

de ) uniformément pour h assez petit, et <x’, X', 1,

b

Preuve. On adapte celle du cas scalaire (cf. par exemple [Ro]). On écrit:
|E|7 2~ 2 Elo=@ohtp ilelot do/h
— €] —Ze‘208—il§l¢—¢o/hAx,eil§lw+¢o/h +1¢] 72h~2Q(x’ea)
—1&172e7 A, —ilE| T e A — 1A dg/hIE))
—2i[&] 7 1e 2V, — iV py/h| €IV
+ e (Vg — iV /hIE])? +h2[E|720(xE). (3.4

- \ 1 .
Considérant |¢| comme un grand parametre, et x, r,;}a comme des parametres

supplémentaires, le terme principal de cet opérateur est donné par:
go=e (Ve —iVodo/hlE])? + h72[E]2Q(xe")

1 iy
etdonc,dufaitque V,.¢ = — 7 + i(x’ — x), on obtient pour xe 2, x'e Qp et — |7 <-
e
00 = 14+ h™2E| 2 (2Qx'e") — (V.o o)) — 200 HE] 7'V, Vg + 5
6|0
avecs = (x' — x)? — 2it(x’ — x),etdonc || s I Lemey < lC | <en imposant — I l >

Pour montrer que o, est uniformément inversible, notons pour ueLZ(]R”)
I9u=<uu;®u®, [1% =1—IT%, et commengons par examiner:
Re< eXoqu, Tuyy = || Hull> + h~ 2|2 Re{(e*°Q(x'e") — V)1 {u, ITu
+ sy u, [y

26 1
avec s, = Re(s —2ih™*|&| V..oV . ¢,) et donc, grice a (H7) <et si CV4<4C2’
cf. (2.5)):

310] 46, L3101 by, e, 1612
||51|IL(L2)§?+W&|X —Xx||x |§‘?+?h 21E 7% x |2+54(16)ZF-

Gréce a (HY), il est facile de voir que 'on a ausst:
Re{(e2°Q(x'e”) — Vo )1 8u, 118y = 15, (x'|> | [10u]|?
et donc, pour xef2:

2
[<e*oou Tiuyy|2 <1 B 3ch‘l _54<16c16‘> >” . (3:5)

Examinons maintenant:

1
Im {e*gou, [T%u)y = Eiévzlm 28 (x| T8 u ||
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+ 20 ME T (Imx — 1) (Ve )T || + (T8 u, ITGu)y

é(_ o, 10l <1+|9|> 3I0l>”m B
CRIEE T Chea\ )T c

1 2C
D’ou, pour — = —=, et C assez grand devant C,, C;:

hlél

C,16]

[ T8l (3.6)
C? !

Im {e*oqu, Tu), < —

1
D’autre part, pour —— <-—=, on a:

hlfl

2C,\? 9)?
Re{eXoqu, Tudy 2 | Tul? — =2 Mo+»'-—'~)nﬂ‘iuu2
Cs 4c?

2C, 181> 3|0
(~%"~+ | ')nn" 2
c, c,¢c' ¢

2C,\? 0%
Quitte a augmenter C5 pour que <C2> <M ot LCI' 2) =< 3 on en déduit en prenant
3

C assez grand devant C,, C, (et avec (3.6)):

(eaqu, IT0u>y |>U |20 (3.7)

1 1
uniformément pour xe£2, x eQR’hlél ]0 ] h >0 assez petit, d’ou finalement,
avec (3.5), et quitte a augmenter encore un peu C:
o
[Coou,upyl2— H -

On a donc le résultat essentiel:

C

H 0'0— ! || L(L2(R?)) = '*9| (38)

1
uniformément pour xef, x EQR’hlél :| :| h assez petit.

. 1 1 . .
Remarquant aussi que EIED p= O<h e > estd’ordre — 1, il est alors classique
de construire terme a terme le symbole analytique b (en commengant par
bo=0¢ '(ay)).

Le fait que les b; vérifient les estimations (i) se voit par récurrence sur
J» et en utilisant la fomule de Leibniz pour estimer ||0%.b;|y,aeIN" par
CPI* 71 + |a])1| 0] 714,
(CO|:|1+ult11'1)se aussi le fait que g, est analytique en x/, et vérifie: | (0% a4)0, |, @ =
o
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On ressomme ensuite ce symbole formel en posant:
> bjlEld
jsklic

avec C' >0 assez grand, ce qui donne aussi I'estimation sur |72 g, (cf. [Sf]
Sect. 1).
Pour terminer la preuve de la Proposition 3.1, on écrit (3.3) sous la forme:

WX, ) ¥ Dy = j + I =1 +1,.

[El<e/h 18l ze/h

Pour estimer I,, on utilise le Lemme 3.2 qui donne, du fait que (Py— p)wy = 0:

_ 1 <
L=2n™ | ek _ylxx dx' ded
2 =(2m) mi”h R <x e hlﬁl JIE, Y>We(x V(x)dx' dé dy
+@u)7n [ el Zb[Pg, Y Iwedx’ d& dy (3.9)
BEY) h*(&]

et donc, en utilisant (2.6) ainsi que I'estimation sur |[r]|y et le fait que Im ¢ ;é
avec C > 0 sur le support de [P, ], on obtient:

[1,| e "
avec &, > 0, uniformément pour xe, h > 0 assez petit, et ye*(RP), |y |y = 1.

D’autre part, sur [¢| §£ on a pour xef:
—Im<p<x x,é') [é]= — & Imx + I[(Im x)® — (Re x — x')?]|¢| < C'e|Im x|/h

avec C'=1 + ° , et donc, en utilisant a nouveau I'estimation (2.6):

I11| § C//eC'e/h

uniformément pour xef2, h > 0 assez petit, ||y =1
Prenant ensuite le Sup sur tous les yeI*IR”), ||| =1, on obtient donc
finalement pour tout ¢ > 0:

1We(x, ) Iy < Ce®” (3.10)

uniformément pour s > 0 assez petit et xe£2.

Ceci est bien l'estimation demandée, et le fait que W, (donc aussi wy) est
holomorphe dans 2 a valeurs dans L*(R¥) se voit de méme, en remarquant que
les intégrales I, et I, (mise sous la forme (3.9)) sont absolument convergentes, et
que les intégrandes sont holomorphes en x.

4. Fin de preuve du théoréme

0
D’aprés I'estimation (2.6), et avec W = { xelR" |x| = %Cl} On a:
4

| We ll L2cw x rP) = 1—-K,e o/ 4.1)
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1
pour h >0 assez petit, avec K; >0 et ¢, = Inf Re ¢g(x) > 0.
R™\W
D’autre part, si 'on pose:

w=U_gwy=wy(xe %)

on a alors (P — p)w =0 partout, et d’aprés la Proposition 3.1, w est holomorphe
en x dans £2, a valeurs dans [*(R”).

On peut donc écrire, en utilisant le caractére formellement auto-adjoint de P
et la formule de Green:

ow
Imp Wl Zagr oy = IMCPw WDy o= —h2 [ wilds  (42)
oW x RP v

ou v désigne la normale unitaire extérieure de 0W, et ds sa mesure de surface.
A Taide de la Proposition 3.1 (avec ¢ assez petit), on en déduit:

Mmp| < |wlykr-Kae " (4.3)

ou K, >0.
Il reste donc & estimer ||w| ;% re. Pour cela, on écrit (avec Yy e [A(R?), ||y | = 1,
et ¢ > 0 arbitraire):

Cwe(x), ¥ >y
=@m)" [ TR (x — 1, ) Cwa(x), Y Dy (X)X’ dE + 1 (x. B,
[&l<e/h
(4.4)
ou, pour la méme raison que dans la preuve de la Proposition 3.1, on a:

Sup|r,(x,h)| S e/
xe Qs
avec ¢ > 0, et uniformément par rapport a ¥ et h> 0 assez petit.
Maintenant, dans I'intégrale qui apparait dans le membre de droite de (4.4),
on fait le changement de contour en x’ suivant:

T:x' = yp(x)e %% + (1 — yo())x’

YA’ 0]
ouxoeco(|x|<c—4 7(¥) = 1 pour [X|£ -

(On suppose aussi que la fonction y apparaissant dans (4.4) est telle que
Supp o = {x =1}).

D’aprés la Proposition 3.1, la région de troncature de y, est alors incluse dans
la zone de décroissance exponentielle de wy, et on obtient a I'aide de ce nouveau
contour:

(wex) Y dy=Qm) e [ QT e g (x — xe™)

1l <erh
|x'|<16]/2C4

(w(X), ¥ ydx"dE +ri(x, h) 4.5)

avec |r)| <e ®/Me” >0) uniformément par rapport a xe,,h>0 assez petit,

Wiy =1.

En prenant le Sup sur iy dans (4.5), on obtient donc pour xef(2,, et pour
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tout >0
[wo(x)lly < Coe™ | wlly «gr + €@

avec C,>0 et &"(e) > 0.
A Taide de (4.1), on en déduit:

1
Ve>0,3C, >0 tel que I|w|IWXRp§Ee"E/".

&

Cette derniére estimation ainsi que (4.3) permettent finalement de conclure, en
remarquant aussi que:

1
InfRe ¢y(x) = (0]
ow C
ou C ne dépend que de C, et J,.
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