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Etude spectrale d’une famille d’opérateurs
non-symetriques intervenant dans la théorie
des champs de reggeons

Abdelkader Intissar
Département de Mathématiques, Université de Nice, F-06034 Nice Cedex, France

Abstract. In this paper, we study a few spectral properties of a non-symmetrical
operator arising in the Gribov theory.

The first and second section are devoted to Bargmann’s representation and
the study of general spectral properties of the operator:
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where 47 and A;, je[1, N]are the creation and annihilation operators. In the
third section, we restrict our study to the case of nul transverse dimension

(N=1). Following the study done in [1], we consider the operator:
Hy ;=2 A A* + pA* A+ i’ A*(A+ A A |

where 4* and A are the creation and annihilation operators.

For A'>0and A?<ul'+ 4% We prove that the solutions of the equation
u'(ty+H; ,;u(i)=0 are expandable in series of the eigenvectors of H, ,
for 1> 0.

In the last section, we show that the smallest eigenvalue o () of the operator
H; ., 18 analytic in o, and thus admits an expansion: o(o)=0,+ a0,
+a’0,4 ..., where gy is the smallest eigenvalue of the operator H ;0.

0. Introduction

La théorie des champs de reggeons a été inventé par Gribov [9] en 1967, afin de
décrire le comportement a haute énergiec des sections éfficaces de collisions de
particules ¢lémentaires.

Elle est caractérisée par une famille d’opérateurs non-autoadjoints s’exprimant
en fonction des opéraieurs de création et d’annihilation usuels.
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Plus précisement, I’hamiltonien de la théorie des champs de reggeons a une seule
dimension transverse, une fois mis sur réseau et tronqué, s’ecrit:

N N N
Hyyra=0r" Y AFPA}+u Yy, AFA;+id Y, AF(A;+AF)A;
j=1 Jj=1 j=1
N—1
+O( Z (A;’(+1AJ+AJ*AJ+1) Py (0.1)
i=1

’

A" est le «four-pomeron couplingy,
— p est I'intercept de pomeron,
/4 est le «riple-pomeron coupling»,
o est la pente de la trajectoire de Regge

— A;, A} sont les opérateurs d’annihilation et de création agissant sur un espace de
Hilbert £ et vérifiant les propriétés suivantes:

[A,,A,:"]ZOJ,J s [AJﬂAk]:[Aj*vAI:k]ZO 5 ],k:1,2,,N ) (02)

Les domaines

fV\D(A,.) et D(AFA)ND(A;AF) (0.3)

Jj=1

sont denses dans £ pour tout je[1, N].

Le fait que H; , ;. n’est pas auto-adjoint est d’une part essentiel pour que
la théorie des reggeons ait un sens et d’autre part une source d’ennuis mathéma-
tiques.

Dans ce travail, on fait une théorie spectrale compléte pour H; , ;,:
— Définition du domaine, construction du semi-groupe associé, analyse spectrale et
comportement asymptotique de ce semi-groupe.

En utilisant Parsenal des perturbations analytiques des opérateurs, on établit
des résultats sur le comportement de la valeur propre principale de H; , ;. en
fonction du coefficient de couplage entre les sites o.

1. Représentation de H;. , ; , dans I’espace de V. Bargmann

Pour I’étude de H;- , ; ,, on considére la représentation holomorphe dans laquelle,
les états sont définis comme les fonctions analytiques de ’'espace de Bargmann £ [2],
c’est a dire:

E:{(p :C¥>C analytiques; | e 1 p(2)Pd,(z2) < + oo} . 1.1
q:N
ou z=(zy,...,zy), d(2)=dX-dY/Qr)" avec z=X+iY, X=(x;,...,xy) et
Y:(ylﬁ' © 5yN)'
Dans cette représentation, les opérateurs A; et 47 sont respectivement la
dérivation par rapport a z; et la multiplication par z;.



Spectral Properties of a Non-Symmetrical Operator 265

L’espace ci-dessus est un espace de Hilbert pour le produit scalaire:
(o= [ e o) (2)dz) .
c

Nous nous limiterons ici a rappeler, tout en les précisant quelques propriétés de
E qui nous serons utiles dans la suite. Pour une description détaillée de ’espace de
Bargmann, on consultera [2, 3].

Lemme 1.1) Pour tout multi—indice k=(ky,..., ky)d entiers naturels, on désigne par

e2)=z /l/k' ou ¥ = 1_[ et k\=ky'ky!. .. ky! alors la famille e, est une base
orthonormée de E. =1

il) L’espace P des polynomes a N variables est dense dans E.

i) Lespace E est isometrique a I’espace Eg des suites

a=(ay) telles que: |a|?*= Z klag? < + o0,

Iisométrie ci-dessus est donnée par:

o(z)= Z aka—’CZ:(ak)

K=0
En tenant compte des propriétés de ’espace des suites E, les opérateurs 4;et A F
(resp. A} et A}*) peuvent s’ecrire:

- A;e0=0, 4 ek—Vk ek, ouje[l, N]et ¢=(0,0,. ,...,0) le multi-indice
dont toutes les composantes sont nulles sauf la ]‘eme

_ Aj*gkzl/mek+sj ; ]E[i’N] ’
- Afek:V?j Vﬁek—m p Jell.N].

— A]*Zekzl/kj+1 l/icj—_rz-ek+2£j s ]6[1,N] .

Lemme 2. 1) D(Aj)z{(ak); Y (kj—|—1)|ak+£J|2< + oo}
K
i) A;et A¥ sont adjoint 'un de I’autre et on a:

D(4)=D(4¥) ; Vje[l,N] .

iii) D= ﬂ D(A;j) et D*= ﬂ D(A7) sont denses et s’injectent dans E de fagon

Jj= J=1
compacte.

D et D? sont respectivement munis des normes:

lolo=( % 14s01?) " lolo=( % iolf)

i
Lemme 3. Si ¢ appartient a ’espace de Bargmann alors ses réstrictions aux espaces
X +iRY sont de carré intégrable par rapport au poids exp (—|Y|?).

La démonstration de ces trois lemmes est classique cependant on donnera ci-
dessous une démonstration originale au troisiéme lemme.
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Dans [2], Bargmann a construit une isométrie entre I’espace E et I'espace L, (IR"Y)
des fonctions de carré integrable, de sorte que, toute fonction ¢ de E est représentée
de maniére unique par une fonction de L,(R") au moyen de I’intégrale suivante:

pl2)=c [ e \REIREV2Hf(g)dg (12)
RY
et on a:
lole=1/]rwy -
Posons ¢,(g)=e¢ 1?4 7V2
sous la forme:

%4 qui est une fonction de L,. On peut alors écrire (1.2)

e p@)=c | g.(q)f(q)dq . (1.3)
IR:\

Comme g et f sont toutes les deux dans L,(IRY) on peut appliquer lidentité de
Parseval a (1.3) et on obtient:

AP o(zy=c, | G.(p)f(p)dp | (1.4)
IRN

¢g.(g) étant une gaussicnne ou ¢, est une constante, on sait calculer sa transformée de
Fourier:

g.(p)=| g (q)dg= [ e 1PCTVZminragy
IRA\' ]RN

=(Q2m)V2l W2 (1.5)
Comme z= X +1iY, on peut écrire, pour tout X fixé, la fonction g,(p) sous la forme:
go(p)=Qm)VR et PN (1.6)
En posant:
hy(p)=eX e 12T XVI=2) 1y fonction €27 (2)
apparait alors comme la convolée de /iy et de févalué au point ]/5 Y, c’est a dire:
FMPET (X iV ) =crhyx [ (/2Y) (1.7)

ol ¢, est une constante.

1l en résulte que I'application y—e'2X % (X 1Y) est dans L, pour tout X
dans IRY.

En appliquant une inégalité de Young [4], on peut déduire:

et 20 o (x 1Y) |2, < Ay |2, 7], (1.8)

ou ¢ est une constante. R
Comme ||hx||3, =c3e*™ et || f||T,=ca| |}, on en déduit que:

[ e M lo(X+iY)PdY <cse* |o|? . (1.9)
IR.’\
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ou ¢s dépend de toutes les constantes précédentes, ce qui achéve la démonstration du
lemme.

Dansla suite, on considére 'opérateur H , ; , agissant sur Ey, ot £y est un sous
espace fermé de E, constitué des fonctions de Bargmann qui s’annulent a lorigine
c’est & dire:

Eo={p€eE; p(0)=0} . (1.10)

Cette restriction ¢limine la valeur propre zéro qui est sans portée physique.

Comme H/ , ;, est un opérateur non borné et non auto-adjoint, on étudiera
dans le paragraphe suivant ses premicres propriétés spectrales par I'intermidiaire de
sa résolvante.

2. Propriétés générales de H;. , ; ,

Tout au long de ce paragraphe, on supposera que (4', u, 4, ) € R* avec 2’ +0 et on
commence par donner quelques notations:

— P, désigne I'ensemble des polynémes qui s’annulent a I’origine,
N
— S=) Aj*A; de domaine D(S)={peEy; SpeEy},
j=1
N N N—-1
~ H=p Y AFA;+il Y AFA;+A4})A;+0o Y (Af A+ AFA; L),
j=1 j=1 j=1
— H; =J)'S+H avec 4’ non nul,
~  Le domaine maximal de H; (resp. de H) est D(H,)={peEy; H, € Eo)

— Le domaine minimal de H; (resp. de H) est:
Duin=1{¢ € Eo, 3ps€ Po, Y € Eg; py— @ ct Hyp,—i}
qu'on notera aussi par HJ" (resp. H™™").

Remarque 1.1) L’espace de Bargmann E's’injecte de fagon continue dans ’espace des
distributions D(IR*").

ii) L’espace de Bargmann s’injecte de fagon continue dans ’espace des fonctions
analytiques en la variable iy, ye R" et satisfaisant:

[ e PPloGyPdy <+ .
IRN
iii) Tous les domaines défini ci-dessus, (muni de leur norme du graphe),
s’injectent de fagon compacte dans F.
Commengons par dégager trois lemmes fondamentaux qui nous permettent de
montrer, en particulier que pour A’ non nul, que A, est un opérateur a résolvante
compacte.

Lemme 4. i) Soit je[1,N], Vke N", Vp polyndme en A; et A¥ de degré r <2k onu:
Ve>0, 3¢, >0 tel que Vo e D(A3%),

Kp(A;, AF) o, )| SeAF* AFp. 0>+, o] .
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i) Soit je[l,N], VkeN, on a Ve>0, 3¢,>0 tel que YpeD(AF™),
lfo[?<elAf o [? +c. o]

Démonstration.
i) Soit @(z)=) ae;(z) ona:
K

AJ*MAJI(ng kj(kj—1) e (kj'—l'f’l)ak(zkl'”kj+"1‘I”'KN)//1//;?
=Y (kj+1—m)(kj+1—m—1)...(k;—m+1)
K

'akl..‘(kj-f—l-m)...k;v(zklMkj+m_lmkN)/l/k! .

stk S1/=m on a: V(k_j;:l':n?)’_zl/la ]/.kj+1 VE/ZII——_W!—) Il en résulte
que:

AFmAlp=Y {[/(_lﬂ‘ﬁtlt% V(kj—i-l—m—l) .l/(kj+1) cokj—m41)
‘akl‘(kj+l—m).‘.kN}ek(Z) .

En posant u(kj):V(/Z;717) V@j:[;m—l) N AGTE R VI .(kj—m+1), on

en deduit:
u(k) k)2 =ki2Em o dou u(k)=0(k;?m)
sk Si [<m, de fagon similaire on déduit que:
u(kj)= O(k}mH"'))
Calculons maintenant I'expression: (A" Ap, ¢ on a:

<AJMAJ['(P, (P>=Z “(kj)ak,...(k,+1—m)...kN A,k

K

§Z u(kj)1ak1...(kj+l—m).ukzv gy kel
K
<12 [ulk;) +ulk;+1—m)lla* .
K

Comme u(k;) =0 (k}">"*™), il existe ¢o >0 et ¢; >0 tels que u(k;) Sco+c; k2.
Pour m+{< 2k on obtient, en appliquant I"inégalité de Young, V6 >03c;>0;
k20 m <Skk 4 c5, il en résulte alors que:

(A" Afp, 0> =0 L kSlaP +(cs+co) X lal’
d’ou:
Ve>0, d¢,>0 tel que VoeD(A7Y) ,

KA Alp. o) SecAF Ak, 9> +e ol |

i) De (i) on déduit (ii).
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Lemme 5. i) Soit je[1, N1, YVke N*, Vp polyndme en A; et A¥ de degré r <2k ona:
Ve>0, 3¢,>0 tel que VoeD(AT D) |
[<p(A4;, A]) o, §0>D(A,)] _§8<Aj*kA}((p’ (P>D<A,) +c H ® H%)(A,) .
i) Soit je[l,N], Vke N, ¥p polynéme en A; et Af de degré r<2k ona:
Ve>0, 3¢,>0 tel que VopeD(AT ),
IKp(As, AF) @, @O piar| S e A AL @, 0dpiar . @b -
Démonstration. 1) En appliquant le (i) du lemme précédent, on obtient:
Ve>0, 3¢,>0 telque VoeD(A7*™Y),
IKp(Aj, AF) @, @Y pia)| Se{AF VAT Vo o)+ o) .
Comme A4;4} — A} A;=1, on déduit que:
VkeN", Af*A;=A; A} —kAF* ™, il en résulte que:
AP DAL V. 0) = (AP A A 0. A1)

={(AjA} —kAF* D Ak, 4,0)

J

=(A;Af Arp, Ajpy —k{(AF* A, ) .
D’ou:
Ye>0, 3¢,>0 telque VoeD(A47* ™),

|<P(Aj, Aj*) @, QD>D(AJ)| §5<A}kkAJ]’((P, §0>D<A,)+Ce”@ H%)(A,) .

i) De fagon similaire.
Lemme 6. Soient:

N
- S= Z AF* A7 de domaine D(S)={peEy; Spe Ey} et

Jj=1

N
- H=,u 'Zl AJ*AJ+Z)

J

N
AF(A;+ AN A;
j=1

J

N-1
o Y (AR A+ AFA;L)

j=1
Alors ona: i) Ve>0,3¢,>0; [Ho|<e|Se|+c.|e| VoeD(S).
i) Ve>0,3¢,>0; [(Hp, o) <e{Se, > +c.| ol YoeD(S).

N

i) Ve>0, 3¢,>0; [CHo. )p|edSo, 0dptco|h Voe [} D(47)

Jj=1

N
iv) Ve>0,3¢,>0; KHo, yp2| e{Sp. 9)patc.|o|b: Voe [ D(A)).

j=1
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Démonstration. 1) Soit ¢ € D(S), alors pour ¢(z)= ), e, on a:
klz1

Z [k1+k2+...+kN]]ak|2< + w0,
[kl z1

Sk Rl < + oo

kP +hk3+ ...+ k]l < + o

et
Y kR 1P 3Gy — 17 KRy — 1] < + o
[klz1

onen déduit que: Y [k +kT+ . +Hhki]lal < + .

ES
Comme:
N
Ho(z)= Z {# Z kja
LIE j=t
N -
+ih Y [k =1) Yk a—, +)/k+ Ukjay., ]
i=1

N—-1 o o o
+o )y (ij [/kjﬂ e ee,+1 +1/kj+1 [/ kj+1 ak+sj—sj+1)}€k(z) -
j=1
En combinant I'inégalit¢ de Cauchy ct celle de Holder on obtient:
N N
ol <3 [ ¥ ke 3 43
k j=1 j=1
ol ¢ et ¢, sont deux constantes on peut aussi déduire que:
Hqu”zgc Yok kS + kel
k

ol ¢ est une constante.
Appliquons & nouveau I'inégalité de Holder au couple (k;.1), pour tout
je[1, N], on obtient:

¥o>0, dc;>0 tel que kI<Ok}+c; .
ce qui nous permet de déduire:
Ve>0, 3¢>0; |Ho|=Ze|Se| +c|o| VoeD(S) .
(i1), (ii1) et (iv) sont une conséquence des Lemmes (4) et (5.).

Proposition 1. i) Pour toute suite {¢,} dans D(S) telle que les suites {@y} et {Sqy}
soient bornées on peut extraire de la suite {Hey| une sous suite convergente c’est a
dire: H est S-compact.

it) D(HM™ =D(S).



Spectral Properties of a Non-Symmetrical Operator 27

Démonstration. 1) Comme S est un opérateur a résolvante compacte et H est
strictement dominé par S, d’apres le (i) du lemme précédent, il en résulte que H est
S-compact.

ii) Il suffit de combiner (i) et le théoréme suivant:

Théoréme 111, p. 194, Kato [17].
Soient T et T, deux opérateurs sur un Hilbert F tels que T, est 7;-compact.
Alors, si T; est fermable, Popérateur T=T; + T, est aussi fermable.
Les fermetures de T; et T ont le méme domaine, et 7, est T-compact.
De plus T est fermé si 77 lest.

Proposition 2. Pour i’ non nul, 3p,eR; HP" + o1 soit bijectif.

Démonstration. Soit >0, considérons I"opérateur H,;, =1'S + H qu’on peut écrire
sous la forme H,; =A"(S+ H/."), soit donc:

S+H/Z+PI=[I+"2"H(S+ B 1(S+BI) .

- Comme S+ fI est un opérateur inversible, il suffit de montrer que
(U2 H(S+ BN~ < 1.
Soit e £, on a Ve>03¢,>0;

(YA HS+BD) || <e|[SS+BD | +e[(S+BD |
Ze|[(S+BI=BD(S+BD || +c.||(S+BD) M|
sely] +EB+e)S+pn 1y

Comme |[(S+p1)"'||<1/B, on en déduit que:
|2 H S+ D™ | Qe+ clB ] -
D’ou pour e<1/2 et f>¢,/(1 —2¢) on a:
[VAZHS+BD ™ <1 .
Par conséquent, il existe € R tel que:
HY™ 4 Bl soit bijectif .

Proposition 3. Pour /' non nul, on a: Le domaine maximal de H;. est égal a son
domaine minimal.

Démonstration. a) L’inclusion de D, dans D(H,/) est évidente.

b) Pour montrer I'inclusion réciproque, on considére ¢ € D(H,.): c’est a dire
e Eyet Hy e E, comme il existe o € R tel que HP™ + Bof soit bijectif de D,,;, sur
Ey., alors il existe @y € Dy, tel que (H,, + Bol) @ = (HP™+ fol) @, on a en particulier
(H; + Pol) (@ — 1) =0, il faut donc montrer que H; + fiy[ est injectif,

Pour ce faire montrons I'inégalité a priori suivante:

Pour 4'>0, 3¢>0; Re (H}™ @, 0>= —¢|¢@[*Ype Dy
Pour 4'<0, 3¢>0; Re {HI" 0, p)<c|o|>Vpe Dy -
Pour /4'>0, on a Re (HI @, 9> =1{Sp, ¢>+Re {Ho, ¢), de I'inégalité (ii) du

2.1)
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Lemme (6) on déduit que:
Re (HI" g, ) Z (7' =) {S¢, ) —c|o|> Vo &Duin -

En choisissant ¢ <4’ on obtient le résultat.

De cette inégalité a priori, on déduit que H"+ fi,/ est un opérateur a image
fermée. D autre part,ona: HY. , ;. ,=Hj - 1. 00 H} , ; ,désignel'adjoint formel
de H,..

Puisque Padjoint du minimal est I’adjoint formel maximal voir [6]; il découle de
la proposition précédente que H} + o1 est inversible; il est donc surjectif ce qui
prouve Pinjectivité de H, + fiol. Par suite ¢ = ¢, et donc @ € D,;,, ce qui acheve la
démonstration.

Proposition 4. Pour 4’ non nul on a:
i) H; de domaine D(S) est un opérateur a résolvante compacte.
i1) Le spectre de H ;. est une suite de nombres complexes (o) ( qu’on peut ordonner
en ordre croissant de modules tels que lim |o\| = + oo lorsque k tend vers [’infini).
1) oy est une valeur propre de H; Yk =0.
iv) L’image de H, —al est fermée
v) H, —a,l est un opérateur a indice et son indice est nul.

Démonstration. 1) Comme D(S) s’injecte dans F, de fagon compacte et que
I’ensemble résolvant de H ;. n’est pas vide, on en déduit que H; est un opérateur a
résolvante compacte.

(i1), (iii), (iv), (v) sont des résultats classiques.

On suppose ' >0, et on considére le probleeme de Cauchy:

W)= —Hyu(t), >0, u(0)=¢ et @eD(H,) . (2.2)

Pour montrer que le probléme de Cauchy est bien posé, c’est a dire, pour montrer
I’existence et I'unicité du probléme (2.2), on est amené a vérifier les hypothéses du
théoreme de Hille-Yosida.

Proposition 5. Pour 1'>0 on a:
i) — H, estungénérateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement continue™
et il existe >0 tel que

tH;.

e~ 1| <t ¥i=0 .

i) e~ tHa*bol) o5t compact V> 0.
iit) o(e”"M*)=e """ {0}, ou 6(H, ) désigne le spectre de H;:.
Démonstration. i) De I'inégalité a priori (2.1) et la Proposition (3) on a I’existence de
fo>0 tel que:
Re (Hy 0, 0> 2 —Polle|* YoeD(H,) . (2.3)
Il en résulte que H; + fof est un opérateur accrétif et par suite:

VE>Bo . o =1/(B—Po)|(Hy+BD o] YoeD(H,) . (2.4)
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11 découle alors de la proposition (4) que:
[(H+pD | S 1/(B—Po) YB>Po - (2.5)

Les hypotheses du théoréme de Hille-Yosida sont donc vérifiées et le (i) est ainsi
démontré.

ii) Pour I’étude de la compacité du semi-groupe on est amené a montrer le
lemme suivant:

Lemme 7. Soit u'(t)= —H,u(t), t>0, u(0)=o.

N
Soient A'>0 et u(0)e D= ﬂ D(A;), alors on a:
j=1
i) 1l existe ¢>0 tel que |[u(t)]p< e |u(0)] p.
i)y e M peL,([0,T], D) VP E,.
iti) e M2 @eD V>0 et VO E,.
Démonstration du lemme. 1) Soit u'(t)= —H, u(t) avec 1'>0, on a:

Re u'(1), u(t))p= —Re (Hpu(t),u(t)yp

D’aprés 'inégalité a priori (iil) du Lemme (6), on déduit qu’il existe une constante
¢>0 tel que:

(/2)d/dt [u@)|p=cu@)]3 .
et en appliquant le lemme de Gronwal, on établit:
[u@)|p=e||u(0)|p avec u(0)eD(H?), mais D(H?)
est dense dans D alors pour tout u(o) € D il existe u,,(0) e D(HZ) telque u,,(0)—u(0)
quand m— + oo et par passage a la limite on en déduit que:

[u(@)|p=e||u0)|p avec u(0)eD . (2.6)

ii) Soit u'(t)= —H,u(t) avec u(0)= ¢, soit u(0)e D(H?%), alors on a:
Re (u'(1),u(t)y = —Re {Hu(t),u(t)), comme (4;+A¥) est un opérateur
symétrique et comme

N-1
Re < ¥ (AJ?"HAj—f—A;"AjH)u(t),u(t)>

N
<2} [4um]* .
J
Il en résulte que:
N N
12d/dt |u()|*+2" Y, |AFu@)|* —(ul+20) Y, A;u@)|*<0
J Jj

orVe>0, 3¢, >0tel que | 4;u(t)|? e AFu()|? +c.|u(®)|? [lemme (4)]. D’ou pour
/'>0ona:

12d/dt ||u(0)||> + (2" —e(ul +2a)) Z [A7u(@®)|* —c.(ul+20)|u@)|*<0 .
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En choisissant e < A'/(|u|+2a), on en déduit que:

N
12d/de | u(o)|* + (G —e(ul+20) Y. [A2u@)|P Sclpl+20)|u@)]? .
j=1

ji=

Intégrons chaque membre de cette derniére inégalité sur 'intervalle [0, 7] pour
obtenir:

T N T
[u(T) 2+ —e(ui+20) [ Y [47u(@0)|Pdt < |u@)|?+c | [Ju@)|?dr .
0 j=1 0

De cette inégalité a priori on déduit:

—tH

T
d’une part que | |e @ |bdi<| @|?*VoeD(H,) et dautre part (en appliquant
0

T
le Lemme de Fatou) que [ ||e "+ @ |3dt<|® |2, Ve Ey. 1l en résulte qu'on a
u(t)e L,([0, T, D).
ii1) Il résulte de (ii) que u(r) € D sauf peut €tre sur un ensemble de mesure nulle.
Mais de I’additivité du semi-groupe on déduit que u(t)e DVe>0.

Retour a la démonstration de la proposition 5. 11) Du lemme précédent, on déduit que
e tHathol) o5t un opérateur fortement continu de D sur lui méme. Comme D
s’injecte de fagon compacte dans Ej, on déduit que:

e~ Wt hol) og( un opérateur compact pour tout ¢>0.

(iii) est une conséquence immédiate du Théoréme 2.4, p. 46, Pazy [23].

3. Etude de H;. ,=A'A**A> + pA*A+ilA*(A+ A*) A (un site)

Dans ce paragraphe, on étudiera les propriétés spectrales de 'opérateur H;: , ; , @
un site, c’est a dire agissant sur I'espace de Bargmann:

Eoz{q): C—C analytiques; | e” 1 |p(2)Pdydy< + oo et (p(O):O} )
C

Plus précisément, 'opérateur H; , ,; , s’écrit dans ce cas sous la forme:
Hy =A% A% + uA*A+ilA*(A+A%)A , ou A=d/dz (3.1)

et A* est la multiplication par z.
Nous résumons d’abord certaines propriétés de H, déduites du paragraphe
précédent sous forme d’une proposition:

Proposition 6. Soient S=A*2A%* et H=pA*4+ilA*(4 +A*)A, on pose
H, =4'S+H alors on a:
1) Pour 4’ non nul, D(H,;)=D(S).

1) Pour A’ non nul, 3o R; (H; + fol) a un inverse compact.

i) Pour .'>0, 3¢>0 tel que Re (Hy ¢, )= —c| |

iv) Pour ' >0, — H; engendre un semi-groupe compact vérifiant : ”e THHa

v) a(e”ry=e "M 0 {0}

Commengons par préciser d’autres propriétés spectrales de H..

Bot
| <efor.
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Proposition 7. Soient 2" non nul et A/A'(A/A"+ p/A) Z 1 alors les valeurs propres de H ;.
sont réelles et simples.

Démonstration. On considére le propléme aux valeurs propres H;, ¢ =0¢ c’est &
dire:

(A2 +il2)@" )+ (222 +uz) @' (2)=0p(z) ; @eE, et aeC . (3.3)
On réecrit (3.3) sous la forme:

y (ikz+p)
OOt i
Il découle de (3.4) que zo =0 et z; = —iA/A" sont des points singuliers réguliers, de
plus en ces points les équations caractéristiques sont respectivement: s(s —1) =0 et
sls+A/A (A4 +uji)y—1]1=0.

De la théorie de Fuchs [25], on déduit que les solutions ¢(z) de (3.3) qui sont
holomorphes ont le comportement suivant:

, _ ag
VO= i 0O (34

p(z)xz en zp=0 et o@@)~cte en z;=—iA/A . (3.5
Pour z au voisinage de I'infini, qui est un point singulier irrégulier posons dans (3.4)
Y (z2)=0'(z), il en résulte que:
o Az 4+

(/j/(z):z(l’z%*i/l) () CAz+il

Y(z) .

En posant @(z)="(¢(z), Y(z)), on obtient le systéme différentiel suivant:

0 1
P'(z)= o iz |2 (3.6)
z(A'z+ik) Az +i

Soit z=re avec re 0, + w0, we[0,2n] et W(r)=(p(re'®), y(re')). On a alors
I’équation différentielle suivante:

W'(r)=e M) W(r) | (3.7)
ou
' 0 1
M(re®) = ¢ ire 4| -
e e +ih) T A réP+in

Soit ||| M||| une norme de la matrice M dans € comme ||M (re') W (2)| S IIM ||| | W
on en déduit que:

5

[w' e mmiwe) - (3.8)
Pour R> A/A’ la norme ||| M ||| est bornée en dehors du disque de rayon R et puisque

d
L jwe<iwo

, on peut appliquer le lemme de Gronwal [5], ce qui conduit a
I'inégalité suivante:

Vre[R, +of . ||@@)| <sup [W(Re™)|elMllz-R) (3.9)
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en particulier on a: |@(z)|<sup [W(Re®)[ellMll(z1-R), I en résulte que @

appartient a 'espace de Bargmann E,. C’est a dire, on a le lemme suivant:

Lemme. Les solutions analytiques de H; ¢ =a@ sont dans [’espace de Bargmann.

On fait maintenant, une restriction a ’axe des imaginaires négatifs en posant:
u(y)=e@(—iy) avec yef{0, + 0], alors I'équation différentielle ordinaire (3.3)
s’ecrit:

— VA =2U' () +y Gy +wu'(y)=ou(y) . ol (3.10)
+ o
uekE, ={u 10, + o[> C analytiques; [ e Y u(y)Pdr<+x et u(0)=0} et
0
ogeC .
On remarque que l’'intégrale ci-dessus est finie lorsque ¢ appartient & £, (Lemme 3
du premier paragraphe). On pose:
o'=4/A", o=u/s avec A'F0 et AF0 .

Soit ye[0, 9] avec ¢’ >0, on multiplie I’équation (3.10) par r(p)u(y) [r(y) sera
déterminée plus loin]. On pose s{y) =yr(p) et on intégre par parties sur I'intervalle
[0, 0], ce qui conduit a:

5Oy =D EOE — | 50 Ry Dl (Pdy
+Qf [(iy +u)s(y) —diy ((Ay— i)S(y))j! u'(y)u(y)dy
0
—o [ rOIGIPdy . (3.11)
0

On choisit s(y) tel que Zz’é ((Zy—=2)s(»))=(Ay+u)s(y); on obtient:

s()=ce??)y —o|7@7¢) "1 ol ¢ est une constante.

Lorsque ¢'(¢ +¢') =1, la fonction y—s(y) est bornée ce qui entraine:

[s() Ay =)' (»)a(y)g =0 .

Il en résulte que:

= sM@Ey =Dl (Pdy=a g r(Mu(y)Pdy . (3.12)
0

L’équation (3.12) signifie que H, est un opérateur symétrique sur l'espace
L, [(0,0), r(»)dy].

Soit Ey={ve L, [(0,0"). r(y)dy]l; Hyve Ly [(0,0), r(y)dy] et v(0)=0}.

Alors lespace des restrictions des élements du domaine de H; en tant
qu’opérateur sur Ej est inclus dans E,.

De I’équation (3.12), on déduit que, pour 9'(¢ +¢') = 1 les valeurs propres de H ;.
sont reélles.
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Il nous reste a montrer qu’elles sont simples ; pour ce faire, considérons ’espace
L, [(0,0"),r(y)dy]; sur cet espace I'expression de H; n’est autre que:

Hyu()=—— (—2'y(@ =) . (3.13)
r(y)
Posons p(y)=2"y(¢"—y)r(y), on a:
l//HMP:ﬂ (p@’) et sz«lﬁ:(,'-f (py"' .

B
alors

rlWH, @ —oH b=y (pe") —o(py") = oo —oy )]

st Hyp=a¢@ avec ¢ £0 et H;y =0y avec y £0, on en déduit que: [p(Wo' —py’)]
est constante, et comme cette expression s’annule a I'origine il en résulte que
Yo' —ey' =0,y estdonc proportionnelle a ¢, c’est a dire ’'espace propre associé¢ ala
valeur propre ¢ est de dimension un.

Montrons maintenant, qu’il n’y a pas de bloc de Jordan, c’est a dire, montrons
que:

Voeo(H,) ona Ker(H, —al)*=Ker(H, —al) .

Pour ce faire, supposons qu’il existe y € Ker (H; —al) tel que:

1
;(p(p’)’=o(p et (3.14)

1
;(W’)Emﬁﬂo : (3.15)

En multipliant (3.14) par 1 et (3.15) par @, puis en intégrant les deux équations sur
[0, 0'] on obtient:

o [ (4 o o
[ (po)Wdy=0 [ rogdy et | (py)¢dy=c | rgdy+ | rlgPdy .
0 0 0 0 0
Il en résulte, aprés intégration par parties que:
e _ o _ o o _ o
[ poWdy=a [ roydy et | py'¢'dy=c | rpdy+] rleldy .
0 0 0 0 0

Si on calcule la différence de ces deux dernieres équations on obtient:

6[/)[(/3’15’-%’@’]@:0] r((ﬂlﬁ—!//@dy—g rloPdy . (3.16)
0

D’ou
Q' o' 44
2i { Im(@"¥")dy=2ic | Im(ey)dy—| rloldy . (3.17)
0 0 [¢]

v
Comme p est une fonction reélle et o € IR, on en déduit de (3.17) que j rloPdy=0ce
0
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qui est impossible, par conséquent, les valeurs propres de H, sont simples; ce qui
achéve la démonstration.

Maintenant, on va appliquer un résultat fin de Lidskii pour montrer I’existence
d’un ensemble total de fonctions propres de H, avec 4’'#0. D’une fagon précise
on a:

Proposition 8. Soient .'>0 et 1> <uli'+ /2, on cosidere le probleme de Cauchy :
u' )+ H,ut)=0, u(0Q)=¢ et t>0, alors on a:

%
u()xY P nio on peD(H,) . preD(HY) .
7 {Or, OFF>

Hyou=0vpr et Hf@if=00F .

La démonstration de cette proposition (énoncée dans [14]) repose sur un théoréme
fin de Lidskii qu’on donnera ci-dessous sous forme simplifiée.

Théoréme de Lidskii [19], Théoréme 3, p. 208]. Soit T un opérateur linéaire de
domaine D(T) dense dans un Hilbert B et a résolvante compacte, on suppose que les

valeurs propres de T sont simples et que zéro n’est pas valeur propre. Soit le probleme
de Cauchy:

W)+ Tu(®)=0, u@=¢ et t>0. (3.18)
Si T vérifie les deux conditions suivantes:
i) 3p; O<p <1 et |oyl” converge ou o, k=1,...sont les valeurs propres de
(T*_lT_l)”Z‘ k

i) 3¢>0; —g+s§Arg<qu, (p>§-§——£ YoeD(T).

Alors. 1) Le probléme (1.18) est bien poseé.

2) La solution u(t) du probleme de Cauchy (3.18) est limite de sommes partiélles
de I’expression :

*
$O08) o hig, i geD(T) . gfeD(T?)
v @ 0k
To=PBror et T*pf=Pproi .

Pour notre probleme de Cauchy, on pose: .

ﬁi,=H,~,+BOI et Hi=A'S+ud*A+pyI ot f,>0 tel que H, et H; soient
inversibles. On peut aussi écrire H, = H, +iH, avec H,=AA*(A+ A*)A.

Alors la verification des hypothéses du théoréme de Lidskii repose sur le:

Lemme 8. Soit 2'>0 et H,, =H, +iH, alors on a:
1) 1l existe ¢>0; [KHyp, Y| =c|[<Hyp, 93| Vo € D(5).
it) Loperateur (I+iH,H{ ") est inversible.

i) 3¢>0; —g—l—sgArg (Hyo, ¢>§g~g YoeD(H,).
iv) La série Y |oy|? ou o, k=1,..., désigne la suite des valeurs propres de
k

Popérateur compact hermitien positif (H%™ ' H; ')"? est convergente ¥p >1/2. (On
dit que H;' appartient ad la classe lp(Ey) de Carleman.)
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Démonstration du lemme. (i) et (i1) découle du Lemme (6).

iii) découle de (i).

iv) Comme H;'=H'(I+iH,H '), et soient o les valeurs propres de
(HE H; Y2 ety k=1,..., cellesde H; '. Puisque 'opérateur (/+iH, H, ')™*
est borné par une constante ¢, il est connu en appliquant le théoreme du minimax
([8], Gohberg-Krein, p. 27), que oy < cyy.

Comme H;=A"A**4?+puAd*A+PoI est auto-adjoint et que la famille
e(2)= {z"/l/ﬁ} forme une base de fonctions propres de H; associées aux valeurs
propres wy = A’k (k —1) + pk + Bol on déduit que y,= 1/w,~ 1/k?, il en résulte que:

Y of <+ Vp>1/2.

k

Quant a Popérateur limite H, ; (A'=0), il a été étudié dans [11, 12, 1].
Nous commengons par résumer quelques propriétés spectrales de H,, ; étudiées
dans {11, 12].

1) Propriétés de H, ;. a) H, ;= /H,; ou on a noté¢ H, au lieu de H, ;.

b) Pour u#0, H, ; est la fermeture de sa restriction aux polynomes.

c) Pour u#0, H, ; a un inverse compact.

d) H, _,=H},.

e) Les valeurs propres de H,, ; sont reélles.

f) Pour u>0, Re (H, ¢, ¢>Zu|¢|? pour u<0, Re{H, 0, 0>=uo|*

Dans la suite nous indiquons une démonstration de ces propriétés. Notons par
HM™ la fermeture de H, ; aux polyndmes P, et par Dy, son domaine.

Soit u>0 alors on a pour @€ Dy,

Re(H, 0, 0>=uldp|*Zulo|* . (3.19)

L’inégalité (3.19) serait fausse si on n’avait pas ¢liminé les fonctions constantes. En
se restreignant a £y, cette inégalité deviendra la propriéte (f) lorsque nous
démontrons (b). De (3.19), on déduit d’une part que D,;, est contenu dans le
domaine de A4, en particulier son injection dans E, est compacte (quand on munit
Dpin de la norme du graphe), et d’autre part que H " est injectif et que son image
est fermeée.

Nous allons maintenant démontrer que H"f est inversible, pour ce faire, on
montre que son image est dense et pour cela que son adjoint est injectif. On vérifie
que cet adjoint n’est autre que H, —;.

Les seules fonctions nulles a I'origine que H,, annule sont les

¢ [ e PPyip/itdé avec A%0 .
0

On vérifie facilement que ces fonctions n’appartiennent pas a I’espace de Bargmann.

min est donc inversible et H, , en est une extension injective. Il en est que
H, ;=H?. Lapropriété (c)en résulte puisque nous avons vu que H, ; est inversible
et que 'injection de son domaine dans E, est compacte.

La démonstration de la propriété (e) repose sur trois lemmes:
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Lemme 9. Soient .'>0 et u>0, alors les images de la boule unité par H;.' sont
contenues dans un compact de E, indépendament de 1'.

Démonstration. Soit H, =A'S+H ou S=A*A4% et H=uA*A+ilA*(A+A*)A.
On consideére ici H; comme une perturbation de H. On a:
Re (Hy ¢, ) =72"|A%¢|*+u||4¢|?; pour 2>0, on en déduit que:
Re (H; ¢, o)1= p||A¢|?, en appliquant I'inégalité de Cauchy on obtient:
lul[Ao|? < [Hyo| [ o] et comme [of <40
gl <1/l |Hyo

|, il en résulte que:

, on en déduit que:

|AH | <1/l ¥ . (3.20)

1

Ce qui prouve que les images de la boule unité par H, ' sont contenues dans un

compact fixe indépendament de 4.

Lemme 10. Soit P, I’ensemble des polynomes en z qui s’annulent a I’origine alors
H(Py) est dense dans E,.

Démonstration. Soit s € E,, comme H est surjectif, il existe o € D(H) tel que Hp =1,
d’autre part, comme D,;,= D(H), il existe une suite de polynomes p, € P, tels que
p.— @ et il existe Y, € E, de sorte que Hp,— .

Au sens des distributions, on a Hp,—»Hep =y d’ot Y=,

En combinant les deux lemmes précédents, on obtient le résultat ci-dessus.

Lemme 11. Pour u>0, on a:
H;'-H™' quand 1'—0 [en norme] .

Démonstration. Comme H(P,) est dense dans Ey, il suffit de montrer la convergence
simple sur H(Py). Soit o e H(P,), il existe p e P, tel que Hp = ¢, on obtient alors:

Hy'"Hp—p=y, et H;y;, = —A'Sp d’ou:

|Hypi || =147 |Sp|, il en résulte que ||y, || = 4]
(3.20) on obtient: |y | <IA"/|ul||Sp]|-

Il en résulte que:

Lim ||, | =0 quand 4'—0 et par conséquent on a la convergence simple. Pour
montrer la convergence uniforme, on rappelle que D(A4) s’injecte dans E;, de fagon
compacte et comme |AH; " || <1/ju| [y |], la convergence est uniforme sur D(A4).
Puisque ce dernier est dense dans F.

Il en découle que H;'-H ! quand i'—>0 [en norme]. Pour achever la
démonstration de la propriété (c), il suffit de rappeler qu’on avait montré que les
valeurs propres de H; sont reélles pour A/A'(A/A"+u/A)=1, il résulte alors du
lemme précédent que celles de H le sont aussi.

L’étude de la plus petite valeur propre de H, ;, en particulier son existence a été
faite dans [11] et [1], nous rappelons ci-dessus certains résultats de [1].

|H; ' Sp| et d"aprés 'inégalité

2) Meéethodede T. Ando et M. Zerner. La méthode de T. Ando et M. Zerner consiste
a expliciter 'inverse de H sur I’axe des imaginaires purs négatifs.
L’opérateur intégral est donn€ par:

H‘lt//(-iy)=(§) K, (y, )W (—is)ds
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ou

1 ——52 U min(y,s) uZ U
vs)=— Exp|—— —= Exp|—+>ud 3.21
Ku(y,9)=7 XP(2 /»LS) g xp |5+ u|du (3.21)
Soit L, [[0, + oo[, e~ **~29*dx], espace des fonctions de carré integrable par rapport
4 la mesure e’ " 29%(dx.

Certains résultats de T. Ando et M. Zerner sont résumés dans la proposition
suivante:

Proposition 9 (Ando et Zerner [1]).

i) Pour tout u de partie reélle au moins égale a w, H ™' s°étend en un opérateur de
Hilbert-Schmidt de L, [[0, + o[, e ¥ "29%dx] dans lui méme.

i) Pour u>0, H posséde au moins une valeur propre. Soit oo(t) la plus petite de
ces valeurs propres, elle est simple et la fonction oy se prolonge en une fonction
analytique réelle positive et croissante.

Conséquences. L’analyticité de o, par rapport a 4 permet de prolonger les éléments
de la matrice de Diffusion de fagon analytique par rapport a u. Le comportement
asymptotique de la section éfficace aux hautes énergies serait alors s7®, go(u)
donnée par ce prolongement analytique (s est I’énergie).

Pour une discution du rapport de ces résultats avec la théorie physique, on
pourra se reporter a Intissar et al. [13].
3) Comportement asymptotique de e pour t— + co. Nous terminons ce para-
graphe par la démonstration de certains résultats énoncés dans [12].

Pour x>0, nous rappelons que le probleme de Cauchy u'(t)= — Hu(t) avec
1(0) = ¢ est bien posé et que e " est un semi-groupe compact vérifiant la relation
survante:

o(e My=e " G{0} .
Nous avons la proposition suivante:

Proposition 10. Soient o4 et g, désignant respectivement la plus petite et la seconde
valeur propre de H alors.

D) e | =e """ +o(e™*) pour tout e<ay.

i) (e o, y>=L@, 0f> {po, W) e "+ 0(e” ") pour tout ¢ € Ey et pour tout
W € Eq ou g est la fonction propre de H associeé a oy et of est la fonction propre de H*
associée a oy telle que {@qy, pF>=1.

Démonstration. 1) Soit g, la plus petite valeur propre de H. Comme elle est simple,
alors il existe ¢, =0, fonction propre associée a gy, qui engendre un espace Fy, de
dimension un. Désormais, on prend “%” =1; alors il existe un sous espace F,
supplémentaire de Fj tel que:

(p()éFl > EO=F()@F1 et €‘IHF1CF1 .

Soit Pla projectionde Ej sur Fyet Q =1 — Pla projection de £y sur Fy, alors on peut
écrire:

tH

Voeky, ., ¢=Pp+Qo=cipo+Q¢ ., dou: e Mop=cie”ps+e Qg .
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Dans la suite on cherche une majoration de |e ¥ Q. Comme ¢ *# est une
opérateur compact on a:

r(e”M|p)=e"7"; our(e ™|, ) désigne la rayon spectral de Popérateur e ~|,
et g, désigne la seconde valeur propre de H [6].

Posons maintenant, 1=n+s, ou n est la partie entiére de t donc 0<s<1, onen
déduit que:

le™ e[ = e e lp [ = e Ir, | -

Comme lim ||¢"#|; ||'"=¢~"" quand n tend vers infini, il en résulte que:
Je ™| V=" +w, avec w,—0 quand n— + 0. On a aussi:

e ™= " (1 +emw) =e "1 +w,)" avec w,=e"'w, .
Soit ¢ <0y, on peut ecrire:
64n61(1+Cl),/,)"=e‘€t+”_nol(1+(1),’,)"
:e—£t+ns+sa—m71(1 +w,’,)"

=e~sten(£~a1)ess(1+wr/l)n .
On a donc:
”eftH|F1HéHe—nHlFlH:e~aten(a—al)ess(1+w'/l)n )

Il en résulte que:

lim Log [e~*¢"|le " |p,||]= — o0 quand t— + oo d’ou: lim e*||e |5, || =0 lors-
que -+ 0.

i) 11 suffit décrire (e o, yd>=<e TP, y>+<{e " Qp,y>. Comme
[Ke "M Q@ > <cre”® avee e <oy, il en résulte que:

[Ke Mo, ydl=ce™ ™ +ole” ™) Vopeky , Vyek

et

=L@, 5y Lo, ) .

4. Quelques propriétés spectrales de H;. , ; ,; 4'=0 ou a=0

Dans ce paragraphe, on étend d’abord les résultats principaux du Sect. 2 au cas
A'=0 et |a| <p/2. On aborde ensuite le cas a=0 dans ce dernier cas ’opérateur
H; . .0 peut s’écrire:
N
H=) H;ou H;n’opere que sur la variable z; .
j=1
L’utilisation d’un résultat fin de Ira Herbst sur les produits tensoriels des semi-
groupes et leurs générateurs infinitésimaux permet alors de donner une description
complete du spectre.

Al FEtude de:

N N-1

H=) [Af Aj+ ZAF( A+ AR ]+ ), (A Aj+AF A0
J j
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Okazawa a été amené a étudier une famille d’opérateurs de la forme: 1/nS+7,
n=1,2... .

Proposition d’Okazawa (Proposition 11, p. 21, [22]). Soit T un opérateur linéaire sur
un Hilbert B, soit S un opérateur linéaire de domaine D(S) tel que D(S)=D(T). On
suppose que:

(x) 3PeC; Image (1/nS+T+pI)=B Cest a dire:
VyeBip,eD(S) ; 1/nSo,+To,+Ppo.=y .

(ex) Yy e B, les suites {||@,||} et {|| T, || } sont bornées. Alors (T + BI)D(S) est dense
dans B.

Pour nos opérateurs H, et H, la vérification des hypothéses de la proposition
d’Okazawa repose sur les deux lemmes suivants:

Lemme 12. Soient u>0, || < /2 et H™"=H de domaine Dy, alors on a:

p—2 o
i) L’opérateur H est a image fermée.
1) Dy, S'injecte dans E, de fagon compacte.

Démonstration. 1) Soit ¢ € Dy, On a:

N N—1
Re(Hp,p>=u Y |Aj0|*+o Y {Af4;+AF A )0, 0>
j=1 i=1

z(u=20a) ¥ [ 450" -

J

Pour pu>0 et |a| <p/2, on déduit que:

N
Re (CHo, @) 2 (n=2lx)) 3, 40Pz @=2lDe]* . 4.1

D’ou Re (Hp. @y =0 et o] < |Ho| Vo€ Dpin.

1
=2 o
ii) De l'inégalité (4.1) on déduit que I'image de H est fermée.
iii) Classique.

Lemme 13. Pour pu>0 et |o| <p/2, il existe une constante b>0 telle que:

Re(Hop,Sp>= ~b|Se| o] -

Démonstration. On commence par remarquer que:

N—-1 N
Re < Z (AJ*+1Aj+AJ?kAj+1)(p, Z AJ*ZAJZ(p>t
=1 '

Jj=1

N N
§2< AF Ao, A]-*ZAJ?<p> )
=1 =1

J
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11 en résulte que:

N
Re (Hep, So) =(n—2a)) <Z A} 4 0, S<D>
ji=1

IN—1
—/1Im < Z (AJ*(AJ+AJ*)AJ)¢’S(‘D>
ji=1

N N

Z(u=2la) Y Y {AFd;0,AF A )

j=11=1

M=
M= o

—A Im (A} (A;+AF)A)) o, AFP Al @) .

j=11

1

Il

Commengons par simplifier ces derniéres expressions; pour /=j on a:
Afdjp, A2 AT oy =|af Af |+ |4} o|?
Im AR (A;+ AP Ajo, AP AT @)= —21mAfA;0, AFA] @) .
Pour /#j on a:
CAFA;0, AF? AT @y =|4;4F ¢|
D’ou:

2, ImAf(A;+ AN Ao, AP AT @Y=0 .

N
Re (Ho, Sp>= Y [(u—2lal) (|AF A} o[+ 470>
j=1

=201 |45 450 |47 47 0|1 -

En appliquant I'e-inégalité au couple (|4#4;0]|, [4F 47 ¢|) on obtient:
2[Axd;o) |AF Ao <1je|AF 40P +e|aFATo[* et comme [4fol?
<2|4;0|? Vje[1,N], on en déduit:
2|45 A 0| |AFAFp||S2/e| A2 @|* +¢| 4} A7 @|*. 11 en résulte que:
N

Re (Ho, Spy2 3, [(n—2]o=212]) |4} 47 o |?

ji=1
+(p=2lal —412)/e) |47 0[] -

p—21a

En choisissant ¢<- I on obtient:
)

N
Re (Ho, Sp>=(n—2Ju|—414l/e) Y [AFo|?
j=1
= (u—2]a| —414l/e) (S, @) .
On en déduit donc:
Re (Hp, Sp> = —b||So| [o]| avec b=|(u—2lul—412l/0) . (42)
Proposition 11. Soit H, =.'S+ H, on suppose, u>0 et |a| <p/2.

Alors les hypothéses () et () de la proposition d’Okazawa sont vérifiées.
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Démonstration. Pour u>0 et |o| <u/2, ona Re {Hp, > =0 Y@ e Dpyy,. Soit />0,
alors Re {(A'S+ H) @, > =0. Comme H, =.'S+ H est un opérateur a résolvante
compacte et son ensemble résolvant 9 (H ;) contient ] — o0, 0], YA’ > 0 il éxiste un réel
[o indépendant de 4', tel que H, + o/ soit inversible. C’est a dire:

VipeE, , deeD(S); WS+H+pDo=y , (4.3)

d’ou la premiere hypothese (%) de la proposition d’Okazawa.

Pour vérifier 'hypothése (), on déduit de (4.3) que ¢ =(A'S+ H+ 1) ' et
comme H(Z’S+H+ Bol) ™! N est borné indépendament de A', il est de méme pour
l¢|. 1l nous reste a vérifier que || Hg | est aussi borné indépendament de A, pour ce
faire, considérons I’expression H)»’S(p”? On a:

|2'Se|*=<i'Sp, 2'Sey=1"{\'Sp, Sp) .

En appliquant 'inégalité du lemme précédent, on a:
Pour 2'>0, 2" Re{Hp,Sp)+A'b |Sq) ” ”(p[l =0, il en résulte que:

[2Sp < +4'<A'Sp, Spy+ ' Re{Hep, Sp)>+1'b|So| |lo] .
Soit 3, >0, alors pour Yy=(4'S+H+Pol)p on a:
|2/ Sp|*<2 Re(A'S+H+ B g, Sp>+4i'b|So| |lo]

s/ s+H+poDo|[Se|+2b]Se| o]
sl sel+2b(Sel el .
d’ou:
|2 <yl +blol - (4.4)

Comme |[if | +b ||| est borné indépendament de 2', il en est de méme pour ||A'Se||.

Finalement de (4.3) on déduit que Hop=1 —1'Sp —Po¢ et par suite |Ho|
<yl +|2Sell+pBolle]. |He| est donc borné indépendament de 4'. Ce qui
achéve la démonstration de la proposition.

Theoreme 1. Pour p>0, |o|<p/2 et fo>0o0n a:

1) L’opérateur H est a résolvante compacte.

2) Le domaine minimal de H est égal a son domaine maximal.

3) Le spectre de H ne peut étre constitué que des valeurs propres.

4) Les images de la boule unité par (H;, + BoI) ™" sont contenues dans un compact
de Ey indépendament de A’

5) (H; + o) ™! converge en norme vers (H+ Bol)™ " lorsque /. tend vers zéro.

6) — H est générateur infinitésimal d’un semi groupe e '; t=0.

7) e~ est un opérateur compact pour tout t>0.

8) (e )y=e"""MU{0}.

Démonstration. 1) Soient u>0, |a| <p/2 et fo>0.. De la proposition précédente et
de la proposition d’Okazawa, on déduit que (H+ fio1) D(S) est dense dans E;;
comme D(S) est inclus dans D, il en résulte que (H+ o) Dy, est aussi dense
dans E;. Or H™"+ B,1 est & image fermée alors H™" + o1 est donc surjectif. On
sait d’une part que H™"+ fB,7 est injectif et d’autre part que D, s’'injecte dans
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E, de fagon compacte, il en découle alors que H™™ est un opérateur a résolvante
compacte.

2) 1l suffit de faire le méme raisonnement que pour le cas A'+0 de la
Proposition (3).

3) Ce résultat est une conséquence de (1) et (2).

4) Soit pe D(S), on a:

N N
Re(H, 9,052 Y A2 [P +(u—2la) ¥ [4,0[* .
ji=1 j=1

Pour 2'>0, >0, |a|<pu/2 et fo>0on a:

Re ((Hy+foD) o, o) Z(u=201a) 3 [[450]* .
d'ou | g
2 450l £1/u=21o) |(F oD - o]

c’est a dire:

lollo= =212 [t + D] = D= () D4

NS+ H+o D) W =1/ =2 [ ]|, (4.5)

ce qui montre que les images de la boule unité par (/. + fio/) ! sont contenues dans
un compact indépendament de 4'.
S) Soit @e(H+pBoI)D(S), FpeD(S) tel que (H+Pol)p=d, soit
Vo =(H,+Bol) " (H+ o) — ¢ on a:
(Hy + BoD) Wi =H+Pol) o —(Hy + o) p=—4"Sq .

I en résulte que |[(H, +Bol) Y | =14"|

Se H et par suite:

-~ - 4]
A <Al 1 < .
| 212116+ e o) Sl <5 o

On a donc lim [[if; || =0 lorsque 4’ tend vers zéro. En appliquant le théoréme
d’Ascoli, on déduit de I'inégalité (4.5) la convergence dans D.

La convergence en norme des opérateurs (H,. + foI) ! vers (H+ o) ! lorsque
/. tend vers zéro résulte alors de la densité de D dans E,.

6) Pour u>0et |a|<p/2 on a:

Re (H+ B o, oy = B|le|* VB>0. 1l en résulte que:

I(H+BD ™| <1/8 V>0 .

Comme | —o00,0[<o(H), il résulte du théoréme de Hille-Yosida, que —H est un
générateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement continu, qu’on notera e~ ‘.

7) Ladémonstration de cette propriété repose sur le lemme suivant (similaire au
Lemme 7).
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Lemme 7 bis. Soient u>0, |a|<p/2 et u'(t)= —Hu(t); u(0)e D, Alors:
i) 3¢>0 tel que Yoe D(H?), Re{Hp, p>p=
ii) 3¢>0 tel que |[u(r)||p <e'|u(0)] .
i) e M Pe*([0,T], D) VPeE,.
iv) e MPeDVi>0et PekE,.

Démonstration. 1) Soit ¢ € D(H?), alors:

N N

Re (Ho. ¢)yp=(n—2lal) 3 21 (A AF A0, A1)

j=11=
N N

=AY Z Im{AAF(A;+AF) A0, 410) .

j=11=

Pour /#j on a Im (4,4} (4;+Af)A;¢, 4,9)>=0. Pour /=j on a Im{A4;4}(4;
+Af) A0, A;0) =Im {AF A0, 4,¢), dou:

[Im (A AF A+ AF) A0, A = [ Af 4j0] - [450]
Comme Ve>0 3¢, >0;
laf 40|40 elaf 4,07 +c| 450 .
On en déduit que:

N N
Re CHo, yp2(u =2l —el2]) 3 |4f 4,07 —c. ¥ [4,0]?
j=1 i=1

pour e (u—2lal)/|A], on a:
Re (Ho, p)p= —¢,|o|* YoeD(H?) .

i) La démonstration est similaire a celle de (1) du Lemme 7.

1) Soit u'(r)= — Hu(t), avec u(0)=o.

Soit u(0)e D(H?) alors Re {u/(1),u(t)y = —Re (Hu(t),u(t)y. Pour pu>0 et
laj < /2 on a:

—

|u<r>}|2+(u 2[a)) Z l4u@]*<0 .

[ntégrons chaque membre de cette derniére inégalité sur I'intervalle [0, 7'],, on
obtient:

N T
[+ =2la) 3 4@ Pdes|u@

i=1
il en résulte que:

T
u@|Par

an

est bornée et par conséquent u(‘)e L,([0,T], D).
iv) Similaire a la démonstration de celle de iii) du Lemme 7.
Lasuite de la démonstration du théoréme est similaire a celle de la Proposition 5.
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B) Etude de I'opérateur H;. , ; , dans le cas a=0.

Soit Ej:{(pj:(li—»(E analytiques; [ e 1% |o(z))Pdx;dy; < —I—oo} Vje[l, N].
C X
L’espace de Bargmann £ est le complété de ® £E; produit tensoriel
algébrique [3]. Considérons les opérateurs: =t

H} =1'A}P A7+ pAF A+ il Af (A;+ AF) A;

N
Hy =Y HY ; 140,

Jj=1

Hj =puAfA;+ilAF(A;+ A9 A; .
N

H = Z H;
j=1

H,=H'®L®...®Iy+...[QL® ... ®Hf ,
H =HQL®... QIy+.. 1L® ... QHy .
Les résultats de Herbst rappelés ci-dessous facilitent I’étude des opérateurs H, et H.

Soit {¢”,1=0} un semi groupe vérifiant e ~#|| <€’ sur un Hilbert F. On
suppose que:

Etant donné ye R, 3y, tel que si on pose:

() D,={zeC, Rez<yet Imz=y,} on ait:
D,na(B)=0 et sup |[(zI-B) ' <+
zeD,

Soient B, et B, deux opérateurs de domaines denses D(B;) et D(B,) sur deux Hilbert
F, et F, respectivement.

On considére lopérateur B, ®L+I; ®B, comme fermeture sur
D(B,) ® D(B,). Alors on a:

Théoréme de Herbst (Théoréme 3.1, p. 67, [10]). Soient {e "%;120} j=1,2 des
semi-groupes sur Fy et F, respectivement vérifiant He”BJ H <e?'. On suppose que B, et
B, possedent la propriété (x).

Soit B le générateur infinitésimal du semi-groupe e "B=e" "B+ @e 2. 4lors:

1) B possede la propriété (x).

i) o(B)=0(By)+0d(B,).

En appliquant ce résultat de Herbst on démontre le théoréme suivant (énoncé
dans [15]):

N L
r ) A . I4 — A
Théoréme 2. Pour .'>0 respectivement pour u>0, les opérateurs ® e '

i=1

et

N
® e " sont des semi-groupes fortement continus de générateur infinitésimal

j=1
respectif C, et C tels que:
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D Coveoun =M o papy o o)™ & pary -
i) Hy=H, e H=H.

N N
iii) o(H,)= Y o(HY) et o(H)=Y o(H,).

j=1 j=1

iv) Pour JA'(AJL"+p/l) =1, les valeurs propres de H, sont réelles dont la plus
petite est de multiplicité N. De méme pour u>0, les valeurs propres de H sont réelles et
la plus petite est semi-simple de multiplicité N, c’est a dire : son indice est 'unité et sa
multiplicité géométrique est égale a sa multiplicité algebriqgue = N.

Démonstration. Le produit tensoriel de N semi-groupes fortement continus est un
semi-groupe fortement continu est une propriété classique [26]. Quant a la propriété
(1), elle se déduit de la formule de Leibnitz qui nous donne:

AY ;‘/ ! , -, AY ;‘,
[@ e_’HJJqJ: ~[H{RL®...@Iy+... +[[QL Q... ®H%] ® e ™ ¢
J j=1

avec pe @ D(H}'). De fagon similaire pour 1'=0.
N

ii) Comme lensemble P des polyndmes est inclus dans & D(H])
i=t

N
(respectivement dans ® D(H;)), on en déduit que:
j=1

H' QL®...®Iy+... v+ QL Q... H} i p=H,\p
(respectivement H; L ® ... @Iy+... +1 QL ® ... QHy p=H|p)
Hi®L®...®Iy+... +LOL® ... @HL
étant la fermeture de:
H{®L®...®Iy+...+1,0L® ... ®HYgpu, -

Alors c’est une extension de H&",

Par conséquent HIMcH{ @L® ... @Iy+...+,QL® ... ®HE, or
Dmin:D(H).’) d’ou H;L' = H;g .

Si 4'=0 le raisonnement est similaire.

iii) Pour A’ >0, il existe B, >0 tel que e “hol) est compact pour tout £ >0, en
appliquant le Théoreme 3.6, p. 50, Pazy [23], on déduit que:

~1(H,

Lim ||[(Bo+iy—H)) ' =0 (4.6)

lorsque |y| tend vers l'infini pour tout je[1, N].

D’aprés la Sect. 3, pour A/A'(A/4"4+u/A)=1, on a montré que le spectre de H;
n’est constitué que des valeurs propres et qui sont réelles. En combinant ce résultat
etla propriété (4.6) on déduit que les hypothéeses du théoréme de Herbst son vérifiées
et par suite:

N
o(H;)=Y a(H}), ce qui entraine que:

Jj=1
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Les valeurs propres de H; sont réelles. De la méme fagon, on montre que pour
N

u>0, 0(H)= Z o(H;) et que les valeurs propres de H sont réelles.
=1

Pour achez/er la démonstration du théoréme précédent, il nous reste a prouver
que la plus petite valeur propre de H (respectivement de H;) est semi-simple de
multiplicité N.

Pour ce faire soit g, la plus petite valeur propre non nulle de I'opérateur H; qui
est simple [Proposition de T. Ando et M. Zerner, Sect. 3]. Soit ¥ une fonction
propre associée a oy, elle vérifie I’équation différentielle ordinaire suivante:

Az "(z)) + (225 + pzp) ' (zj) = oo (z)) . 4.7)
Soit W;(zy,22,. . .,2y)=Y(z;), on vérifie que:

[l en résulte que gy est une valeur propre de H, de multiplicité au moins égale a N.

Dans la suite, on montrera que sa multiplicité est éxactement N. Pour ce faire, on
se contentera d’étudier le cas a deux sites (le cas a N sites se traitant de fagon
similaire).

Supposons donc N=2 ct considérons H= H, + H,. Soit g, la plus petite valeur
propre non nulle de H; qui est aussi celle de H,.

Soit E| (respectivement £,) l'espace associé a o, valeur propre de H;
(respectivement de H,).

Soient E{ et E5 deux supplémentaires respectifs de E; ct E; respectivement
stables par H, et H,. On peut alors écrire:

Ei=A@E ®E et E=AQL®E ,

ou A désigne les constantes.
Il en résulte que: Ey=E{ADPARE; DF ou

F=E{ QL @E{ QL QL QL QE[QEDE/QADARQE, .

Comme H,+ H,=H, ®I+1® H, et H, (resp. H,) laisse stable E| et E{ (resp. E;
et E}), on vérifie facilement que H laisse invariant F.

Montrons, maintenant, que sur chaque sous espace décomposant F, H —a,!
est inversible, ce qui prouvera que Hjr —ado/ I’est. Nous commengons par le sous
espace EY Q E5 .

Comme (H; —0o/) gy est inversible, il en est de méme pour (H; —aol) gy @1 g,
de fagon similaire puisque (H, —0o1) g est inversible alors Iz @ (H, —0ol)g; est
aussi. Par consequent g, n’est nidans o (H; ® I gy @ £y) nidans o (I; ® H, g7 @ £7)- Ot
d’aprés le théoréme de Herbst on a:

0(H gy o) =0(Hy g+ 0(Hy k). D’ousi og appartenait a o (H gy @ £;), On aurait
oo=0+f; aco(Hyg) avec a= 0, et feo(Hyg) avec f=0p.

g, étant la plus petite valeur propre non nulle de H, et H,, les seuls cas possibles
sonta=gyet f=00uf=0yeta=0;comme g, et 0 n’appartiennent ni a o (H;g) ni
a O'(H2|E2”) on déduit que: gy ¢ O'(H;El"(gﬁ'z").

Considérons maintenant le sous espace E{ ® £, comme précédement, d’aprés
le théoréeme de Herbst on a:
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o(Hg @) =0 (Hy gy +0(Hygy) done, si gq était dans o(Hg; @) on aurait
oo=0u+0a, avec aeo(Hy|g) et a=0, ce qui est impossible par conséquent
oo #0(H gy op). De fagon similaire, on obtient pour Ef ® E; : 6o ¢ 6 (H\g; @ E)-
Soient maintenant, les sous espaces F{ ® E;, AQE) et Ef @A, on a:

0(H\g; @ r) =0 (Hy k) + 0 (Hy ), ot 6y=20, ce qui est impossible.

o(Hisgr) =0(Hygy) et o(Hg o) =0(H ), comme g, n'appartenait ni a
o(Hy ey ni a 6(Hygy) on déduit que:

00¢0(Haery) et oo¢c(HpEeen) -

Il en résulte que oo ¢ 0 (H ) C’est a dire:
((H—00l)¢] ' existe. Par conséquent la multiplicité de o, est deux.

5. Sur une méthode de perturbation

On fait souvent usage du calcul des perturbations dans la mecanique quantique. Il a
pour objet de calculer les valeurs propres et les éléments propres d’un opérateur T,
de l’espace de Hilbert (ou de Banach) dépendant d’un parameétre o sous la forme
d’une série entiére:

T,=To+aT;+a*T,+ . .., acondition qu’on les connaisse pour ’opérateur non
perturbé T;, correspondant a «=0.

Différents auteurs, tels que Friedrichs [7], Sz-Nagy [20, 21] Kato [18] et Rellich
[24] ont étudiés la convergence de la méthode de perturbation. Nous rappelons ici
le:

Theoreme de Kato-Rellich. Soit T, une famille d’opérateur analytique au sens de Kato
et o, une valeur propre simple de T, alors pour o assez petit, T, a une seule valeur
propre o (a) dans le voisinage de oy et qui est simple, en plus o(a) et [I’élement propre
correspondant @ (o) peuvent étre développés en séries entieres de o.

Si la valeur propre g, de 7, n’est pas simple, le résultat précédant n’est plus
valable en général. Néanmoins, le résultat relatif a o(a) reste vrai dans le cas
particulier d’une valeur propre non perturbée o, semi-simple de multiplicité finie N
dont se détache déja en premicre approximation une valeur propre perturbée
simple. D’une fagon précise, on a:

Théoreme 3 (€noncé dans [16]). Soit T, un opérateur linéaire d’un espace de Hilbert
(ou de Banach) B, analytique au sens de Kato. Soit o, une valeur propre semi-simple
de multiplicité finie N de Ty dont Py et B, désignent respectivement le projecteur et
Iespace propre associés a oy .

Sion écrit Ty=Ty+aT, +o*T, + . .., on suppose que Py T, B, @ une valeur propre
simple ay. Alors 'opérateur perturbé T, aura, pour |u| assez petit, une valeur propre
o () dans un voisinage de o, et dans ce voisinage, o (o) peut étre développée en série
entiére, la premiere approximation de ce développement est donnée par a(a)=a,
+ ooy +0().

Démonstration. Pour |of assez petit, il existe un contour fermé y du plan complexe qui
entoure a la fois la valeur propre non perturbée o, et les valeurs propres de 7,



292 A. Intissar

G . . 1 -
tendant vers cette derniére a la limite o=0. Soit Pazi,— JC=T) " de, ce
in
projecteur est bien défini pour || assez petit car la résolvante est analytique. On a
. , 1 -
donc lim P,= P, lorsque o tend vers zéro; P0=2—_— =Ty td.
in

Soient P, et P, les projecteurs, définis précédement paralleles de 'espace B sur
ses sous espaces By et B,.

Comme | P, —Pol| <1, il est bien connu (voir [21]) que B, et B, ont la méme
dimension et "opérateur Q, = P, P, est bijectif.

Soit maintenant, le probléme des valeurs propres de T, dans B, qui est équivalent

au probléme des valeurs propres de 7, P,.
Posons M,=Q,T,(Q,5,) ', comme M, est analytique en «=0, on I’écrit:

M,=My+oM; + Mo+ ... .

Explicitons les coefficients M, et M; de ce développement:
Soit g€ By, on a:

Q.0 =Po(Py+aPi+o(@)p=(U+aPyP,+o(a))p dou:
(Quipe) o= ~aPo Py +0()p et M,p=0,T,(Qup,) '@
:POPaTa(QﬂBo)Al(p .
En premicre approximation on a:
[Mo+aM;+o(a)]p=[PyToPo+a(—PyToPyPy+ PyToy Py + Py Ty Po)+o(0)]e .
Comme P, et T, commutent on deéduit que:
(Mo +oMi+o0()]|o=[PyToPy+aPyTi Py+o(x)]e .
Il en résulte que le probléme des valeurs propres s’écrit:
M,p=00=[PyTyPo+aPyTi Po+o*My+ ...10
=Py ToPop +o[PyTi Po+oM,+ ... 1@

=00+ a[PyTi Po+oaM,+...]¢ .
D’ou:

(M, —0ol)p=0[PyT; Py+aM,+ ...]e. Si g, est une valeur propre simple de
PyT, Py, en appliquant le théoréme de Kato-Rellich rappelé au début de ce
paragraphe, on déduit que:

6=0+00; +?0,+ . ... Ce qui achéve la démonstration du théoréme.

Maintenant, on va appliquer les résultats de ce théoréme a l'opérateur
H,=Hy+aH, avec:

N
Ho=Y (VAP A} +udfA;+ilAF(A;+ADA) 5 2 +0 et
j=1

N-1
H, = Z (Af 1 A;+AFAjer)

j=1
ou A; désigne 'opérateur d’annihilation et donc 4 I'opérateur de création.
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N
Pour /' =0et u=0,s0it Hyo= Y, pA}A;+ilA}(A;+A})A;et on continuera a
j=1

noter H,= Hyy+oH, .

Remarque 2. Les propriétés spectrales suivantes de H, étaient montrées dans les
paragraphes précédentes.

a] Pour 4’0, D(Ha):ﬁ D(A¥H)=D(S).

b] Pour A’'#0et |a| < u/2j, ii existe fi, réel indépendant de « tel que H, + f,1 soit
bijectif.

¢] 3a>0,3b>0; [|H | <al|Hyp| +b ]| YoeD(S).

d] Pour A'#=0et A/A'(A/A" +u/A) =1, les valeurs propres de H,, sont réelles et la
plus petite est semi-simple de multiplicité N.

e] Pour A'=0, u>0et|a| <p/2,ilexiste fy indépendant de o tel que H,+ fy 7 soit
bijectif.

f] Pour 2'=0et >0, la plus petite valeur propre g, de Hy, est réelle et semi-
simple de multiplicité N.

g] Pour u>0 et |o)<u/2, on a:

(Ho+oH, + BoI)~* converge en norme vers (Hyo +aH; + o 1) " lorsque 4’ tend
vers z€ro.

Dans la suite, on cherche a résoudre le probléme des valeurs propres H,¢p =g
pour |u| assez petit.

Commengons par un lemme:

Lemme 14. i) Pour ' >0 et |a| assez petit, la famille H,= Hy+ o H; est analytique au
sens de Kato.

1) Pour 4'=0, u>0 et |a| assez petit, la famille H,= Hyo + aH, est analytique au
sens de Kato.

Démonstration. En combinant les propriétés (a), (b) et (c), on déduit le résultat (1).

En combinant le (i), la propriété (g) rappelée ci-dessus et le théoréme d’Ascoli,
on obtient (it).

PourI’étude de H,¢ =g, on se contentera d’¢tudier le caslimite ou 2" =0; le cas
A'%0 se traite de fagon similaire.

Soit gy la plus petite valeur propre de Hy, soient \;, je[1, N] les fonctions
propres linéairement indépendantes associées a o et Egy ’espace vectoriel engendré
par la suite {y;}je[1, N].

Soit Ey I'espace vectoriel orthogonal aux éléments {yF}, je[1,N] ou {y}},
je[1, N] sont les fonctions propres de Hjf associées a g, telles que:

QpjiEy=2065 ., Jjell,N] et kel[l,N].

On vérifie que:
1) Eo=Ep®@E,
i) Hoyo laisse invariant £;.
iil) Hyo est 'homothetie sur £y, de rapport og.
1v) Hyo — 0ol est inversible sur F;.
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Afin d’appliquer le Théoréme 3, il nous reste a préciser 'action de H, sur Eyq et
d’étudier les valeurs propres de PyH, P, ou P, est le projecteur associé a ay.

Proposition 12. Les valeurs propres de PyH, P, sont réelles et simples.
Démonstration. On rappelle que L’opérateur H, agit sur I’espace de Bargmann [1],

EO:{(p :C¥>C, analytiques; | e *F|p(2)Pdz Adi< + o0 et qo(0)=0}.
q:’\'
Et dans cette représentation holomorphe, il s’écrit H,= Hyq+aH; avec:

H, i O iz (L) 2 e
= z. | —
00 j=1 sza lZ (?ZJ J @ZJ
N—-1 a a
Hl Z (Zj+1 6_"+Z—> .
; Z;

J
j=1 azj+1
N

Soit Py le projecteur sur Eq, parallélement 4 E;, ol Poo =Y L@, Yy¥>¥;YVoe Ey.

i=1

Pour tout p e Egp, ona g = Z {o,Yf>yet Hip= Z {@,y¥>H, y;, il en résulte

Jj=
que pour j fixé avec je[1, ] on obtient:

Hﬂp;’:i <Zk+1 6%%>+ Z <Zk_20—l//j>

0 .

Z(Zjﬂ“f‘zf—l) 22, lﬂj Viell,N],
Zj

il en résulte que:

N P
Hl(P:Z <<Pal//;k>(~’j+1+zj~1)5;l/’j avec zo=zy+;=0,
j

j=1
par conséquent on a:

n

N 0
PoHip= ) <<P»¢J*>PO(ZJ'+1+Z]~1)¥WJ' .
“J

j=1

On est donc amené a calculer les expressions:

0
Po(zji1+2zj-1) = ¥; pourtout je[l,N].
Pour j {ixé, on a:
N

Po(zj4q1 42z~ 1) ~//1 Z <(ZJ+1+ZJ ) '»Z’J"//J>l//k'

Comme <(z}+1+zj ) — 2 zpj, v > est I'intégrale sur €~ d’une fonction en les

variables z;., z; et z; 4 on peut déduire que:
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Sik¢{j—1,j.j+1} I'intégrale précédente se sépare en produit d’intégrales dont
un facteur est {1, y*> =yF(0)=0. Il en résulte que:
Pour k=j—1 on a:

A

(%

<(ZJ+1+Z] 1) %»% 1> >

v *
:<Zj+152;¢/jewj-1>+<J 1~ '101"!/1 1>
=<zj+1,1><5 ' ><1 VI +< U 1>< Vsl > -

Comme<z;4,,1)=0etcommedans’espace de Bargmann £, la multiplication par
z n’est autre que 'adjoint de la dérivation, on en déduit que:

<(‘J+1+“j 1) ‘//p% 1>=<Z,l//*(2)><l//(2),2> .

Dans la suite on va poser a={z, y*(z)> {Y(z), z). Pour k=j on vérifie que:

<(ZJ+I+ZJ 1) (//j»lpj> 5
et pour k=j+1 on a:

<(‘-1+1+41 1) oz ¢j’¢j 1> lp*(Z)><¢(Z),Z> .

Il vient qu’on a:

P0|:(ZJ+1+Z] 1) dljj|_a(lpj 1+'~//]+1) ]6[17N] >
d’ou:

N
PoH p=a Z Lo FY Wi+ 1)
=1

De cette expression, on déduit que les valeurs propres de Py H; P, sont données par
k
Pr=a <2—4 sin? (2 (NT[ ])>> ;ke[1, N], il en résulte que pour « réel non nul toutes

les valeurs propres de Py H, P, sont réelles et simples.
Le lemme suivant achéve la démonstration de la proposition.

Lemme 15. Le paramétre a=<{z,y*(z)) {Y(z),z) est un nombre réel non nul.

Démonstration. Commengons par montrer que le nombre « est non nul; pour ce
faire, on a:

{2 *(2)) =Y (2), zy donca = [(Y(z), 2> %, oty (z) est la solution de ’équation
différentiélle ordinaire:

ilz(2) + (A2 o) (2) = oo (z)  avec Y(0)=0 .
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Comme {Y(z), z) =y '(0) alors si (Y (z),z) =0 on aurait y =0 ce qui est impossible.
Montrons maintenant que « est un nombre réel. Pour y >0, on sait d’aprés [1]
que W ( —iy) est reelle. Si on écrit

+ o +
Y(—i)=73 Rea+ilma) ()=} (Reay+ilmay)(—iy)**

k=1 k=1
+

+ Z (Re dypsy +ilmayry) (—ip)™ !
k=1

+ oo

=Y [Reayu(— Dy +Imay (= 1) p* ]

K=1

+i Z [Imazk(_1)k}’2k_Reazk+1(_1)ky2k+1] .
k=1

Comme y(—iy)e R, il en résulte que Im a,,=Re az;4+1=0, d’ou: ' (0)=iIm g,
donc «= —(Im a,)?; ce qui prouve que « est un nombre réel non nul.

Conséquences. 1) Pour |o] assez petit, la plus petite valeur propre de H, peut étre
développée en série entiére:

0=0q+0ac; +a*a,+ ..., ol oy est la plus petite valeur propre PoH, P,.

i) Pour |a|assez petit, la plus petite valeur propre de H, développée al’ordre un
est réelle.

i) Dans le cas a deux sites, c'est a dire N=2, on a:

ol =0 +anto(a) et Qo=+, ,
o> =00 —an+o(x) et Q=Y VY, ,

ol {Yy, )} est une base de fonctions propres associées a a;.
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