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Yves Colin de Verdiere

Laboratoire de Mathematiques, Institut Fourier, Universite de Grenoble 1,
B.P. 74, F-38402 Saint-Martin-dΉeres Cedex, France

Abstract. Nous prouvons une formule pour le comportement asymptotique de
la fonction N(λ) de denombrement des valeurs propres de 1'operateur de
Schrόdinger avec un champ magnetique qui tend vers Γinfmi a Γinfini de JRd. La
preuve utilise un resultat precis sur Γestimation des valeurs propres pour un
champ magnetique constant dans un cube de 1RΛ

Introduction

Le comportement asymptotique des valeurs propres de Γoperateur de Schrόdinger
H= — A + V lorsque lim V(x)= +00 dans JRrf a ete beaucoup etudie (voir par

|x|-» oo

exemple [R-S], theoreme XIII.81). L'analogue pour les champs magnetiques est
moins connu. Les articles [A-H-S], puis [D], [I] mettent en evidence des
conditions necessaires et des conditions suffisantes sous lesquelles Γoperateur de
Schrόdinger associe a un champ magnetique B(x) sur Rd est a resolvante
compacte.

L'asymptotique de ce spectre est le but du present article qui reprend et
ameliore des resultats partiels [CV 3, CV 4]. Dans le cas d = 3, des resultats voisins
ont ete trouves recemment par Tamura [T] de faςon independante et par une
methode differente. La methode utilisee ici est apparentee a la methode de Weyl
[C-H, R-S]: decoupage en cubes et estimations pour les champs constants dans
les cubes: c'est ces dernieres estimations qui nous semblent etre la partie la plus
originale de notre article: elles peuvent egalement etre utilisees dans des
asymptotiques /z->0 ou dans d'autres problemes, par exemple de laplaciens
complexes en vue desquelles Demailly [DY 1, DY2] a montre des inegalites du
meme type. Je tiens a le remercier ici pour les discussions que nous avons cues
recemment sur ces sujets.

1. Bouteilles magnetiques

Soit (X, g) une variete riemannienne (pas necessairement complete), B une 2-forme
reelle fermee sur X telle que la classe de cohomologie de B/2π est entiere. II existe
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alors un fibre en droites complexes L au-dessus de X muni d'une structure
hermitienne et d'une connexion hermitienne V dont la courbure est IB. Locale-

pΓ2
ment, sur un ouvert U de X, L = C x U > U et |(z, x)| = |z|. La connexion F est
donnee par Vxf = df(X) — ia(X)f oύ α est une 1-forme reelle sur U telle que da = B.
On introduit alors sur C™(X; L) la forme quadratique q(f)= f ||P/||2ί/x oύ la

norme || || est la norme d'application lineaire P/(x): TXX^LX. Si (et(x)) est un
champ local de reperes orthonormes, on a:

«(/)= Σ f |Feι/|2dx.
i = l X

Cette forme quadratique est fermable sur L2(X; L) et on lui associe par le procede
de Friedrich's un operateur autoadjoint HB: Γoperateur de Schrόdinger avec
champ magnetique B.

Si Z = Rd et α= y a,-i/x;, on a:

HB = .Σ (y ̂  -«y)2 = .Σ *,2 avec

Remarques. Siaί=<x + df est une autre primitive de B, on obtient un operateur H'
unitairement equivalent a H; H-B est antiunitairement equivalent a HB.

On dit que (X, B) est une bouteille magnetique si les deux conditions suivantes
sont realises:

(BJ HB est essentiellement autoadjoint avec comme domaine C^(Jf L).
(B2) HB est a resolvante compacte.
On peut voir dans [A-H-S] des conditions suffisantes pour que (Rd, B) soit

une bouteille magnetique et une etude de la necessite de certaines de ces conditions
dans [D, I]. A notre connaissance, le probleme des bouteilles magnetiques dans un
ouvert Ω de Rd n'a pas ete aborde.

2. Champs constants sur les tores

r

Soit le champ B = Σ M*i Λ dyt (b, > 0) sur le tore X = Rd/Γ, oύ d = 2r + k et X est
t = l

equipee de la metrique quotient de la metrique canonique de JRd. La classe de

cohomologie de B/2π est entiere lorsque, par exemple, Γ = @ ρ^Z2©^ (Γ0 reseau
ί= 1

de Rfc) et que b^ ρf E 1τιΈ. II se trouve que Γon peut alors calculer le spectre de HB

sur X, on obtient que le spectre de HB est constitue des valeurs propres

μ oύ n^O, ...,nr^0

sont des entiers, et μ est une valeur propre du laplacien sur JR.k/ΓQ9 la multiplicite de

λ est egale a la multiplicite de μ augmentee de Π nf avec nf = ^ l .
i = 1 27Γ
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Pour le prouver, il suffit de considerer le cas d = 2. Le calcul du spectre resulte
alors du lemme suivant utilise classiquement pour calculer le spectre de
Foscillateur harmonique;

Lemme 2.1. Soil A un operateur ferme a domaίne dense sur un espace de Hίlbert J f
et C = A*A, on suppose que [A*,A] = A*A — AA* = cld(c > 0), alors le spectre de C
est constitue des valeurs propres nc (neN, w^l), les espaces propres En

= Ker(C - nc) etant tons isomorphes: Ev = Ker A*, En = A(En -1)etEn-1= A*(En).

La preuve de ce lemme est elementaire.

On applique le lemme a A = - V e_+ V_d_ et on a HB = C—B. Id, d'oύ le spectre
I dx dy

de HB. La multiplicite (constante) des espaces propres est alors determinee par
Γasymptotique de Weyl valable pour un operateur elliptique autoadjoint quelcon-
que operant sur les sections d'un fibre vectoriel sur une variete compacte.

3. Champs constants dans un cube

Soit B= ΣbijdXiΛdXj une 2-forme exterieure sur Γespace euclidien IR^; il existe
*'June base orthonormee de ]Rd oύ B s'exprime sous la forme:

r

B— Σbidxi^\dyi avec bί^b2H±...^br>Q .

On designe pour le champ constant B precedent par vB(λ) la fonction suivante:

/ r \k/2

vB(λ) = Ck,rbί br Σ U- Σ(2n,+ l) fc ί lm ̂  o \ ί = i / +

(continue a droite si k = 0); d = 2r + k et Ck)r = yk/(2π)k+r avec yk = volume de la
boule unite de IRΛ

Remarque L La mesure dvB(λ) depend continuement de B meme lorsque le rang r
varie. Cela est encore plus clair sur la transformee de Laplace ZB(t)

Remarque 2. vB(λ) s'interprete comme la densite d'etat pour Γoperateur de
Schrόdinger avec champ constant B dans Rrf: si Ω est un « grand » ouvert borne de
Rd et NΩ(λ) la fonction de denombrement du spectre de 1'operateur de Schrόdinger
avec le champ £ et les conditions de Dirichlet au bord de Ω, on a:

NΩ(/l) ~ J vB(λ)dx (Ω «grand»).
Ω

Nous allons donner une version precise de cet equivalence dans le cas oύ Ω est un
cube de IRA

On a le:
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Theoreme 3.1. On designe par NB R(λ) la function de denombrement du spectre du
probleme de Dirichlet pour Γoperateur de Schrδdinger avec le champ constant
B = Σ bitjdXi Λ dxj dans le cube [0, .R]d, il existe une constante C ne dependant que de

ij
d telle que, pour tout A avec 0 < A < R/2, on ait :

(1) NBfΛ(λ)^RVA),
(2) NB.R(λ)£(R-A)dvB(λ-C/A2).

Preuve.
a) Maj oration. Cette inegalite (1) utilise le calcul du Sect. 2 et la methode due a

Polya [P]. On commence par choisir un «grand» tore Rd/Γ verifiant les
conditions du Sect. 2 pour le champ B et dont le domaine fundamental est un
certain pave DΓ. On considere alors le pavage de Rd par les cubes (R - TL)d + [0 ,R]d

et on designe par (Qt)iel la famille de ceux de ces cubes inclus dans DΓ: « grand »
signifie que vol(uflj)^(l— e)volZ)Γ (ε donne, il existe Γ, etc.). On utilise alors
Γinjection isometrique pour les normes L2 et la forme quadratique q& donnee par:

j(®/;)— Σ/i (on choisit prealablement sur chaque Ωt une trivialisation de L).
i

On en deduit, chaque Ωt ay ant le meme spectre:

(*I)xNBιR(λ)£ Π L(biρf)/2π ]Φ{((ni),μ)\Σ(2ni+l)bί + μ^λ}.
ί=ί

Soit, en designant par N0(λ) la fonction de denombrement du spectre du laplacien
pour Γ0 :

y N \ λ-2^ w o \ Λ

On a:

volDΓ = (vol(RYΓ0)) x Π £? et * / - Rd=vol

Done:

et on a:

Γ0 grand ^

On en deduit ainsi Γinegalite (1) en passant a la limite avec Γ et Γ0 grands.
b) Minoratίon. La minoration est un peu plus delicate a obtenir.
On considere d'abord le pavage de JR.d par les cubes ((jR - A)Έ)ά + [0, R - A]d,

on considere ceux de ces cubes qui rencontrent DΓ (meme notation que
precedemment) et on designe par Ωt des cubes ayant meme centres que ces derniers
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et de cotes R, on a ainsi:

/ R \d

v o l Λ j Ω Λ ~ - volDΓ,
(^ l)rgrand \R-AJ Γ'

Ωt donne lieu a un recouvrement du tore Rd/Γ que nous noterons encore Ω^

Lemme. // existe une fαmille de functions φieC^>(Ωί) telle que:

(i) Σ>Nl sur"Rd/Γ = X;
ί

(ii) |grad(^|^C/v4 oύ C ne depend que de d.

Ce lemme etant admis, on utilise Γinjection Hί(X; L) c+ ©flj(i3£) donnee par
ϊ) qui est isometrique pour les normes L2 et Γinegalite:

oύ C^supΣlgradφJ2 ne depend que de d, par Γintermediaire du lemme
i

precedent et du nombre maximum de ί tel que x0 donne soit dans Ωf qui est
major able par 6d (voir plus bas).

La methode du minimax donne alors:

on raisonne alors comme dans a) et on obtient la fonction (R — A)d au lieu de Rd, a
cause de:

Preuve du lemme. On considere d'abord des fonctions ψt e CQ(Ω^) translatees de la
fonction ψ(x) = η(x1)x ...x η(xd), oύ η e CJQ - A/2, R - A/2[) est une fonction a

valeurs dans [0,1], egale a 1 sur [Q,R — A]. Puis φt= r^= et done une

majoration de Vφ{ car Σipf^l (definition des Ωt) et le nombre:

M=
x0eX

que Γon peut majorer par 6d (recouvrement local des Qt d'un facteur ^2d et
recouvrement par periodicite d'un facteur ^ 3d — 1 = nombre de translates de DΓ

contigus a DΓ).

4. Enonce du resultat principal

Nous sommes amenes a faire un certain nombre d'hypotheses sur le champ
magnetique B (variable) dans Rd tres voisines de celles utilisees par Tamura [T]
dans le cas d = 3.
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(B3) lim ||B(x)|| = +oo.
W-°o

(B4) II existe une constante C>0 telle que, Vx,x' verifiant |x — x'|^Ξ 1, on ait

(B5) Soit M(x)= max f sup HD^φc^HX oύ a est un potentiel magnetique
\β\ = 2\\x'-x\£l J

de B convenablement choisi, alors on a:

M(x) = 0( || B(x) || 3/2) quand |x| -» + oo .

On definit alors Nas(λ)= J vβ(JC)(/l)dx, integrate qui a un sens des que (B3) est
satisfaite. Rd

On a le:

Theoreme 4.1. Sows les hypotheses (B3), (B4) eί (B5), on α, powr ίowί ε>0,

(λ-> + oo) ,

oύ N(λ) est la fonctίon de denombrement du spectre de Γoperateur de Schrδdinger
avec le champ magnetique B(x) dans Rd.

Remarque 1. Si Nas(λ)~Cλb(Logλ)c le theoreme implique N(λ)~Nas(λ).

Remarque 2. Dans le cas d = 3, notre resultat est voisin de celui de Tamura [T],
mais ici nous obtenons le cas d quelconque, sans hypotheses sur le rang de B(x).

Remarque 3. devaluation de Nas(λ) peut se faire grace au theoreme de Karamata
et en evaluant la transformee de Laplace:

+i°e-tλdNu(λ) = (4πtΓd/2 l Π .asv 7 v )

oύ r = rmax est le rang maximum de B et oύ Γon remplace . * par 1 lorsque

bi = 0, i.e. lorsque r < r max.

5. Preuve du resultat principal

On aura besoin de:

LemmeS.l. Solent (3Cγ, q^ D(q1J) et (2tf2, q2, D(q2)) deux formes quαdrαtίques
fermαbles etj : D(qί) c+ D(q2) une injection ίsometrίque pour les normes de ̂  et ̂ 2-
On suppose qu'ίl existe des constαntes C1 et C2 > 0 telles que, V/ e Jfi, on αit q±(f)
= C ί q 2 ( J ( f ) ) — C2\\f\\j^ί. Alors en designαnt par N1 et N2 les functions de
denombrement des spectres de ql et q2, on a:

Ce lemme est une consequence immediate du principe du minimax.

Lemme 5.2. Sous les hypotheses (B3), (B4) et (B5), et ε>0 etant donne, ίl existe un
pavage de Rd par des cubes (Ω^ > 0 (de tallies inegales) tel que Ω0 = [ — l, + Γ\d, les
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/ rΛ
o sont de cotes ri9 et des nombres (ai)i^1 ( 0<α^ - tels que, si on note Mt

= Max sup \D^a(x)\ (oύ a est un potentiel du champ B), on ait, Vx £Ω ί5 Vz^ 1:
\β\ = 2 xeΩl

(i) rfM^
(ii) M^

(iii) l/α?^
\

dPreuve. On considere un pavage initial de Rd par des cubes (Cα)αeyl de cotes 1. On
note MΛ= Max sup \Dβa(x)\. On commence par utiliser (B3) pour regrouper dans

||8| = 2 xeCα

Ω0 les Cα tel qu'il existe x dans Cα avec Mα>ε3||£(x)||3/2.

On va alors subdiviser les cubes Cα exterieurs a Ω0 en petits cubes de cotes rα

avec — en tier. Ces cubes seront les (Ω/X ̂ i (et done r{ = ra si Ω^cCJ.
α

L'inegalite (ii) est automatiquement verifiee par le choix de Ω0.

Choix de rα. Soit ρα = Min( — — Max||β(x)||1/2,- 1, on peut choisir rα tel que —
\4Mα xecx 47 rα\ * « / «est entier et

βj. Dans Cα on prend les α,- tous egaux a αα = ]/εrβ et on obtient (iii).

Preuve du resultat principal

Minor ation de N(λ). On utilise le Lemme 5.1 et Γinjection (Φ) HQ(Ωi)^D(qB), oύ
i^l

chaque Hj(Ωt ) est muni de la forme quadratique associee au champ magnetique
constant egal a la valeur de B en un point quelconque xt de Ωt. On a ainsi:

fλ= Σ ί
i ̂  1

oύ Pj est la connection associee au champ constant B(xt).
La formule de Taylor a Γordre 1 en xi donne, en prenant comme potentiel de

B(Xi), le developpement de Taylor a Γordre 1 de a en xt:

on a ainsi:

α-εO j |F/|2-Cει

s1 etant donne, on a pu choisir ε (et done les Ω/5 rί5 at) tel que ε'^ε1 et Cει ε^ε^
On a ainsi:

0-βι) ί \vf\2^ Σ f ί l^f+βji^x,)!! J |/J2V
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avec /= Σ fi> on en deduit:
i^l

* Σ
i^l

puis, en utilisant la minoration du Sect. 3:

~~ i^ l

puis a Γaide de Γexpression de VB et de Γequivalence

7)) Σ r\
i^l

en utilisant le fait que xt est quelconque dans Ωί9 on a:

N(λ)^(1-0(1/77)) ί vB(X)((\-0(εJ)λ-C).

On utilise alors le fait que:

En effet, pour tout cube C, on a:

c'est Γasymptotique du spectre de tout operateur elliptique du second ordre dans
Γouvert C relativement compact de IRA

Majoration. Elle se fait de fagon analogue en utilisant le recouvrement par les Ωt

qui sont des cubes centres sur les Ωt et cotes rt + at. On introduit alors une famille
^>(Ωi) telle que Σ <PΪ = l et V x e Ω ί ? ||d<pi(x)|| ^Cd/αt.. On utilise alors

Γinjection D(qB) c> (Φ) H^Ω^, donnee par /h-> (Φ) (/φf), puis les memes com-
i^l i^O

paraisons de formes quadratiques et la majoration du Sect. 3.

Le seul point eventuellement delicat est la construction des φt: elle se fait
exactement comme au Sect. 3 en partant d'une famille initiale ιpt et en majorant le
taux de recouvrement des Ωf par une constante ne dependant que de d.
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