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SUR LES J-DIVISEURS TOPOLOGIQUES DE ZERO DANS
LES ALGEBRES DE JORDAN METRISABLES

ABDELAZIZ TAIMOUATI & AHMED ZINEDINE

Abstract: In this paper we study the notion of J-topological divisors of zero (J-d.t.z) in metris-
able locally convex Jordan algebras. We give, among other things, several characterisations of
these elements.
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1. Introduction

La notion de diviseur topologique de zéro (d.t.z) est une des plus intéressantes
notions de la théorie des algebres topologiques et plus particuliérement dans les
algebres de Banach. C’est la généralisation topologique naturelle de la notion de
diviseur (algébrique) de zéro. Son intéret vient du fait qu’elle fournit des solutions
topologiques a certains problémes qui paraissent de nature algébrique. Par exem-
ple, elle intervient dans la caractérisation des éléments singuliers permanents. En
particulier, si A est une algeébre de Banach, alors les éléments singuliers perma-
nents de A dans la classe des algeébres de Banach (i.e. non inversibles dans aucune
extension de A) sont exactement les diviseurs topologiques de zéro dans A ( C’est
le fameux théoréme d’Arens [2].). Les diviseurs topologiques de zéro intervien-
nent aussi de manitre essentielle dans le théoréme de Kaplansky, généralisant le
théoréme de Gelfand-Mazur, et disant qu’une algébre de Banach sans d.t.z est
triviale (i.e. isomorphe & C dans le cas complexe et & R, C ou H (quaternion)
dans le cas réel) ([10]).

Cette notion de diviseur topologique de zéro a été étendue au cas des algébres
de Jordan par Viola Devapakkiamm [9] et a été largement étudiée par plusieurs
mathématiciens (voir par exemple [5], (8], [9], et [13]). La plupart des résultats
sur les d.t.z dans le cas associatif restent vrais pour les J-d.t.z (le J- pour référer
au cas Jordan; voir Définition 1).

Notre but dans ce papier est de contribuer 4 étudier la notion de J-d.t.z dans
la classe des algébres localement convexes métrisables. Parmi d’autres résultats,
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nous donnons des caractérisations des J-d.t.z en utilisant la suite suivante (voir
préliminaires):
14 pn(y)

x) = Inf {d(0, 21
xn () y (0, zy) (1)

Ces caractérisations étendent bien les résultats de [1] au cas Jordan.

Notons ici que Galusinski ([3]) a utilisé cetle suile dans le cas de I'algebre
€ des fonctions de classe € sur un ouvert £ de R dans le but de résoudre le
probléme de la division des distributions.

2. Préliminaires

Algebres de Jordan
Toutes les algébres considérées sont des algébres sur le corps R ou C.

Definition 1.. Une algebre de Jordan est un espace vectoriel muni d’une appli-
cation bilinéaire de A x A4 dans A, (a,b) — ab telle que

1) ab = ba,

2) a?(ab) = (a*b)a, ol a® = aa,

pour tout a, b dans A.

Soit 4 une algébre de Jordan. PPour tout a dans A, on définit 'opérateur
U, de A dans A définie pour tout y € A par U,(y) = 2a(ay)—a’y. Cet opérateur
Jjoue un role fondamental dans la théorie des algébres de Jordan. On a les résultats
suivants (voir par exemple [6]):

1) Uy o) = UgUaUz Va, z € A.

2) Uge = (Ug)? Vp€N.

J-inversibilité

La définition usuelle de l'inversibilité connue dans le cas associatif n’est plus
valable dans le cas non associatif. Elle n’assure méme pas 'unicité de U'inverse.
Pour surmonter ce probleme Jacobson a introduit la définition suivante:

Soit A une algébre de Jordan unitaire. Un élément a de 4 est dit J-inversible
dans A s’il existe un élément b de A tel que: ab = eet a®b = a. Cet élément est
alors unique, appelé J-inverse de a et noté a~!. On a les propriétés suivantes:

— g est J-inversible dans A si, el seulement si, U, est J-inversible dans
L(A4) (lalgebre des endomorphismes de A) et ona U, 1 = (U) "1,

~— Deux éléments a et b sont J-inversibles si, et seulement si, Uy(b) est
J-inversible (Cependant, on ne peut rien conclure & propos de la J-inversibilité de

ab.).

Algébres de Jordan topologiques

Une algebre de Jordan topologique est une algébre de Jordan munie d’une
topologie T d’espace vectoriel topologique séparé telle que I’application A x A —
— A, (z,y) — Uz(y) soit séparément continue. C’est-3-dire les applications
x — Uz(b) et y — U,(y) sont continues pour tout a et b dans A.
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Si 7 est localement convexe (resp. métrisable), alors A est dite algebre
de Jordan localement convexe (resp. métrisable). La topologie d’une algebre
de Jordan localement convexe peut-étre donnée par une famille (p;);er de semi-
normes. Si elle est en plus métrisable, cette famille peut étre choisie dénombrable
et croissante et dans ce cas 7 peut-étre donnée par la distance d invariante par
translation ou:

, n=0 2" 1+ po(z — y) , ‘

J-diviseurs topologiques de zéro

Définition 2. Soient 4 une algebre de Jordan topologique et = € A. x est dit
J-diviseur topologique de zéro (J-d.t.z) s’il existe une suite généralisée (z,), ne
convergeant pas vers 0 et telle que (Uz(zy))a converge vers 0.

Cette définition généralise bien celle de diviseur topologique de zéro. En
effet, soit AT 1’espace vectoriel sous-jacent de A muni de la multiplication a.b =
= 2(ab+ba). On peut vérifier que si A est associative, alors = est un J-d.t.z dans
AT si, et seulement si, T est un d.t.z & droite ou & gauche dans A. Ca découle du
fait que, dans ce cas on a Uz(Ty) = TaZTq .

Proposition 1. Soient A une algébre de Jordan topologique, z € A et p un
entier naturel non nul, Alors:
1) z est un J-diviseur topologique de zéro si, et seulement si, zP ’est aussi.
2) Si z est un J-diviseur topologique de zéro alors I’ensemble U,(A) est
formé entiérement de J-diviseurs topologiques de zéro.

Preuve. Soient z€ Aet p>1.

1) Si z est un J-d.t.z, alors il existe une suite généralisée (z,) ne convergeant
pas vers 0 et telle que (U:(z4)) converge vers 0. Alors Uz (za) = (U;)P(2a) =
= (U,)?"}(U;(24)). Donc Us,p(z,) converge vers 0 (car UP™! est continu). D’ott
z? est un J-d.t.z.

Inversement, si 27 est un J-d.t.z, avec une suite généralisée convenable (z,),
on considére le plus petit g tel que U%(z,) — 0 et U?7!(z,) ne converge pas
vers 0. On voit que U,(U%7!(z,))a converge vers 0 et z est alors un J-d.t.z.

2) Soil (2z4) une suite ne convergeant pas vers 0 et telle que U,{(z,)) con-
verge vers 0. Soit e € A. On a

UU,(a)(Za) e UzUaUz(Za) Y.

Et puisque U, et U, sont continus, (U, U U,(24))a converge vers 0. Donc U,(a)
est un J-d.t.z, |

Remarquons qu’un J-d.t.z ne peut étre inversible ni dans 4 ni dans une de
ses extensions. On dit qu’il est singulier permanent.
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Probléme. Dans la classe des algebres de Jordan-Banach, est-ce que tout élément
singulier permanent est un J-d.t.z7 Autrement dit, est-ce que le théoréme d’Arens
est valable aussi dans le cas Jordan?

Pour savoir plus sur les J-d.t.z, on peut se referer a [5], (8], [9], et [13].

3. Caractérisation des J-d.t.z d’une algébre de Jordan localement con-
vexe métrisable

Soit A une algébre de Jordan localement convexe métrisable et soit (pn). une

suite de semi-normes définissant sa topologie. A tout élément z de A on associe
la suite d’applications définie par:

. 1 +pn(y)J

z) = inf |d(0, U, _—

Xﬂ( ) yEA ( Z(y)) pﬂ(y)

ou d est la distance définie dans les préliminaires. Nous obtenons alors les résultats
suivants qui étendent les résultats de [1] au cas des algebres de Jordan.

Théoréme 1. Soit A une algébre de Jordan localement convexe métrisable. Alors
un élément x de A est un d.t.z si, et seulement si, il existe un entier nature! n tel

que xn(z) = 0.

Preuve. Soit z un d.t.z de A. 1l existe alors une suite (Zm)m Qui ne converge
pas vers 0 et telle que (Uz(Tm))m converge vers 0. D’ou ’existance d’un entier
n tel que (Pn(Tm))m ne converge pas vers 0 et (d(0, Uz(Tm)))m converge vers 0.

Par conséquent, (%—z(;—ﬁj) ne converge pas vers 0. Donc, il existe £ > 0 et
n m m

une sous suite (Tm,) de (Tm)m tels que

Pn{Tm,) .
———r . s g Vi eEN.
1+ pn(Zm,)

Donc
1+ pn(Tm,)

1
—d(0,Urx(zm,)) vieN,
Palom) e UeEm)) T

d(O) UI(mmi))
et par suite xn(z) = 0.
Inversement, supposons qu’il existe ng tel que x,,(z) = 0. Alors pour tout
m dans N, il existe z,, € A tel que

)1+pﬂ0($m) < 1

0 < d(0, Uy (zm < .
( -’D( ) p'n.u("r’m) m+1




Sur les J-diviseurs topologiques de zéro dans les algébres de Jordan métrisables 75

Comme -tp—"?(—z"sﬂ > 1, (d(0, Uz(zm)))m converge vers 0. Deux cas sont possibles:

1) si (Z.,)m ne converge pas vers 0, alors x est un d.t.z de A.
2) si (Tm)m converge vers 0, alors (Pn,(Tm))m converge vers 0. On peut
donc supposer que, Pn,(Zm) < 1,Ym €N. Oron a

(0, Uz(zm)) = (0, Prg(@m)Us(=———)) 2 Pno(@m)d(0, Up(—F—))-

ﬂo( m) nu( Tym)

Donc
1 + pnn (xm)

Pro(Zm) d(0, Uz (zm)) > d(0, U(

)

Par conséquent (d(0, Uz(;-f(g—)))) converge vers 0, alors que (;—“’@;—))m ne con-
ng{(Tm npl&m
verge pas vers 0. Donc z est un J-d.t.z de A. |

Théoréme 2. Soient A une algébre de Jordan localement convexe métrisable et
z € A. Alors x n’est pas un J-d.t.z si, et seulement si, il existe une suite (k,),
de réels strictement positifs telle que:

() 4(0, Uz (1)) > kn% VneN, Vy € A

Preuve. Supposons que pour tout n € N, xn(z) # 0. Posons, pour tout entier
n, kn = xa{z) . Alors, pour tout entier n, k, > 0 et d’aprés la définition de
Xn(Z) on a pour tout n

1+ pn(y)

< d(0, Uz(y)) Pa(y)

Yy € A.
Donc, pour tout n on a

Pnl(y)
d(0,Uz(y)) 2 kn '1—_’_——-(—)“ Yy € A.

Inversement, si (¥) est vérifiée. Alors on aura pour tout n € N

1+ pa(y)

d(0,U,(v)) onlt)

>k, Yye A.

Donc
Xn(z) 2 kn >0 YneN.

Et alors = n’est pas un J-d.t.z d’aprés le théoréme 2. n
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Théoréme 3. Soient A une algébre de Jordan localement convexe métrisable et
z € A. Alors  n’est pas un J-d.t.z si, et seulement si, pour tout £ strictement
positif, il existe un réel strictement positif C(z .y tel que

C(z E)d(o (y)) d(ory) - £ Vy € A.

Preuve. Supposons que = n’est pas un J-d.t.z de A. Alors il existe une suite
(kn)n de réels strictement positifs telle que

Pn(y)
da(0,U, kn——"— Vy€e A
(0.U=e) > "Tpaly)
Done, pour tout n on a
2" Pn(Y)
—d(0, Uy 2 — . Wy € A
A0V > g

Or la série Z+_0 3-;— est convergente. Done, pour tout £ strictement positif, il

existe un entier naturel N tel que

Zzin<e, vy € A.

n>N
Donc ( )
1 paly
Y U <e WeAd
n>N 2" 1 +pn(y)
Or
Pn(Y) M g
e = —d(0, 17.( vy € A.
Zznlm <D GO V) Ve

Par conséquent

22,, _Paly) <6+Z—~d (y)) Vye A.

1+ pa(y
D’ou
N g-n
Zk— =(y)) > d(0,y) —¢ Vy€ A.
n=1 n
Donc

Ciz,e)d(0,Uz(y)) > d(0,y) — ¢, Vy€ A.

Ol Cle) = Som_; & n
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