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Resume 
En utilisant la "metrique de Hilbert", on met une distance (complexe) na
turelle sur l' "exterieur" de l'espace hyperbolique, ainsi qu'entre un point 
de H n et un point "exterieur". L'espace obtenu a une notion naturelle 
de polyedres; on decrit les "metriques" induites sur les polyedres con
vexes en dimension 3. Ceci etend des resultats d'Alexandrov, Andreev et 
Rivin concernant les metriques induites et les metriques duales sur les 
polyedres hyperboliques convexes. Divers resultats intermediaires — rigidite 
de polyedres convexes, description de degenerescences — s'etendent en di
mension superieure ou a d'autres situations analogues. 

Abstract 
Using the "Hilbert metric", we define a (complex) distance on the "exterior" 
of the hyperbolic space, as well as between a point in H n and an "exterior" 
point. The resulting space has a natural notion of polyhedra; we describe 
the metrics induced on the convex polyhedra in dimension 3. This extends 
results of Alexandrov, Andreev and Rivin concerning the induced and the 
dual metrics on convex hyperbolic polyhedra. Several lemmas — rigidity of 
convex polyhedra, description of degenerations — extend to higher dimen
sions or to analoguous situations. 

1. Introduction 

Soit C un ouvert strictement convexe de n. La metrique de Hilbert 
de C est une distance definie sur C de la facon suivante: pour x,y G C 
distincts, il existe une unique droite A(x,y) de n passant par x et y. 
Cette droite rencontre dC en deux points a, b; on note alors ab, ax, etc, 
les distances orientees sur A(x,y) entre les points a et b, a et x, etc, et 
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on appelle birapport de x, y, a et b la quantite: 

/ \ ax yb 
br{x,y;a,b) := —. —. 

ay xb 

Il est necessaire de preciser quelle est l'intersection de A(x,y) avec C 
qu'on appelle a, car 

br(x,y; a, b) = br(x,y; b, a)~ = br(y,x;a,b)~ . 

On decide donc que a, b sont choisis de telle maniere que, si on prend 
un point p G A (x, y) qui n'est ni dans [a,b], ni dans [x,y], alors soit a 
et x sont plus pres de p que b et y respectivement, soit au contraire b et 
y sont plus pres de p que a et x. La distance de Hilbert entre x et y 
est alors definie classiquement par: 

d H(x,y) = --log(br(x, y; a,b)). 

Il est elementaire et bien connu (mais non trivial, cf. [7], exer
cice 6.8.14) que d H definit sur C une metrique finslerienne dont les 
geodesiques sont precisement les segments de l'interieur de C (pour la 
structure usuelle de n). Comme le birapport de quatre points est un 
invariant projectif, la metrique de Hilbert est elle aussi projectivement 
invariante. 

Le resultat classique suivant va nous servir de point de depart: 

Proposition 1.1. Si C est la boule unité Bi de n , alors d H est une 
métrique hyperbolique (c'est a dire riemannienne et a courbure constante 
— l) complete. 

En d'autres termes, on a retrouve le modele projectif classique de 
H n, et on dispose en plus directement de la distance entre deux points. 
La preuve de cette proposition est rappelee dans la Section 2. 

On peut aussi considerer dB\ non pas comme le bord d'un convexe 
de n, mais comme une quadrique. Il devient alors naturel de definir la 
metrique de Hilbert non plus seulement entre deux points de B\, mais 
aussi entre deux points x,y G n n B\\ en effet, il suffit de complexi-
fier la droite A passant par x et y pour obtenir une droite complexe 
A (x, y) C C n qui rencontre encore la quadrique complexifiee de dB\ en 
deux points. Comme on pouvait s'y attendre, la "distance" ainsi con
struite correspond essentiellement a celle de l'espace de Sitter S n qui 
est l'espace lorentzien simplement connexe a courbure constante I. 
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En fait, on peut ainsi definir la metrique de Hilbert meme entre un 
point de B\ et un point de n nB\. On obtient donc une "distance" 
a valeurs dans C/niZ, qui est definie pour tout couple de points de 
RndBt. 

On appellera espace hyperbolique-de Sitter, et on notera HS n, 
l'espace qu'on obtient en mettant sur n ndBi cette distance de Hilbert, 
qu'on notera encore d H (la definition, dans la Section 2, est en fait 
legerement differente). HS n a une notion naturelle de geodesiques (ce 
sont simplement les restrictions des geodesiques de n) et donc de 
polyedres. L'objet de cet article est de montrer qu'on a dans cet espace 
des extensions naturelles de resultats bien connus dans le cas hyper
bolique. 

On peut considerer en particulier les polyedres de HS3; la "distance" 
d H y definit par restriction une structure "metrique", c'est a dire une 
distance complexe definie entre deux points assez proches (cf. la Section 
2). Nous appellerons immersion polyedrale de la sphere S2 dans HS3 

une application continue d'un polyedre P homeomorphe a S2 dans HS3 

qui envoie chaque 2-faces dans un 2-plan totalement geodesique de HS3. 
Nous allons caracteriser les "metriques" induites par ces "immersions 
polyedrales", et montrer des resultats d'existence et d'unicite pour les 
realisations de ces metriques. On obtiendra en particulier un resultat, le 
theoreme A, qui aura comme cas particuliers les trois resultats classiques 
suivants. 

D'abord, les metriques induites sur les polyedres convexes compacts 
de l'espace hyperbolique sont decrites par le: 

Theoreme 1.2 (Alexandroff [1]). Soit a une métrique sur S2; a 
est induite par une immersion polyedrale convexe de S2 dans H3 si et 
seulement si: 

• a est a courbure constante —1 hors de n points singuliers 
x\, , x n, 

• a a des singularités coniques (c'est a dire a courbure singuliere 
positive) aux x i. 

Cette immersion est alors un plongement, et est unique modulo 
Isom(H3). 

On peut aussi decrire les polyedres hyperboliques compacts en terme 
de leur metrique duale (cf. la Section 3 pour la definition de cette 
metrique duale); on obtient le: 
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Theoreme 1.3 (Andreev [2], Rivin, Hodgson [18], [12]). Soit a une 
métrique sur S2; a est la métrique duale d'un polyedre convexe compact 
P de H3 si et seulement si: 

• a est a courbure constante 1 en dehors de N points xi, • • • ,x N; 

• les courbures singulieres aux sommets x\, • • • , x N sont strictement 
négatives; 

• a n'a pas de géodésique fermée de longueur L < 2ir. 

Enfin, il existe un resultat analogue pour les polyedres ideaux (la 
definition du dual d'un polyedre se trouve aussi dans la Section 3): 

Theoreme 1.4 (Andreev [3], Rivin [21], [20]). Soit P un polyedre 
homéomorphe a S2 muni, pour chacune de ses arêtes e, d'un poids 
w(e) G M. Alors il existe une immersion polyedrale, convexe et idéale 
du polyedre P* dual de P dans H3 dont l'angle diedre en chaque arête 
e est w(e) si et seulement si: 

1. pour chaque arête e, 0 < w(e) < n; 

2. si ei, • • • , e k forment le bord d'une face de P, alors 

w(ei) H h w(e k) = 2TT; 

3. si ei, • • • , e k forment un circuit plongé simple qui ne borde pas de 
face de P, alors 

w(ei) H \-w(e k) > 2TT. 

Notons que, par dualite, les deux derniers theoremes peuvent s'ecrire 
comme des enonces sur les metriques induites sur les polyedres convexes 
de Sf, avec des points "a l'infini" pour le dernier. 

Pour etendre ces resultats, on considere les polyedres convexes dans 
le revetement a deux feuillets de HS3, qu'on note HS . HS est donc 
"compose" d'une copie de Sf et de deux copies de H 3 , qu'on note re
spectivement H+ et H^_. Notons P un tel polyedre, et supposons que P 
borne un domaine convexe qui rencontre H+, mais pas H^_ — c'est le 
cas dans les situations correspondant aux trois theoremes ci-dessus. 

~ 3 

La "metrique" a induite sur P par la distance d H de HS est, 
sur chaque face de P , modelee sur celle de H 2 , de S2 , ou sur celle 
de (S2,— can). On definira dans la Section 4 des "metriques HS" qui 
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decrivent ce type d'objets. De plus, la convexite de P en ses sommets 
imposera des conditions "de convexite" (definition 4.1) aux "points sin
guliers" de a. 

Il faut noter que certaines aretes de P joueront un role particulier. 
Ce sont des aretes de type espace bordant des faces de type mixte 
(modelees sur S2) de a, qui peuvent se voir comme des faces de type 
espace degenerees: celles qui bordent deux faces de P dont les pro
longements en des hemispheres rencontrent H^_. On les appellera aretes 
A-extremales (Section 4); on peut les considerer comme des limites de 
faces de type espace entre deux faces de type mixte. De meme, certains 
sommets jouent un role particulier: ce sont ceux qui sont dans la partie 
Sf de HS , mais qui ne sont l'extremite d'aucun segment de type espace 
sur P. Ils ont la particularite (lisible dans la metrique induite sur P) que 
tous les segments geodesiques qui en sont issus sont de type espace. On 
notera S A l'ensemble de ces sommets. Ils peuvent aussi etre vus comme 
des faces de type espace "degenerees" en des points. 

Finalement, on definira aussi une classe de courbes, appelees "A-
admissibles", qui seront essentiellement des geodesiques des faces de 
type espace de a qui peuvent aussi suivre des aretes A-extremales. On 
aura alors le resultat suivant, qui paraphrase le Theoreme A: 

Theoreme A'. Soit a une métrique HS sur un polyedre P 
homéomorphe a S2, et A un ensemble d'arêtes de type espace de P pour 
a bordant des faces de type mixte. Notons E la réunion des faces de type 
espace de P pour a et des éléments de A et de S A , et H l'ensemble des 
points hyperboliques de a. Il existe une réalisation polyedrale convexe de 
P dans HS, qui délimite un convexe qui rencontre H+ mais pas H ̂ _, et 
dont les arêtes A-extrémales sont les éléments de A, si et seulement si: 

1. a est "convexe" en ses points singuliers; 

2. chaque géodésique maximale de type temps de a dans le 
complémentaire de E a une extrémité sur E et une sur H; 

3. les courbes A-admissibles fermées de a sont de longueur stricte
ment plus grande que 2n. 

On verra dans la Section 4 pourquoi ce resultat entraîne les trois 
theoreme precedents. Il est par exemple clair que les aretes A-extremales 
apparaissent dans le Theoreme 1.4. On donnera aussi d'autres applica
tions de ce resultat. 
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La Section 2 contient la construction a laquelle on a fait allusion 
pour 9 B i , dans un cadre un peu plus general; on obtient ainsi les es
paces "hyperboliques-de Sitter" HS k dans lesquels on reconnait tous les 
espaces pseudo-riemanniens a courbure constante non nulle. On trouve 
aussi, grace a la distance de Hilbert, une definition tres simple de la du
alite entre points et hyperplans qui est classique au moins pour le cou
ple forme de H n et de S n. On utilise ensuite cette dualite pour definir 
certaines notions d'angle de facon naturelle. La Section 3 developpe 
quelques proprietes de cette dualite. 

On aura alors les notions necessaires pour enoncer, dans la Section 
4, les principaux resultats sur les metriques induites sur les poyedres 
convexes dans HS3 . Ces resultats sont obtenus par une methode de 
deformation; on introduit un operateur qui a une famille de points as
socie la metrique induite sur le bord de leur enveloppe convexe; son 
injectivite locale provient de la Section 5, sa proprete de la Section 
6; enfin, le caractere necessaire des conditions obtenues est en relation 
avec les Sections 7 et 8, et l'unicite globale est montree en considerant 
des metriques particulieres, qui ne peuvent avoir qu'une seule image 
reciproque (Section fO). 

La Section 5 est donc consacree a l'extension aux espaces HS k d'une 
construction remarquable de Pogorelov, qui permet de montrer des 
equivalences entre des problemes de rigidite pour les polyedres dans 
les differents espaces a courbure constante non nulle. Nous montrons 
en particulier que l'existence de cette application de Pogorelov est une 
consequence directe de l'existence des modeles projectifs pour les es
paces pseudo-riemanniens a courbure constante. Cette construction est 
utilisee pour demontrer qu'un polyedre convexe de HS k (n > 3) est 
infinitesimalement rigide, c'est a dire qu'il n 'admet pas de deformation 
infinitesimale non triviale qui laisse invariante sa metrique induite. 

Dans la Section 6, on etudie les degenerescences de suites de 
polyedres convexes de codimension 1 de HS n + 1 dont les metriques in
duites convergent vers une limite a. On y montre que les degenerescences 
imposent des conditions fortes sur a, qui doit admettre une hypersur-
face polyedrale "geodesique" — en un sens qu'on definit — isometrique, 
pour la metrique induite, a une sphere canonique. 

Dans les Sections 7 et 8, on etudie en detail les proprietes des 
metriques induites sur les polyedres convexes des espaces HS n + 1 . D'une 
part , la convexite d 'un polyedre impose en chacun de ses sommets des 
conditions sur sa metrique induite, qui dependent de la signature de la 
metrique sur les faces adjacentes; d 'autre part , certaines courbes tracees 
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sur le polyedres ont, quand on les voit dans HS n + 1 , des proprietes de 
"convexite" qui leur imposent des conditions de longueur. 

La Section 9 contient des proprietes d'un espace de metriques par
ticulier, qui interviennent ensuite dans la Section 10 pour etablir les 
resultats de la Section 4. 

Certaines proprietes des polyedres convexes des espaces HS k sont 
completement passes sous silence ici; par exemple, on peut montrer ([25], 
appendice A) qu'ils ont naturellement un "volume" complexe qui etend 
la notion usuelle de volume des polyedres hyperboliques. On le mon
tre en utilisant essentiellement la formule de Schlaffli et le theoreme 
de Gauss-Bonnet, ainsi que des considerations analytiques tres bien 
adaptees dues a Aomoto [4]. 

Le travail presente ici a pour origine des conversations avec Francois 
Labourie et Igor Rivin; leur influence a ete importante. J 'ai aussi 
beneficie de conversations eclairantes avec Boris Okun et Abdelghani 
Zeghib. Je tiens a tous les remercier ici. 

2. La metr ique de Hi lbert d'une quadrique 

On va developper dans cette section les constructions auxquelles on 
a fait allusion dans l 'introduction. 

Dans toute la suite, pour k G {0, • • • , n } , on utilisera la notation R 
pour designer n muni du produit scalaire de signature (n — k, k). Pour 
k G {0, • • • , n — 1}, on notera S n k l'espace obtenu comme 

(1) S n : = { x e R k + 1 \ ( x i x ) = l} 

avec la metrique induite. C'est une variete simplement connexe, (sauf 
pour k = n — 1, ni(S n_1) = Z) et a courbure constante 1. »n sera 
l'une des deux nappes de la meme sous-variete de R" + . De meme, pour 
n > k > 1, on notera 

(2) H n : = { x e R n kXl\(x,x) = -l} 

avec la metrique induite. C'est une variete a courbure constante —1, qui 
est simplement connexe sauf pour k = 1. Enfin, HQ := H n. S k et H n_k 
ne different que par le signe de la metrique. 

Nous utiliserons les modeles projectifs (des hemispheres) de ces es
paces, qui sont obtenus de la maniere suivante. Pour 0 < k < n—1, (resp. 
1 < k < n) on appelle hemisphere superieur de S k (resp. H k) l'ensemble 
S k' (resp. H n' ) des points x avec x n+\ > 0 dans (1) (resp. (2)). On 
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appelle Po l 'hyperplan de ! n + (resp. R ^ Ì ) d'equation x n+\ = 1, et 
on definit une application </> de S1k' (resp. H ny ) dans Po en envoyant 
un point x sur l'intersection avec Po de la droite passant par x et par 
l'origine dans ! n + (resp. R ^ i ) . Comme (1) (resp. (2)) definit une hy-
persurface ombilique de ! n + (resp. B n i ), les geodesiques de S n (resp. 
H n) sont les traces des 2-plans de 1 n + (resp. R ^ i ) passant par 0, 
et sont donc envoyees par 0 sur les segments de l'image de (f> pour la 
structure plate de Po-

Prouvons maintenant la proposition concernant la metrique de 
Hilbert de la sphere unite: 

Démonstration de la Proposition 1.1. On remarque que le modele 
projectif usuel de H n est invariant par les transformations projectives de 

n qui fixent la sphere unite Q n, et il en est de meme pour la metrique 
de Hilbert de cette sphere unite (car le birapport est projectivement 
invariant). Il suffit donc de montrer que la distance entre deux points 
d'une droite passant par 0 est la meme pour les deux modeles, car les 
transformations projectives fixant Q n agissent transitivement sur les 
droites de la boule unite D n. 

Or si x, y sont deux points d'abscisse 77 < v sur une droite pas
sant par 0, la definition meme du modele projectif de H n par projec
tion dans R" + montre que ces points sont a distance respectivement 
argth(r/),argth(i^) de l'origine dans H n. 

Calculons par ailleurs leur distance pour la metrique de Hilbert: on 

d H{x,y) = - - l o g ( b r ( r ? , ^ ; - l , l ) ) 

1 'f] + 1 V - 1 
log 2 ^ + l r)-l 

log —TT - Ö log 2 v + l 2 r] + l 

= argth(^) — argth(r/). 

On obtient donc bien la meme distance dans les deux cas. q.e.d. 

Nous allons pouvoir etendre d H a des couples de points a l'exterieur 
de Q n, a condition d'utiliser les intersections complexes entre les droites 
de R n et la sphere Q n. Plus precisement, soient deux points x,y de 

n; ils definissent une droite A(x,y), et on peut considerer la droite 
complexe A(x,y) de C n dont l'intersection avec R n est A(x,y). Comme 
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Q n est une quadrique, il existe une unique quadrique Q de C n dont 
l'intersection avec n est Q n, et elle rencontre A (x, y) en deux points 
a,b qui sont confondus seulement si A (x, y) est tangente a Q n. 

Il faut ordonner (a, b); pour cela: 

• soit a, b sont reels, et on les oriente comme dans l 'introduction, en 
fonction de leur position par rapport a x et a y; 

• soit a,b sont complexes conjugues, c'est a dire que i(a — b) est 
parallele a A (x, y), et on choisit a et b de maniere que i(a — b) soit 
oriente comme y — x. 

On peut maintenant poser, comme on l'avait fait plus haut: 

d H(x, y) = - - log(br(x, y; a, b)), 

et on obtient un nombre complexe, defini modulo in (a cause du loga
rithme). Les proprietes de cette "distance" sont resumees dans la 

Propos i t i on 2 .1 . Il existe une application (f> : n nD n —> S n' telle 
que pour x,y G R n n D n, s'il existe une géodésique G(x,y) de Im(4>) 
joignant (fi(x) a <f){y), alors c'est (f>(A(x,y) fl (n n D n)). De plus: 

• si A(x,y) rencontre Q n en deux points non confondus qui ne 
séparent pas x et y, alors d H{x,y) G R - , et G(x,y) est de type 
temps et de longueur \d H{x,y)\; 

• si A (x, y) est tangente a Q n, alors d H{x,y) = 0, et G(x,y) est de 
type lumiere; 

• si A (x, y) fl Q n = 0, alors d H{x,y) G i(R/nZ), et G(x,y) est de 
type espace et de longueur \d H(x,y)\. 

Dans la derniere assertion, il faut comprendre qu'il existe un 
representant r e iR de d H(x,y) tel que la longueur de G(x,y) soit 
egale a r. En d'autres termes, (f> correspond au modele projectif clas
sique d 'un hemisphere de S n au signe de la metrique pres: on trouve une 
"distance" imaginaire pure entre les points joints par une geodesique de 
type espace, et une distance reelle negative entre les points joints par 
une geodesique de type temps. A cause de cette difference de signe, la 
metrique qu'on construit se comportera pour certaines formules comme 
une variete a courbure — 1; nous parlerons quand meme de S n et non 
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.x pour respecter certaines habitudes, par exemple concernant la 
dualite entre H n et S n qui fait son apparition plus loin. 

La preuve de cette proposition peut se faire suivant le meme principe 
que pour la Proposition 1.1; nous ne la donnons pas ici car ce sera 
presque un cas particulier du Theoreme 2.3. 

La definition qu'on a donnee de la distance d H peut aussi s'etendre 
au cas ou x G D n et y G R n n D n. On obtient alors une "distance" de 
la forme iTT/2 + r, ou r G R. Par ailleurs, on peut continuer a parler de 
geodesique entre deux tels points — il suffit de considerer les geodesiques 
de Jn . 

Nous allons ensuite generaliser cette construction a d'autres 
quadriques; nous remplacerons n par le plan projectif RP n, et pour 
ce faire nous utiliserons le birapport entre quatre points x, y, a, b de 
RP . Pour le definir, on considere RP comme l'espace des droites de 
R2, et on choisit une droite D de R2 ne passant pas par 0 et qui n'est 
parallele a aucune des droites associees aux quatres points. On peut 
alors definir les intersections X, Y, A, B de x, y, a, b avec D, puis definir 
le birapport (projectif) de x, y, a, b comme le birapport de X, Y, A, B sur 
D. La meme construction fonctionne bien entendu dans le cas complexe. 
Enfin, pour x,y G RP n, on notera encore A (x, y) la droite (projective) 
joignant x et y, et A(x,y) sa complexifiee. On peut alors donner la: 

Definition 2.2. Soit n G N* et p, q G {0,1, • • • , n} avec p + q < n. 
On note Q n q la quadrique de RP n d'equation homogene 

p p+q+l 

i= l j=p+l 

On appellera espace hyperbolique-de Sitter d'indice (n,p,q), et on 
notera HS p q, la variete ouverte RP n n Q n q munie de la "distance": 

d H : HS p q x HS p;q ->• C/(z t-> z + 2ni, z H- in - z), 
(x,y) !->• - ì log(br(x,y;a ,b)) , 

ou a,b sont les intersections de A (x, y) avec Q pq, la quadrique com
plexifiee de Q pq- On appellera geodesiques de HS n les droites de RP n. 
Pour k G {0, • • • ,n} , on notera HS k := HS n_kk, et Q k := Q n n_kik- En
fin on appellera espace hyperbolique-de Sitter de dimension n l'espace 
HS n := HS n = HS n 0, et on notera aussi Q n := Q n. 

Dans cette definition, on reprend l'ordre defini plus haut pour {a, b}. 
On appellera bien sur "sous-varietes totalement geodesiques", ou m-
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plans, de HS n q les images dans HS n q des sous-varietes totalement 
geodesiques de RP n. On dira qu'un m-plan est non degenere quand il 
n'est pas tangent a Q n q dans RP n. On appellera aussi "non degeneres" 
les HS pq pour lesquels p + q = n. Ce sont ces cas qui nous interesseront 
principalement dans la suite. 

On peut noter que cette definition, qui ne sera utilisee dans la suite 
que pour les quadriques de n, peut s'etendre a d'autres cas, en par
ticulier aux hypersurfaces algebriques de degre pair de n. Ceci peut 
se faire de plusieurs manieres essentiellement equivalentes, mais le plus 
simple est, etant donne deux points x,y G n et un polynome P de 
degre 2N a n variables, de classer par paires les 2N intersections de 
la droite A (x, y) avec l'hypersurface P = 0 de C : chaque paire est 
constituee soit de deux points complexes conjugues, soit de deux points 
reels successifs sur la droite reelle A(x,y). Puis on somme les distances 
(HS obtenues pour chacune des paires de solutions suivant la formule 
utilisee pour les quadriques. Il est alors facile de voir que si on con
sidere une hypersurface (algebrique de degre pair) convexe, on trouve 
une distance complexe dont la partie reelle est exactement la metrique 
de Hilbert "usuelle" des convexes de n. 

On utilisera aussi le revetement a deux feuillets HS de HS n qu'on 
obtient en passant de RP n a S n: si x,y G HS p q sont antipodaux, on fixe 
d H(x,y) = in. Sinon, on choisit un hemisphere O de HS n q contenant 
x et y; on note x,y les images de x,y par l'application projective de Q 
sur n. Si le segment de Q qui joint x a y rencontre au plus une fois 
Q pq, on definit d H{x,y) par la distance de Hilbert entre x et y suivant 
la meme formule que dans 2.2, mais sans quotienter par z >->• in — z. 
Sinon, on definit d H(x,y) comme in — d H(x,y), toujours sans quotienter 
par z H- in — z. On obtient donc une "distance" a valeur dans C/inZ, 
qui est independante du choix de il car le birapport est projectivement 
invariant. On note de meme HS k, HS les revetements a deux feuillets 
obtenus pour HS k, HS n, etc. 

La definition 2.2 permet de trouver des distances sur les com
posantes connexes de R n n Q k correspondant aux modeles projectifs des 
hemispheres des differents espaces pseudo-riemanniens a courbure con
stante (sauf pour H n, qu'on retrouve dans sa totalite). Plus precisement, 
pour k < n — 1, on note S k le quotient de S k par l'application antipo-
dale, et pour k = n, on pose simplement S n = H n; et on note H k le 
quotient de H n par l'application antipodale, sauf pour k = 0 ou on 
note HQ = H n. Enfin, on note D k la composante connexe de RP n n Q k 
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rn qui contient la direction (Cx n_|_i) de R n+ 1 , et D n k l'autre. On a alors 
l'analogue suivant des Propositions 1.1 et 2.1: 

Theoreme 2.3. Il existe des applications (f> : D k —> H k et 4> '• D k —> 
S k+i bijectives telle que n pour x,y G D k (resp. D k) distincts, l'unique 
géodésique G(x, y) de H k (resp. S k+Ï) joignant (pn x) et 4>{y) (resp. cf)(x) 
et 4>(y)) est 4>(A(x,y) flD k) (resp. 4>(A(x,y) nD k)). De plus: 

• si A(x,y) rencontre Q n k en deux points non confondus, alors 
d H(x,y) G R et G(x,y) est de type espace (resp. temps) et de 
longueur jd H(x,y)j. 

• si A(x,y) est tangente a Q k, alors d H(x,y) = 0, et G(x,y) est de 
type lumiere. 

• si A(x,y) fi Q k = 0; alors d Hix^y) G i(R/-7rZ); et G(x,y) est de 
type temps (resp. espace) et de longueur jd H(x,y)j. 

Démonstration. On va donner la demonstration pour la composante 
H k, la preuve dans S k+Ï est similaire. De plus, on supposera k > 0 
pour eviter de traiter separement le cas de H n (qui correspond a la 
Proposition 1.1). 

Soient x,y deux points distincts de H k. Il est classique qu'il existe 
un unique segment geodesique plonge qui les joint. De plus, on peut 
identifier H k prive d'une hypersurface totalement geodesique avec: 

M : = { x É R ^ Î j (x,x) = - 1 } 

pour le produit scalaire de R i , et ses geodesiques sont alors ses in
tersections avec les 2-plans de R i passant par 0. L'application cf> sera 
l'inverse de l'application de l'hypersurface M sur RP n qui envoie un 
point m G M sur la droite de R n+ 1 passant par m et par l'origine. 
Ainsi, les images des geodesiques de H k sont exactement les intersec
tions avec D k des geodesiques de RP n. Il reste donc seulement a montrer 
que les longueurs de ces segments sont donnes par d H-

Considerons d'abord le cas ou G(x,y) est de type espace. Le plan 
Il de B k i contenant 0 et G(x,y) est alors de signature (+, — ) et on 
peut supposer (quitte a changer de systeme de coordonnees) que c'est 
le plan (Cxix n_|_i), avec x,y dans le demi-plan {x n+\ > 0}. On verifie 
alors que les coordonnees de x,y dans le systeme (xi,x n+i) sont de la 
forme (sh(r/),ch(r/)) et (sh(^),ch(i^)), la longueur du segment entre x et 
y etant alors jn — vj. 
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On peut par ailleurs calculer d H(x,y) en projetant la droite 
A(x,y) C MP n sur la droite de II d'equation x n+\ = 1. Les coordonnees 
de a, b sont alors determinees par l'equation: 

xi x n\-\ == x-\ i ^ u 

et sont donc —1 et 1. Par ailleurs, x et y se projettent sur les points de 
coordonnees tanh(r?), tanh(f); on a donc, en supposant i] < v: 

d H{x,y) = - - l o g ( b r ( - l , l ; t a n h ( r ? ) , t a n h ( î / ) ) ) 

_ 1 /tanh(r?) + 1 1 - t a n h ( » \ 

~ 2 og V t a n h H + r i - t a n h ( r ? ) y 

_ 1 / 1 + tanh(7?) \ 1 / l + t a n h O ) \ 

~ 2 og \l - tanh(r])) " 2 og \1 - tanh(u)) 

= r)-v; 

d'ou le resultat quand G(x,y) est de type espace. 
Si G(x,y) est de type temps, IT est de signature (—,— ) et on 

peut supposer, quitte a changer de systeme de coordonnees, que II = 
(0,x n,x n+i), avec x,y dans le demi-plan x n+\ > 0. Alors x,y ont 
pour coordonnee (cos(r/),sin(r/)) et (cos(^),sin(f)) avec r],v G]0,7T[, la 
longueur du segment joignant x a y etant \r] — v\. On peut par ailleurs 
calculer d H(x,y) par projection sur la droite de II d'equation x n+\ = 1, 
et les coordonnees de a, b sont obtenues par resolution de 

—x n — x n^i = — x n — 1 = U 

et ce sont donc i et —i, alors que x, y se projettent en tg(r?), tg(u). Ainsi, 
toujours si r] < v: 

d H{x,y) = 
1 log(br( i , - i ; tg(??) , tgO))) 

1 (tg(rl)+i i_ 
2 log \tg(v)+i'i 

_ 1 (l + itg(v) 

2 og VI -itg(77) 

tgH 
tg(»7) 

+ ^ l o g 
i + i t g H 

1 - itg(v) 

argth(itg(r?)) + argth(itg(V)) 

ii-q-v), 

d'ou le resultat quand G(x,y) est de type temps. 
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Enfin, quand G(x, y) est de type lumiere, II est degenere, et a, b sont 
confondus, ce qui montre que d H{x,y) = 0 comme prevu. q.e.d. 

De la meme maniere, les espaces HS k sont composes d'une copie de 
H n et d'une copie de S n (sans quotient par l'application antipodale) 
sauf pour k = 0 (resp. k = n) ou deux copies de Hrn = H n (resp. 
S n) apparaissent. Ainsi, HS est compose d'une copie de S n et de deux 
copies de H n, qu'on notera H n et i n pour les distinguer. 

Si H est un p-plan totalement geodesique de HS k, on verifie facile
ment que la restriction de d H a H correspond a la distance de Hilbert 
de la quadrique intersection de Q1k avec H; H est donc isometrique a un 
HS rs. Ainsi, si P est un polyedre dans HS k, P a une "metrique induite" 
qui est la donnee, pour chaque p-face, d'une immersion dans l'interieur 
d'un polyedre d'un HS r s, avec des conditions de compatibilite evidentes. 
Nous appellerons dans la suite cette structure une metrique de type 
HS sur P. 

3. Dualite 

Nous disposons maintenant d'une "distance" sur HS k qui est definie 
meme pour les couples de points (x,y) avec x G D k et y G D k; dans ce 
cas, on a br(x, y; a, b) G R_, et d H{x, y) est donc de la forme in/2 + r, 
avec r G R. Cette distance permet de retrouver differentes sortes de 
dualites classiques. Ainsi: 

Definition 3.1. Soit n > k > 0, et x G RP n. Si x £ Q k, on appellera 
dual de x l'hyperplan totalement geodesique de HS k compose des points 
y tels que d H{x,y) = in/2; et si x G Q k, le dual de x sera l'hyperplan 
de RP n tangent a Q k en x. Reciproquement, si H est un hyperplan 
totalement geodesique de HS k non tangent a Q k, son dual sera l'unique 
point x de HS k- tel que d H{x,y) = in/2 pour tout y G H; et si H est 
tangent a Q k, son dual sera son point de tangence avec Q k. 

Le choix du dual d'un hyperplan tangent a Q k assure la continuite 
de l'application de dualite. Il est implicite dans cette definition que 
l'ensemble des points a distance mj2 d'un point xo fixe de HS k est 
un hyperplan totalement geodesique; pour le voir, on se place dans 
l'hyperplan P d'equation x n+\ = 1 dans la definition 2.2, ce qui four
nit un modele de HS k prive d'un hyperplan Po comme complementaire 
d'une quadrique Q' symetrique par rapport a l'origine. En faisant agir 
une isometrie de HS k, on peut supposer que xQ est a l'origine. Mais 
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pour y G Pn Q', d Hixo, y) = iTT/2 si et seulement si br(xo,y; a, b) = — 1, 
ou a, b sont les intersections de A(xo,y) avec la complexifiee de Q'. 
Comme Q' est symetrique autour de xQ, a,b sont aussi disposes de 
maniere symetrique et on verifie alors qu'on a jamais br(xo,y; a, b) = —1 
sur A(xo,y), et que, en revenant dans le modele de HS k- dans KP n, y 
doit etre dans l 'hyperplan Po- Reciproquement, on verifie facilement que 
d H(xo,y) = iK/2 pour y G P0. 

Dans les cas degeneres (c'est a dire dans les HS n q avec p + q < n) 
la dualite que nous avons definie est moins claire; elle n'est plus definie 
pour tous les hyperplans, et n'est pas non plus injective sur les points. 

Une fois la dualite definie pour les points et pour les hyperplans, 
on peut la definir pour les autres sous-varietes totalement geodesiques: 
ainsi, si V est une telle sous-variete de dimension p, on appellera 
duale de V la sous-variete totalement geodesique V* qui est definie 
soit comme l'intersection des hyperplans duaux aux points de V, soit 
comme l'ensemble des points duaux des hyperplans qui contiennent V, 
soit encore (dans le cas ou V est non degeneree) comme l'ensemble des 
points de HS k qui sont a distance iTT/2 de tous les points de V. 

Notons maitenant que, si x G HS k, il est naturel de mettre sur 
l'espace des direction de T x HS n k, soit P x HS k := (T x HS n k n {0})/JR*, une 
structure HS ̂ ~ , avec k' = k — 1 si x G D k, et k! = k si x G D k: si 
u,v G P x HS k n ne sont pas degenerees (c'est a dire que les geodesiques 
dirigees par u, v ne sont pas tangentes a Q k) alors on definit u', v' comme 
les points intersections de l 'hyperplan x* dual de x avec les geodesiques 
dirigees par u,v, puis on definit (encore) d H{u,v) comme la distance 
d Hiu'jv1) dans x*. (—i)d H(u,v) etend l'angle "usuel" entre u et v quand 
u et v engendrent un 2-plan sur lequel la metrique est definie positive 
ou definie negative. 

Si P est un polyedre de HS k, et si f est une p-face non degeneree de 
P, on a donc une metrique HS naturelle sur le link L de P en f, c'est a 
dire le polyedre de dimension n — 2 — p dont les (n — 2 — p)-faces sont les 
directions normales a f qui sont dans les (n — 1)-faces de P contenant 
f, etc. Par exemple, si f est un sommet de P, les (n — 2)-faces de L sont 
modelees sur des hyperplans: 

• soit de HS k~ si x G D k, elles sont alors modelees sur 

HS k : ? , HS n" 2 ou HS n : ^ ; 

• soit de HS k~1 si x G D k, les modeles sont alors HS k - 2 , H S k~1 ou 
J I - 2 

H S n-k-l,k-2-



338 JEAN-MARC SCHLENKER 

En particulier, il est facile de verifier que P est convexe si et seulement 
si les links de toutes ses p-faces le sont. Si s est un sommet de P , on dira 
que P est degenere en s si P est, localement au voisinage de s, inclus 
dans la reunion de deux hyperplans; on voit facilement que c'est le cas 
si et seulement si le link de P en s est compose de deux hemisphere. 

On peut aussi definir (cf. [12]) le dual de P ; c'est un polyedre P* 
dont la combinatoire est definie a partir de celle du dual de P de la 
maniere suivante: 

• les p-faces de P* sont les (n — 1 — p)-faces de P ; 

• une p-face f de P* est dans le bord d'une (p+ l)-face f' si f, vue 
comme (n — 1 — p)-face de P , contient la (n — 2 — p)-face f dans 
son bord. 

La realisation de P comme polyedre dans HS n induit en plus sur P* 
une metrique de type HS: sur une face f, c'est la metrique naturelle sur 
l'ensemble des directions normales aux hyperplans de support de P en f. 
On verifie que cette definition est compatible avec la combinatoire de P*, 
c'est a dire que les applications de restrictions entre les faces induisent 
des metriques compatibles. Par exemple, les longueurs des aretes de P* 
sont simplement (a un coefficient i pres) les angles diedraux entre les 
faces de dimension maximale de P . 

Les principales proprietes de cette dualite sont resumees dans la 
proposition suivante: 

Propos i t i on 3 .2 . Soit P un polyedre convexe de HS n . Notons P le 
polyedre dont les p-faces sont les duaux dans HS n des (n — 1 — p)-faces 
de P. Alors P est un polyedre convexe de HS n , isométrique pour sa 
métrique induite au polyedre P* dual de P. 

La demonstration de cette proposition est une consequence assez 
facile des definitions. L'analogue regulier est plus delicat: 

Propos i t i on 3 .3 . Soit (/>:£—>• HS n. une immersion réguliere d'une 
hypersurface dans HS n , et (f> l'application duale, qui envoie un x G E 
sur le dual de l'hyperplan de HS n tangent a 0*(TX£). Alors <p est une 
immersion au voisinage des points ou la troisieme forme fondamentale 
de 4> est non dégénérée, et (f> est aussi l'immersion duale de <p en ces 
points; de plus, la métrique induite par (f> coincide avec la troisieme 
forme fondamentale de (f>. 
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Démonstration. Considerons l'application 

D : S x E ->• C, 

(x,y) M- (d H(4>{x)À{y))Y 

obtenue en choisissant un representant dans C pour d H{<J>{x), <fi(y))- Soit 
x G T.; <fi(x) est dual a l'hyperplan tangent a 0(E) en (fi(x), on en deduit 
que 

(3) W e T xS, (Tixtx)D)(v,0) = 0. 

Par ailleurs, par definition de la dualite, on a: 

VyGE, D(y,y) = (ir /2)2 , 

et donc 
V v G T xE, (T ( x ) x ) D)(v ,v )=0, 

ce qui montre avec (3) que 

W e T xS, (T (x )x )D)(0,v)=0, 

et l'hyperplan tangent a </>(£) en (/>(x) est le dual de (f)(x), ce qui montre 
que (fi est l'application duale de (fi. 

Pour la seconde assertion de l'enonce, on suppose d'abord que la 
metrique induite par (fi est non degeneree. On note U le fibre sur HS k 
des vecteurs unitaires; il est pourvu d'une connexion qui provient de 
celle de HS k. Maintenant, si (x,u) G U, il existe une unique geodesique 
g passant par x et dirigee par u, et un unique point F(x,u) sur g tel 
que d H(x,F(x,u)) = in/2. 

Par ailleurs, il est clair que 

T{x,u)U = {(v,w) G (T x HS n kf j (w,u) = 0}, 

et on peut verifier directement que si {v, u) = 0 alors 

(4) ((T{xju)F)(v,w), (T{xju)F)(v,w)) = (w,w)-

En effet, on peut faire cette verification en utilisant les isometries de 
HS k pour se ramener au cas ou, dans Ik-, x = 0 et u = (1,0, • • • ,0) ou 
bien u = (0, • • - , 0,1), et il ne reste a effectuer qu'un calcul facile. 

Revenons a (fi, et notons n(x) le vecteur normal a (/^(T xE) en cfi(x). 
Alors <fi(x) = F((fi(x), n(x)) par definition, et on deduit de (4) que la 
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metrique induite par (fi correspond a la variation de n(x). Or la troisieme 
forme fondamentale III de (fi est justement donnee par 

III(v,w) = h r v n, r w n) . 

On en deduit que III coincide avec la metrique induite de <fi. Dans le cas 
ou la metrique induite par cfi est degeneree, le meme resultat est obtenu 
par approximation locale de (fi par une suite d'immersions induisant des 
metriques non degenerees. q.e.d. 

On a en fait retrouve une dualite qui est classique, au moins dans 
certains cas; ainsi: 

E x e m p l e . Choisissons k = n; on pourrait d'ailleurs aussi prendre 
k = — 1. Alors Q n est vide, et on trouve pour d H la distance usuelle sur 
RP n (multipliee par i), c'est a dire la distance associee a la metrique 
canonique de S n quotientee par l'application antipodale. Or on dispose 
sur RP n d'une dualite bien connue, dite "projective", qui associe a un 
hyperplan H l 'unique point x obtenu en partant d 'un point y G H et 
en parcourant une distance n/2 sur la geodesique normale a H en x. Il 
est facile de verifier que cette dualite correspond a celle qu'on vient de 
definir. 

E x e m p l e . Prenons k = 0; on se place donc dans HS n, qui est "com
pose" d'une part de H n et d 'autre part de S n1. La dualite classique (voir 
par exemple [17]) entre H n et S n est definie grace aux modeles de ces 
deux espaces dans R n + : a tout hyperplan H de H n, on associe d'abord 
l 'hyperplan H de R™+ passant par 0 contenant H, puis la droite D 
qui lui est orthogonale; enfin le point dual de H est l'intersection de 
D avec S n, qui est definie en fait dans St. La meme procedure associe 
un point de H n a tout hyperplan de S n1. La encore, il est assez facile 
de voir que la dualite qu'on a construite en utilisant d H correspond a 
celle-ci. Plus precisement, on voit facilement que si x £ DQ = H n et 
y G D0 = Si, alors d H(x,y) = iTT/2 + r, ou r est la distance de x a 
l 'hyperplan de H n dual de y. Si on s'interesse aux hyperplans orientes 
de H n, la dualite usuelle peut lui associer un point de S n (et non plus 
de Si) et reciproquement. 

E x e m p l e . On peut generaliser l'exemple precedent pour obtenir 

une dualite entre H k et S k + 1 pour tous les k G {0, • • - , n — 1} grace aux 
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modeles de ces espaces dans R ^ i • On verifie encore que cette dualite 
correspond avec celle qu'on vient de definir dans HS k. 

Il existe d'ailleurs une autre maniere de faire apparaître ces types 
de dualite dans un meme contexte, basee sur une notion de dualite 
assez etrange pour certaines equations de type Monge-Ampere (cf. [23]). 
Mais l'approche que nous donnons ici est plus generale et beaucoup plus 
geometrique. 

Cette notion de dualite permet de definir simplement l'angle entre 
deux hyperplans P et P' de HS k (pour n > 2): ce sera simplement —i 
fois la distance entre leurs duaux. Si par exemple P et P' sont deux 
hyperplans de HS n qui rencontrent transversalement Q n, on peut les 
considerer comme deux hyperplans de H n, et il est facile de verifier 
que, quand ils se rencontrent dans H n, l'angle qu'on vient de definir 
correspond a l'angle usuel dans H n. Par contre, si P et P' ne se rencon
trent pas dans H n, alors ils font un angle qui est simplement — i fois la 
distance hyperbolique entre P et P'. En effet, il existe une geodesique 7 
de HS n qui les rencontre tous deux orthogonalement; alors 7 rencontre 
aussi leurs points duaux P* et P'*; ainsi la distance le long de 7 entre 
P* et P'* est d(P, P') + i-n/2 + in/2 = d(P, P ' ) , et l'angle entre P et P' 
est par definition — i fois la distance hyperbolique entre eux. 

Par contre, si on part de deux plans qui ne rencontrent pas Q n, ils 
correspondent a des hyperplans de type espace dans S n1 ; l'angle qu'on a 
defini est alors imaginaire pur, et il correspond a l'angle "hyperbolique" 
entre les deux plans. 

On peut etendre d H en une "distance" entre un point x G HS k et 
une sous-variete totalement geodesique V C HS k- non degeneree (c'est 
a dire non tangente a Q k dans RP n). Si x G V, on pose d H(x,V) = 
0. Sinon, on considere deux cas: si x G V*, alors pour tout y G V 
on a d H(x,y) = in/2, et on pose d H(x,V) = in/2. Sinon, on verifie 
facilement qu'il existe un unique segment geodesique plonge orthogonal 
a V et arrivant en x; on appelle y son intersection avec V, et on pose 
d H(x,V) := d H{x,y). Il est facile de verifier que cette construction 
permet de retrouver la definition usuelle de la distance entre un point 
et une sous-variete totalement geodesique, dans l'espace hyperbolique 
par exemple. 

On en deduit par dualite la definition de l'angle entre deux sous-
varietes totalement geodesiques non degenerees V, V de dimensions p < 
p' telles que V n V 7̂  0 et que V, V C W, ou W est une sous-variete 
totalement geodesique non degeneree de dimension p' + 1. Pour ce faire, 
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on se restreint a W, dans laquelle le dual de V est un point x', et on 
pose: Z(V,V) := -id Hix'.V*). 

Une fois les angles definis par dualite, on peut les utiliser aussi dans 
les varietes pseudo-riemanniennes qui n'ont pas de dual. En effet, on 
verifie facilement que l'angle entre deux hyperplans H, H' de HS k qui 
se rencontrent en x G HS k ne depend que de la position relative des 
tangents a H, H' dans l'espace plat T x HS k. En consequence, si (L,p) 
est une variete pseudo-riemannienne de signature (n — k, k), E,E ' sont 
des hypersurfaces non degenerees, et x G E fi E', on peut encore definir 
l'angle entre E et E' en x: on considere les hyperplans H, H' de T x M 
tangents a S, E', et on choisit une isometrie cf) de T x M sur T y S n, avec 
y G S n. Puis on definit Zx(E,E') comme l'angle Z((f)*H, cp^ H'). Il est 
facile de voir que cette definition est independante du choix de y et de cf). 
La meme approche fonctionne aussi pour des sous-varietes E, E' qui ne 
sont pas des hypersurfaces, sous des conditions analogues a celles dans 
HS k (cf. ci-dessus). 

Pour les hyperplans orientes, il est naturel de considerer la dualite 
dans le revetement HS k de HS k. A chaque hyperplan oriente P de HS k, 
on associe sa projection P dans HS k, qui est un hyperplan, puis le point p 
dual de P; p a deux images reciproques dans HS k, et on prend l'une d'elle 
comme dual de P suivant son orientation. On verifie sans mal qu'on peut 
definir ainsi globalement (c'est a dire pour tous les hyperplans orientes) 
une dualite qui a les memes proprietes que celle definie ci-dessus pour 
les hyperplans non orientes; les angles entre hyperplans orientes, encore 
definis comme —i fois la distance entre les points duaux, sont maintenant 
definis modulo 2-K et la transformation 9 t-> 2n — 9. Nous utiliserons 
cette definition en particulier pour l'etude des polyedres convexes, qui 
apparaissent naturellement comme orientes. 

4. Resultats 

Nous allons decrire dans cette section les "metriques" induites sur 
~ 3 

trois classes de polyedres convexes de HS . Les demonstrations seront 
faites dans les sections suivantes, mais on explicitera ici quelques cas 
particuliers. 

Il n'est pas possible d'etendre les resultats d'existence en dimen
sion superieure car, generiquement, une metrique sur un polyedre de 
dimension n n'est induite (meme au voisinage d'un sommet) par au
cune immersion dans une (n + l)-variete a courbure constante. Mais 
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des resultats de rigidite (Section 5) et de degenerescences (Section 6) 
persistent. 

Rappelons qu'une "metrique HS" sur S2 est la donnee d'une triangu
lation de S2 avec, pour chaque triangle, un plongement sur un triangle 
de HS p ç (avec p+q < 2) et les conditions de compatibilite naturelles sur 
les aretes. Les sommets de la triangulation seront alors appeles points 
singuliers de la metrique. Deux metrique HS sur S2 sont isometriques 
s'il existe un homeomorphisme de S2 qui envoie l'une sur l'autre (sans 
necessairement preserver les triangulations associees). Les metriques HS 
seront toujours considerees dans la suite à isometrie pres. 

Si a est une metrique HS sur S2, on appellera aretes de a tous 
les segments joignant deux points singuliers de a qui peuvent etre une 
arete d'une triangulation adaptee a a, c'est a dire les segments qui sont 
geodesiques pour la metrique qui se trouve de chaque cote. On note 

~ 3 

que, si P est un polyedre de HS , les aretes de P sont des aretes de sa 
metrique HS induite. 

Notons qu'on peut avoir deux types de faces degenerees triangulaires, 
meme si on suppose que les aretes sont toutes de type espace. En effet, 
si T est une telle face et si les longueurs de ses aretes sont ia, ib, ic alors: 

• soit T ne contient pas le point singulier de la metrique de HSf 0 

(c'est a dire le point de Q\ 0 C HSf 0); dans ce cas, on a une egalite 
du type: a = b + c, et T est limite, en un sens qu'on precisera plus 
loin, de triangles spheriques dont l'aire tend vers 0; 

• soit T contient le point singulier de HSf 0, et a + b + c = 2ir. Les 
longueurs des aretes de T sont alors celles d'un triangle spherique 
dont les aretes sont alignes, et dont l'interieur est un hemisphere. 

Dans le second cas, on dira que T a un point hyperbolique (les points 
~ 2 

singuliers de HS1 0 correspondant dans les realisations polyedrales de la 
metrique a l'intersection d'une face avec dH+ ou dH ^_). 

~ 3 

Si P est un polyedre de HS , on dira qu'une arete a de type espace 
de P est A-extremale (resp. B-extremale) si elle borde deux faces 
F, F' telles que, si on les prolonge en des hemisphere H, H' bordes par le 
prolongement de a, H et H' rencontrent H+ (resp. H, H' sont de type 
espace et la projection orthogonale de H sur H' est bijective). 

D'une certaine maniere, une arete A-extremale correspond a une 
face de type espace degeneree, et une arete B-extremale a une face de 
type mixte reduite aussi a une arete. 
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Nous allons etudier les metriques HS sur S2 munies d'un ensem
ble A d'aretes de type espace (c'est a dire sur lesquelles la distance est 
imaginaire pure) dans des faces de type mixte (c'est a dire modelees 
sur HS2) ou degenerees (c'est a dire modelees sur HSf 0) , et d'un en
semble B d'aretes de type espace dans des faces de type espace (c'est 
a dire modelees sur (S2, —can)). Plus loin, A et B apparaîtront comme 
les ensembles des aretes A-extremales et B-extemales des realisations 
polyedrales de a. 

Nous supposerons toujours que les aretes de B ne rencontrent 
pas celles de A. Nous appellerons metrique HS marquee le triplet 
(a,A,B). Pour un tel objet, on notera: 

• H l'ensemble (ouvert) des points hyperboliques de S2; 

• S A (resp. S B) l'ensemble des points singuliers non hyperboliques 
s de cr tels que tous les segments geodesiques issus de s soient 
de type temps (resp. de type espace), et S l'ensemble des autres 
points singuliers non hyperboliques de a; 

• M la reunion des composantes non hyperboliques des faces fermees 
mixtes (c'est a dire modelees sur H2) ou degenerees (c'est a dire 
modelees sur HSf 0) de S2, des aretes de B et des points de S B, 
privee des aretes de A et des points de S A', 

• D c M l a reunion des faces degenerees fermees, privee des aretes 
de A et des points de S A-

• E la reunion des faces fermees de type espace, des aretes de A et 
des points de S A , privee des aretes de B et des points de S B-

Ces definitions donnent une certaine stabilite. Par exemple, un 
~ 3 

polyedre de HS peut avoir une face de type espace isolee (c'est a dire 
~ 3 

entouree de faces de M); si on deforme P dans HS pour faire degenerer 
cette face vers une arete, ce sera necessairement une arete de A, et la 
"topologie" de E ne changera pas. Par contre, une arete de P qui est 

~ 3 

dans A peut etre transformee, par une deformation de P dans HS , en 
une arete degeneree (de longueur in) puis en une arete rencontrant H3 

(de longueur in — r, r > 0). 
Rappelons que la courbure singuliere d'une metrique HS en un 

point singulier est definie comme 2n moins la somme des angles des 
faces en ce point. Alors 
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Definition 4.1. Soit s G S2 un point singulier d'une métrique HS 
marquée (a,A,B) sur S2. On dira que (a,A,B) est convexe en s si 
l'une des conditions suivantes est réalisée: 

1. s G H, et la courbure singuliere de P en s est strictement positive; 

2. s est dans l'intérieur de E, et la courbure singuliere de P en s est 
strictement négative; 

3. s est dans l'intérieur de M, et la somme des angles des faces de 
P en s est de la forme 2-K + ir, avec r > 0; 

4- s G S A; 

5. s G S B, E n {s} a deux composantes connexes au voisinage de s, 
et dans chacune la somme des angles est dans [0, ir[, et Mn {s} a 
deux composantes connexes, et dans chacune la somme des angles 
est dans iR_|_ ; 

6. sGEnMnS,Mn {s} est connexe au voisinage de s et, si on 
note 6i les angles en s des faces de M et j'• les angles en s des 
faces de E, on a 

^2 0i = -n - ir , ^2 e'j = r2 
j 

avec r G R, r% > 0; et soit r\ > 0, soit r ̂  < n; 

7. sGEnMnS,Mn {s} n'est pas connexe au voisinage de s et, 
pour chaque composante connexe C de Mn {s} au voisinage de s, 
la somme a des angles en s des faces de C est dans n — iR^_, ou 
bien a = n et les faces de C sont toutes dégénérées; et la somme 
de tous les angles en s n'est pas 2n. 

Dans le dernier cas, on elimine donc la situation ou, au voisinage de 
s, Mn{s} a exactement deux composantes connexes, chacune composee 
uniquement de faces degenerees. 

Notons que dans les cas (5), (6) et (7), les conditions qui apparaissent 
sont des conditions de convexite en s de domaines (a bord) qui sont de 
type espace (la somme des angles doit alors etre dans [0, n[) ou mixte 
(la somme doit alors etre dans n — iR^). 

Dans toute la suite, on appellera courbe polyedrale dans un 
polyedre une courbe continue et geodesique par morceaux. Soit 7 une 
courbe polyedrale de (S2, a); on dira que 7 est A-admissible si 
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• 7 reste dans E; 

• en chaque sommet s de 7, les composantes connexes de S2 n 7 qui 
sont (entierement) de type espace au voisinage de s sont concaves 
en s; 

• 7 ne borde pas un domaine de D sans point singulier de la metrique 
a. 

Par exemple, dans le cas d'une surface E munie d'une metrique 
polyedrale riemannienne (definie negative), une courbe polyedrale sera 
A-admissible si elle est composee de segments geodesiques en dehors 
des sommets de E et si, aux sommets de E, les sommes des angles des 
faces des deux cotes de la courbe sont au moins n. On retrouve donc les 
courbes polyedrales geodesiques au sens usuel d'application localement 
minimisante. La troisieme condition de la definition sert simplement a 
eliminer certains cas limite qu'il faudrait sinon traiter separement. 

Dans toute la suite, on considerera toujours (sauf quand on precisera 
le contraire) des metriques polyedrale ayant au moins 3 points singuliers, 
et des polyedres avec au moins 3 sommets. Les polyedres a 2 sommets 
antipodaux se comportent de maniere differente, en particulier du point 
de vue de la rigidite (Section 5). 

On peut maintenant enoncer un resultat qui etend les enonces clas
siques sur les metriques des polyedres hyperboliques: 

T h e o r e m e A. Soit (a^A^B) une métrique HS marquée sur S2. Il 

existe un plongement polyedral convexe cf> de S2 dans HS n ( H i ) qui 

induit a, qui contient dans son intérieur un point de H^_, et dont les 

arêtes A-extrémales sont les éléments de A, si et seulement si: 

1. B = S B = 0; 

2. chaque courbe maximale de type temps de M a une extrémité sur 
E et une sur H; 

3. a est convexe en chacun de ses points singuliers; 

4- les courbes A-admissibles de a sont de longueur \L\ > 2-K. 

4> est alors unique modulo Isom(HS). 

Les courbes qui interviennent dans la deuxieme conditions doivent 
etre C 1 ; mais elles peuvent etre reduites a un point dans un segment 



m e t r i q u e s s u r l e s p o l y e d r e s h y p e r b o l i q u e s c o n v e x e s 347 

de B. Ainsi, par exemple, si (S2, a) est le double d'un disque convexe a 
bord geodesique par morceau muni d'une metrique localement modelee 
sur (S2,— can) sauf en des point singuliers ou la courbure singuliere 
est negative, et si B est compose des aretes du bord du disque, alors 
la condition (2) n'est pas satisfaite; cette metrique est realisable sur 

~ 3 

le bord d'un polyedre convexe dans HS , mais qui borde un domaine 
qui ne rencontre pas H+, on est donc dans le champ d'application du 
Theoreme B ci-dessous. 

Voyons deux applications simples de ce resultat. On utilise une classe 
~ 3 

de polyedres de HS qui contient les polyedres hyperboliques compacts 
et ceux dont le volume est fini (voir [12]). 

~ 3 

Definition 4.2. Un polyedre P de HS est un polyedre hyper
bolique generalise s'il ne rencontre pas H^_ (resp. H^_) et si toutes ses 
aretes rencontrent H^_ (resp. H^_). 

On peut bien entendu etendre cette definition en dimension plus 
grande en remplaçant les aretes par les faces de codimension 1. On 
a aussi une definition analogue dans HS3, les polyedres hyperboliques 

~ 3 

generalises etant ceux qui admettent un releve a HS qui l'est. Le pre
mier enonce decrit les metriques HS induites sur les polyedres hyper
boliques generalises: 

Corollaire 4.3. Soit (a,A,B) une métrique HS marquée sur S2. 
(a, A, B) est induite par une immersion convexe hyperbolique généralisée 
4> dans HS si et seulement si: 

1. toutes les faces de a sont modelées sur HS2; 

2. la courbure singuliere aux points singuliers de type hyperbolique de 
a est strictement positive; 

3. deux points hyperboliques peuvent être joints par une courbe 
formée de points hyperboliques; 

4- les points singuliers de type de Sitter de a sont isolés: si 7 est une 
arête qui relie deux tels points singuliers, alors 7 a exactement un 
segment hyperbolique. 

4> est alors unique modulo Isom(HS ) . 

La condition (3) du Theoreme 4.3 sert simplement a interdire les 
polyedres ayant des sommets dans H+ et dans H^_. Elle implique la 
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condition "topologique" (2) du Theoreme A. On voit d'ailleurs simple
ment que, dans les conditions du corollaire, on doit avoir A = B = 0 
(car aucune arete n'est de genre espace) et, commme il ne peut pas non 
plus y avoir de face de genre espace, on doit avoir E = S A , et tous 
les points singuliers non hyperboliques de a doivent etre dans S A- La 
conditions (2) du corollaire assure donc que les metriques considerees 
sont convexes en leurs points singuliers. 

Cet enonce permet de retrouver le Theoreme d'Alexandroff 1.2 de 
l 'introduction, qui correspond au cas ou tous les sommets sont hyper
boliques. Il y a une autre consequence hyperbolique du corollaire 4.3, 
qui concerne les polyedres complets (non compacts) de H3 dont tous 
les bouts sont "cylindriques" au sens ou il existe, pour chaque bout, un 
plan hyperbolique qui est orthogonal au prolongement de chaque face 
du bout. 

Corollaire 4 .4 . Soit a une métrique hyperbolique complete a sin
gularités coniques (a courbure singuliere positive) sur S2 privée de N 
points. Supposons que l'aire de chaque bout est infinie. Alors a admet 
une unique réalisation comme métrique induite sur un polyedre convexe 
complet plongé dans H3 dont tous les bouts sont "cylindriques". 

Dans cet enonce, "convexe" s'entend dans un sens global: le polyedre 
doit etre le bord d'un domaine convexe de H3. 

Démonstration. Au voisinage de chacun des x i, a est une metrique 
hyperbolique (sans point singulier) complete; il existe donc un voisinage 
ouvert Qi C P de x i tel que (Oi,<TIQ.) soit isometrique au quotient du 
complementaire fìi d 'un ferme F i de H2 par une translation t i. Si on 
identifie H2 a la composante hyperbolique de HS2 , t i agit avec un point 
fixe y i dans Si et fîi est isometrique a un ouvert du quotient de HS2 

par t i. Si on procede de meme pour tous les x j , on voit que (P,a) est 
la partie hyperbolique d 'un polyedre (P,CT) muni d'une metrique de 
type HS dont les sommets exterieurs sont isoles. On applique alors le 
corollaire 4.3 à (P,CT) et on trouve le resultat. q.e.d. 

En particulier, si a est sans point singulier, on retrouve un resultat 
de I. Rivin (non publie): les metriques hyperboliques sur S2 privee de 
N points peuvent etre realisees comme des metriques induites sur des 
polyedres dont tous les sommets sont "en dehors" de H3. I. Rivin (voir 
[19]) a aussi montre, par une autre methode, que ces polyedres hy
perboliques generalises sont uniquement determines par leur metrique 
induite. 
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On peut maintenant utiliser le Theoreme A pour etudier les duaux 
des polyedres hyperboliques. Les duaux des polyedres hyperboliques 
compacts sont entierement dans Sf; on trouve donc dans ce cas le 
Theoreme 1.3. Les courbes fermees A-admissibles sont alors simplement 
les geodesiques fermees. 

En fait, on peut considerer les duaux des polyedres hyperboliques 
generalises en dimension totale 3; il s'agit de polyedres dont tous les 
sommets sont dans Sf et dont toutes les aretes sont de type espace. Par 
contre, les faces peuvent rencontrer H+. On peut arriver dans ce cas 
a une description des metriques duales des polyedres dont les sommets 
"de Sitter" sont trivalents. 

~ 3 

Si maintenant on s'interesse aux polyedres de HS dont toutes 
les faces sont degenerees (c'est a dire tangentes a Q3 dans le modele 

~ 3 

spherique de HS ), on trouve le Theoreme 1.4. Cet enonce decoule du 
Theoreme A parce que, comme on le verifie facilement, les polyedres 
duaux des polyedres ideaux de H3 ont toutes leurs faces degenerees, et 
toutes leurs aretes sont A-extremales. Comme de plus les faces doivent 
etre convexes, leurs metriques sont determinees par les longueurs de 
leurs aretes, sous la seule condition que la longueur du bord de chaque 
face soit 2-7T. Les metriques HS marquees possibles sont donc essen
tiellement determinees par le choix et la longueur des aretes de A. La 
condition (3) correspond a l'absence de courbe A-admisible fermee de 
longueur \L\ < 2-K. 

Passons a des resultats sans traduction hyperbolique directe. Si 
(a,A,B) est une metrique HS marquee sur S2, on dira qu'une courbe 
polyedrale 7 est B-admissible si: 

• 7 est de type espace; 

• chaque segment de 7 est soit une arete de B, soit dans l'adherence 
d'une face de M; 

• si s est un sommet de 7 et que toutes les faces de a en s d'un 
cote de 7 sont dans M, alors la somme de leurs angles est dans 
7T + iM+. 

Remarquons que, comme pour les courbes A-admissibles, la 
troisieme condition peut se voir comme une condition de concavite de 
chaque cote de 7; elle impose en particulier qu'une courbe B-admissible 
est necessairement geodesique dans l'interieur de M en dehors des points 
singuliers de la metrique. 
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~ 3 
Mais si P est un polyedre qui delimite un domaine convexe de HS 

— 3 

qui rencontre H+, alors P ne peut pas avoir d'arete a B-extremale; 
sinon, P serait compris entre deux hemisphere de type espace H, H' 
bordes par a tels que la projection orthogonale de H sur H' soit bijective, 
ce qui est impossible. C'est pourquoi B doit etre vide dans le Theoreme 
A. 

On peut maintenant enoncer le 

Theoreme B. Soit (a,A,B) une métrique HS marquée sur S2; 
supposons que (a, A, B) admet une réalisation polyedrale convexe (f> dans 
Sf, qui délimite un domaine convexe qui ne rencontre pas H+ UH_, et 
dont les arêtes A-extrémales (resp. B-extrémales) sont les éléments de 
A (resp. de B). Alors: 

1. H = 0, E a deux composantes connexes E_,E+, et chaque courbe 
maximale de type temps de M a une extrémité sur dE+ et une 
sur dE_ ; 

2. o est convexe en ses points singuliers; 

3. les longueurs des courbes polyedrales B-admissibles de a sont 
strictement inférieures a 2n. 

~ 3 

Considerons enfin les polyedres convexes de HS qui rencontrent a 
la fois H \ et H^_. Il est clair que ces polyedres ne peuvent pas avoir de 
face de type espace, sans quoi, par convexite, ils resteraient d'un seul 

~ 3 

cote d'un plan de type espace de HS . En particulier, ils ne peuvent pas 
avoir d'arete A-extremale. On peut voir, par le meme type d'arguments 
de convexite (precises dans la Section 10) qu'ils ne peuvent pas non plus 
avoir d'arete B-extremale. La description des metriques induites sur ces 
polyedres est la suivante: 

Theoreme C. Soit (a,A,B) une métrique HS marquée sur S2 qui 
admet une réalisation polyedrale convexe cf> dans HS rencontrant a la 
fois H\ et H ̂ _. Alors 

1. A = B = D = S A = S B = E = 0, et toutes les faces de a sont 
modelées sur HS2; 

2. H a deux composantes connexes H+,H_, et chaque courbe maxi
male de type temps de de M a une extrémité sur dH+ et une sur 
dH_; 



m e t r i q u e s s u r l e s p o l y e d r e s h y p e r b o l i q u e s c o n v e x e s 351 

3. a est convexe en ses points singuliers; 

4- les courbes B-admissibles de a sont de longueur jLj < 2n. 

On peut se demander si les Theoremes A, B et C concernent vrai
ment les metriques HS marquees, ou s'il est au contraire possible de les 
enoncer sans reference aux ensembles A et B; en d'autre termes, si, pour 
une metrique HS a donnee, il peut exister plusieurs couples (A, B) tels 
que (a, A, B) verifient les hypotheses de ces theoremes. La reponse est 
evidente pour le Theoreme C, puisque l'enonce impose que A = B = 0. 
De meme, pour le Theoreme B, il est assez facile de verifier que les 
hypotheses de convexite aux sommets et l'hypothese "topologique" (2) 
impose quelles aretes sont dans B. Pour le Theoreme A, il est possible 
qu'il en soit de meme. 

5. Rigidite 

L'objectif de cette section est de rappeler et d'etendre une construc
tion remarquable, due a Pogorelov, qui permet de ramener les problemes 
de rigidite des immersions isometriques (de surfaces ou de polyedres) 
des espaces a courbure constante dans les espaces plats, ou ils sont plus 
faciles a comprendre. Pogorelov [16] a ainsi montre qu'il existe une ap
plication $ : H n x H n ->• R x R (resp. $ : S n'+ x S n'+ ^ R x R " ) telle 
que si S, S' sont deux hypersurfaces convexes isometriques de H n x H n 
(resp. de S n,+ x S n,+) alors elles sont envoyees par $ sur deux surfaces 
convexes isometriques de n x R". Il se trouve (cf. [14]) que la construc
tion de Pogorelov, ainsi que la verification de ses proprietes, s'etend 
sans grande modification aux espaces pseudo-riemanniens a courbure 
constante. 

De plus, la restriction de $ a la diagonale A de H n x H n est 
l'application projective p usuelle; ainsi, on peut "lineariser" $ au voisi
nage de A et obtenir une application de TA dans T n au-dessus de p 
qui preserve les deformations infinitesimales isometriques. 

Nous allons donner une nouvelle demonstration de l'existence de 
cette "application de Pogorelov", qui nous montrera qu'elle s'etend au 
cas de HS n, et nous permettra donc de ramener des problemes de rigidite 
de polyedres dans HS n aux problemes correspondants, bien compris, 
dans R . 

Bien que les constructions qui suivent soient essentiellement simples, 
leur presentation est un peu obscurcie par des problemes de revetement 
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a deux feuillets, malheureusement necessaires. Pour aider un peu le 
lecteur, nous expliciterons a chaque etape le cas particulier ou k = n 
(HS;n correspond alors a (RP n,—can)) qui est le plus simple car il ne 
fait pas intervenir de variete pseudo-riemannienne. 

Introduisons un produit modifie: pour chaque n, k, on notera 
HS kxHS k la variete constituee des points (x,y) de HS k x HS k tels que 
les projetes de x, y dans HS k sont dans la meme composante connexe 
de RP n \ Q n k. 

HS k prive d'un hyperplan admet un plongement isometrique dans 
R + i dont l'image est composee des deux quadriques habituelles, 
d'equations 

n+l (x, x) = 1 pour S n i : 
n 
k (x,x) = - I pour H k+1 

Par ailleurs, la meme construction mene a un plongement "isometrique" 
de HS2k+1 prive d'un hyperplan dans R n i et' par une homothetie de 
rapport p 2 , on peut voir son image comme 

{x G R ™ j {x,x) = 2 ou (x,x) = - 2 } . 

Comme R2k+2 = Rfc+i x Rfc+i ' ces modeles fournissent un plongement de 

HS kxHS k dans R i dont l'image se trouve dans HS2k+1. On obtient 

ainsi, en notant a k l'application antipodale de HS k et go sa metrique, la 

Proposition 5.1. Il existe un plongement isométrique frk de 
HS kxHS k dans HS ̂ k+i; si (xi ,x2n G HS kxHS k et si on note T\ et T2 

les sous-espaces vectoriels de T(HS k x HS k) tangents aux deux facteurs, 
alors la seconde forme fondamentale de îfk s'écrit dans la décomposition 
T(H kxHS . ) = TxxT2 sous la forme II% = (l/p2)(g0 x (-g0)). De 
plus, îïk o (a k x a n) = a2k+i ° ^ k > et on en déduit un plongement irk de 
(HS kxHS k)/Z2 dans HS n+i dont l'image est auto-duale, c'est a dire 
qu'elle coincide avec le plongement qui lui est associé par la dualité de 

Qn+l 
HS2k+l-

Démonstration. La construction ci-dessus fournit un plongement 
isometrique de HS k xHS k dans HS 2 n 1 . Or on voit que la seconde forme 
fondamentale du plongement de HS k dans R j ^ qu'on a utilise est go; il 
suffit en effet de le verifier en un point de S k+1 et pour un point de H k, 
puis d'observer que le groupe des isometries de R ^ i qui preserve 0 agit 
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transitivement sur le tangent unitaire de chacune des deux composantes 
de HS k. On en deduit que la seconde forme fondamentale du plonge-
ment de HS k"xHsk dans R|k+| est, en un point (x,y) G R£+J x R£+J 
de l'image: 

(5) go|Ti ® x + g0\T2 <g> y, 

ou la notation utilisee decrit une 2-forme a valeur vectorielle qui envoie 
un couple de vecteurs de T\ sur un vecteur parallele a x, et de meme 
pour y. 

Enfin, pour trouver la seconde forme fondamentale de nn, on doit 

projeter (5) sur le vecteur normal unitaire a l'image dans HS2k+1, qui 
est (au signe pres) (x, — y)/p2, d'ou le resultat. 

La symetrie de n k par rapport aux applications antipodales n'est 
pas difficile a verifier; enfin, pour voir que 7k est auto-duale, on procede 
par verification directe: si (x,y) G R M X R k+i est dans l'image de 7k, 

alors la direction dans R n ^ du point de HS2k+1 dual de l'hyperplan 
tangent a l'image en (x, y) est donnee par le vecteur normal a l'image 
dans HS2k+1, soit (x,—y). Mais comme (x,y) est dans l'image de 7k, 
on doit avoir: hx, xi = hy, yi = ±1 , ce qui implique aussi que (x, —y) est 
dans l'image de frrk, d'ou le resultat. q.e.d. 

Exemple. Pour k = n, HS n = (S n, —can) et 

^ : S nxS n ^ S2n+1 

est l'une des generalisations possibles du tore de Clifford dans S3. C'est 
un plongement isometrique de S n x S n dans la sphere S2n+1 de rayon 
p 2 . On peut verifier que sa seconde forme fondamentale est celle qui 
est annoncee, par un argument de symetrie sous l'action de Isom(S n) x 
Isom(S n) et d'change des deux facteurs. Comme la dualite qui intervient 
est simplement la dualite projective, il est aussi facile de voir que 7n n est 
auto-dual. 

Soit x\,x2 G HS k; le dual de 7k(xi,x2) est un hyperplan h de 
HS 2 ki , et on peut choisir une application projective p de HS k n h dans 
R2n+1, qui envoie TTn(xI,x2) sur 0. On peut mettre sur R2n+1 un "pro
duit scalaire" pseudo-riemannien g\ tel que (p°7k)* soit isometrique 
en {x\,x2) pour la seconde forme fondamentale de 7rn, et que p* envoie 
le normal a l'image de {^)* sur le normal a l'image HQ de (p o 7k)*. 
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La Proposition 5.1 montre que la signature de la seconde forme fonda
mentale de 7k est (n,n), et on peut donc decomposer HQ en produit 
de deux sous-espaces H\, H% de dimension n orthogonaux sur lesquels 
gi est soit definie positive, soit definie negative. On appelle p\ et pi les 
projections orthogonales de HQ respectivement sur H\ et H2, et on a la: 

Propos i t i on 5.2. p(Tk n(HS k nxHS k/Z2) n h) est une quadrique de 
R2n+1 dont la projection orthogonale sur HQ est injective; l'image par 
cette projection de l'ensemble des directions isotropes de la seconde 
forme fondamentale IIp01k n de p o 7k est partout définie par l'équation 

k p 1 ( x ) k = kp2(x)k-

Démonstration. L'image de 7k est, vue dans RP 2 n + 1 , une quadrique 
dont l'equation homogene dans R ^ Ì x R i est simplement hx, xi = 

hy, yi-
Son image par p, qui est une application projective, est donc une 

quadrique q de R 2 n + 1 . Pour verifier que sa projection orthogonale pQ sur 
HQ est injective, il faut montrer que le point de R P 2 n + 1 correspondant 
a la direction orthogonale a HQ est dans q. Or, dans notre construction, 
ce point est simplement le dual de l 'hyperplan tangent a l'image de Tk 
en 0. Il est donc egalement dans l'image de 7k, qui est auto-duale (cf. 
la Proposition 5.1). 

L'equation de q peut donc se mettre sous la forme 

z = P(x,y), 

ou z est la coordonnee suivant la direction orthogonale a HQ, x,y des 
coordonnees sur H\ et H2, et P un polynome de degre 2. Le hessien de 
P etant constant, la projection sur HQ des directions isotropes de I I 0 7 k n 
est aussi constante, et, en 0, la definition de H\ et H ̂  montre qu'elle 
est donnee par l'equation annoncee. q.e.d. 

E x e m p l e . Toujours pour k = n, l'image de pon n est une quadrique 
q d'equation 

n 

z = 2_^x j - y j . 

Le vecteur normal a cette quadrique en (x i,y j,z) est donc dirige par 
y j , l ) . Si V = (x'i/y'j, N = (2x i, —2y j , 1). Si V = (x'^y'^z1) est tangent a q, on a donc 

r N = 20xy',O). 



m e t r i q u e s s u r l e s p o l y e d r e s h y p e r b o l i q u e s c o n v e x e s 355 

Mais II(V, V) = 0 si et seulement si h r V X, Vi = 0, donc si et seulement 
si 

n 

5 x f - (y j)2 = o, 

ce qui correspond a la proposition. 

Nous allons pouvoir utiliser cette description metrique des invariants 
extrinseques de 7k pour obtenir des informations d'ordre affine sur le 
comportement des geodesiques par rapport a une application deduite de 
7k. Nous appellerons dans la suite bi-geodesique de n x n un segment 
de geodesique de n x n qui fait un angle egal avec chacun des deux 
facteurs; de meme, nous appellerons bi-geodesique de HS kxHS k une 
courbe 7 : I -> HS kx"HS;n, ou I = [a, b] Ci R* avec a, b G R, telle que, si 
on note p\ et p2 les projections sur les deux facteurs, alors: 

• p\ 07 et p2 °7 sont partout des geodesiques de meme type, et sont 
parametrees à meme vitesse; 

• s ix < 0 < y alors d H(pi°7(x)i Pi°l(y)) = d H{p2°l{x), p2°l{y))-

La seconde condition est rendue necessaire par la "discontinuite" qui 
peut se produire quand les ^ 0 7 passent de la composante S k+l de 
HS k a la composante H k. On en deduit, par relevement, une notion de 
bi-geodesique de HS kxHS k/Z2, et on a le 

Theoreme 5.3. Soit xQ G HS k; il existe une sous-variété h de 
(HS kxHS k)/Z2 et une application injective $ : (HS kxHS k)/Z2 n h —> 
R n x R n ayant les propriétés suivantes: 

• <Ê> envoie les bi-géodésiques de (HS kxHS k)/Z2 n h sur des bi-
géodésiques de n x R ; 

• pour tout (x,y) G {HSrkxHSrk)IZ nh et pour toutX £T x HS k ,Y G 
T y HS k, k p $ * ( X , Y ) ) k 2 = kp 2 ($*XY))k 2 si et seulement si 

kXk2 = kYk2-

• si a est une isométrie de n alors il existe une unique isométrie 
ß de HS k telle que 

Vx G R", 3!y G HS£, < y , / y ) ) = 0x, «(x))• 
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Démonstration. Montrons d'abord que les geodesiques de H S g k i 
qui sont dans l'image de 7k sont les images des bi-geodesiques de 
(HS k xHS k ) / Z 2 . Supposons d'abord que 7 est une geodesique de H S g k i 
a valeurs dans l'image de irn. Dans le modele ou HS n i correspond a 
R P 2 n + 1 Q2k+i ' l'image de 7 est contenue dans un cercle geodesique SQ 
de R P 2 n 1 . De meme, si on note r\ et r2 les deux projections canoniques 
de (HS k xHS k ) / Z 2 sur HS k, alors les r 07 sont aussi des geodesiques de 
HS k, donc à valeur dans des cercles geodesiques S\ et S2 de RP n. Les r i 
sont projectives, si bien que r\ o ( r 2 |S 2 ) _ 1 : S2 —> Si l'est aussi; comme 
cette application preserve les intersections des S i avec Q k, elle preserve 
la metrique de Hilbert d H, et 7 est donc l'image d'une bi-geodesique de 
(HS k x H S k ) / Z 2 . 

Reciproquement, si 7 est une bi-geodesique de (HS k xHS k ) / Z 2 , la 
Proposition 5.1 montre que ^ n(7' , 7') = 0 en chaque point, et ik o 7 
est donc une geodesique de H S 2 k i . Ainsi, les geodesiques de H S g k i 
qui sont dans l'image de 7k sont les images des bi-geodesiques de 
( H S ^ H S k ) / Z 2 . 

Posons maintenant $ := po o p o 7k en identifiant HQ = H\ x H 2 a 
n x R". Si 7 est une bi-geodesique de (HS k xHS k ) / Z 2 , son image par 

7Tn est une geodesique de HS n ^ , et $ o 7 est donc une geodesique de 
n x R " . De plus, p0?!"k 0 7 est une geodesique de R 2 n + 1 qui est dans la 

quadrique image de p0?!"k, et donc (p0^07)' est partout isotrope pour 
la seconde forme fondamentale de cette quadrique. La Proposition 5.1 
montre donc que sa projection sur HQ est une bi-geodesique de n x R 1 , 
d'ou le premier point. 

Le second point en est une consequence immediate. En effet, 
hX, Xi = hY, Yi si et seulement si il existe une bi-geodesique 7 de 
(HS k x H S k ) / Z 2 qui est dirigee par le vecteur (X,Y); mais alors son 
image $ o 7 est une bi-geodesique de n x R n, et, en particulier, 
h(pi o $ o 7) ' , (p! o $ o 7) ' i = h(p2 o $ o 7) ' , (jp2 o $ o 7) ' i en chaque 
point. La reciproque est similaire. 

Pour le dernier point, on peut considerer le graphe Go de a dans 
HQ ~ R" x R n. Il s'agit d'une sous-variete totalement geodesique, et, 
comme a est une isometrie, la Proposition 5.2 montre que son image 
reciproque G\ dans la quadrique q de R P 2 n + 1 est totalement geodesique 
dans R P 2 n + 1 . L'image reciproque G2 de G\ dans HS2k+ 1 par $ est donc 
encore totalement geodesique; elle est isometrique (pour la structure de 
longueur induite par son immersion dans HS n+J) à HS k n (x*), ou x G 
HS k, avec x* correspondant a {xQ,xQ)* dans H S 2 k Ì . De plus, comme 
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elle est totalement geodesique en tant que sous-variete de H S 2 k i , on 
peut localement la voir dans HS k x HS k comme le graphe d'une isometrie 
de HS;n. Mais comme elle est isometrique a HS k \ (x* ) , on voit facilement 
qu'elle correspond globalement a une isometrie d'un hemisphere de HS k 
sur un autre tel hemisphere, ce qui conduit au resultat. q.e.d. 

E x e m p l e . Pour k = n, les bi-geodesiques sont simplement les 
couples de geodesiques parametrees a meme vitesse; l'application de 
Pogorelov va de S n x S n/Z2 prive d'une hypersurface dans n xR™. 

Suivant A. Zeghib, on peut remarquer que l'existence "locale" de $ 
au voisinage des points d'un espace pseudo-riemannien (M, ß) a cour
bure ± 1 est une consequence directe de la plati tude conforme de M x M 
muni de la metrique ß + (—/z), qui se verifie facilement. En effet, la 
propriete cruciale dans le Theoreme 5.3 est que les geodesiques de type 
lumiere de (M x M, /j + (—//)) sont envoyees sur les geodesiques lumieres 
de n x R " . Or c'est toujours le cas pour les transformations conformes 
de varietes pseudo-riemanniennes, car celles-ci preservent le cone de 
lumiere, qu'on peut voir comme hypersurface de niveau H i = 0 pour 
les hamiltoniens Hi,H2 sur T*(M x M) correspondant a chacune des 
deux metriques pseudo-riemanniennes conformes. Ainsi, les geodesiques 
de type lumiere de ces metriques, qui ne sont autres que les integrales 
du gradient symplectique des H i, sont identiques, car elles ne dependent 
que de l'hypersurface H i = 0 (et pas du comportement des H i au voisi
nage de ces hypersurfaces). 

Remarquons que nous avons traite ici seulement des applications 
d 'un espace pseudo-riemannien a courbure constante non nulle dans 
un n; mais d'autres possibilites existent. On peut remplacer l'espace 
d'arrivee par un espace plat pseudo-riemannien; ceci se fait simplement 
en changeant le choix de la decomposition HQ = H\ x H<2 de facon que 
les H i soient pseudo-riemanniens. On peut obtenir ainsi une application 
$ ' similaire a <&, mais a valeurs dans R^n1 x R;n+1, et ayant en plus la 
propriete d'envoyer les isometries de HS k qui fixent un point xo G S?+i 
donne sur des isometries de R^+ 1 qui fixent le point correspondant. Nous 
ne developpons pas cette idee ici, bien qu'elle soit utile pour l 'etude des 
immersions isometriques equivariantes; voir [14], ou l'existence d'une 
telle application est prouvee d'une façon elementaire pour les espaces 
pseudo-riemanniens a courbure constante. On pourra aussi consulter 
[15]. 
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On peut aussi composer des applications du type de <£>, et on obtient 
des transformations ayant des proprietes similaires entre espaces pseudo-
riemanniens de meme dimension a courbure constante, nulle ou pas. 

On peut maintenant utiliser le Theoreme 5.3 pour obtenir des 
equivalences entre problemes de rigidite d'hypersurfaces dans differents 
espaces. Ainsi: 

Corollaire 5.4. Si x G HS k et si 0i,02 sont des immersions d'une 
hypersurface E dans HS k n x* qui induisent une même métrique qui 
est partout non dégénérée, alors les applications pi o $ o (0i,02) et 
p2°$°((j>i, 02) induisent aussi la même métrique. De plus, pi°3>°(0i, 02) 
etp2°Q° (0i, 02) se déduisent l'une de l'autre par une isométrie globale 
si et seulement si c'est le cas pour 0i et 02-

Démonstration. Les metriques induites par les deux applications sont 
les memes d'apres le second point du Theoreme 5.3. La seconde assertion 
provient du troisieme point de 5.3. q.e.d. 

Dans ce corollaire, on suppose que la metrique induite dans HS k 
est non degeneree pour obtenir, a l'arrivee, des immersions. Sans cela, 
les images des p i o $ o (0i,02) peuvent admettre des points singuliers. 
Ce n'est pas toujours grave dans la mesure ou on dispose dans n de 
certains resultats de rigidite pour les surfaces singulieres (cf. [16]). 

De la meme maniere, on a pour les polyedres: 

Corollaire 5.5. Si x G HS k et si 0i et 02 sont deux immersions 
(polyedrales) d'un polyedre P dans HS k x* qui induisent les mêmes 
métriques sur les faces de P, alors pi o n (0 l5 02) et p% o $ o (0 l5 02) 
sont des immersions (polyedrales) de P dans n qui induisent les mêmes 
métriques sur les faces de P. De plus, 0i et 02 se déduisent l'une de 
l'autre par une isométrie de HS k si et seulement si les p i o $ o (0 l5 02) 
sont congruentes. 

On note maintenant que la restriction de $ a la diagonale A de 
(HS k nxo)x(HS k nxg)/Z2 est simplement l'application projective, qu'on 
note encore p, de HS k- n x'Q dans R n. En effet, on verifie facilement que 
h fi A est la diagonale de xQ x x^; de plus, par symetrie entre les deux 
facteurs, <Ê»(A) est dans la diagonale de R x R " . Il reste donc seulement 
a montrer que $ |^ est projective. Or les geodesiques de A sont des bi-
geodesiques de (HS k n xo)x(HS k nx'Q), et sont donc envoyees par $ sur 
des bi-geodesiques de n x R", donc sur des geodesiques de la diagonale 
de n . On peut ainsi lineariser $ au voisinage de A: 
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Definit ion 5.6. On pose: 

¥ : T(HS k n x*0) ^TR n 

(x, v) ^(p(x), (71-1)* o $*((x, v), (x, 0)) 

- fa)* ° $*((x,v),(x,0))). 

Les principales proprietes de $ sont alors: 

Propos i t i on 5.7. Soit E une sous-variété (resp. P un polyedre) de 
HS k nxQ, et v une section de la restriction du fibre THS n. a S (resp. a 
P). Alors v est une déformation infinitésimale isométrique de S (resp. 
une déformation infinitésimale isométrique polyedrale de P) si et seule
ment si $(v) est une déformation infinitésimale isométrique de p(S) 
(resp. polyedrale de p(P)). De plus, v est induit par une isométrie in
finitésimale globale de HS k si et seulement si $(v) est induit par un 
champ de Killing de R n. 

Démonstration. La premiere assertion est la linearisation du 
deuxieme point du Theoreme 5.3 (et du premier point dans le cas 
polyedral, car il faut assurer que 3>(v) preserve encore les geodesiques 
des faces, et donc est une deformation polyedrale). La seconde assertion 
est une traduction du troisieme point de 5.3. q.e.d. 

Notons que, dans le cas polyedral, il n'est pas necessaire que la 
deformation qu'on considere preserve la combinatoire de P ; par exemple, 
il est possible que l'une des faces de P soit "cassee" par la deformation. 

Il nous reste a exploiter ces resultats pour donner des enonces de 
rigidite des polyedres de HS k; c'est facile car on sait, essentiellement 
depuis Cauchy (voir [9], [1]), que les polyedres de n (pour n > 3) sont 
rigides. On a le: 

T h e o r e m e 5.8. Supposons n> 3 et 0 < k < n. Soit P un polyedre 
convexe de HS k, et u une déformation isométrique infinitésimale de P, 
c'est a dire un déplacement infinitésimal des sommets de P tel que la 
métrique induite sur P ne varie pas (au premier ordre). Alors u est 
induite par une isométrie infinitésimale globale de HS k. 

Démonstration. Choisissons un point xo G HS k tel que x*0 ne ren
contre pas P. C'est possible, car on ne considere que des polyedres 
ayant au moins trois sommets, et donc (par convexite) contenus dans 
un hemisphere ouvert de HS k. On applique la Proposition 5.7; 3>(u) est 
une deformation isometrique infinitesimale de p(P). Mais p est projec
tive, donc p(P) est un polyedre convexe de n, donc il est rigide; donc 
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<&(u) est la restriction a p(P) d'un champ de Killing de n, et u est aussi 
(d'apres 5.7) induit par une deformation isometrique infinitesimale glob
ale de HS k. q.e.d. 

Notons que ce resultat ne s'applique pas pour les polyedres a deux 
sommets: quand leurs sommets sont antipodaux, ils peuvent admettre 
des deformations infinitesimales isometriques mais non triviales. En ef
fet, ces polyedres ne sont contenus dans aucun hemisphere ouvert, et 
leurs images par p ne sont jamais compactes. 

Notons que la deformation ne peut pas faire apparaître de nouveaux 
sommets, sans quoi la deformation du polyedre obtenu dans n pourrait 
ne pas etre triviale [8]. 

Ce resultat est principalement interessant en dimension 3, car la 
situation est plus rigide dans les dimensions plus grandes. On peut aussi 
obtenir un enonce non infinitesimal, mais local: 

Theoreme 5.9. Soit n > 3,k < n, et soit Po un polyedre convexe de 
HS k, non dégénéré en ses p sommets. Il existe alors un voisinage V de 
Po dans l'espace des polyedres a p sommets de HS k tel que si Pi, P% G V 
et si les métriques induites sur P\ et P% sont isométriques, alors P% se 
déduit de P\ par une isométrie de HS k. 

Démonstration. Comme Po est convexe, il est dans HS k n x* pour 
un certain x* G SH n, et il en est de meme pour Pi,P2 s'ils sont assez 
proches de Po-

Notons 0o?0i?02 des immersions polyedrales d'un polyedre P dans 
HS k dont les images sont Po, Pi et Pi- Comme Po est strictement con
vexe et p est projective, p o 0 ^ ° (00? 00 ) = P ° 00 est strictement con
vexe, donc, quand Pi,P2 sont assez proches de Po, p\ o $ o (0i,02) 
et p2 o $ o (0i,02) sont encore convexes. Or elles induisent la meme 
metrique, et sont donc congruentes. D'apres le corollaire 5.5, Pi se deduit 
donc de P2 par une isometrie globale. q.e.d. 

6. Degenerescences de polyedres 

Nous allons nous restreindre dans la suite de ce papier a l'etude 
des polyedres convexes dans HS ; certains des raisonnements et des 
resultats qui suivent restent plus ou moins valables dans les HS k, mais le 
cas k = 0 nous semble plus interessant en relation avec la geometrie hy
perbolique. On pourra facilement en deduire des resultats dans HS n+1, 
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_ n + l 

dont HS est un revetement a deux feuillets. 
Dans cette section, on decrit les degenerescences possibles de suites 

de polyedres quand on suppose que la metrique HS qu'ils induisent 
convergent vers une limite. Tous les polyedres qu'on considerera seront 
des polyedres homeomorphes a S n, sans d'ailleurs que cette condition 
soit essentielle. 

Dans toute la suite, nous fixerons un entier n et un modele projectif 

«o : HS —> S n+1. Nous appellerons "exterieur" un point de la com-
~ n+ l 

posante connexe de type "de Sitter" de HS , et interieur un point 
de l'une des deux composantes connexes de type "hyperbolique". Une 
p-face sera aussi dite "interieure" ou "exterieure" si tous ses points le 
sont. Une p-face (p > 2) exterieure sera 

~ n+ l 

• "de type espace", si la restriction de la distance de HS y est 
imaginaire pure (donc si elle se trouve dans un p-plan qui ne ren
contre pas Q n+l); 

• "mixte", si elle est dans un p-plan transverse a Q n+l (la restriction 
de la metrique de S n+ y est alors de signature (n, f); 

• "degeneree", si elle est dans un p-plan tangent a Q n+1. 

De meme, une arete exterieure sera de type "espace" si la restriction 
de d H y est imaginaire pure, "lumiere", si cette restriction est reelle, et 
"temps", si la restriction de d H est identiquement nulle. 

On utilisera aussi la: 

Definit ion 6.1.Soit P un polyedre muni d'une metrique de type 
HS a bord polyedral Q de type espace, et s un sommet de Q. On dira 
que P est concave en s G Q si: 

• soit P n'est pas de type espace au voisinage de s; 

• soit P est de type espace et concave au voisinage de s, c'est a dire 
que le link L en s du domaine convexe borne par Q contient un 
point x tel que d(x, dL) > -K/2. 

On peut maintenant definir des polyedres de codimension f qui 
seront utiles plus loin; nous restreignons la definition aux polyedres de 
type espace, car ce sont ceux qui apparaîtront dans les situations de 
degenerescence. 
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Definition 6.2. Soit P un polyedre muni d'une metrique de type 
HS, et Q un polyedre de type espace de codimension 1 dans P. On dira 
que Q est A-admissible si, pour tout sommet s de Q, les deux cotes de 
PnQ sont concaves en s. 

Dans cette definition (comme dans la suite quand on parlera de 
sous-variete polyedrale d'un polyedre) on suppose que chaque face de 
Q ne peut rencontrer l'interieur que d'une seule face de P de chaque 
dimension. En dimension n = 2, on retrouve la definition des courbes 
A-admissibles de la Section 4. 

~ n+l 

Quand P est un polyedre de HS , on dira qu'une (n — f )-face f 
de P est "A-extremale" si, quand on prolonge les deux n-faces de P 
contenant f en des hemispheres H, H' de dimension n dont le bord est 

~ n+ l 

le (n — f)-plan de HS contenant f, H et H' rencontrent tous deux 
H n+ 1 = H n+1 U dH n+l (ou rencontrent tous deux H + 1 ) . 

Nous aurons besoin d'une topologie, qu'on notera T n, sur l'espace 
M n des metriques HS sur la sphere S n. Si a G M n, une base des ouverts 
de T n au voisinage de a sera constituee des U(T, e), ou: 

• T est une triangulation de S n compatible avec a, c'est a dire une 
decomposition de S n en simplexes tels que a ne change pas de 
signature sur les n-simplexes et que les p-faces soient geodesiques 
pour la metrique qui se trouve de chaque cote; 

• e > 0 ; 

• U(T, e) est l'ensemble des a' G M n tels qu'il existe une triangula
tion T' de S n compatible avec a' et un homeomorphisme h de S n 
qui envoie T' sur T de maniere que la longueur de chaque arete 
de T' (pour a') differe de la longueur correspondante sur T (pour 
a) d'au plus e. 

Cette topologie peut sembler grossiere, mais suffira a nos enonces. Dans 
la Section f0, on utilisera (pour le cas ou n + f = 3) une topologie plus 
adaptee. 

Voici le theoreme de degenerescence de polyedres convexes dont nous 
aurons besoin par la suite: 

Theoreme 6.3. Soit P un polyedre homéomorphe a S n, et (4>k)keN 

une suite d'immersions polyedrales convexes de P dans HS n i n + , 
telle que la suite (//k) des métriques induites par les 4>k sur P converge 
vers une métrique /J.^. Supposons que les (n — 1)-faces A-extrémales 
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de P pour les (4>k) restent les mêmes indépendemment de k, et que les 

domaines convexes de HS bordés par les (j>k{P) contiennent tous un 

point de H n + . Alors: 

• soit il existe une suite (k) d'isométries de HS telle que la suite 

(pk °'Pk) admette une sous-suite qui converge vers une immersion 

polyedrale convexe de P dans HS qui induit Hooj 

• soit il existe dans (P,/ÌQO) une hypersurface polyedrale Q: 

1. A-admissible; 

2. sur laquelle la restriction de /J.^ est isométrique a 
{S n-\-can); 

3. dont toutes les (n — l)-faces sont soit dans l'adhérence d'une 
n-face de type espace de (P,/ÌQO), soit une (n — l)-face A-
extrémale de P pour les (/k; 

4- qui sépare P en deux composante connexes ouvertes dont cha
cune contient au moins un sommet. 

La preuve de ce theoreme se fait en plusieurs etapes. On note d'abord 
que, par compacite de S n+1, il existe une sous-suite {(j)'n) de ( n ) telle 
que («o ° n) converge. On remarque alors que, si un sommet so de P 
est tel que («o ° n(so)) converge vers un s'0 G Q n + 1 , alors les faces de 
P qui lui sont adjacentes convergent vers l 'hyperplan H tangent a Q n+l 

en s'0. Ceci provient de la 

Propos i t i on 6.4. Soit (ipk)keN une suite d'immersions polyedrales 

convexes de P dans HS , et so,s\ deux sommets adjacents de P. 

Supposons que («o o ip)(so) —> s'0 G Q n+1 C S n+l et que («o o ip)(si) —> 

s[, alors que \dßk(so,si)\ reste bornée. Alors s[ appartient a l'hyperplan 
H tangent a Q n+l en s'c 

Démonstration. C'est une consequence de la definition de d H comme 

metrique de Hilbert de Q n+1. En effet, on quotiente HS par 

l'application antipodale a pour retrouver HS n + 1 , et on garde les memes 

notations pour les points de HS et pour leurs images; si s\ 0 H, alors 

la droite de RP n + 1 definie par sQ et s'i rencontrerait Q nJr^ en deux points 

distincts dont s'0, et donc on aurait d H(c(o ° tpn(so), «o ° ipn(si)) —> oo. 

q.e.d. 
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On peut par ailleurs donner une description tres simple de certaines 
isometries de HS . Soit x,y G dH++ , et soient x,y les points antipo-
daux de x, y. Considerons une translation hyperbolique u' dans H n+ 

qui fixe x et y, pour laquelle y est attractif et x repulsif, u se prolonge 
~ n + l 

en une isometrie u de HS . u doit commuter avec l'application antipo-
dale, donc doit agir sur H n+ comme une translation preservant xety 
comme points repulsif et attractif respectivement. De plus, si p G S n"1" 
est proche de x (dans le sens ou ao(p) est proche de ao(x) sur S n) 
alors le dual de p contient un hyperplan hyperbolique P "proche de x" ; 
comme u doit commuter a la dualite, et que l'image de P par u' est un 
hyperplan hyperbolique plus eloigne de x, on voit que u doit agir aussi 
sur S n"1" de maniere à fixer x et y et à etre repulsive en x et attractive 
en y. Il en est de meme en x, y. 

Maintenant, on peut preciser la situation pour les degenerescences: 
Lemme 6.5. Soit P un polyedre, et (ipk)keN une suite d'immersions 

polyedrales convexes de P dans HS n H n+ , telle que la suite (//k) 
des métriques induites par les ipk sur P converge vers une métrique 
Hoc. Supposons que les (n— \)-faces A-extrémales de P sont les mêmes 
pour tous les ipk, et que les domaines convexes délimités par les tpk(P) 
rencontrent tous i n + . Alors il existe une suite (/k)keN d'isométries de 

HS et une sous-suite (Vk)keN de (pk ° ipk)keN telle que: 

1. soit (Vk)keN converge vers une immersion polyedrale convexe ipoo '• 

P -+ HS n+1; 

2. soit il existe m > 2, une famille (s i)ieN m de points de ôH n+ C 
Q n+1, et une décomposition de P en polyedres a bord fermés: 

P = (UieN m Q i) U (ui6N m Q i U Qo 

telle que 

(a) pour tout i, Q i ^ 0, et (a0 ° ip'k)(Q i) ~^ s i 

(b) pour chaque i, Q i U Q i est un voisinage de Q i dans P, et 
Q'i H Q i est de codimension 1 dans Q i; 

(c) les images des (aooip'k)(Q'i) convergent vers des polyedres des 
hyperplans P i tangents a Q n+1 en s i; 

(d) la restriction de ip^ a Qo est une immersion polyedrale de 

Qo dans HS ; 
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(e) les (n — 1)-faces de dQo sont chacune soit dans l'adhérence 
d'une n-face de type espace de (P, /i<x>)> soit une (n ~ l)-face 
A-extrémale de P pour les ipk-

Démonstration. On suppose qu'on est pas dans la situation (1) de 
l'enonce. Par compacite de S n+1, il existe une sous-suite (ck)keN de 
(«0 ° tpk) qui converge vers une limite a^ : P —> S n+1. Montrons qu'on 
peut faire agir le groupe des isometries de HS pour se ramener au 
cas ou aucun point de ao(H n+ ) n'est dans l'image de a^. En effet, si 
ce n'est pas le cas: 

1. soit il existe plusieurs points (s i)ieNjv de ao(ôH n+ ) n Im(aoo). 
Alors, par convexite, Im^oo) reste du cote contenant H n des plans 
tangents a Q n+l aux s i. Comme chacun de ces plans rencontre H_ 
en un seul point point, necessairement N = l. 

2. soit il existe un unique point s G a>o(dH n+ ) n Im(aoo), et il 
existe une suite (k) d'isometries de HS ayant s pour point 
fixe repulsif, telle que («o ° Pk ° tpk) reste hors d'un voisinage de 
cto{H n+ ); on peut alors prendre une suite extraite de ((xo°Pk°'lPk)-

3. soit il existe un unique point s G a>o(dH n+ ) n Im(aoo), mais 
on n'est pas dans la situation (2); alors il existe une suite (k) 

~ n+l 

d'isometries de HS ayant s pour point fixe repulsif, telle que 
(quitte a extraire une sous-suite) l'image de la limite de («o o pk o 
ipk) contienne au moins deux points de a>o(H n+ ) . On est alors 
dans le cas (f) de la presente demonstration, dont on a montre 
qu'il etait impossible. 

Par le meme raisonnement, on peut aussi se ramener au cas ou 

a0(dH n+1) n «oo(P) = {s i}ieN N , N > 2. 

En effet, si ao(ô-fn+ ) n a00(P) = 0, on est dans le cas (f ) de l'enonce, 
qu'on a exclu; et si ao(ô-fn+ ) n a00(P) est compose d'un seul point, 

on peut a nouveau faire agir Isom(HS ) pour se ramener au cas ou 
a o ( 9 i n + ) n aoo(P) est vide ou contient plusieurs points. 

Maintenant, on note P i l'hyperplan de HS tangent a Q n+1 en s i, 
puis on pose: 

Q i-= (aoo)-1 (s i), Q i : = ( a 0 o ) - 1 ( P \ { s } ) , Qo := P \ (Ui(Q i U Q ) ) . 
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Le seul point a verifier dans l'enonce est (e). Soit f une (n — l)-face 
de dQo, et H, H' les deux n-faces de P contenant f, avec H C Qo par 
exemple. Supposons que ni H, ni H' n'est de type espace pour /z^. 
Alors aoo(H') C P i pour un certain i, et a^H) est inclus dans un 
demi-hyperplan borde par a00(f) qui rencontre ao(H++ )• f est donc 
A-extremale. q.e.d. 

Pour conclure, nous devrons montrer que les deux cotes des bords 
de chacun des Q i U Q i sont concaves. En ce qui concerne le cote interieur 
de Q i U Q'i, cela proviendra essentiellement du 

Lemme 6.6. Soit P un polyedre de dimension n a bord Q et (ipk) 
une suite d'immersions polyedrales de type espace de P dans HS 
telles que («o ° ipk)(P) converge vers un convexe C d'un hyperplan de 
HS qui est tangent a Q n+1 en un point intérieur, et dont le bord est 
de type espace. Supposons que la suite (//k) des métriques induites par 
les ipk sur P converge vers une métrique ß (riemannienne). Alors Q est 
totalement géodésique pour ß. 

Démonstration. Soit s G Q, notons xo = lim(ao°Vk)(s) G dC. Soit U 
un voisinage convexe de xo dans C. Il existe une suite ([k) de voisinages 
convexes (pour //k) de s dans P tels que ((«o ° tpkiiU k)) converge vers 
U. Or la metrique de HS n+ 1 est degeneree sur C, et on en deduit que 
les U k convergent pour \i vers un convexe C" de Q, voisinage de s dans 
Q. Comme C" est limite de convexes de P, il est totalement geodesique 
pour \i. q.e.d. 

Enfin, pour l'autre cote, le resultat viendra du 

Lemme 6.7. Soit H un hyperplan dégénéré de 1n+ , et P un 
polyedre convexe de R™+

 ; avec P = PUF, ou F est un domaine convexe 
de H et P est de type espace au voisinage de F. Soit s G dP, supposons 
qu'il existe un n-plan H de type espace tel que la projection orthogonale 
de P sur H soit injective au voisinage de s. Alors P est concave en s. 

Démonstration. On prend une suite (H k) d'hyperplans de type es
pace qui convergent vers H et qui passent par s. On note P k les cones 
en s formes de H k et des faces de P en s (etendues pour rencontrer 
les H k). Les P k sont des cones convexes de type espace, donc ils sont 
CAT(l), c'est a dire que leurs links L k en s sont "larges" (deux points a 
distance strictement inferieure a n sont joints par une unique geodesique 
minimisante, voir [10]). Or il est facile de verifier que la face F k de L k 
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correspondant a H k converge vers un hemisphere H de S n quand les H k 
convergent vers l 'hyperplan degenere H, et que L k nFfc converge vers un 
polyedre spherique à bord L. Or, comme les L k sont larges, LU H l'est 
aussi, et on en deduit qu'il existe un point de L a distance au moins 7r/2 
de <9L, c'est a dire que P est concave en s. q.e.d. 

Le Theoreme 6.3 decoule de ces lemmes. Soit s un sommet de Q. 
Dans le premier cas du lemme 6.5, on est dans le premier cas du 
theoreme. Dans le second cas du lemme, on prend le bord de l'un des 
Q ̂ UQ i, et on constate qu'il s'agit d 'un polyedre A-admissible de P pour 
la metrique //QQ. En effet, le cote exterieur de d(Q'i U Q i) est concave 
d'apres le Lemme 6.7; la condition sur la projection orthogonale sur un 
hyperplan de type espace (qui doit etre localement injective) vient de ce 
que les 4>k{P) contiennent un point de i n + , ce qui ne serait pas le cas 
(par convexite) si deux n-faces de type espace de (pk (n) se rencontraient 
sans que la projection sur un hyperplan de type espace soit localement 
injective. Pour l'interieur de d(Q'i U Q i), deux cas se presentent: soit 
Q i U Q i a en s une face qui n'est pas de type espace pour /j.^, et Q i U Q i 
est concave par definition; soit toutes les faces sont de type espace, et 
on peut appliquer le Lemme 6.6 pour conclure. 

On passe maintenant a un autre resultat de degenerescence, moins 
precis, dans le cas ou les interieurs des polyedres consideres sont dans 
< n + . P etant encore un polyedre de HS , on dira qu'une face f de 
codimension 1 de P est "B-extremale" si f borde deux n-faces de type 
espace F, F' de P , et si, si on prolonge F , F' en des hemispheres H, H' de 
dimension n bordes par le prolongement de f, la projection orthogonale 
de H sur H' est bijective. Si P est convexe, il est alors compris entre H 
et H', et donc reste dans la composante "de Sitter" de HS 

L'enonce suivant n'interviendra pas dans la suite, mais serait utile 
si on voulait ajouter au Theoreme B une partie "existence". 

T h e o r e m e 6.8. Soit P un polyedre homéomorphe a S n, et (4>k)keN 

une suite d'immersions polyedrales convexes de P dans 

telle que la suite (//k) des métriques induites par les (pk sur P converge 

vers une métrique /J.^. Supposons que les (n — 1)-faces B-extrémales 

de P pour les ( ^ ) restent les mêmes indépendemment de k, et que 

les domaines convexes de bordés par les <f>k{P) sont inclus dans 

S n + 1 . Alors: 

• soit il existe une suite (pk) d'isométries de S n+ telle que la suite 
(pk °'Pk) admette une sous-suite qui converge vers une immersion 



368 JEAN-MARC SCHLENKER 

polyedrale convexe de P dans S n qui induit Hooj 

• soit il existe dans (P,/ÌQO) une hypersurface polyedrale Q: 

1. sur laquelle la restriction de //QO est isométrique a 
(S n-\-can); 

2. dont toutes les (n — 1)-faces sont soit dans l'adhérence d'une 
n-face de type mixte ou dégénérée de (P, /i<x>)> soit une (n~ 1)-
face B-extrémale de P pour les ck; 

3. qui sépare P en deux composante connexes ouvertes dont cha
cune contient au moins un sommet. 

Cet enonce ne contient pas, contrairement au Theoreme 6.3, de con
dition sur la concavite du complementaire de Q dans P. La preuve est 
en partie similaire a celle de 6.3. On remplace le Lemme 6.5 par le: 

L e m m e 6.9. Soit P un polyedre, et (ipk)keN une suite d'immersions 
polyedrales convexes de P dans S n"1" , telle que la suite (//k) des 
métriques induites par les ipk sur P converge vers une métrique p^. 
Supposons que les (n — 1)-faces B-extrémales de P sont les mêmes pour 
tous les ipk, et que les domaines convexes délimités par les tpk(P) sont 
contenus dans S n"1" . Alors il existe une suite (/k)keN d'isométries de 
S n"1" et une sous-suite (Vk)keN de (pk ° ipk)keN telle que: 

1. soit (Vk)keN converge vers une immersion polyedrale convexe ipoo '• 
P -+ S ^+1; 

2. soit il existe s+ G ô i n + 1 , s _ G dH n+l, et une décomposition de 
P en polyedres a bord fermés: 

P = Q+ U Q_ U Q'+ U Q'_ U Qo 

telle que: 

(a) Q+, Q_ ^ 0, et (a0 o iß'k)(Q+) -+ s+; («0 o k ) (Q- ) -»• s-; 

(b) pour i G {+, — } , Q'i U Q i est un voisinage de Q i dans P, et 

Q'i H Q i est de codimension 1 dans Q i; 

(c) les («o ° ip'kiiQ'i) convergent vers les hyperplans P i tangents 
a Q n+1 en s i; 

(d) la restriction de ip^ a Qo est une immersion polyedrale de 
Qo dans S ^+1; 
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(e) les (n — 1)-faces de dQo sont chacune soit dans l'adhérence 
d'une n-face mixte ou dégénérée de (P,/Zoo)> soit une (n —1)-
face B-extrémale de P pour les ipk-

La preuve est encore similaire a celle du Lemme 6.5; mais comme 
les polyedres consideres delimitent maintenant des domaines de <n+ , 
la seule possibilite de degenerescence correspond a un point limite dans 
9H n+ et un dans ôH n+ ; il est en effet facile de voir que la condition 
de convexite empeche l'apparition de plusieurs points limite sur ôH n+ 

(resp. ôH n+ ). Le Theoreme 6.8 est une consequence de ce lemme, il 
suffit de prendre pour polyedre de codimension 1 de P le bord de Q+ U 
Q'+ ou de Q- \JQ'_. 

Quand n + 1 = 3, on peut verifier que la degenerescence se produit 
le long d'une courbe B-admissible dans le sens de la Section 4, ce qui est 
un peu plus precis que ce que nous avons montre ici pour les polyedres 
de codimension 1 de P . 

Le meme type de resultat est valide pour la situation du Theoreme 
C; nous n'enoncons pas le lemme correspondant, car il ne nous sera pas 
utile dans la suite. 

7. Longueurs de geodesiques 

On va voir quelques proprietes des metriques induites sur les 
~ n+ l 

polyedres par les plongements convexes dans HS . En d'autres termes, 
si on a un polyedre P homeomorphe a S n et une "metrique" de type HS 
sur P , on va voir des conditions necessaires a l'existence d'une immer-

~ n+l 

sion isometrique polyedrale convexe de (P, ß) dans HS . Il s'agira de 
deux types d'enonces: d'une part des proprietes "de courbure" aux faces 
de codimension au moins 2 de P , d'autre part des conditions globales 
concernant les longueurs des geodesiques de type espace, c'est a dire 
des geodesiques de (P, ß) sur lesquelles la restriction de ß est imagi
naire pure et non nulle. La plupart de ces resultats seront utiles ensuite 
pour la demonstration du Theoreme A, en particulier pour montrer que 
ses conditons sont necessaires. Nous verrons dans cette section quelles 
sont les conditions sur les longueurs des geodesiques, et les conditions 
"de courbure" s'en deduiront dans la section suivante en considerant les 
links des faces de codimension au moins 2. 

Rappelons d'abord des notions connues, en commençant par la 
Definition 7.1.Soit 7 une courbe polyedrale dans S n"1" , c'est a dire 
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une application de I G fS11, [0,1]} dans la composante "de Sitter" de 

HS , continue et geodesique saufen m points s i , • • • , s m = so, s m+i = 

s\. On dira que 7 est T-convexe si elle est de type espace (la restriction 

de d H aux segments j([s j-\,s j]) est dans iR_) et, pour tout i G N m: 

• 7([s i_ i , s i]) et 7([s i , s i+ i]) sont non alignes; 

~ n + l 
• le 2-plan P i de HS engendre par 7 ( [ S i _ I , s i]) et 7([s i , s i+ i ]) est 

~ 2 
isometrique a HS ; 

• la convexite de l'angle de 7 en s j , vu dans P i, est partout orientee 
vers i n + (ou partout orientee vers H n + ). 

On a une definition analogue pour les courbes regulieres: 

Defini t ion 7.2.Soit 7 : S1 —> S n"1" une courbe C 2 de type espace, et 
parametree a vitesse unite. On dira que 7 est T-convexe si l'acceleration 
de 7 est partout non nulle et de type temps. 

On dispose du resultat suivant, du a I. Rivin [18], [12] pour n = 3 
et a R. Charney et M. Davis [10] en dimension plus grande (on pourra 
aussi en trouver une version reguliere dans [22], [24]): 

Propos i t i on 7.3. La longueur des courbes polyedrales T-convexes 

fermées de HS est plus grande que 2ir, et strictement plus grande sauf 

pour les courbes composées de deux segments géodésiques de longueur n. 

La conclusion signifie que, si 7 est une courbe T-convexe, la somme 
des longueurs des segments 7 ( [S i , s i+i]), qui sont imaginaires pures, est 
de la forme ir , avec r > 2-K. 

On dispose par ailleurs d'une propriete complementaire sur les 
courbes T-convexes: 

Propos i t i on 7.4. Soit S un hyperplan totalement géodésique de 
type espace de HS , et 7 : [0,1] —> HS une courbe polyedrale de 
type espace T-convexe, avec 7(0),7(1) G S et 7QO, 1[) fl S = 0. Sup
posons que 7QO, 1[) se trouve entre S et H n + , et que la concavité de 7 
est partout dirigée vers i n + . Alors la longueur de 7 est plus petite que 
n, et strictement plus petite sauf si 7 est géodésique. 

Pour montrer cette proposition, on va passer par la proposition 
reguliere analogue suivante: 

Propos i t i on 7.5. Soit S un hyperplan totalement géodésique de 

type espace de HS n , et g : [0,1] -)• H S n une courbe C2 de type 
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espace T-convexe, avec g(0),g(l) G S et g(]0,l[) fl S = 0. Supposons 
que g(]0,l[) se trouve entre S et i n + , et que la concavité de g est 
partout dirigée vers H++ . Alors la longueur de g est strictement plus 
petite que n. 

On peut en effet approcher une courbe polyedrale T-convexe par une 
suite de courbes regulieres T-convexes (obtenues par regularisation), ce 
qui montre que 7.5 implique 7.4; reciproquement, on peut approcher 
une courbe reguliere T-convexe par une suite de courbes polyedrales T-
convexes (obtenues par discretisation). Donnons une preuve de 7.5 qui 
repose sur une idee essentiellement due a François Labourie [14]: 

Démonstration. Pour x G S n"1" , on va noter r(x) la longueur de 
l'unique segment geodesique issu de S1, orthogonal a S1, qui aboutit en 
x, et f(x) := sh(r(x)). On peut alors verifier par un calcul direct que 

(6) rdf + f = 0 

sur S n+ (en fait, (6) est plus facile a comprendre si on remarque, suiv
ant B. Okun, que f est la restriction à <n+ d'une coordonnee lineaire 
dans le modele où <n+ est une hypersurface ombilique de l'espace de 
Minkowski R n+2). 

Mais la restriction f de f a g verifie 

f = (rdf)(g'ig') + df(r glg'). 

Or g est T-convexe et parametree a vitesse 1, donc r g>g' est de type 
temps et dirigee vers i n + . Puisque g est entre S et H n+ et que f := 
sh(r), dfir g'g') < 0, donc 

f" + f<o, 

Comme f > 0, ceci peut s'ecrire sous la forme f +Af = 0, avec X(t) > 1 
sur [0,L]; le theoreme de Sturm montre alors que L < n. q.e.d. 

On a par ailleurs la propriete "opposee" suivante, proche de 7.3: 

Proposition 7.6. Soit S un hyperplan totalement géodésique de 
type espace de HS , et g : [0,1] —> HS une courbe C2 de type 
espace T-convexe, avec g(0),g(l) G S et g(]0,l[) fl S = 0. Supposons 
que 7Q0,1[) se trouve entre S et H n+ , et que la concavité de 7 est 
partout dirigée vers H n+ . Alors la longueur de g est strictement plus 
grande que n. 
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La demonstration est exactement la meme que pour 7.5, mais avec 
inversion du signe dans les inegalites. On en deduit par passage au cas 
polyedral la 

Proposition 7.7. Soit S un hyperplan totalement géodésique de 
type espace de HS n+ , et 7 : [0,1] - • H S + une courbe polyedrale de 
type espace T-convexe, avec 7(0),7(1) G S et 7QO, 1[) n S = 0. Sup
posons que 7QO, 1[) se trouve entre S et H n+ , et que la concavité de 
7 est partout dirigée vers H n+ . Alors la longueur de 7 est plus grande 
que n, et strictement plus grande sauf si 7 est géodésique. 

Si on se restreint au cas ou n + 1 = 2, on a d'autres resultats. On 
commence par une assertion simple: 

~ 2 
Assertion 7.8. Soit 7 une courbe polyedrale convexe de HS , avec 

7 = 70 U 7', ou 70 est un segment geodesique dont les deux extremites 
sont dans Sf et qui rencontre H+, et 7' est composee de segments de 
type temps ou hyperboliques, rencontre H+, et a tous ses angles orientes 
dans R U iR. Alors 

L(70) = in + r, L(-y') = m + r', r' > r > 0 

De plus, si r = 0 alors r ' = 0; et si r = r' > 0, alors 70 et 7' sont 
confondus. 

Démonstration. 7 est convexe, donc contenue dans un hemisphere de 
~ 2 

HS . Donc 70 l'est aussi, et on peut appliquer directement la definition 
de d H pour calculer la distance entre les extremites x\,x2 de 70 dans 

~ 2 
HS . On obtient que L(70) = d H{x\Îx2) G i7r + R_|_. 

Si L(7o) = in, alors x\ et x<i sont antipodaux; comme 7 est convexe, 
7' doit etre geodesique, et L(7') = m. 

Considerons la courbe 7* composee de la courbe (7')* duale de 7', 
jointe au point (70)* dual de 70 avec l'orientation inverse de celle de 7'. 
7* est donc une courbe non convexe. On verifie en utilisant la convexite 
de 7 que 7* est dans la composante S\ de HS . On applique le theoreme 
de Gauss-Bonnet pour les surfaces lorentziennes (voir [25], Theoreme 
A.9) et on obtient que la somme des angles de 7* est 2-K — iA, ou A est 
l'aire (au sens usuel) de l'interieur de 7* dans Sf, qui est positive. En 
appliquant a nouveau la dualite, on en deduit que 

-iL(7o) + iL{i) = iA, 

et donc que r' = r + A > r, et que si r' = r, alors A = 0, donc l'interieur 
de la courbe 7* est vide, et 70 = 7'- q.e.d. 
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On a maintenant la: 

Propos i t i on 7.9. Soit 7 = 71 U 72 une courbe polyedrale convexe 

de HS avec 71 n 72 = {x\,x2g C Sf; supposons que: 

• 71 rencontre H+, a tous ses segments de type temps, mixte ou 
hyperboliques, et tous ses angles orientés dans R U iR; 

• 72 a tous ses segments de type espace; 

Alors L(7i) = in + ri, L(72) = ir<2, avec r\ G R, r% G R + . De plus, 
soit r\ > 0, soit r<2 < n, et si ri = 0 et r ̂  = n, alors 71 et 72 sont des 
segments géodésiques. 

Démonstration. On note 70 le segment geodesique joignant x\ et x2 
dans le domaine convexe delimite par 7. On va considerer deux cas: 

1. 70 rencontre H\. On applique l'assertion 7.8 a la courbe formee 
de 70 et 71, et on voit que r\ > 0. 

2. 70 est de type espace. On applique alors la Proposition 7.4, qui 
montre que r ̂  < n. 

Si r i = 0, et r2 = 7T, alors quel que soit le cas dans lequel on se 
trouve, x\ et x2 sont antipodaux (car r\ = 0 dans le premier cas, et car 
r2 = 7T dans le second). 71 et 72 sont donc des segments geodesiques. 
q.e.d. 

Toujours pour n + 1 = 2, on peut passer au cas ou la courbe 
polyedrale fermee qu'on considere n 'a plus un, mais plusieurs segments 
qui rencontrent H+; on obtient la: 

Propos i t i on 7.10. Soit 7 une courbe polyedrale fermée convexe de 

HS , composée successivement de 71,72, • • • ,J2N = 7o ou: 

• N > 2; 

• 7 i ) 7 3 ) - " )72N-i rencontrent H\, et ont tous leurs segments de 
type temps ou hyperboliques ou dégénérés, et tous leurs angles dans 
R U iR; 

• 72)74) ' ' • )72N sont de type espace (éventuellement réduits a un 
point).. 

Alors pour i G N2N impair, Lii = in + r i, avec r i > 0; de plus, si l'un 
des r i (i impair) est nul, alors N = 2, ri = r ̂  = 0, et 72,74 sont réduits 
a des points. 
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Démonstration. Notons d'abord j[ le segment geodesique qui joint 
les extremites de 71 dans le convexe delimite par 7. Alors 7^ rencontre 
H\. On peut raisonner comme dans la preuve precedente pour montrer 
que L(-y[) = in + r'^r^ > 0. Puis on applique l'assertion 7.8 pour voir 
que L(-yi) = in + ri,ri > 0. Il en est de meme pour les autres i impairs. 

Supposons que r = 0. Alors L(7Ì) = in = L(71), et, d'apres 7.8, 
71 = 7J. Alors les extremites de 71 sont antipodales. Comme 7 est con
vexe, elle ne peut etre constituee que d'un autre segment geodesique, qui 
doit etre 73; ainsi, L(73) = in, et L(72) = L(74) = 0. Le raisonnement 
est bien sur le meme si un autre r = 0 est nul pour i impair. q.e.d. 

On deduit des assertions precedentes le resultat significatif suivant: 

Lemme 7.11. Soit P un polyedre convexe de HSnH_ qui délimite 
— 3 

un domaine convexe qui rencontre H+, et soit 7 une courbe A-admissible 
de P pour la métrique HS marquée induite. Alors L(-y) > In. 

Démonstration. Supposons d'abord qu'en aucun sommet de 7, les 
deux segments de 7 ne sont des aretes successives d'une face degeneree 

~ 3 

de P. On va montrer que l'image de 7 dans HS est T-convexe, le lemme 
sera alors une consequence de la Proposition 7.3. Il faut montrer que, 
si 71 et 72 sont deux segments geodesiques successifs d'une courbe A-
admissible 7, alors le plan p engendre par 71 et 72 est de type mixte. On 
note P+ et P_ les deux composantes connexes de P n 7, et on considere 
quatre cas: 

1. 71,72 se rencontrent en un sommet s, et, dans P+ et dans P_, 
toutes les faces sont de type espace en s et la somme des angles 
en s est au moins n. Considerons le link L de P en s. C'est une 

~ 2 
courbe dans HS , qui se decompose en L = L+ U L_, L+ et L_ 
correspondant aux composantes connexes P+ et P_ de P n 7 au 
voisinage de s, les extremites (communes) de L+ et L_ etant jointe 
par une geodesique g correspondant a p. 

Maintenant, si p etait de type espace (resp. degenere) on pourrait 
appliquer la Proposition 7.7, et L+ et L_ seraient de longueur 
strictement inferieure a n. Or c'est impossible puisque les sommes 
des angles des faces de P+ et de P_ en s sont au plus n. 

2. 71, 72 sont dans des faces de type espace et se rencontrent sur une 
arete; c'est un cas particulier du cas (1) si on ajoute un "faux" 
sommet en 71 n 72. On peut donc faire la meme demonstration. 
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3. 71 et 72 se rencontrent en un sommet s, et il y a dans P+ et 
dans P_, au voisinage de s, une face de type mixte (notee F+ et 
F_ respectivement). Alors les prolongements de F+ et F_ en des 
hemispheres rencontrent Hj., et, par convexite, le planp rencontre 
aussi H+. 

4. 7i et 72 se rencontrent en un sommet s, P+ contient une face F+ 

mixte au voisinage de s, et la somme des angles en s des faces de 
P- est strictement plus grande que n. Alors on raisonne comme 

~ 2 

pour le point (1) pour montrer que la geodesique g de HS qui 
~ 3 

correspond a p dans le link de HS en s ne peut pas etre de type 
espace (ou degenere) sans quoi, d'apres 7.7, le link de P_ serait 
de longueur au plus n. 

On peut maintenant appliquer la Proposition 7.3, et on voit que la 
longueur de 7 est strictement superieure a 2K; en effet, si L(7) = 2n, 
alors 7 serait composee de deux segments de longueur n, et P devrait 
contenir deux points antipodaux, ce qui est exclu car on ne considere 
que des polyedres ayant au moins 3 sommets. 

Si on suppose que, en certains sommets de 7, les deux segments de 
7 sont des aretes successives d'une face degeneree, alors 7 n'est pas T-
convexe en ces points; mais on verifie facilement qu'elle le devient si on 
la deforme un peu, par exemple en deformant P pour eliminer les faces 
degenerees. Ainsi, L(7) > 2K; et L(-y) > 2-K sauf si 7 forme le bord d'une 
face degeneree de P, alors L(-y) = 2K. Comme on a exclu ce cas dans la 
definition des courbes A-admissibles, on obtient bien le resultat. 

q.e.d. 

Dans le cas particulier ou P ne rencontre pas dH_n+1 (c'est a dire 
que toutes les faces de P sont de type espace), ce lemme etait connu 
(voir [12] pour n + 1 = 3, et [10] en dimension plus grande). Dans ce 
cas, les courbes A-admissibles sont simplement les geodesiques. 

Nous allons passer a des resultats concernant un autre type de con
vexite, valable cette fois-ci pour les sous-varietes (ou les polyedres) 

~ n+ l 

de codimension 2 de HS . Definissons d'abord cette notion pour les 
courbes regulieres: 

Definition 7.12. Soit g : R/LZ ->• Sf C HS3 une courbe C2 de 
type espace parametree a vitesse unite; on dira que g est E-convexe si, 
pour tout t G R/LZ, g"(t) est (non nul et) de type espace, et si g est 
"simple" au sens suivant: si S est un plan totalement geodesique de type 
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espace de HS et si n est la projection orthogonale de Sf sur S, alors 
7T o g est un plongement. 

On verifie facilement que la seconde partie de la definition est 
independante du choix de S. De maniere analogue, on a 

Definition 7.13. Soit 7 : S1 —> HS une courbe polyedrale de Sf C 
~ 3 

HS de type espace, de sommets successifs si, • • • , s m — sQ, s m-i-i — s\. 
On dira que 7 est E-convexe si: 

• pour tout i G N m, 7([s i_i,s i]) et 7([s i,s i+i]) ne sont pas alignes 
et definissent un 2-plan de type espace; 

~ 3 

• pour tout plan S de type espace de HS , le projete orthogonal de 
7(S'1) sur S est une courbe polyedrale fermee simple strictement 
convexe. 

Comme dans le cas des courbes T-convexes, on peut approcher 
une courbe reguliere E-convexe par une suite de courbe polyedrales E-
convexes, et reciproquement. Or on dispose de la: 

Proposition 7.14. Les courbes C2 E-convexes de Sf sont de 
longueur strictement inférieure a 2n. 

La preuve est reportee un peu plus loin. On en deduit par approxi
mation le 

Corollaire 7.15. Les courbes polyedrales E-convexes de Sf sont de 
longueur inférieure a 2-K, et strictement inférieure sauf pour les courbes 
composées de deux segments géodésiques de longueur n. 

Nous aurons besoin pour montrer la Proposition 7.14 de l'assertion 
elementaire (et tres probablement classique) suivante. On dit qu'une 
courbe de R3 est strictement convexe si son acceleration ne s'annule 
jamais, et si elle est sur le bord de son enveloppe convexe. Alors: 

Assertion 7.16. Soit g : R/LZ —> R3 une courbe fermee stricte
ment convexe, parametree a vitesse unite. Alors l'enveloppe convexe de 
g est contenue dans la reunion de ses plans osculateurs. 

Démonstration. On note Q l'enveloppe convexe de g, et, pour t G 
R/LZ, on appelle P(t) le plan osculateur a g en g(t), qui est bien defini 
puisque l'acceleration de g n'est jamais nulle, g etant convexe, elle est sur 
le bord dQ de O, et dQ se decompose donc en S + U £_, avec E + n £_ = 
g(R/LZ). 
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S_|_ admet un feuilletage par des geodesiques de R3, et il existe un 
t+ G R/LZ tel que ce feuilletage n'est pas transverse a g en g(t+). On 
verifie alors (cf. [26]) que P(t+) est tangent a E + en g(t+). De meme, 
il existe t- G R/LZ tel que P(t-) soit tangent a E_. 

O etant convexe, on en deduit (si on oriente convenablement les 
P(t)) que les points de O sont tous au-dessus de P(t-) et au-dessous de 
P(t_l_). On obtient donc le resultat par continuite de P(t). q.e.d. 

On peut utiliser cette assertion pour prouver 7.14 par un raison
nement geometrique base sur l'existence de surfaces maximales 
s'appuyant sur un contour donne: 

Démonstration de la Proposition 7.14- Soit g une courbe E-convexe. 
On va proceder en plusieurs etapes pour montrer que la longueur de g 
est strictement inferieure a 2-K: 

1. Il existe une surface E de type espace, contenue dans un 
~ 3 

hemisphere de HS , telle que dE = g. Pour le voir, on considere 
l'ensemble des duaux des 2-plans de type espace de Sf qui sont 
tangents a g. C'est un cylindre complet de H+ (ou de H^_ suiv
ant l'orientation qu'on choisit sur les plans) qui est le bord d'un 
domaine convexe O (la convexite de O vient de la E-convexite de 
g). On peut prendre une surface S de O qui separe O en deux 
composantes connexes, et telle que dE C dQ. Puis on considere 
l'enveloppe E des 2-plans duaux des points de E. C'est une surface 
de type espace de Sf, et les plans duaux des points de <9E sont 
tangents a g, ce qui permet de montrer que <9E = g. 

2. On note F le "domaine de dependance" de E, c'est a dire le plus 
petit ferme de Sf contenant E dont le bord est reunion de courbes 
de type lumiere passant par g. On verifie qu'on peut aussi definir F 
comme l'ensemble des points x G Sf tels que toutes les geodesiques 
de type temps ou lumiere passant par x rencontrent E. 

3. F est compact; en effet, si ce n'etait pas le cas, on pourrait trou-
~ 3 

ver (par compacite dans le modele spherique de HS ) un point 

x G Q3 tel que toutes les geodesiques de HS passant par x 
~ 3 

(c'est a dire dont l'image dans le modele spherique de HS est 
une geodesique passant par x) rencontrent E. g serait alors du 
meme cote que H \ du plan (degenere) Po tangent a Q3 en x. 
Mais alors l'enveloppe convexe de g (prise dans un modele projec-

~ 3 

tif adapte d'un hemisphere de HS ) rencontrerait necessairement 
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Q3. D'apres l'assertion 7.16, cela impliquerait qu'il existe un plan 
osculateur a g qui rencontre aussi Q3. Or c'est impossible, car la 
E-convexite de g signifie justement que ses plans osculateurs sont 
de type espace, et donc disjoints de Q3-

4. On peut donc appliquer un resultat de Gehrardt (voir [11], [5] ou 
[6], p. 168, Theoreme 4.2) qui nous montre qu'il existe une surface 
E' de type espace maximale telle que <9E' = dE = g. 

5. E' etant maximale, sa seconde forme fondamentale a des valeurs 
propres de signe oppose (ou toutes deux nulles) et la courbure de 
la metrique induite est — d'apres la formule de Gauss — au moins 
1. 

6. Comme g est E-convexe, le bord g de E' est localement stricte
ment convexe; en tant que courbe convexe plongee d'une surface 
a courbure K > 1, sa longueur est strictement majoree par 2-K. 

q.e.d. 
On aura aussi besoin d'une notion un peu moins contraignante: 

Definition 7.17. Soit 7 : S1 —> HS une courbe polyedrale de 
o ~ 3 

Si C HS de type espace, de sommets successifs si, • • • , s m = so, s m+i = 
s\. On dira que 7 est E'-convexe si: 

• pour tout i G N m, les segments [s i_I , s i] et [s i,s i + I ] ne sont pas 
alignes, et le domaine convexe d'un plan totalement geodesique 
delimite par leurs prolongement en des segments de longueur n 
issus de s i ne rencontre pas H+ U H^_ ; 

~ 3 

• pour tout plan S de type espace de HS , le projete orthogonal de 
"y(S1) sur S est une courbe polyedrale fermee simple strictement 
convexe. 

La premiere condition est verifiee pour les courbes E-convexes, car 
le plan engendre par [s i_I, s i] et [s i, s i+i] est alors de type espace. Si ce 
plan est de type mixte, la condition peut quand meme etre verifiee, 7 
est alors E'-convexe mais pas E-convexe. 

Le comportement des courbes E'-convexes est similaire a celui des 
courbes E-convexes. En effet 

Assertion 7.18. Soit 7 une courbe polyedrale E'-convexe, e > 0, et 
~ 3 

U un voisinage de 7 dans HS . Il existe une courbe polyedrale E-convexe 
7' dans U telle que \L(-y') — L(7)| < e. 
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Démonstration. Soit s un sommet de 7 ou 7 est E'-convexe mais pas 
E-convexe. Si i et i_|_i sont deux segments de 7 qui se rencontrent en s, 
le 2-plan Po engendre par i et i+1 est de type mixte ou degenere (sans 
quoi 7 serait E-convexe en s) mais le domaine convexe de Po delimite 

par i et i+1 ne rencontre pas H+ U H_ (car 7 est E'-convexe). 
Le link de 7 en s est donc compose de deux points p i,p i+\ qui sont 

~ 2 
joints par un segment geodesique po de type temps dans Sf n HS1. No-

~ 2 
tons d+id- les points de HS duaux de po pour les deux orientations 
possibles. Les geodesiques joignant p i et p i+\ a d+ (ou a d ), qui sont 
normales a po, sont de type espace. 

On modifie 7 de la maniere suivante: on la "coupe" en s, puis on 
"ecarte" les segments i et i+1 pour ajouter un petit segment so dont 
la direction est donnee par d+. On obtient ainsi une courbe dont la 
projection sur un 2-plan de type espace est convexe (si on place so 
convenablement). De plus, le 2-plan engendre par so et i (ou par so et 

i_I_I) est de type espace, car la geodesique passant par p i et d+ est de 
~ 2 

type espace dans HS . 
En faisant subir la meme modification a tous les sommets ou 7 est E'-

convexe mais pas E-convexe, on obtient une courbe E-convexe. q.e.d. 

On en deduit en utilisant le corollaire 7.15 le 

Corollaire 7.19. Les courbes polyedrales E '-convexes de Sf sont de 
longueur inférieure a 2n, et strictement inférieure sauf pour les courbes 
composées de deux segments géodésiques de longueur n. 

Maintenant, on peut deduire des enonces precedents le 

Lemme 7.20. Soit P un polyedre convexe de HS , et soit 7 une 
courbe simple B-admissible de P pour la métrique HS marquée induite. 
Alors la longueur de 7 est strictement inférieure a 2-K. 

Démonstration. On va montrer que l'image de 7 est E'-convexe, le 
resultat sur la longueur s'en deduira en utilisant le corollaire 7.19. 

Il suffit en fait de montrer que, si i et i+1 sont deux segments 
successifs de 7, alors le domaine convexe delimite par i et i+1 dans le 
2-plan de HS engendre ces deux segments ne rencontre pas H\ U H^_; 
le fait que 7 est "simple" (dans le sens de la definition 7.13) s'en deduit 
en utilisant la convexite de P . 

On considere le link de P en s := i n Ti+i- C'est une courbe fermee 
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c C HS , avec deux points p',p" correspondant a i , i + 1 . Nous devons 
montrer que le segment geodesique go dont les extremites sont p',p" ne 
rencontre pas H\{JH'i. On sait, d' apres la definition d'une courbe B-
admissible, que chaque composante connexe c' ou c" de c\ {p',p"g a soit 
un segment de type espace, soit une longueur de la forme in — r, r > 0. 

Supposons pour simplifier que c' est du meme cote de go que H \ . 
Supposons par exemple que go rencontre H + . Alors c' ne pourrait pas 
avoir de segment de type espace par convexite, et ne pourrait pas non 
plus avoir une longueur de la forme in — r, r > 0, d'apres l'assertion 7.8. 
7 ne pourrait donc pas etre B-admissible. go ne peut donc pas rencontrer 
H + . De meme, go ne peut pas rencontrer H^_, donc 7 est bien E'-convexe 
dans Sf. q.e.d. 

On peut remarquer que les resultats sur les courbes E-convexes 
s'etendent en dimension superieure. On definit pour cela: 

Defini t ion 7 .21 . Soit (f> : S n~l —> HS une immersion C 2 . On 
dit que 4> est E-convexe si Tcf) est partout injective, (f> est de type espace 
(c'est a dire que l'image de Tcf) est partout de type espace) et si, pour 
tout (x,v) G T S n - 1 , II x(vjv) est de type espace. 

On a l'analogue polyedral suivant: 

Defini t ion 7 .22. Soit P un polyedre homeomorphe a S n~l, et f : 
~ n-\-l 

P —T- HS une immersion polyedrale. f est E-convexe si: 

• f est de type espace non degenere, c'est a dire que les images des 
(n — f)-faces de P sont de type espace et de dimension n — 1; 

~ n + l 

• pour tout hyperplan S de type espace de HS , la projection 
orthogonale de f(P) sur S est strictement convexe; 

• en chaque sommet s de P, l 'hyperplan osculateur a f(P) en f(s) 
est de type espace. 

Comme pour les courbes, on peut approcher un polyedre E-convexe 
par une suite de sous-variete regulieres E-convexes, et reciproquement. 
L'extension de la Proposition 7.14 est: 

Propos i t i on 7.23. Soit n > 2, et (p : S n - 1 —> HS une appli
cation E-convexe, et a la métrique induite par 4> sur S n~l; alors le 
diametre de (S n~l,a) est strictement inférieur a n. 

Démonstration. Pour n = 2, c'est 7.14; pour n > 3, on verifie facile
ment (grace a la formule de Gauss) que la condition de convexite sur (f> 
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assure que a a une courbure sectionnelle strictement minoree par 1. Le 
resultat s'en deduit de maniere classique. q.e.d. 

On a un resultat analogue pour les polyedres, avec un cas d'egalite 
qui correspond aux polyedres composes de deux hemispheres totalement 
geodesiques. 

Remarque. Les notions de T-convexite et de E-convexite sont util
isables en general dans les varietes pseudo-riemanniennes. On peut les 
definir de la maniere suivante (dans le cas regulier): si (M,p) est une 
variete de signature (p, q), on dit qu'une sous-variete V de M sur laque
lle la metrique induite est de signature (p',q — 1) (avec p' < p) est 
T-convexe si pour tout (x,v) G TV, II(v,v) est (non nul et) de type 
temps. De meme, si la metrique induite sur V est de signature (p— 1, q') 
(avec q' < q) on dit que V est E-convexe si II(v, v) est de type espace 
(non nul) pour tout (x, v) G TV. 

8. Conditions de courbure 

Passons maintenant aux conditions "de courbures" satisfaites 
~ 3 

aux sommets des polyedres convexes de HS . Elle proviennent de 
l'application des resultats de la section precedente aux links des 
polyedres aux sommets. Il est peut-etre possible d'etendre certains des 
resultats que nous allons donner au cas des polyedres convexes de HS ; 
mais nous ne l'avons pas fait partout, car c'est le cas n = 2 qui nous sera 
utile dans la section suivante, et que nous ne voulons pas trop alourdir 
les enonces. 

Dans les assertions que nous allons ecrire, la convexite implique des 
inegalites de courbure fermees; on verifie facilement que, si on suppose 
que les polyedres sont non degeneres aux sommets consideres (c'est a 
dire qu'ils ne sont pas localement inclus dans la reunion de deux plans), 
alors on obtient des inegalites strictes. 

Dans la suite, nous utiliserons la notion de courbure singuliere d'un 
polyedre P de dimension 2 en un sommet s. C'est simplement 2n — P i, 
ou les 6i sont les angles (interieurs) des faces de P en s. Cette definition, 
classique dans le cas riemannien, s'etend bien sur aux polyedres de type 
HS de dimension 2; les angles i sont alors complexes. Si on veut essayer 
d'etendre certains des resultats qui suivent aux dimensions n > 2, il 
faudra probablement remplacer les hypotheses sur la courbure singuliere 
aux sommets par des hypotheses locales de type CAT. 

Rappelons d'abord un resultat classique pour les polyedres hyper-
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boliques: 

Proposition 8.1. Soit P un polyedre convexe de HS , et f une 
p-face de P qui rencontre H++ . Alors la métrique induite sur P admet 
une singularité conique sur f au sens "classique" suivant: le diametre 
du link de P en f est au plus n. Si n + 1 = 3 et si f est un sommet 
hyperbolique de P, la courbure singuliere en f est donc positive ou nulle, 
et elle est nulle si et seulement si P est dégénéré en s, c'est a dire 
localement contenu dans la réunion de deux plans. 

Démonstration. On considere le link L de P en f; c'est un polyedre 
~ n + l 

convexe dans le dual de f dans HS , donc dans S n~p. Le diametre de 
L est donc au plus n. 

Pour n + 1 = 3, la somme des angles en f des faces de P est donc 
au plus 2-7T, donc la courbure singuliere de P en f est positive ou nulle. 
Si elle est nulle, alors la longueur de L est 2n, L est necessairement 
la reunion de deux demi grands cercles de S2; P est donc inclus au 
voisinage de f dans la reunion des deux plans correspondants. q.e.d. 

Passons a un sommet s de P qui est dans la composante "de Sitter" 
de HS . On va s'interesser aux cas ou les n-faces de P arrivant en s 
sont de type espace, et donner deux resultat. D'abord 

Proposition 8.2. Supposons que toutes les faces de P en s sont 
de type espace, et qu'il existe un n-plan de type espace H de HS tel 
que la projection orthogonale de P sur H soit localement injective au 
voisinage de s. Alors P est CATiA) au voisinage de s. Si n + 1 = 3 ; 

la courbure singuliere de P en s est donc négative ou nulle, et elle est 
nulle si et seulement si P est dégénéré en s. 

Démonstration. Le link L de P en s est maintenant un polyedre de 
type espace dans S n C HS , qui est T-convexe (au sens de la fin de la 
Section 7) d'apres la convexite de P. Il est alors facile de verifier (voir 
[10]) que ses geodesiques sont des courbes T-convexes de S n. D'apres la 
Proposition 7.3, leurs longueur est donc au moins 2n. Ainsi, le link de 
P en s est "large", et P est CAT(l) au voisinage de s. 

Si n + 1 = 3, L est une courbe de Sf qui est T-convexe; si la courbure 
singuliere de P en s est nulle, alors L est composee de deux segments 
geodesiques de longueur n, et P est degenere en s. q.e.d. 

Ensuite, nous pouvons considerer le cas ou s est un sommet de P tel 
que le cone convexe delimite par les prolongements des faces de P en s 
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reste dans <n+ ; nous allons limiter l'enonce au cas ou n + 1 = 3. Dans 
ce cas, s G E H M. De plus, le link de P en s est une courbe (convexe) 
de Sf, car elle ne peut rencontrer ni H+, ni H_, et on peut appliquer 
la 

Proposition 8.3. Supposons que le link c de P en s reste dans Sf. 
Alors il existe un voisinage il de s dans P tel que O = QiUf^Uf^Uf^, 
ou: 

• les Q.i sont des fermés, et Qi fi Oi+i est l'intersection de il avec 
une arête de a; 

• Oi, SI3 sont composés de faces de type espace, et les sommes ri,r ^ 
des angles en s de leurs faces sont dans [0, n[; 

• ^2,^4 sont composés de faces mixtes ou dégénérées, et les sommes 
r2,r4 des angles en s de leurs faces sont dans iR+. 

De plus, P est dégénéré en s si et seulement si r\ = n, et c 'est le cas si 
et seulement si r% = n et r ̂  = r ̂  = 0. 

Démonstration. La decomposition decrite est immediate d'apres la 
convexite de c. Pour voir que r\,rs G [0,7r[, on applique la Proposition 
7.5 au link de P en s. Enfin, si r\ = n, alors les extremites dans Sf 
du segment de c correspondant a Q\ sont antipodaux; on en deduit par 
convexite de c que c est compose de deux segments geodesiques chacun 
de longueur m. q.e.d. 

En utilisant la Proposition 7.9, on obtient par passage au link la: 

Proposition 8.4. Soit s un sommet "de Sitter" de P, ayant un 
voisinage il = Q\ U Q2, ou: 

• les Qi n {s} sont connexes; 

• Oi est composé de faces de type mixte ou dégénérées; 

• O2 est réunion de faces de type espace. 

Notons s i les sommes des angles en s des faces de Oi. Alors si = m — r\ 
avec r\ G R, et s2 G R^. De plus, r\ > 0 ou s<2 < n; et si ri = 0 et 
s<2 = n, alors P est dégénéré en s, c'est a dire localement contenu dans 
la réunion de deux plans. 

De meme, on peut traduire la Proposition 7.10 pour obtenir la: 
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Proposition 8.5. Soit s un sommet extérieur de P tel que les faces 
de P en s soient successivement Fi, F2, • • • , F n, et 1 = po < p\ < • • • < 
p<2N avec: 

• pour i pair et p i < j < p i+i, F j est de type mixte ou dégénéré; 

• pour i pair et p i < j < p i+i — 1, la projection orthogonale de 
F j U F j+i sur un plan de type mixte est injective; 

• pour i impair et p i < j < p i+i, F j est de type espace. 

Notons 6i l'angle de F i en s. Alors pour i pair, on a 

p i + 1 - 1 

j=p i 

avec r i G R+. De plus, si l'un des r i (i pair) est nul, alors P est dégénéré 
en s. 

Nous allons encore donner un resultat concernant le cas ou toutes les 
faces de P en s sont de type mixte. Nous utiliserons pour cela l'enonce 
suivant: 

~ 2 
Assertion 8.6. Soit 7 une courbe polyedrale fermee convexe de HS 

contenant deux points p+,p~ respectivement dans H+, H^_. Alors toutes 
les aretes qui sont dans Sf sont de type temps. De plus, la longueur de 
7 est de la forme 2-Ki — r, avec r G R+. Enfin, r = 0 si et seulement 
si 7 est compose de deux segments de longueur in, et p+,p~ sont alors 
antipodaux. 

Démonstration. La premiere assertion est immediate: si une arete 
~ 2 

est de type espace, alors elle coupe HS en deux composantes contenant 
l'une H+, l'autre H^_; par convexite, 7 reste dans l'une d'elles, ce qui 
contredit l'hypothese. 

On considere ensuite la courbe 7 duale de 7; comme les aretes de 
7 qui sont dans Sf sont de type temps, 7 reste dans Sf. Puisque la 
dualite echange (a un coefficient — i pres) les longueurs des aretes et 
les angles, il suffit de montrer que la somme des angles de 7 est de la 
forme 2-7T + ir', avec r ' G R_|_. Or c'est une consequence immediate du 
Theoreme de Gauss-Bonnet pour les surfaces lorentziennes (Theoreme 
A.9 de [25]). 

Si r = 0, l'aire de l'interieur de 7 est nulle, donc 7 est composee de 
deux segments geodesiques, et il en est de meme pour 7. q.e.d. 
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On en deduit par passage au link de P en s la 

Proposition 8.7. Supposons que s G Sf, et qu'il existe deux arêtes 
a+,a- de P partant de s et dirigées respectivement vers H^_ et H^_. 
Alors les faces de P en s sont de type mixte; les angles en s des faces 
de P sont tous de la forme en/2 + ir avec e G {0,1, 2} et r G R, et leur 
somme est de la forme 2-K + iro, avec ro G R+. De plus, ro = 0 si et 
seulement si P est dégénéré en s. 

Enfin, on peut utiliser les resultats precedents pour le: 

Lemme 8.8. Si P est un polyedre convexe non dégénéré de HS , la 
métrique HS marquée induite sur P a pour points singuliers les sommets 
de P, et elle y est convexe. Si P est convexe et si la métrique HS marquée 
sur P est convexe, alors P est non dégénéré. 

Démonstration. Il est clair que les sommets de P sont les points 
singuliers de la metrique marquee induite. Il nous reste a considerer 
chacun des cas dans la definition 4.1, et a montrer a chaque fois que la 
condition de convexite de la metrique est satisfaite. On a les cas suivants, 
correspondant aux differents cas de 4.1: 

1. si s est un point hyperbolique, alors on applique la Proposition 
8.1; 

2. si s est dans l'interieur de E, on utilise la Proposition 8.2; 

3. si s est dans l'interieur de M, on se refere a l'assertion 8.6; 

4. quand s G S A , il n'y a rien a demontrer; 

5. si s G M H E H S et M n {s} et E n {s} sont connexes au voisinage 
de s, on peut conclure en utilisant l'assertion 7.8 et la Proposition 
7.4 (en passant au link de P en s) si s G S, et 8.3 sinon (c'est a 
dire si s G S B)', 

6. enfin, si s G EnMnS mais Mn{s} n'est pas connexe au voisinage 
de s, on applique la Proposition 8.5, sauf quand les composantes 
connexes de M n {s} sont composees de faces degenerees au voisi
nage de s. D'ailleurs, dans ce dernier cas, il ne peut y avoir qu'une 
seule face degeneree dans chaque composante connexe de M n {s} 
au voisinage de s, car deux faces adjacentes devraient avoir en 
commun une arete A-extremale. La somme des angles des faces en 
s ne peut pas etre 2-K, sans quoi M n {s} devrait avoir en s deux 



386 JEAN-MARC SCHLENKER 

composantes connexes, chacune composee u ne face degeneree, et 
E ne pourrait etre compose au voisinage de s que d'aretes; mais 
alors P serait degenere en s. 

Pour la seconde assertion du lemme, on considere encore chaque cas 
de la definition 4.1, et on remarque que P ne peut etre degenere en un 
sommet, sans quoi la condition de convexite de la metrique ne pourrait 
pas etre satisfaite a cause des cas d'egalite de 8.1, 8.2, 8.6, 8.5, 7.8 et 
7.4. q.e.d. 

9. Un espace de metriques 

On introduit dans cette section un espace de metrique qui intervien
dra dans la preuve du Theoreme A, et on en donne quelques proprietes. 
Pour eviter les problemes lies a l'etude de cet espace au voisinage de 
points particuliers, on traite separement les metriques ayant "trop" de 
faces degenerees. 

Definition 9.1. On note M'np l'ensemble des metriques HS 
marquees sur S2 qui ont exactement n points singuliers, dont p qui sont 
hyperboliques; M n,p sera l'ensemble des elements de M'np qui verifient 
les hypotheses du Theoreme A. On appelle M ^ p l'ensemble des elements 
de M n,p qui ont au plus une face degeneree qui doit etre triangulaire, 
et M np := M n,p \ M°njp. 

On definit sur M ̂  p une carte au voisinage de chaque point: si m £ 
M np et si T est une triangulation de S2 dont les sommets sont les points 
singuliers de m telle que m ne change pas de signature sur les triangles 
de T, alors il y a au plus un triangle degenere dans r; on associe a m l e 
(3n — 6)-uplet des cosinus hyperboliques (c i)i^3n_6 des longueurs des 
cotes des triangles de r. On a la 

Proposition 9.2. Pourm G M ° donné, il existe e > 0 tel que que 
si (c ̂ )ieN3n-6 est ^-proche de (c i)ieN3n_6, alors il existe m' G M np telle 
que les c i soient les longueurs pour m' des cotés des triangles de r . 

Démonstration. Soit d'abord T un triangle de r sur lequel m est 
definie negative. T est donc isometrique a un triangle de (S2, —can), et 
les longueurs de ses cotes sont de la forme ia, ib, ic avec a, b, c G]0, TT[ et 
a < b + c, b < a + c, c < a + b, a + b + c < 2n. Si on change assez peu les 
longueurs a, b, c, ces inegalites restent verifiees, et ia, ib, ic sont encore 
les longueurs des cotes d'un triangle de (S2, —can). 
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De meme, si T est un triangle de r sur lequel m est modelee sur H2, 
alors les longueurs de ses cotes restent, quand on les modifie un peu, les 
longueurs des cotes d'un triangle de H2. Par exemple, si les cotes de T 
sont de type espace, alors leurs longueurs sont de la forme ia, ib, ic avec 
par exemple a > b + c; quand on modifie assez peu a, b, c, cette inegalite 
reste verifiee, et T reste isometrique a un triangle de H2. Il en est de 
meme pour les autres cas. 

~ 2 

Quand la restriction de m a T est modelee sur HS avec une com
posante hyperbolique, on raisonne de la meme maniere; les longueurs des 
cotes de T sont maintenant de la forme ia, ib, ic avec a + b + c > 2n, et 
cette inegalite subsiste quand on modifie un peu a, b, c; T reste donc 

~ 2 

isometrique a un triangle de HS contenant une composante hyper
bolique. 

Enfin, si m est degeneree sur T, alors les longueurs des cotes de T 
sont de l'une des formes suivantes: 

• ia, ib, ic avec a,b,c G R_|_ et a + b + c = 2n. C'est le cas ou T con
tient un point "hyperbolique". Quand on deforme a,b,c, on peut 
obtenir a,b,c < 2n, et T devient un triangle spherique (modele 
sur (S2, —can)); ou bien a + b + c > 2n, et T devient un triangle 

~ 2 

modele sur HS avec une composante hyperbolique. 

• ia, ib, ic avec par exemple a = b+c, T ne contient alors pas de point 
"hyperbolique". Si on modifie a, b, c, on peut obtenir a < b + c, et 
le triangle devient spherique, ou bien a > b + c, et la restriction 
de la metrique a T est alors modelee sur H2. 

Notons que, si m G M^p et si To est une face triangulaire degeneree de 
m sans point hyperbolique, alors, d'apres la condition (2) du Theoreme 
A, To doit avoir une arete (au moins) dans dE et une arete (au moins) 
commune avec une autre face de M. La condition topologique (2) du 
Theoreme A reste donc satisfaite. 

Bien entendu, dans ces deux cas, la metrique m peut aussi rester 
degeneree sur T. 

Il suffit donc de prendre e assez petit pour eviter qu'il y ait plus 
d'une face triangulaire degeneree, et on obtient le resultat. q.e.d. 

On a donc une carte sur M ̂  p au voisinage de m. On verifie que les 
differentes cartes possibles (correspondant aux triangulations conven
ables de S2) sont compatibles. M ̂  p est donc une variete de dimension 
3n — 6 a bords. On en deduit une topologie sur M ^ p. 
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Ainsi, on identifie deux metriques qui, dans une triangulation bien 
choisie, definissent les memes longueurs sur les cotes des triangles. En 
d'autres termes, si T est un triangle degenere, on l'identifie a un triangle 
spherique qui borde un hemisphere si la somme des longueurs de ses 
aretes est 2ni, et a un triangle spherique qui borde un convexe d'aire 

~ 2 

nulle sinon; et on l'identifie aussi a un triangle "degenere" de HS dans 
chaque cas. 

L e m m e 9 .3 . Pour n > p > 0, M np est connexe par arcs. 

Le principe "heuristique" de la preuve de ce lemme est simple: 
pour deformer une metrique HS, on la suppose induite par un polyedre 

~ 3 

convexe de HS , et on cherche les deformations possibles parmi les 
polyedres convexes. On en deduit des deformations de la metrique, et 
on verifie (peniblement) qu'elles sont en effet possibles en respectant les 
hypotheses du Theoreme A. 

La preuve se fait en trois etapes dont les demonstrations sont re
portees plus loin. D'abord, on transforme les faces de type mixte ou 
degenere sans composante hyperbolique en faces de type espace: 

Propos i t i on 9.4. Soit (ao,A),0) G M n,p> il existe une famille 
continue (ot,A t,$) dans M ^p telle que tous les points singuliers de 
((71,A1,0) soient dans H ou dans E. 

Puis on se ramene au cas ou les metriques n'ont aucune arete de 
type espace par la: 

Propos i t i on 9.5. Soit ( a i , A i , 0 ) G M np dont tous les points 
singuliers sont dans H ou dans E; il existe une famille continue 
{at,A t,$)t£[iy2] d'éléments de M ^ p telle que A2 = 0, et que toutes les 
arêtes de 02 aient une composante hyperbolique. 

Enfin, on applique la 

Propos i t i on 9.6. L'ensemble des métriques marquées (a, 0,0) G 
M np dont toutes les arêtes ont une composantes hyperbolique est con
nexe. 

On peut deduire de ces trois propositions la demonstration du lemme 
9.3. Si on se donne (00, AQ, BQ), (<TQ, A'0, B'0) G M®n p, on peut utiliser 9.4 
pour les deformer dans M np en (a i , 0, 0), (a l 5 0, 0) respectivement, puis, 
grace a 9.5, en (a2, 0, 0), (a'2, 0, 0); enfin, on est dans le cadre de 9.6, et on 
peut trouver un chemins dans M n,p joignant de (a2, 0, 0) et (a2 , 0, 0). En 
composant les 5 chemins obtenus, on trouve une deformation continue 
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dans M n,p de (CTO, Ab0) sur (^,A0,0). 
Passons aux preuves des Propositions 9.4 et 9.5. On va deformer 

des triangles; on utilisera pour la preuve de la Proposition 9.4 l'enonce 
suivant: 

Assertion 9.7. Soit a, b, c G R U (i]0, n[) U (ivr/2 + R). Alors: 

• si a, b, c sont les longueurs des cotes d'un triangle (A, B, C) de HS2 

(resp. de (S12,—can)), alors (A,B,C) est uniquement determine 
(aux isometries pres) par a, b, c. De plus, si a est l'angle au sommet 
oppose au cote de longueur a, on a la formule usuelle: 

(1) cosh(a) = cosh(b) cosh(c) — sinh(b) sinh(c) cos(a) 

• Il existe un triangle dans H2 C HS2 dont les cotes sont de longueur 
a, b, c si et seulement si a, b, c G R_|_ et verifient les 3 inegalites 
triangulaires du type: a < b + c. 

• Il existe un triangle de (S12, —can) dont les cotes sont de longueurs 
a, b, c si et seulement si a, b, c G i]0, n[ et verifient les trois inegalites 
triangulaires du type: jaj < jbj + jcj, et si de plus jaj + jbj + jcj <2n. 

• Il existe un triangle de HS2 dont les cotes A, B, C sont de type 
temps, la projection orthogonale de B U C sur A etant bijective, 
avec A,B,C de longueur a, b, c respectivement, si et seulement si 
a,b,c G R _ , a v e c jaj > jbj + jcj. 

• Il existe un triangle de HS2 dont les cotes A, B, C sont de type 
espace, la projection orthogonale de B U C sur A etant bijective, 
avec A,B,C de longueur a, b, c respectivement, si et seulement si 
a,b,c G i]0,7r[, a v e c jaj > jbj + jcj. 

• Il existe un triangle de HS2 avec A de type temps et B, C de 
type espace et avec A,B,C de longueur a, b, c respectivement, si 
et seulement si a G R_, b,c G i]0, n[. 

• Il existe un triangle de HS2 avec A, B de type temps et C de 
type espace et avec A,B,C de longueur a, b, c respectivement, si 
et seulement si a, b G R_ et c G i]0,7r[. 

• Il existe un triangle de HS2 avec BnC hyperbolique et deux autres 
sommets "de Sitter" et avec A, B, C de longueur a, b, c respective
ment, si et seulement si b, c G iTT/2 + R et soit a G i]0, n[, soit 
a G R avec jaj < jb — cj. 
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• Il existe un triangle de HS2 avec B HC "de Sitter" et deux autres 
sommets hyperboliques et avec A, B, C de longueur a, b, c respec
tivement, si et seulement si b, c G iTT/2 + R et a G [0, jb — cj]. 

Démonstration. On peut montrer (1) comme dans le cas hyper
bolique, c'est a dire d'abord dans le cas ou le triangle considere a un 
angle a = n/2, puis dans les autres cas par decomposition en deux 
triangles "rectangles". 

On en deduit ensuite les autres assertions en cherchant, pour chaque 
valeur de a, b, c donnee, s'il existe un angle a convenable qui permet 
d'obtenir (1). q.e.d. 

On peut deduire de cette assertion le resultat suivant: 

Assertion 9.8. Soit m G M ^ p, p un point singulier de m qui est 
dans l'interieur de M, et Vo un voisinage de m qui est reunion de trois tri
angles Ti,T2,T3 d'interieurs disjoints, dont les sommets sont des points 
singuliers de m (dont p). Alors il existe un voisinage V\ de Vo dont le bord 
est geodesique par morceaux, et une immersion isometrique polyedrale 
convexe de (V^m ^ ) dans HS3. 

On laisse la preuve au lecteur; elle est facile dans la mesure ou on 
ne demande aucune condition au bord du domaine considere. Il suf
fit d'utiliser d'abord la Proposition 9.7 pour obtenir une immersion 
isometrique convexe de (Vo,m\Vo) dans HS3 (qui est toujours convexe) 
puis de la completer en utilisant une triangulation d' un voisinage bien 
choisi de Vo (encore avec 9.7). 

Démonstration rapide de 9.4- On note fîi, • • • , ON les composantes 
connexes de MUE = S2nH pour mo, et on se place successivement dans 
chacune de ces composantes connexes. Traitons par exemple Q\. On va 
montrer qu'on peut deformer mo de maniere a mettre successivement 
tous les points singuliers de fîi dans E. 

Si Oi contient un seul point singulier p\ de mo, alors p\ G S A C E 
d'apres la condition (2) du Theoreme A, et il n'y a rien a montrer. On 
suppose donc que Çl\ contient au moins deux points singuliers p\, • • • ,p k 
de mo- On considere deux cas: 

1. pi G S A , p2,--- ,p k 0 E. On peut choisir un point p i 2 < i < 
k admettant un voisinage Vo reunion de trois triangles T\, T ̂ , T3 
d'interieur disjoint avec p\ sommet de T\ et de Ti. On applique 
l'assertion 9.8 et on trouve une realisation isometrique convexe 
4> d'un voisinage V\ de VQ dans HS3. Comme p\ G S A , tous les 
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segments geodesiques de 0(Vi) issus de 4>(pi) sont diriges vers 
HJ.. On peut alors deformer (f> en deplacant seulement 4>(p i) (et 
pas les autres sommets) de maniere que 4>(Vi) reste un polyedre 
convexe (a bord), jusqu'a ce que le segment [pi,p i] = Ti fi T ̂  soit 
de type espace. Ce faisant, on ne modifie pas mo hors de Vo- On 
obtient ainsi une deformation de mo dans M®np telle que [pi,p i] 
soit finalement dans E. 

2. Oi contient plusieurs points singuliers pi,--- ,p r de mo dans E. 
D'apres la condition (2) du Theoreme A, E n fîi a une seule 
composante connexe, si bien que pi,--- ,p r sont relies par des 
segments de type espace. On raisonne comme ci-dessus, mais en 
prenant un point singulier de mo, soit p r+i, qui a un voisinage 
Vo = T\ U T<2 U T3, ou T\ a une arete dans E. Puis on utilise 9.8 
pour trouver une immersion isometrique convexe d 'un voisinage 
V\ de Vo dans HS3 , qu'on deforme (en deplaçant seulement p r+i) 
pour changer la metrique induite dans M n,p jusqu'a obtenir que 
p r+i G E. 

q.e.d. 
Passons a la demonstration de la Proposition 9.5. Le principe de la 

preuve est qu'on peut deformer les faces triangulaires de type espace 
de o\ jusqu'a obtenir des hemisphere de S2, puis (de maniere continue 
pour T) des faces de type degenere, puis mixte, avec une composante 
hyperbolique. Puis on change la longueur des aretes de type espace 
jusqu'a ce que chacune ait une composante hyperbolique. 

La demonstration repose donc sur les deux enonces suivants. On a 
d'abord pour les faces de type espace: 

Asser t ion 9.9. Soit To un triangle de (S12,—can), dont les cotes 
sont de longueur ili,il2,il. Posons Lo = (2n — P l ) / ^ - Alors il existe 
une famille a un parametre (T t)te\o,L0] de triangles de S2 tels que: 

1. pour t G [0, Lo], le i eme cote de T t a pour longueur Zi + t ; 

2. pour t < t', il existe une isometrie de T t dans un domaine de 
l'interieur de T t ; 

3. pour chaque i G Njy, l'angle exterieur 6i(t) au i eme sommet de T t 
est decroissant avec t; 

4. T L0 est isometrique a un hemisphere de (S2, —can). 
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Démonstration. Notons x\,x2,x% les sommets de FQ, et, pour 1 < 
j < 3, notons il j la longueur du cote de FQ oppose a x j . Considerons la 
deformation ö\ obtenue en fixant xi,lo et l3 et en faisant varier a vitesse 
1 l'angle interieur de FQ en x\. On verifie facilement qu'alors l[ > 0, et 
que l'interieur de FQ croît (au sens de l'inclusion). Si on appelle 82, #3 les 
deformations analogues pour x2 et x%, il existe donc une combinaison 
lineaire des Si qui correspond a l'assertion pour t = 0. En utilisant la 
meme construction pour t > 0, on obtient un champ de vecteur sur la 
variete des triangles de (S2, —can) qui convient. q.e.d. 

Ensuite, on peut deformer les faces degenerees ou modelees sur HS2 

ayant une composante hyperbolique par: 

Assertion 9.10. Soit To un triangle de H2 dont les aretes sont 
de type espace, et qui ne delimite pas un domaine compact. Notons 
ili,il2,il les longueurs de ses cotes. Alors il existe une famille a un 
parametre (T t)te^* de triangles de S2 tels que, pour tout t, le i eme cote 
de T t a pour longueur l i + t. 

La demonstration est similaire a celle de l'assertion 9.9. 
On en deduit la 

Démonstration de la Proposition 9.5. On choisit une triangula
tion r de l'interieur de E, c'est a dire qu'on decompose l'adherence 
de l'interieur de E en une reunion de triangles d'interieurs disjoints. 

Notons qu'on peut deformer m\ de maniere que, en chaque point 
singulier p i G dE de m\, chaque composante connexe de M n fp i g soit 
convexe, au sens ou la somme des angles des faces en p i y est de la forme 
7T — ir, r > 0. Pour le voir, on choisit une triangulation d'un voisinage V 
de E telle que chaque triangle ait un sommet dans H et deux dans dE, 
ou bien un dans dE et deux dans H; puis on augmente la partie reelle 
des longueurs des aretes dont la longueur est dans in/2 + M; on verifie 
avec (1) qu'on peut diminuer ainsi la partie imaginaire des angles des 
faces aux points de dE, pour que chaque composante connexe de Mnp i 
soit convexe. 

Pour chaque triangle T de r sur lequel o\ est de type espace, on note 

3 

4>(T) = 2TT + iJ2L(a i), 
1 

ou les a i sont les aretes de T. Puis on prend T tel que <f>{T) soit minimal. 
On applique a T l'assertion 9.9, de maniere a obtenir sur T une metrique 
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degeneree, puis l'assertion 9.10, pour avoir une metrique modelee sur 
HS2 avec une composante hyperbolique. Comme 4>(T) est minimal, les 
triangles voisins de T restent de type espace. Comme on augmente la 
longueur des courbes A-admissibles (cf. la condition 2 de 9.9) la condi
tion (4) du Theoreme A reste satisfaite. 

Si necessaire, on peut encore augmenter les parties reelles des 
longueurs des aretes joignant un point singulier hyperbolique a un point 
singulier "de Sitter" de m\ pour que les conditions de convexite aux 
sommets (6) et (7) de la definition 4.1 restent verifiees en chaque point 
singulier p G dE (chaque composante connexe de M n {p} doit etre 
connexe). 

Puis on repete cette operation pour les autres triangles de r (toujours 
avec (p(T) minimal) pour obtenir une metrique marquee (o7, A',0) sans 
face de type espace, et dont toutes les aretes de type espace sont dans 
A'. 

Enfin, on modifie la longueur des aretes de type espace en diminuant 
leur ch jusqu'a —1 puis au-dela, de maniere a obtenir des aretes ayant 
une composante hyperbolique. La encore, les hypotheses du Theoreme 
A restent satisfaites, et le chemin defini est donc dans M®np. q.e.d. 

Pour la preuve de la Proposition 9.6, on utilisera l'assertion suivante, 
qui est probablement classique (voir par exemple [13] pour des resultats 
beaucoup plus elabores dans un cadre analogue): 

Asser t ion 9 .11 . Notons M(n,p) l'espace des metriques hyper
boliques completes a p points singuliers coniques (a courbure singuliere 
strictement positive) et a n — p bouts, chacun de volume infini, sur une 
surface de genre 0. M(n,p) est connexe par arcs. 

Démonstration abrégée. Soit m G M(n,p), et soit B i,i G N n_p 
un bout de m. "A l'infini", m ressemble au quotient de H2 par une 
translation, ce qu'on peut preciser de la maniere suivante: il existe un 
compact K sur la surface dont le complementaire a n — p composantes 
connexes Çlj, chacune feuilletee par des courbes (g j(u))u>m j , ou m j > 0, 
telles que 

• g j(u) est a courbure constante tanh(u) , le domaine delimite par 
g j du cote de K etant convexe; 

• pour u > u > m j , chaque point de g j(u!) est a distance u — u de 
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Maintenant, etant donne m G M(n,p), on peut choisir une famille 
de courbes g j(u j),j G N n_p, puis une famille (a i)ieN3n_6 de segments 
geodesiques ouverts disjoints qui ont leurs extremites soit sur un point 
conique de m, soit sur une courbe g j(u j) qui leur est orthogonale. On 
obtient ainsi une decomposition d du domaine compact Q' delimite par 
les g j(u j) en polygones qui ont chacun 3 cotes geodesiques et au plus 3 
cotes qui sont des segments d'une courbe g j(u j). 

On associe alors a m et a d la famille des "longueurs" (L i)ieN3n_6 

des a j , ou L j est: 

• la longueur de a i si a i joint deux points coniques de m; 

• r — u j , si a i est un segment de longueur r qui joint un point conique 
de m a g j ( j ) ; 

• r — u j — u k, si a i est un segment de longueur r qui joint g j(u j) a 

g k(u k)-

Ainsi, (L i)iGN3n_6 ne change pas si on change les u j . Cette construc
tion est d'ailleurs simplement une maniere d'obtenir, en restant sur 
la surface consideree, le meme parametrage de l'espace des metriques 
que celui qu'on aurait si on considerait les extensions de ces metriques 
en des metriques HS avec un point singulier de type de Sitter dans 
chaque "bout", et qu'on prenait comme parametres les longueurs des 
cotes d'une triangulation dont les sommets sont les points singuliers 
"hyperboliques" ou "de Sitter". 

On construit ainsi une carte sur M(n,p) au voisinage de m. En effet, 
il est clair que, si m' est proche de m, alors la famille des "longueurs" as
sociee, (L!i)ieN3n_6, est proche de (L i)ieN3n_6; reciproquement, on verifie 
directement (pour chaque nombre possible de cotes) que les polygones 
hyperboliques qui interviennent sont uniquement determines par les 
longueurs de leurs cotes geodesiques (quand les (j) sont fixes). 

Etant donnee une metrique m G M(n,p), on peut ainsi deformer 
localement m par le systeme de coordonnees qu'on a construit. On 
peut verifier que, quitte a changer de decomposition au cours de la 
deformation, on peut deformer une metrique m donnee de maniere a 
diminuer la courbure singuliere aux points coniques — il faut pour cela 
augmenter les "longueurs" des aretes de la decomposition. On obtient 
de cette maniere une courbe (m t)ter0ji[ dans M(n,p) telle que mo = m 
et que, quand t —> 1, m t tend vers une metrique hyperbolique a p points 
marques (sans singularites). 
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Or on sait que l'espace Mo(n,p) des metriques hyperboliques 
completes a p points marques sur S2 privee de n — p points est con
nexe; si m' G M(n,p) et si (m't)te[o,i[ est un chemin dans M(n,p) tel 
que m'0 = m' et que l i m ^ i m t G Mo(n,p) , on peut trouver un chemin 
(n t)te[o,i] joignant limi m t a limi m t dans Mo(n,p). 

Mais la parametrisation qu'on a construite ci-dessus pour un voisi
nage de m G M(n,p) est encore valable pour les points de Mo(n,p), 
les deformations produisant des metriques hyperboliques admettant p 
points ou la metrique peut etre singuliere, avec une courbure singuliere 
positive ou negative; on peut ainsi deformer (n t) en un chemin (m")te[o,i] 
joignant m i _ e a m \_t, dans M(n,p); en composant les chemins obtenus, 
on arrive a joindre m a m' dans M(n,p). q.e.d. 

Finalement, voici la 

Démonstration de la Proposition 9.6 Les metriques HS sur HS2 a 
points singuliers convexes dont toutes les aretes ont une composante 
hyperbolique sont definies par leur restriction a l'ensemble des points 
hyperboliques; en effet, ces restrictions sont des metriques completes 
a p points singuliers a courbure singuliere positive sur S2 privee de 
n — p points. Mais une telle metrique etant donnee, il existe une unique 
maniere de la prolonger en chaque bout en une metrique HS ayant un 
unique point singulier non hyperbolique (le bout hyperbolique est le 
quotient de H2 par une translation, qui agit sur HS2 avec un point fixe 

—2 

dans Si correspondant au point singulier). 
Or l'assertion precedente montre que l'espace de Teichmuller de ces 

metriques est connexe. q.e.d. 

10. F in des preuves 

On donne d'abord la demonstration du Theoreme A. On note P np 
~ 3 3 

l'ensemble des polyedres convexes de HS n H_ ayant n sommets (non 
~ 3 

degeneres), dont p hyperboliques, et qui delimitent un convexe de HS 

qui rencontre H+. Puis on appelle P n,p le quotient de P np par l'action 

naturelle de Isom(HS ), P^p l'ensemble des elements de P n,p dont les 
faces sont non degenerees, sauf au plus une face triangulaire, et P \ v := 

P n,p nP n,p-
On a alors un operateur naturel: 

n,p '• P n,p M' 
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qui associe a un polyedre P le triplet (a, A, 0), ou a est la metrique 
induite sur P , et A l'ensemble des aretes A-extremales de P . On note 
aussi &n,p la restriction de $n,p a P p. 

On verifie que $n,p est en fait a valeur dans M ^p- En effet: 

• la condition (f) du Theoreme A est verifiee pour les elements de 
l'image de <&n,p car) par convexite, si P a une arete B-extremale, le 
convexe delimite par P ne peut pas rencontrer H+ (cf. la Section 

9); 

• la condition (2) se verifie immediatement car, si on suit une 
geodesique de type temps de M, soit on s' "eloigne" de H+ et 
on aboutit sur E, soit au contraire on s'en "approche" et on doit 
finir sur H; 

• la convexite de la metrique en ses points singuliers vient du Lemme 
8.8; 

• la condition (4) du Theoreme A provient du Lemme 7.11; 

• il ne peut pas y avoir plus d'une face triangulaire degeneree pour 
la metrique, car on a impose la condition correspondante aux 
polyedres. 

On note aussi que dim(M n,p) = 3n -6 = dim(P°p). De plus, $ 
n,p est 

differentiable pour la structure de variete qu'on a definie sur M ^ p et la 
structure de variete naturelle sur P \ p (les voisinages des polyedres sont 

~ 3 

les quotients par Isom(HS ) des produits des voisinages des sommets); 
on verifie directement que cette assertion est vraie avec le choix qu'on 
a fait des cartes sur M np par les cosinus hyperboliques des longueurs 
des cotes des triangles. 

Ensuite, &n,p est localement injective; c'est une consequence directe 
du Theoreme 5.8, qui affirme qu'il n'existe pas de vecteur sur P ̂  envoye 
par (3>n;p)* sur une variation nulle de la metrique induite. 

Enfin, Qn,p est propre: c'est une consequence du Theoreme 6.3, 
d'apres lequel si une suite (P n) de polyedres de P° induit une suite 
de metriques qui convergent, alors (P n) a une sous-suite qui converge, 
sans quoi une degenerescence devrait apparaître le long d'une courbe A-
admissible de longueur 2ir, et une telle courbe est exclue par la definition 
de M ntp. 

Comme M np est connexe (Lemme 9.3), &n,p est un revetement de 
M np par P n,p? c'est a dire que chaque element de M®np a exactement 
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N(n,p) images reciproques par <Ê>n)p. Pour montrer que 3>^p est en fait 
un homeomorphisme, on utilise les deux enonces suivants: 

Proposition 10.1. Si n' > n > 3 et p' > p avec n' > p', alors 
N(n',p') > N(n,p). 

Démonstration. Quand n = p, le resultat est connu car on sait 
(d'apres [1]) que N(n,n) = 1. De meme, le resultat pour p = 0 
vient de [12]. Il suffit donc de montrer que, si n > p > 1, alors 
N(n + l,p) > N(n,p) et N(n + l,p + 1) > N(n,p). On va montrer 
la seconde de ces inegalites, la preuve de la premiere est similaire. 

On remarque pour cela que, quel que soit n > p > 1, il existe une 
metrique HS marquee m = (cr, A, 0) G M.n p et un triangle T de S2 

ayant pour sommets des points singuliers de a et ayant une composante 
hyperbolique, tels que toute realisation polyedrale d e m a T pour face. 
En effet: 

• soit n — p = 1 et p > 2: on prend l'interieur d'un polygone hy
perbolique regulier a p sommets, auquel on ajoute p triangles T i 

~ 2 

isometriques entre eux, modeles sur HS , avec un sommet "de Sit
ter" s en commun, toutes les aretes arrivant en s etant de meme 
longueur. Si on choisit des angles convenables, on a une metrique a 
telle que (a, 0, 0) G -M°)p, et il est facile de verifier que les triangles 
T i sont des faces de chaque realisation polyedrale de (a, 0,0); 

• soit n— p = 2,p = 1: le resultat est immediat car les deux triangles 
isometriques qui forment S2 conviennent; 

• soit n — p = 2 et p > 2: on choisit p points x\, • • • ,x p = xo& egale 
~ 2 

distance sur Si, puis on prend un triangle T modele sur HS avec 
un sommet "de Sitter" et deux sommets hyperboliques a distance 
2-K/p ayant chacun un meme angle 6 G]0,7T/2[. On obtient alors 
une metrique a en collant de chaque cote de [a;i,x i+i] une copie 
de T, de maniere que, de chaque cote du cercle, tous les triangles 
aient un meme sommet "de Sitter". Alors (cr, 0,0) G M.np, et on 
verifie encore facilement que chacun des triangles qu'on a "colle" 

~ 3 

est une face de chaque realisation polyedrale de a dans HS ; 

• soit n — p > 3: on peut prendre pour m une metrique marquee 
ayant une face triangulaire T dont les cotes sont dans A, et dont la 

~ 2 

metrique est modelee sur HS avec une composante hyperbolique. 
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On choisit donc m = (a, A, 0) G M np tel qu'il existe un tel triangle 
T, et on suppose que m a N images reciproques P i , • • • , P N distinctes 
par <&n,p- On prend un point x dans la composante hyperbolique de T, 
puis on deforme a en a' en modifiant la distance entre x et les sommets 
de T d'au plus e, sans changer les longueurs des aretes de T ou a sur le 
complementaire de T (cela revient a ajouter une singularite de a en x). 
On verifie directement que, pour e assez petit, celles de ces metriques 
deformees pour lesquelles a' est convexe en x sont realisable par un 
polyedre obtenu a partir des P i en ajoutant un sommet dans la face 
T. Toujours pour e petit, les polyedres obtenus a partir des P i sont 
distincts, et donc N(n + l,p + l) > N(n,p). q.e.d. 

Propos i t i on 10.2 . Pour tout p > 2, N(3p + 2,2p) = 1. 

Démonstration. On choisit une triangulation de S2 a 2p faces 
(F i)ie^2P et p + 2 sommets (on verifie que c'est possible en utilisant 
la formule d'Euler). Puis on choisit dans chaque face triangulaire F 
un point x i, et on decoupe chaque face F en 3 faces triangulaires 
G i,G i,G'i ayant x i pour sommet. On definit une metrique marquee 
m = (a, A, 0) G M-p+2 2p pour laquelle a est obtenue en mettant sur 
chaque triangle G i , G i ou G" une metrique modelee sur un triangle de 

~ 2 

HS , avec en x i un point hyperbolique et un angle dans ]0, 2n/3[, et 
autres deux autres sommets "de Sitter" ayant un angle dans 7r/2 — iM _̂ ; 
A contient toutes les aretes des F j . On verifie directement qu'on peut 
construire un tel m dans M np-

Maintenant, si P est un polyedre qui induit m, P doit avoir pour 
aretes les aretes de Fj (car elles sont dans A, ce sont donc des aretes 
extremales de P ) et les aretes menant des sommets de chaque Fj a x i 
(car il y en a trois, ce qui est le minimum pour un sommet). P definit 
donc une triangulation de S2 et, les longueurs des cotes des triangles 
etant fixes par a, P est uniquement determine, m a donc une unique 
image reciproque par 3>n p, et N(3p + 2, 2p) = l. q.e.d. 

On deduit immediatement de ces deux proposition que N(n,p) = f 
pour tout n > p, n > 3. 

Enfin, il faut montrer que les elements de M n p sont aussi obtenus 
de maniere unique comme metriques marquees induites sur un unique 
element de P p. On definit une topologie T ' sur M'np (et plus seule
ment sur M ^ p) en prenant comme base de voisinages de m = (a, A, B) 
l'ensemble des m' = (a',A',B') tels qu'il existe un homeomorphisme h 
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de S2 et une triangulation r de S2 adaptee a m (les aretes de AU B 
sont des aretes de r et a ne change pas de signature sur les faces de r ) 
et a h* (m1) telle que les cosh des longueurs des cotes de r pour m et 
pour h* (m') different au plus de e. 

On verifie facilement que $n,p est continue pour la topologie T ' sur 

M n,p et la topologie naturelle sur l'espace des polyedres convexes de 

HS3 . 
L'existence est encore une consequence du Theoreme 6.3: pour m G 

M njp, on prend une suite (m n)neN d'elements de M np qui converge 
vers m. On note P n l'image reciproque de m n par Qnip, et la suite 
( P n)neN doit admettre une sous-suite qui converge vers un polyedre 
dont la metrique marquee induite est m, car m n 'admet pas de courbe 
A-admissible de longueur 2n. 

Pour l'unicite, on a la propriete de connexite suivante: 

L e m m e 10 .3 . Soit m G M n,p etU C n,p un voisinage de m (pour 
T' ) assez petit. Il existe un voisinage V M U de m tel que, si m' , m" G 
V fi M np, il existe un chemin 7 joignant m' a m" dans U n M.np-

L'interpretation de ce lemme est simple: si m' et m" sont "proches", 
il existe une deformation "courte" de m' sur m" telle qu'a chaque 
instant, au plus une face triangulaire soit degeneree. On repousse la 
preuve a la fin de cette section. Mais on en deduit que $n,p est in
jective sur P ̂  p aussi. En effet, si P ' , P " G P n,p etaient distincts avec 
m := Qn>p(P') = Qnip(P"), on pourrait trouver (par continuite de $n,p 
pour T') un voisinage U C M n,p de m tel que P', P" soient dans des 
composantes connexes U',U" disjointes de ^~p(U). On pourrait alors 
prendre un voisinage V C U de m obtenu par le lemme precedent, et 
noter V',V" les composantes connexes de P',P" dans $ n p ( V ) . 

Si PQ G V n M n,p et PQ G V" n M nyp, on aurait d'apres le choix 
de V un chemin 7 joignant mo := &n,p(Pó) a mo : = ^ n,p(Po) dans 
M n,p ^ U? et? comme <Ê>°p est un homeomorphisme, on obtiendrait par 
deformation une image reciproque de m{J dans U'; m{J ayant une autre 
image reciproque dans U", $ ° ne serait pas injective sur P ^ p, alors 
qu'on a montre que c'est un homeomorphisme. Ceci termine la preuve 
du Theoreme A. 

Pour demontrer le Theoreme B, on verifie directement les differents 
points de l'enonce: si P est un polyedre convexe de Sf qui induit une 
metrique marquee m = (a, A, B) alors on a pour m: 

1. E a deux composantes connexes E+, E_ correspondant aux points 
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ou P admet un plan de support de type espace dont la normale 
"exterieure" est dirigee vers H+ ou vers H ̂ _ respectivement. Si on 
suit une geodesique de type temps de M, alors soit on se dirige 
"vers H+" et on aboutit sur E+, soit au contraire on va "vers H i " 
et on finit sur EL; 

2. la convexite de m en ses points singuliers est une consequence du 
Lemme 8.8; 

3. les courbes B-admissibles simples de m sont de longueur \L\ < 2-K 
d'apres le Lemme 7.20. 

De meme, on verifie directement les differents points de l'enonce du 
Theoreme C: 

1. D = 0, sans quoi P aurait une face degeneree, et resterait d'un 
~ 3 

seul cote du 2-plan degenere correspondant de HS ; P ne pourrait 
donc pas rencontrer H^_ et H^_. Pour la meme raison, P ne saurait 
avoir de face de type espace. 
De plus, A = 0; sinon, P devrait se trouver dans le convexe 
delimite par deux hemispheres rencontrant par exemple H+, et P 
ne pourrait donc pas rencontrer H^_. Pour la meme raison, S A = 0-
De meme, B = 0, sans quoi P serait compris entre deux plans de 
type espace, et ne pourrait pas rencontrer H n et H n; et pour la 
meme raison, S B = 0-

Ainsi, E = 0, et les faces de P ne peuvent etre modelees que sur 
HS2. 

2. H+,H_ correspondent aux intersections de P avec H+ et H ̂ _ re
spectivement. 

3. La convexite de m en ses points singuliers est une consequence du 
Lemme 8.8. 

4. Si 7 est une courbe polyedrale B-admissible pour la metrique 
marquee induite, on peut lui appliquer le Lemme 7.20 pour voir 
qu'elle a une longueur \L\ < 2-K. 

Donnons finalement la preuve du Lemme fO.3. Elle passe par les 
trois assertions suivantes: 
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Asser t ion 10.4 . Soit m G M n,p et U un voisinage de m dans M!np 
pour T n,p- Soit T une triangulation de S2 adaptee a m, et TO l'ensemble 
des triangles de T sur lesquels m est degeneree. Il existe un voisinage 
Vo C U de m dans T ' tel que, si m' G VQ, alors: 

• m ' a meme signature que m sur les triangles de T n ro; 

• m ' n 'a pas de courbe A-admissible de longueur L < 2n. 

Démonstration. Il s'agit dans les deux cas de conditions ouvertes. 
Pour la premiere, parce qu'on peut la voir comme une famille d'inegalites 
strictes sur les longueurs des cotes d'une triangulation (du type a < b+c 
ou a + b + c < 27T, a, b, c etant les longueurs des cotes d 'un triangle de 
T n ro, ou bien les inegalites opposees). Pour la seconde condition, c'est 
parce que la longueur des courbes A-admissibles est continue pour T ' , 
et que, pour m fixe, il existe un voisinage de m pour T ' ou les courbes 
A-admissibles sont proches de courbes A-admissibles de m. q.e.d. 

Asser t ion 10.5 . Soit V0' un voisinage de m pour T'• Il existe un 
voisinage V\ C V0' de m pour T' tel que, si mQ G V\ n M®n p, il existe une 
deformation (m t)t£[0)1i dans V0' fl M ° telle que m\ soit de type mixte 
sur tous les triangles de TQ. 

Démonstration. On choisit une triangulation T de S2 adaptee a m; 
on note TO l'ensemble des triangles de T sur lesquels m est degeneree, 
et N le nombre de triangles de TQ. Puis on choisit e > 0 tel que, si on 
change les longueurs des aretes de T d'au plus (2N+1 +2)e , on ne change 
pas la nature de m sur les triangles de T n TO; c'est possible d'apres 
l'assertion 10.4. 

On note V\ l'ouvert de T' obtenu en imposant que les longueurs des 
aretes de T ne changent pas de plus de e. On peut alors d 'abord deformer 
mo en une metrique HS m'0 G V\ en changeant les longueurs des cotes 
de T d'au plus e, de maniere a obtenir des longueurs qui soient deux a 
deux distinctes. 

On va definir pour chaque arete a de TO un autre poids ß(a) de la 
maniere suivante. D'abord, on definit un poids \J par: 

• ß'(a) = 1 si a borde un triangle de TO ou m a un point hyper
bolique; 

• ß'(a) = 0 sinon. 
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Puis on range les aretes de TO par ordre croissant de longueur, soit 
|L(a i ) | < • • • < |L(a p)|, et, pour i = 1, • • • ,p successivement, on decide 
que ß{üi est le maximum de / / ( a i) et des ß(b) + /J,(c) + 1, ou (a i,b, c) 

bordent un triangle de ro avec L(a,i = L(b) + L(c). C'est possible car, 
dans ce cas, on doit avoir b = a j,c = a k avec j < i,k < i. 

On a alors les proprietes suivantes: 

1. pour toute arete a d 'un triangle de TO, ß{a) < 2N + 1 — 1, comme 
on le voit d'apres une recurrence immediate; 

2. si a, b, c bordent un triangle de ro qui a un point hyperbolique, 
alors L(a) + L(b) + L(c) = 2-rri, et fi(a) > l,/z(b) > l,/i(c) > 1 
grace au choix de / / ; 

3. si a, b, c bordent un triangle de TO sans point hyperbolique, avec 
par exemple L(a) = L(b) + L(c), alors /j,(a) > ß(b) + /J,(c) + 1, 
d'apres la definition de ß a partir de / / . 

On definit alors une deformation (m't)te[o,i] de m 0 en donnant a 
chaque arete a de TO la longueur L(a) + ie/j,(a)t. D'apres le choix de 
e et (f), on ne change pas la nature de m'0 sur r n TO; d'apres (2), 
les triangles de TO ayant un point hyperbolique pour m deviennent des 
triangles mixtes avec une composante hyperbolique; enfin, par (3), les 
triangles de TO sans point hyperbolique pour m deviennent des triangles 
modeles sur Hf. 

Enfin, on compose le chemin joignant mo a m 0 a (m t)te[o,i] pour 
obtenir la deformation cherchee. q.e.d. 

A s s e r t i o n 10 .6 . Soit VQ un voisinage de m pour T ' . Il existe V2 C 
VQ tel que, si m o , m i G V2 fl -M°)p sont de type mixte sur tous les 
triangles de ro, alors il existe un chemin (m t)te[o,i] continu dans VQ fl 
M-np joignant mo a m\. 

Démonstration. Notons Qo l'interieur de DnM. D'apres l'assertion 
10.4, on peut choisir V2 de maniere que les m' G V2 aient la meme 
signature que m sur O n QQJ et n'aient pas de courbe A-admissible de 
longueur L < 2ir. De plus, on constate directement que les conditions 
(1) a (6) de la definition 4.1 sont ouvertes pour T ' , on peut donc prendre 
V2 assez petit pour que ces conditions y soient verifiees. 

Si m' G V2, on peut lui associer les longueurs (l)ien3n_6 des cotes 
des triangles de T. Les conditions que m' soit mixte sur les triangles 
de O n QQ apparaissent alors comme autant de conditions lineaires dans 
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R 3 n _ 6 . Quitte a reduire V2, on peut supposer que son image dans R 3 n _ 6 

est une boule ouverte; les metriques de V2 qui sont mixtes sur QQ ont 
alors pour image dans R 3 n _ 6 un convexe Co-

Si m o , m i sont mixtes sur QQ, leurs images sont dans Co, et on peut 
trouver un chemin qui les relie dans Co- On obtient donc un chemin 
(m't) dans V2 qui passe par des points qui satisfont toutes les conditions 
du Theoreme A, sauf eventuellement la condition (7) de la definition 
4.1. Il reste a le deformer en un chemin (m t) qui en plus la satisfait. 
Pour cela, on constate que pour chaque composante connexe Q' de ÇIQ, 
on a d'apres la condition (2) du Theoreme A: 

• soit Q' contient un point hyperbolique pour m, et une region hy
perbolique pour chaque m't; alors dQ' C dE. Il existe alors pour 

~ 2 

chaque m't un triangle T dans Q! modele sur HS avec une com
posante hyperbolique. Quitte a supposer qu'on a pris V2 assez 
petit, on peut alors modifier les longueurs des cotes de T pour 
s'assurer qu'on a (7); 

• soit Q! ne contient pas de point hyperbolique pour m, et alors dQ 
a un segment sur dE et un autre sur dM. Quitte a restreidre V2, 
on peut alors modifier les longueurs des triangles de Q! qui ne sont 
pas sur dE, et de maniere a avoir (7) aux points singuliers qui sont 
sur dE. Or (7) ne s'applique qu'aux points de dQ' fl dE, donc on 
peut modifier (m't) pour que (7) soit toujours satisfaite. 

q.e.d. 

On deduit de ces deux dernieres assertions la preuve du lemme 10.3. 
On choisit d'abord VQ = U, et 10.6 definit un voisinage V2 de m dans 
lequel deux elements de M ^ p qui sont mixtes sur TQ sont joignables 
par un chemin dans U fl M ^p- Puis on utilise 10.5 avec VQ = V2, et 
on trouve V\ tel que les elements de V\ fl M n,p peuvent etre deformees 
en des elements de M ^p H V2 qui sont mixtes sur TQ. On prend alors 
V := Vi; pour m', m" G V fl M.np, on peut les deformer dans V2 fl M ^ p 
en des metriques m0,m0' mixtes sur TQ, qu'on peut deformer l'une sur 
l 'autre dans U fl M np . On trouve le resultat en composant les chemins 
obtenus. 
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