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FORMES DIFFERENTIELLES
SUR LES VARIETES DE CONTACT

MICHEL RUMIN

Introduction

La geometrie de contact a connu un regain d'interet ces dernieres annees.
De nouvelles theories se sont en effet developpees rapidement permettant
une investigation de plus en plus poussee de cette geometrie. II en est ainsi
des notions de capacites symplectiques, de courbes pseudoholomorphes et
de structure de contact tordues.

D'un point de vue plus elementaire, cet article s'attache a definir et
utiliser des notions de formes differentielles, de laplaciens et de courbure
"adaptees" a la geometrie de contact.

Pour preciser ceci, considerons les groupes de Lie les plus "simples"
munis d'une structure de contact naturelle: les groupes de Heisenberg. Us
possedent une famille de dilatations agissant, de faςon non isotrope, par
des homόtheties de rapport λ sur le champ de contact Q et λ2 suivant le
centre T. Celles-ci induisent en particulier des changements de metriques
invariantes par translations de g = gQ + gτ en gλ = λgQ + λ2gτ oύ λ
est constant. Nous remarquons, dans la premiere partie de cet article,
que la condition de cofermeture des formes, au sens du complexe de De
Rham, n'est pas invariante sous les changements d'echelle λ. Ceci se
produit car la differentielle exterieure est un operateur isotrope, melant
sans distinction des derivations suivant Q, de poids un, et transverses de
poids deux.

Pour y remedier, nous construisons sur les varietes de contact un com-
plexe de formes differentielles "modulo formes de contact" possedant, lui,
la bonne homogeneite. Nous montrons ensuite qu'il est localement exact.
Sa cohomologie coincide alors avec celle de De Rham de la variete.

L'etape classique suivante consiste a etudier les laplaciens issus de ce
complexe. Ici, les calculs se compliquent car, contrairement a leurs homo-
logues riemanniens, ces laplaciens ne sont pas scalaires modulo des termes
d'ordre inferieur (excepte en dimension 3). De plus, en degres moitiέs, ces
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operateurs sont d'ordre 4. Nous montrons malgre tout qu'ils possedent une
rέgularite analytique: Γhypoellipticite maximale (cf. [5]). Cela nous per-
met alors de disposer des resultats usuels de representation harmonique
de la cohomologie.

Pierre Julg et Gennadi Kasparov ont utilise de maniere inattendue ce
"complexe de contact" et sa jauge hypoelliptique dans leur etude de la
ΛΓ-theorie bivariante du groupe SU(n, 1), voir [6] et [7]. En quelques
mots, Γespace symetrique associe a ce groupe, note Hn se plonge holo-
moφhiquement dans la boule unite de Cn . Son bord a Γ oc est alors
muni de structures C.R. et de contact induites par Faction de / sur la
sphere unite de Cn . Pierre Julg montre que les formes harmoniques L2

de Hn possedent une "limite au bord" vivant precisement dans le sous-
espace des formes differentielles pris en compte par le complexe de contact.
Cette forme etant de plus fermee, le choix d'un "bon" representant dont
elle derive se fait alors par la condition de jauge hypoelliptique etudiee. Si
on note que des spheres concentriques de Hn sont munies d'une famille
de metriques explosant asymptotiquemenet a Γ CXD comme les gλ , λ —• oo
decrits plus haut, Γutilisation d'une condition de jauge invariante par ces
changements d'echelle apparaϊt finalement assez naturelle.

Decrivons maintenant Γapplication du complexe de contact proposee
en deuxieme partie de cet article. II s'agit de rechercher des conditions
d'annulation de la cohomologie en utilisant des formules "a la Weitzen-
bόck", liant les laplaciens issus du complexe de contact avec une connexion
et sa courbure.

De nouveau ici, nous commenςons par choisir une connexion "adaptee"
a la structure de contact, c'est a dire invariante sous les changements de
metriques definis ci-dessus. Une telle construction a deja ete developpee
par Wester, Stanton et Tanaka dans le cadre de la geometrie pseudohermi-
tienne (cf. [8], [12], et [14]). Celle-ci consiste en la donnee d'une forme de
contact θ etd'une structure complexe / definie sur le champ de contact
Q telle que:

(i) / est intέgrable au sens de Frobenius,
(ii) la forme quadratique gθ: X ^ dθ(X, JX) est definie positive en

restriction sur Q. La connexion pseudohermitienne V utilisee est en fait
Γunique connexion preservant gθ , θ, / et dont la forme de torsion est
d'un type donne.

Nous pouvons alors enoncer, sur les varietes pseudohermitiennes M de
dim2n + 1, des criteres d'annulation de Hk(M, R) pour k Φ n et n + 1
sous une hypothese de "positivite" de la courbure de V. Lorsque k = 1,
cette condition s'exprime par:
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(R2X, X) > K(n)\(RχX, X)\ pour tout X £ Q,

oϋ R2 s'assimile au "tenseur de Ricci" de V suivant le champ de contact
Q, et Rχ = -\S?TJ, designe la derivee de Lie de la structure complexe
/ suivant Γe champ de Reeb T, transverse, associe a θ .

II est important de souligner ici que les laplaciens utilises pour obtenir
ces criteres sont des operateurs differentiels de second ordre suivant Q.
Les formules de Weitzenbόck associees font alors naturellement appel a
des elements de courbure, R2 et Rχ, qui sont des invariants differentiels
de gθ et / , egalement du second ordre suivant Q.

Je ne sais pas obtenir de critere d'annulation general en degres n et
n + 1, car les laplaciens de contact mis en jeu sont d'ordre 4. En dimen-
sion 3 cependant, on montre, en etudiant une racine carree du laplacien
de contact ainsi que des operateurs supplementaires du 3 e m e ordre, que
Hι(M, R) = 0 si la courbure verifie la condition de degre 3:

MX G Q de norme 1, (R2X, X) > K\\RX\\ +K'\\VQRι\fl\

Nous retrouvons ensuite les cas limites R2 > 0 = Rχ de ces theoremes
d'annulation dans le cadre de la geometrie riemmannienne. En effet,
lorsque Rχ = 0 le champ T engendre surΛf un flot transverse qui re-
specte la structure pseudohermitienne. Nous nous plaςons sous Γhypothese
que Γespace des orbites de ce flot est une variete N lisse, heritant ainsi
d'une structure kahlerienne induite. Nous pouvons alors montrer, d'une
part, que la cohomologie primitive de N en degre k < n s'identifie par
relevement a celle de M, et d'autre part, (pour k = 1) que la courbure
R2 se projette bien sur le tenseur de Ricci de la connexion le Levi-Civita
de N.

Dans le cas general R{ ψ 0, cette interpretation n'est plus valable.
Nous voulons cependant comparer les criteres d'annulation obtenus ici
avec celui, bien connu en geometrie riemannienne, portant sur la cour-
bure de Ricci de la connexion de Levi-Civita. Pour cela, nous exprimons
Ricci L'C'(gλθ) en fonction de la courbure pseudohermitienne. En fait,
Ricci L'C'(gλθ) se developpe comme un polynόme en λ dont les coefficients
sont des composantes homogenes de la courbure pseudohermitienne. Nous
pouvons alors montrer que si il existe λ tel que Ricci h'C'(gλθ) > 0 alors
K(R2X, X) domine \\Rχ||, la trace ΊrQ(VRχ)X, ainsi que la composante
de poids 4: ((VτRχ)X, X). Cette condition d'annulation est done a priori
plus contraignante que celles obtenues en geometrie pseudohermitienne.
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Enfin, dans un dernier paragraphe, nous exprimons en dimension 3 les
equations des geodesiques de Carnot-Caratheodory ainsi que leurs varia-
tions a Γaide de la connexion pseudohermitienne. Nous un deduisons un
critere de compacite de la variete sous une hypothese de positivite de la
courbure. Cette fois la condition obtenue est de meme force, ordre 4, que
celle portant sur la courbure de Ricci de la connexion de Levi-Civita.

Ce travail est le resultat d'une these, efFectuee sous la direction des
Professeurs M. Gromov et P. Pansu. Je tiens a les remercier ici vivement
pour tous leurs soutien et conseils.

PREMIERE PARTIE
UN COMPLEXE DE DE RHAM HOMOGENE

SUR LES VARIETES DE CONTACT

1. Groupes de Heisenberg et complexe de De Rham

Commenςons par decrire les groupes de Heisenberg. Us nous serviront
de modele geometrique local dans toute la suite.

On appelle groupe de Heisenberg de dimension 2n + 1, le groupe de
Lie H2n+ι dont Γalgebre de Lie est engendree par X., Y. pour 1 < / < n,
et T avec les relations [Y., X.] = T pour 1 < / < n, les autres crochets
etant nuls.

On considere le sous fibre en hyperplans Q e TH2n+ι engendres par les
X{, Y. et notons θ la 1-forme telle que Θ^Q = 0 et Θ(T) = 1. On verifie
que dθ^Q est une forme symplectique. Q s'appelle alors une structure
de contact sur H2n+ι, la forme θ partout non nulle etant une forme de
contact associee.

On munit dans la suite Hln+ι de la metrique riemannienne invariante
par translation telle que la famille {Xt, Y., T} soit orthonormee, et on
y considere le complexe de De Rham des formes differentielles, ainsi que
son adjoint pour la metrique choisie. II y a sur H2n+ι une famille {hλ}λeR

d'automorphismes de groupe agissant au niveau de Γalgebre de Lie comme
des homotheties de rapport λ sur Q et λ2 suivant T.

Nous allons voir que le complexe de Rham n'a pas la bonne homogeneite
par rapport a ces dilatations naturelles de H2n+ι. En effet, soit a une
1-forme cofermee de H2n+ι. Cela signifie en notant δ Γoperateur de
codifferentiation que δa = 0, i.e.,

δa = Σ(xMXi) + γMYi)) + τ'<*(τ) = 0.
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(Remarque. Uexpression ci-dessus pour δ est correcte car X., Yt et T
engendrent des geodesiques comme nous le verrons plus loin.) Cependant,
les 1-formes h*λa "homothetiques" de a ne sont plus cofermees en general
car nous avons:

δ(h*λa) = λ.J2^MXi) + YMYi)) + λ2T.a(T).

En quelque sorte, la composante en T de a rompt Γhomogeneite de δ.
On considere ensuite une fonction / sur H2n+ι telle que dfrQ = 0.

Comme [X{, Yχ] — T on trouve que: T.f = 0, et finalement / est
constante. Par consequent, nous n'avons pas besoin de connaitre la com-
posante en T de df.

La recherche d'une condition de jauge homogene nous conduit done a
definir un complexe de formes differentielles qui travaille "modulo 0" (et
par consequent aussi "modulo dθ").

2. Description du complexe de contact

Soit M une variete de dimension In + 1 munie d'une structure de
contact; e'est a dire d'un sous fibre en hyperplans Q de TM tel qu'il
existe une 1-forme θ definie sur M avec: ker0 = Q, et dθrQ non
degeneree. Une telle forme s'appelle forme de contact.

Posons Ω* Γalgebre graduee des formes differentielles sur M. On note
c/'* Γideal differentiel engendre par θ, soit:

jr* = {θ Λ β + dθ Λ γ\β, γ e Ω*}.

Soit ^ Γannulateur de J2 '*, e'est a dire:

/ = {α€Ω*|θΛα = ί/βΛα = 0}.

c/'* et <?* sont clairement independants de la forme de contact θ choisie
(i.e., en remplacant θ par fθ) et stables par la differentielle exterieure
d. On considere alors les complexes induits par le complexe de De Rham
sur Ω*/^* et f*. Notons dQ les operateurs de differentiation induits
par d.

Comme dθ^Q est une forme symplectique, on sait par un lemme d'alge-
bre bien connu en geometrie kahlerienne (cf. Weil [15]) que Γapplication:

L:AkQ*->Ak+2Q*

de multiplication exterieure par dθ est injective pour k < n - 1 et sur-
jective pour k > n - 1. II en resulte que Ω^/J^ = {0} pour k > n + 1
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et /k = {0} pour k < n, c'est a dire que nos deux complexes induits
n'en sont que des moities. Nous les unissons de la faςon suivante.

Proposition (cf. [10]). // existe un operateur differentiel lίneaire du sec-
ond ordre D: Ωn/jrn-^jrn+ι telque:

0 _> R _> C°°(M) ^ ^ ^
dQ p _ ^ _ ^ ^ _ ^ fl

ΛM* w«£ resolution des constantes. La cohomologie de ce complexe coincide
done avec la cohomologie de De Rham de M.

Pour construire D, nous commenςons par definir un relevement
D: Ωn/{θ A a\a e Ω*"1} ~ AnQ* -> fn+x de la faςon suivante.

Lemme. Soit a e AnQ*, il existe un unique relevement a de a dans
Ωn tel que da e fnArX. On pose alors Da = dά.

Demonstration. Si a est un relevement quelconque de a, on cherche
un βeAn~ιQ* telque ά = ά+θΛβ verifie 0Λrfά = O,soit (da + dθA
β) = 0. Cela est possible de faςon unique car Γoperateur L defini ci-
dessus est un isomorphisme en degre n - 1. Comme on a aussi dθΛdά =
d(θ Λ da) = 0, on a bien finalement da e < s^

r Π + 1. q.e.d.

On montre maintenant que D passe au quotient en D defini sur Ω/I/JΓ/I

- AnQ*/{dθ Λ β\β e Ω"" 2 } . En effet, soit dθ A β la projection de
dθ Aβ dans Λ^β*. On a: rf(</0 Λ jff - θ Adβ) = 0 e ^ Λ + 1 d'ou,
dθ Aβ -θ A dβ est le relevement cherche de ύ?0 Λ jff dans Ω" et alors:
D(dθ Aβ) = d(dθ Aβ -θAdβ) = 0. D passe bien au quotient en D.

On note que D est un operateur du second ordre en derivees suivant Q,
un pour Γoperation de relevement suivi d'une differentiation de la forme
trouvee. Les operateurs dQ eux, sont d'ordre un toujours uniquement
en derivee dans les directions hoirzontales. De plus, par construction, D
ainsi que les autres operateurs dQ ne dependent que de la structure de
contact Q et non du choix de la forme de contact θ choisie.

Demontrons maintenant Γexactitude locale du complexe construit.
(i) Soit a e Ω*/^ telle que dQa = 0. Cela signifie qu'il existe un

* 1relevement α de a dans Ω* tel que da = θ A β - dθ A γ e J ^ * 1 d'ou:

d{a - θ A γ) = θ A β + dθ A γ - dθ A γ + θ A dγ = θ A (β + dy),

avec a - θ A γ un autre relevement de a. On s'est done ramene a dά =
θ A β . On differentie 0 = dθ Aβ + θ Adβ .

D'ou, en restriction sur Q dθ A β^Q = L(β^Q) = 0, et par l'injectivite
de L pour k < n - 1, on a βrQ = 0.
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On peut done ecrire β = θ Λ δ , et on obtient alors da = θ Λ β = 0.

II existe done localement μ e Ωk~ι tel que a = dμ. En projetant μ

en μ G Ω "V-^ - 1 , on obtient finalement a = d^μ, ce qui montre

Γexactitude locale en degre k < n - 1.

(ii) Soit a G ̂ * telle que dQa(= da) = 0, alors localement il existe

β G Ω telle que a = dβ . On ecrit β = θΛγ + dθΛμ par surjectivite
de L en degre fc - 3 > Λ - 1, i.e., A: > n + 2 d'oϋ

β' = θ Λ (7 +

avec dβ' = dβ = a et θ Λβ' = 0. Enfin, on a dθ Λ β' = d{θ Λ j8;) +
θ Λdβ' = d.0 + θ Λa = 0 car α G ̂ f c , et finalement £' G ί ^

r / c " 1 . C'est
Γexactitude locale en degre k > n + 2. II nous reste a la verifier aux degres
n et « + 1.

(iii) En degre «. Soit a e Ω"/^" telle que Da = 0. Alors par
definition il existe un relevement ά de α tel que da = 0. II existe done
β G Ω"" 1 tel que a = dβ , et par projection de /?, α = tfL/?.

(iv) En degre n + 1. Soit α G telle que dQa (= dα) = 0. Alors

localement, il existe β e Ωn telle que a = dβ e fn*x et par projection
a = D(β). q.e.d.

Le complexe de contact nous propose bien un substitut algebrique au
complexe de De Rham. Nous allons montrer maintenant qu'il possede une
regularite analytique Γhypoellipticite. Cela nous permettra de representer
la cohomologie par des formes harmoniques au sens des nouveaux opera-
teurs de differentiation introduits. Sur les groupes dΉeisenberg, cette
jauge sera bien invariante par dilatation, comme souhaite.

3. La regularite hypoelliptique du complexe de contact

Soit M une variete compacte sans bord de dimension 2n + 1 munie
d'une structure de contact Q. Nous savons deja par le §2 que la cohomolo-
gie a coefficients reels de M coincide avec celle du complexe de contact.
Pour les applications, nous aurons besoin de pouvoir la representer par des
formes dQ-harmoniques, c'est a dire rfQ-fermees et cofermees.

Avant de definir les operateurs de codifferentiation, nous devons munir
M d'une metrique. Nous allons la choisir en quelque sorte adaptee a la
structure de contact de maniere a obtenir des expressions locales les plus
simples possibles des operateurs dQ et leur adjoint.
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Pour cela, on se donne une forme de contact θ. II existe alors un
unique champ de vecteur T transverse a Q verifiant les equations Θ(T) =
1, et .2^0 = 0. T s'appelle le champ deReeb associe a la forme de
contact θ. Nous allons choisir une metriques sur M telle que T soit de
norme 1 et orthogonal a Q. Pour disposer sur le champ de contact d'une
metrique "adaptee" a la forme symplectique dθ^Q nous commenςons pr
le mumir d'une structure complexe "calibree"; c'est un endomorphisme /
de Q verifiant J2 = -Id, dθ(X 9 JY) = -dθ(JX, Y) V I j G β e t
dθ(X,JX)>0 VXeβ\{0}.

Un tel choix est toujours possible globalement sur M, des que le champ
de plans Q est orientable, ce que nous supposerons desormais, bien que
cela ne soit pas essentiel.

Preuve (cf. Weinstein [16], par ex.). Soit g une metrique rieman-
nienne quelconque sur M. En restriction sur Q, nous pouvons ecrire
dθrQ = grQ(A', •) avec A antisymetrique. Nous decomposons ensuite A
sous la forme S.J avec S symetrique definie positive et / orthogonale.
En fait, / est ici une structure complexe calibree comme on le verifie
aisement. q.e.d.

On obtient finalement une metrique gQ sur Q en posant gQ =

dθ^Q(-, J-) et une autre dite "adaptee" definie sur TM par gθ — θ2 +•
dθ( , /•), oύ on a prolonge / sur TM par JT = T. Celle-ci s'etend
canoniquement sur Γespace des formes differentielles.

Nous pouvons alors identifier les quotients Ωk/<Jrk (k < n) apparais-
sant dans le complexe de contact aux sous-espaces, notes fk , des "vraies"
formes a orthogonales a <yk , c'est a dire verifiant iτa = 0 et Λα = 0
oύ Λ designe Γadjoint de Γoperateur L = dθ Λ .

La metrique choisie nous fournit egalement un operateur de dualite,
note *, et defini par a Λ *β = (α, β).θ A {dθ)n, Vα, β G Ω* (cf. De
Rham [1]).

On verifie que ,fk et ^ln+λ~k

 SOnt mis en dualite par *.
Preuve. Soit a eaf

2n+ι~k

 9 cela signifie que θΛa = 0 et dθΛa = 0.
On a alors Vβ e Ω.k~ι, (θ Λ β, *α) dvol = θ Λ β Λ *(*<*) avec *2α = a
en dimension impaire (cf. De Rham), d'oύ (θ Λ β, *α) = 0. On trouve
de meme Vy e Ωk~2, (dθ Λ γ, *α) dvol = dθ Λ γ Λ *(*α) = 0. Ceci nous
montre que *α est bien orthogonal a Sk = (af

k)± . q.e.d.

Nous pouvons maintenant definir les adjoints formels des operateurs

dQ et D par δQ = (-l)k*dQ* sur fk (kφn+X) et D* = (-l)w+1 */>*
en degre n + 1. Montrons que pour a e ^ k et β e fk*x, on a bien



FORMES DIFFERENTIELLES SUR LES VARIETES DE CONTACT 289

(dQa,β) = (a,δQβ) et (Da, β) = (α, D* β) lorsqueA; = «.

Preuve. On a pour k Φ n

(dQa,β)-(a,δQβ) = J dQaΛ*β + (-l)kaΛdQ*β.

II nous suffit done de montrer que

k
d(a Λ *β) = dQa Λ (*β) + (-1) α Λ rfρ(*jff).

Or, par construction, nous avons: dQ = d en degrέ > n et Im(dL — d)c
<y* en degre < «. De plus, les formes de J^* annulent par produit
exterieur celles de ^ * . La formule desiree resulte alors pour k Φ n de
celle connue avec les operateurs d.

En degre n , par definition de D, il existe ά = a+θΛμ et */? = *β+θΛv
tels que Dα = rfα et D(*β) = d(*β). Nous avons alors

(Da,β)-(a,D*β)= [ da Λ (*)ί) + (-l)πα " "

-(-l)"βΛ|iΛD(*iί)= / </(α,

car Da Aθ = D(*β) Λ θ = 0 par construction de Z>. q.e.d.
A ce point, nous disposons bien d'un substitut au complexe de De Rham

possedant Γhomogeneite desiree au § 1, et qui se traduit ici par Γinvariance
coforme des operateurs δQ sous les changements de metriques gθ = θ2 +

dθ(-, /•) en gkθ = k2.θ2 + k.dθ( , /•), oύ k est une constante.
II nous reste encore a montrer que ce complexe nous donne effective-

ment la possibilite de choisir dans chaque classes de cohomologie un repre-
sentant coferme. Cette question est, classiquement, du ressort de Γanalyse,
et depend plus particulierement d'une etude locale de "regularite" des
operateurs construits.

Dans le cas present le complexe n'est pas elliptique. En effet, on cal-
cule aisement que (dQδQ + δ^d^f = - Σ?=i (*?•/+ γf-f) S U Γ l e s fac-
tions de H2n+χ avec les notations du §1. Neanmoins, nous allons montrer
que les operateurs possedent un autre type de regularite appelee hypoellip-
ticite maximale, plus faible que la precedente, mais suffisante pour disposer
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des proprietes voulues. Precisons d'abord cette notion dans les cas nous
interessant ici.

Definition (cf. Helffer-Nourrigat [5], par ex.). Soit P un operateur sur
les fonctions on les formes de M de degre k en derivees suivant le champ
de contact Q. On dit que P est hypoelliptique maximal si il existe des
estimees locales de la forme

K designe ici une constante independante de / a support compact dans
le voisinage V d'etude, | |/| |2 la norme L2 de / et

oϋ les In champs de vecteurs {X{, X2, ••• , X2n} sont prealablement
choisis sur V de faςon a engendrer Q.

Le terme maximal signifie que les estimees (*) sont les "meilleures" pos-
sibles, c'est a dire que Γoperateur P contrόle ici le maximum de derivees.

Nous pouvons maintenant enoncer le
Theoreme. Soit M une variete de contact munie d'une metrique

adaptee. Les laplaciens suivants sont hypoelliptiques maximaux:
(i) AQ = (n - k)dQδQ + (n - k + \)δQdQ sur fk pour 0<k<n-l,

(ii) AQ = (dQδQ)2+D*D sur f \

(iii) AQ = DD* + (δQdQ)2 sur fn+\
Q Q Q

(iv) AQ = {n-k+l)dQδQ+{n-k)δQdQ sur fk pour n+2 <k< 2n+l.
On dispose d'autre part de theoremes "a la Sobolev" d'injection com-

pacte et de regularite concernant les espaces L2

k Q des fonctions || | |2 k Q

bornees (cf. Kohn, Folland, et Stein [3], [4], [9]). Ces resultats, associes aux
estimees (*) correspondant aux laplaciens AQ, permettent d'obtenir des
theoremes de representation harmonique semblables a ceux de la theorie
elliptique, a savoir:

Corollaire. Les solutions faibles de AQa = β avec β de classe C°°
sont C°°:

Les laplaciens AQ induisent une decomposition orthogonale des formes
C°° a support compact en f* = kerΔ^ΘlmΔ^, avec kerΔQ de dimension
finie.

Dans chaque classe de dQ-cohomologie a supporjt compact, il existe un
unique representant coferme.

En particulier, si M est compacte, sa cohomologie se reprέsente par des
formes AQ harmoniques.
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La suite de ce paragraphe est consacree a la preuve du theoreme. L'hypo-
ellipticite des laplaciens AQ sera deduite de celle d'operateurs scalaires
plus simples. Pour cela, nous allons deriver des relations supplementaires
entre dQ, δQ et de nouveaux operateurs, notes dH, de "differentiation"

le long des hyperplans de contact. Ceux-ci sont definis sur Ω*(? ά= {& £
Ω*, iτa = 0} par: dH = Tlod ,oxx T designe le champ de Reeb associe a
θ, et Π la projection orthogonale sur Ω*β. On note que ces operateurs
sont du premier ordre en derivees suivant Q, c'est a dire qu'ils s'expriment
localement a Γaide des composantes des formes et leurs derivees premieres
dans les directions horizontales. Us verifient de plus

(1) dλ

H = -L3?

τ = -3?

τL,

ou 3?τ designe la derivee de Lie suivant T.
Preuve. Soit a e Ω*β, on a alors dHa = da-ΘMτda = da-θΛJΐ?τa.

DΌύ ddHa = -dθΛ&τa + ΘΛd£?τa, avec θ Λd^ T a e kerΠ = θ ΛΩ* ,
et dθ A^fτa e ImΠ car

iτ{dθ Λ &τa) = iτdθ Λ &τa + dθ Λ iτ£?τa = 0 + dθΛ £?TiTa = 0.

Par projection, on a done bien d\a = -L.2fτa = -«5^Lα. q.e.d.
La structure complexe / induit une decomposition des formes sur Q

suivant leur bidegre, que nous ecrivons

p+q=k

On note ΐlpq la projection de Ω*Q<δ)C sur ΩF'gQ. Si P est un operteur
sur Ω * ρ ^ C , posons, pour k, I e Z: PkJ = ^ ^ Π ^ ' ^ o P o t f -q.
On trouve alors

(2) dH = dl

H'0 + d°/ + T(J),

oύ T(J) est un tenseur (i.e., un operateur de degre 0) nul si la structure

complexe est integrable, c'est a dire lorsque [Q10, Qι °] c β 1 ' 0 .

Preuve. Cela decoule de la formule de Cartan suivante, a savoir, pour

a € ΩkQ et Xo, X{, • •• , Xk € Q, on a
(3)
V*(*o>*i> >Xk)= Σ (- l ) '^ («(^o' ' ^ ' - ' ^ ) )

0<Kλ:

+ Σ (-i
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II y apparaϊt en effet que l'on a toujours dH0P'q c Ω?+Uq + Ω ^
2 1 1 2 ^ 0 ^ l ^ l l 2

derniers termes ne faisant intervenir que la deuxieme partie, algebrique en
a, de la formule (3). q.e.d.

Si P est un operateur differentiel lineaire sur Ω*Q, on definit son ordre
comme etant le plus grand degre de derivation des composantes des formes
a dans une expression locale de Pa ne faisant intervenir que des derivees
horizontales. Par exemple, dτ defini sur C°°(M) par dτf = T.f est
d'ordre 2 car on peut ecrire T.f = (Yχ.Xχ- XχYχ).f+X.f oύ on a choisi
Xx e Q de norme 1, Yx = JXX e Q, et X = T- [Y{, X{] e Q.

Dans la suite, o(k) designera tout operateur differentiel lineaire sur
Ω*Q de degre < k. On pose enfin dι

H

i0 = dH et d^ι = ~dH. Avec ces
notations, nous pouvons reecrire (2) sous la forme

De meme, on verifie aisement, a Γaide d'une formule du type (3) appliquee
a Jϊ?τa = iτda pour a eΩ*Q, que Γon a

(4) J7τ = (5?τ)
0 ° + o(l),

oϋ o(l) est un tenseur nul lorsque le flot du champ de Reeb conserve la
structure complexe, i.e., J5?TJ = 0.

En comparant les equations (2;), (1) et (4), on en deduit facilement les
relations importantes suivantes:

(5) dl
(6) dHdH H H τ

oύ les o sont nuls si la structure complexe est integrable et invariante par
T. Dans ce cas dH definit un complexe dont la cohomologie et la theorie
harmonique ont ete etudiees par Tanaka (cf. Tanaka [12] et plus loin).

Exprimons les adjoints des operateurs dH. Tout d'abord, Γoperateur

* de De Rham met ΩkQ en dualite avec {a e Ω2 / I + 1 - / :, θ Λ a = 0}

que nous identifions a f lΛ Ω2n~kQ. II est alors commode d'introduire

Γoperateur * β : Ω*β -+ Ω2/I"*Q defini par aΛ*Bβ = (a, β).dθn. II

verifie *Qβ = *(θ A β) pour β e ΩkQ (k > ή), et * = (-l)kθ Λ *Q sur

Ω Q (k < ή). II en decoule aisement que Γadjoint de dH peut s'ecrire

( 7 ) δH = ~ *β dH *Q

Posons enfin dJ

H = J~ιdHJ et son adjoint δJ

H = J~ιδHJ.
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Nous disposons maintenant sur Q et Ω*Q d'une structure suffisam-
ment proche de la geometrie kahlerienne pour nous permettre d'y tran-
scrire des identites classiques a des o pits, a savoir:

(8) [ A τ d H ] = - δ i + o { l ) 9 [ A , d J

H ] = δH + o(l)>

ainsi que toutes celles deduites de celles-ci par passage a Γadjoint et decom-
position suivant les bidegres.

Preuve. Choisissons localement {Xχ, JXχ, , Xn, JXn} une base
orthonormale de Q. Celle-ci induit une trivialisation de Ω*Q dans la-
quelle nous menons le calcul des expressions locales des operateurs. Nous
les comparons a celles obtenues dans la base canonique de Cn , muni de sa
structure kahlerienne standard. Elles sont clairement identiques pour les
operateurs algebriques / , L, A, et * Q . Par contre, la formule de Cartan
(3) nous montre que les expressions de dH different par des quantites
algebriques fonctions des crochets des X., JX.. II en est done de meme
pour δH par (7), ainsi que les commutateurs [Λ, dH] a calculer. q.e.d.

Nous rappelons dans la suite des resultats de Tanaka (aux o pres)
concernant les laplaciens Δ^ = dHδH + δHdH, Δ a = dHd^ H- d^dH, et

aH

H

Proposition 1. (i) Δβ - ΔΈ = i{k - n)5?τ + o(2) sur ΩkQ.
H H

(ii) Δ^ = Δ^'° 4- o(2), e'est a dire que AH preserve les bidegres a des o
pres.

Preuve. (i) On a d'apres (8)
Ad = dHdH + dHdH = («Λ, dH))dH + dH(i[A, dH]) + 0(2),

= iAdHdH - ίdjjAdfj + idHAdH - idHdHA + o{2),

et de meme

ΔΈ = -ihdHdH + idHh5H - ϊdHAdH + ίdHdHA + o(2),

d'oύ

\ ~ A°H = ί Λ ( V " + WH) ~ WHdH + 9HdH)A + 0(2)

= iAi-S'j.V) + L2rτIΛ + o(2) (cf. 6)

= -i[A, L]5?τ + o(2) = i(k - n)£?T + o(2).

(ii) Comme dH = dH + Ί)H + o(\) (cf. 2'), on a clairement AH =

i 0 1 1 ^ 1

1 = d*HdH + dHTH + o(2) = (-/[A, dH])dH + dH(-i[A, dH]) + o(2)

djj -

II en est de meme pour Δ ^ 1 ' ! . q.e.d.

= -iAd2

H + idjjAdjj - idHAdH + id2

HA + o(2) = o(2) (cf. 5).
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En fait, nous allons voir que Δ^ est "presque" scalaire (i.e., modulo
des o) sur chaque ΩFqQ. Pour cela, nous Γexprimons en coordonnees
locales.

Soit {Xk, Yk = JXk} une base orthonormee de Q definie au voisinage

d'un point. On pose Zk = (Xk - iYk)/V2 e Qι>°, Zk = (Xk + iYk)/y/2 e

Q0'1, θk et ΘΈ la base duale associee. Pour α = £ / Jaι jθ1 AθJ e

Ω * β Θ C , o n n o t e

ika = a(Zk , •), eka = θk A a, dka = Σ ( Z Λ . α / f 7 ) β 7 Λ ΘJ ,

ainsi que e^9 ik, d^ les operateurs conjugues. On verifie facilement les
relations suivantes: dkdk - dkdj- ~ idτ, L = iJ2l=ι ekeΈ^ ^ = *Σ*k*k>
dH^Σdkek (=Σekdk)>dH^-Σfyk (= -£'"*%), ^ ^ ^ , oϋ
A ~ B signifie que ^ et 5 sont du meme ordre p avec A = B + o(/?).
A Γaide de ces relations, nous allons montrer la

Proposition 2. On a sur ΩF'qQ:

- - Σ ( ^ + yfc) + ί

Ca/cw/.
Δ 9 W = dHdH + a i/ aff

* - Σ w**/+eA) - Σ ^ ' Λ - Σh

avec

d'oΰ

Or

{ 0 sinon.

On en deduit Σekik =plά sur Ω^'^β et finalement Ad
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On obtient alors les formules desirees pour ΔΛ en substituant ci-dessus
H

idτ = n~ιΣ^dk- dkdj; et Edfo + &ildk = Σ ( ^ ί + γk) L e s resultats
souhaites pour Δ™ ~ ΔΛ + Δ~ s'en deduisent immediatement. q.e.d.

ti aH aH

Les operateurs scalaires - Σ X ^ + Y%) + /AΓ, qui apparaissent dans les
formules, sont bien connus et one ete etudies par Kohn, Folland, Stein,
• . Us sont hypoelliptiques (cf. Kohn [2]) maximaux (cf. Folland-Stein
[3], [5], [9]) pour |λ| Φ n, n + 2, n + 4, . . . . En particulier, on a le

Corollaire 3. Δ^ est hypoelliptique maximal sur Ω?'q pour p et q <
n.

Nous reviendrons sur ce resultat pour etablir la regularite de AQ, lorsque
nous aurons etabli des identites entre les laplaciens AQ et Δ^. Pour cela,
nous allons tout d'abord exprimer les operateurs dQ, δQ et D.

Proposition 4. (i) On a sur /k pour 0 <k <n - 1:

(9) dQ^dH + (n-k+l)-lLδJ

H et δQ = δH,

(ii) et en degrέ n

(10) iτD^S?τ-dHδJ

H.

Preuve. (i) Soit a £ fk avec 0 < k < n - 1, par definition dQa est la

projection orthogonale de dHa sur kerΛ. D'apres A. Weil, il existe des

coefficients as (universels) tels que: dQa = Σs>oasL
sAsdHa (cf. Weil

[14]). Ici Γexpression se simplifie car on a: AsdHa = o(l)a pour s > 2.

Eneffet, d'apres (8): AdHa = dHAa-δJ

Ha+o(\)θL = -δJ

Ha+o(\)θL car a G

f D kerA. Et comme, [A, δJ

H] = 0, on trouve bien: A2dHa = o(l)a.

Pour calculer aχ, on ecrit: AdQa = 0 = A(dH + aχLAdH)a + o(l)a,

avec [A, L] = (n - k + l)Id en degre k - 1. En identifiant les termes de

degre 1, on obtient ax =-(n-k+\)~ι, puis la relation (9) cherchee en

utilisant (8). Enfin, on verifie aisement que: δQ = δH sur ^ k grace a:

[^,Λ] = 0.

(ii) Soit a e fn, alors d'apres le §2, 3\β e Ωn~ιQ tel que: Da =
d(a + θ Λ β). /? est la solution de Lβ = -dHa. Montrons qu'en fait:
β = -AdHa. En effet, on a: LAdHa = ALdHa + rf^α, avec: LdHa =
rf^Lα = 0 car: α e kerΛ = kerL en degre n . On obtient done: iτDa =
Jfj.a + dHAdHa, puis la formule cherchee en utilisant (8). q.e.d.

Nous abordons enfin Γetude des laplaciens AQ .

Proposition 5. AQ preserve "presque" le bidegre, i.e., AQ ~ A°Q °.

Preuve. (i) En degre k < n - 1, on a d'apres (8) et les relations ci-
dessus:
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et
δQdQ - δHdH + (n-k+ \)~ιδHLδJ

H

~ δHdH + (n-k + l)-\LδHδJ

H - dJ

HδJ

H)

~ δHdH + (n-k + \y\LδHδJ

H + dJ

HKdH)

d'oϋ

Δ Q = (n - k)dQδQ + {n-k+ \)δQdQ

+ nSk + 1

LδHδH + LδHδH + MHdHnSk + 1 HδH + MHdH

Or, on a vu que AH ~ Δ^'°. De plus grace a (2'), on trouve

dJ

HdH ~ / ( ^ - dH )(dH + a ff) ~ i(dHdH - dHdH) ~ - r f X ,

ce qui nous montre bien que dJ

HdH et <ί#<^ sont de type (1, 1) a des o

pres. On en deduit immediatement que AQ ~ Δ^' °.

(ii) En degre n, nous commenςons par exprimer les operateurs dQ, δQ,
et ίτD a Γaide de dH, d^, 9 ^ , et d*H. Ces formules nous servirons aussi
dans la preuve de Γhypoellipticite de AQ en degre n. Tout d'abord, on a
d'apres (9)

dQδQ ~ dHδH + \LδHδH ~ dHδH + ^ " ^ + ^ L ) ^

(Π) ^iVi/ + i 4 ( ^ + 4 ) .
rfQjβ - i(dHδH + J ί 4 ) ' c a r Lr^π = ° = k\r -

D'autre part, on utilisera D*D = £>*(& Λ iτD) = (iτD)*(iτD) avec (10).
Nous rappelons enfin que

4 = J~ld

HJ * i(βH ~ 9H) > δH = J ' \ J * WH -

Nous deduisons aisement de ces relations les identites voulues

(iTD)u ι^idHd*H, (iτD)-lΛ~-idHd*H,
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avec dHdχ ~ -d^dH et d*HdH ~ -d#^# comme on le voit en develop-

pant Δ^ ~ ( Δ ^ ) 0 0 . Nous sommes maintenant en mesure de calculer:

Δ2

Q'"2 ~ (dQδQ)l'-l(dQδQ)1'-1 + (iTD)'l--l(iTD)1'-1

= o(4) car 8^ = 0(

De la meme faςon, on trouve

i(dHTH - dHd*H))

avec

et de meme

V X ^ ; - -^a^a; = 0(4),

par contre

-dHd*HdHd*H ~ -dHd*H(dHd*H + fl^F^)

- ~^H^*H^d — ~Ί^H^*H^H (C^ Proposition 1)

et de meme

-dHd*HdH~d*H ~ - ( d ^ + ̂ HdH)dHTH ~ -ΔdHdHTH ~ -jΔHdHd*H.

En reportant ceci, on obtient bien Δ^' - 1 = o(4). Par conjugaison, on aura

aussi Δ~ 2 ' 2 = Δ^ 1 ' ! = o(4), et finalement Δ^ ~ Δ^'°.
(iii) Le resultat en degre > « +1 peut se deduire des calculs precedents.

En effet, on verifie aisement que ΔQ* = *Δ β oϋ * echange Ωf^Q Π

kerΛ = ί /
p ' < 7 et flAtf^'^nkerif/""*'""'. q.e.d.

Nous approchons de notre but "comparer" les laplaciens AQ et Δ^
pour essayer de deduire Γhypoellipticite du premier de celle du second.
Cette methode est sans doute assez artificielle. Elle a cependant Γavantage
de pallier Γabsence d'expression locale simple, c'est a dire scalaire, pour
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AQ, en dehors bien sϋr des 0 formes, mais aussi des (n, 0) et des (0, n)
formes comme nous le verrons plus loin.

Precisons tout d'abord le critere de "comparaison" des laplaciens que
nous emploierons. Si A et B sont deux operateurs differentiels lineaires
(O.D.L.) definis sur un fibre vectoriel de base la varietέ de contact, on
posera A > B si il existe un O.D.L. P tel que A~B + P*P. L'utilite de
cette notion reside dans la

Proposition 6. Si A > B > 0, alors Γhypoellipticite maximale de B
entraϊne celle de A.

Ceci est en fait une application d'un critere d'hypoellipticite dϋ a Helffer
et Nourrigat (cf. [5]) concernant, en particulier, les O.D.L. (et les systemes
dΌ.D.L.) definis sur les groupes de Heisenberg. Soit P : (C°°{H2n+ι))m ->
(C°°(H2n+ι))1 un tel operateur d'ordre k. On lui associe en chaque point
x0 un operateur tangent invariant par translations a gauche, Pχ , puis sa

partie homogene d'ordre maximal k, P* .

En pratique, on exprime P sous la forme P = Σιαι<α a

a(
x)Xa ? °u l e s

Xa sont des monόmes en les champs de vecteurs invariants {Xk, Yk =
/ I J K K n deja rencontres, et aa(x) des matrices / x m a coefficients

variables. Alors, on a P^ = Σ | α | = ^ ^ α ( ^ 0 ) χ α

Soit Π une representation irreductible de H2n+ι. On note Π(P) Γimage

de Pk

χ par la representation adjointe de Π restreint a { m 1

oύ c5̂ j designe Γespaces des vecteurs C°° de Π.
Concretement, S^n s'identifie a Γespace note S^(Rn, C) des fonctions

complexes a decroissance rapide sur Rn , et Π est equivalente, soit a Π f l f e ,

a,b eRn telle que

π β i , T O = iak, naib(γk) = ibk9 naib(T) = o,

ou a Πλ, λ e R* avec

k = a.
Helffer et Nourrigat demontrent que P est hypoelliptique maximal en x0

si et seulement si Π(P) est injectif pour toute Π non triviale.
II ressort de sa definition que le "passage au symbole" P —• Π(P) verifie

de plus les proprietes suivantes:

Π(A) = Π(B) si A~B, Π(AB) = Π(A)U(B), et

si S^(Rn, C) est muni de la norme standard: (f,g) = /R» f.~g. La propo-
sition voulue s'en deduit immediatement, si on a tout d'abord pris soin,
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grace au theoreme de Darboux, de se placer par une transformation de
contact dans le cas oύ la variete de contact est le groupe de Heisenberg.

Illustrons le critere obtenu en Γappliquant a Δ^. Nous reprenons des
notations deja utilisees, i.e., choisissons localement une base orthonormee
{Xt, Yt = JXt} de Q, et travaillons dans la trivialisation de Ω*Q qu'elle

induit. Pour / € C°°(Af), et a = E « 7 jθ1 Λ ΘJ e Ω*β, on pose

n

Aκf = - Σ ί ^ i + ι̂ ϊf (c'est le laplacien de Kohn)

II est tres facile de demontrer, en utilisant le critere dΉelffer et Nourrigat,
Γhypoellipticite maximale de Δ^. Celle de Δ^ sur Ω?qQ avec p et
q < n, decoule alors simplement de Γinegalite suivante:

(13) n*H**κ

Demontrons la. Nous savons deja par la Proposition 2 que

et

d'oϋ

nAH - Aκ ~ (" " 1 + P - Q) Σ d Λ ~ (" " ι + 9 ~ P) Σ

Soit

nAH ^ Δ^ + P*P

avec

oύ λ\ 0 = n-\+q-p et λl χ= n-l+p-q. q.e.d.

N i l i l i l f Γh

v
Nous enonςons maintenant les inegalites clefs de Γhypoellipticite de

Proposition 7. (i) (n-k + 2)Δβ > (n -k)(n-k + 1)Δ^ ŵr ^ f c

< « - 1 .
(ii) 4Δβ > A2

H sur ^ ^ pour p + q = n avec p et q < n.
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(iii) Δβ ~ (Aκ + i(n + \)dτf sur fn'° (resp. (Δκ - i(n + \)dτf sur

(iv) Les formules ci-dessus sont valables en degre complέmentaire en
remplaςant k par 2n+ 1 -k.

En bidegre Φ (n, o) et (o, n), Γhypoellipticite maximale de Δ^ en-

traine done celle de AQ. En ce qui concerne Pn+ι = Aκ+i(n+l)dτ, et son
conjuge P_n_x, bien que n'etant plus positifs, ils restent hypoelliptiques
(cf. Folland, Rothschild et Stein [3], [9]).

Pour le voir en utilisant le critere d'Helffer et Nourrigat, on commence
par verifier l'identite d^Pn+ι ^ Pn_xd^ pour 1 < k < n {d^Pλ ̂  Pλ_2^
en general). Ensuite, au niveau d'une representation Π (cf. critere), si

n(Pn+i)f = ° a l 0 Γ S Π ^ - i ) 1 1 ^ ) / = ° O r ' pn-ι e s t hypoelliptique
car > Aκ/n (cf. preuve de (13)), d'oύ Π(<^)/ = 0. En ecrivant Pn+ι -

« ~ 1 Σ ^ - ( 2 + « " 1 ) Σ ^ % a v e c ~dk -tf'ontΓ0uvealors π(dk)f =
0. Finalement Π{X)f = (NX e Q, d'oϋ Γon tire facilement / = 0.

Passons a la preuve de la proposition, (i) On introduit sur fk Γopera-
teur suivant:

Cette nouvelle combinaison de dQδQ et δQdQ ne conserve plus les bidegres
a des o pres. Cependant, nous allons montrer que

En effet,

Δg ^ (n - k + 2)(dHδH + (n-k + 2)-χLδJ

HδH)

+ (n - k + l)(δHdH + (n-k+ \)~lδHLδJ

H) (cf. Proposition 4)

*i{n-k+ l)(dHδH + δHdH) + dHδH + δHLδJ

H + LδJ

HδH

Or on a

(Vif - 4<) 0 > 0««βj,+5«)(«;+K) - »"(f«_- »»)'(^
- WΉ + 9H9H ~ WΉ - dHd*H = 0(2)

et

{δJ

HδH + δXΓ1'-1 ~ (i(d*H - VH)(p H + 5^)

; 5 ;
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Finalement,

°^° (cf. Proposition 5)

« - k)dQδQ + (n-k+ l)δQdQ)°

~ (n - k)(A'Q)°'° + 2(n-k + l)(δQdQ)°'°

~(n-k+l)[(n-k)AH+2((d1/)*(dι

Q'°)HdQ'1ΐ(d0

Q'1))),

soit
(n - k + 2)Δβ > (n -k){n -k+l)AH.

(ii) On a en degre n:

AQ ~ A°Q° ~ ( ( r f^ 2 0 0

En developpant, on trouve:

Δ Q ^ ( ύ f β < 5 e ) 0 °( ί/Q<ϊβ)0 0 +
k=-\,\

+ Σ ({iM'~k)\iM'~k

fc=-l,0,l

avec
2(dQδQ)°'°cAH d'apres(12)

d'ou
4 Δ β > Δ 2

/ .

(iii) En bidegre (n, 0), nous allons exprimer tous les termes du develop-
pement de AQ figurant ci-dessus. On a tout d'abord:

Δ^ ~ Ad + Δ^ ĉ  2Δd en degre n (cf. Proposition 1).

Soit en fait Δ^ - 2dHd^ car ^ = 0 e n bidegre (/i, 0) (Ωw+1 °Q = 0).
D'autre part:

{{iTD)u~l)\iTD)u-X - ( - / V ; ) ( i V ; ) (cf. 12)

= o(4) car 9 ^ = 0 en bidegre (n, 0).

On trouve de meme:

((dQδQΫ'-l)*(dQδQ)l>-{ - ( f l X J ί β X ) = o(4).

Quant a:

({iτDΓι'ι)*{iτD)-ι>1 ~ ((dQδQyι ιndQδQ)-1'1 = ( β / f f ) ( β χ )

-d

H(d*H®H+^Λ)dH caτd*H = O sur Ω"~''°.
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or, d'apres la Proposition 2: Δg ~ Ad + i&τ sur les n - 1 formes, d'oύ

II nous reste a voir:

(iτD)°>° ~&τ + i(dHTH - dHd*H) ~&τ- idHd*H.

Recapitulons:

AQ * (dHdH)2 + (-^T + i9Hd*H)(^τ - idHd*H)

Soit

ΔQ c- (AH H- /«5^)2 avec Δ^ ~ Δ^ + /w-2^ en bidegre (/ι, 0)

(cf. Proposition 2).
(iv) Les identites cherchees en degre > n + 1 se deduisent par conju-

gaison suivant * de celles deja obtenues. q.e.d.
L'expression particulierement simple de AQ obtenue en bidegres (n, 0)

et (0, n) peut se retrouver de faςon moins mysterieuse en considerant les
deux operateurs

P± = dQδQ±in+l*Di

,2 _ 2

Us sont autoadjoints et verifient: Δ β = P = P , somme il resulte des

identites D* = ( - l ) π + 1 * D * et * 2 = 1 rencontrees plus haut. P + et P~

ne preservent pas les bidegres mais seulement des paires fp'q ^^p+l'q ~ ι

Plus precisement, on montre la
Proposition 8. P+ (resp. P~) conservent a des o pres les espaces

~X+2k,n-X-2k ^λ+lk+l ,n-λ-2k-\

oil k € Z et λ = {n + \){n + 2)/2 + 1 (resp. (n + l)(π + 2)/2).
Demonstration. On note tout d'abord que *Z> = *(θΛiτD) = *Q(iτD).

Comme kerL = kerA en degre n, on a: ^ n = ίτ<f
n+λ, et finalement

/ Γ D est a valeurs dans <fn = ΩnQ n kerΛ. Sur de telles formes, * Q

s'ecrit simplement (_i)Λ("+ 1)/ 2c oύ Cα = E ^ " ^ j ( 7 (cf. Weil [14]). II
en resulte grace aux formules (12) que Γon a sur <fv'q :
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(p+y1'1 =- (i + {-\fn+m+2)l2+q)dHd*H,

avec des formules analogues pour P~ en remplaςant q par q + 1. Le
resultat en decoule immediatement. q.e.d.

Comme ^ r ° ' π + 1 = jm+\,o = Q5 i a proposition nous montre que les
^" '° et ^ 0 > π sont preserves (a des o pres) par P+ ou P~ , suivant «.
Ceci nous justifie Γexistence d'expressions plus simples pour AQ sur ces
bidegres extremes comme carres parfaits d'operateurs scalaires.

DEUXIEME PARTIE
COMPLEXE DE CONTACT ET COURBURE

1. Recherche (Tune connexion adaptee au complexe de contact

Nous disposons maintentant d'une nouvelle notion de forme harmon-
ique sur les varietes de contact. Nous allons en proposer une application.
Celle-ci consiste a obtenir des theoremes d'annulation de la cohomologie
en fonction de la positivite d'une courbure. Cela repose classiquement sur
Γutilisation de formules "a la Weitzenbόck" liant laplaciens des formes,
connexion et courbure.

La connexion utilisee devra naturellement posseder la meme hoψogene-
ite que ΔQ, a savoir, ce qui nous a motives jusqu'ici: Γinvariance sous

des changements de metriques adaptees gθ = θ2 + dθ(-, /•) en gkθ =

k2θ2 + kdθ(-, /•) oϋ k est constant. Une telle connexion V doit done

verifier Vg = 0 et V02 = 0 ( ^ V(9 = 0).
La connexion de Levi-Civita ne possede pas cette propriete. En effet,

Vθ = 0 implique VχY G Q pour tout X, Y e Q. En particulier, la
torsion de V, notee Tor, ne peut etre nulle, car on obtient sur Qx Q:

θ{Ύoτ{X, Y)) = θ{VχY-VγX-[X, Y]) = dθ(X, Y).

Cette condition n'est pas suffisante. En fait, on calcule pour toute connex-
ion gθ metrique:

2(VXΘ)(Y) = dθ(X, Y) - θ(Ύoτ(X, Y)) - (Tor(Γ, X), Y)
( * } - (Tor(Γ, Y),X)- {J{&TJ)(Y), X),

oύ X et Y sont quelconques et (&TJ)(X) = [Γ, JX]-J[T, X] designe
la derivee de Lie de la structure complexe suivant le champ de Reeb.
Ce tenseur mesure aussi la deformation de la metrique par le flot de T
puisque
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On verifie d'autre part sans peine que Γon a VX, Y:

(J(&TJ)(X), Y) = (J{&TJ){Y), X).

Par consequent, en decomposant (*) en partie symetrique et antisyme-
trique pour X et Y, on trouve que V0 = 0 si et seulement si:

θ(Toτ{X, Y)) = dθ(X, Y)

et X ι-> Tor(Γ, X) + \J(&TJ)(X) est antisymetrique pour ^ .
Suivant Webster, Tanaka et Tanno [12], [14], [13] nous choisissons celle

verifiant:

Tor(X, Y) = dθ{X, 7 ) Γ pour X, 7 e β

et

Tor(7\ JΓ) = -\J{&TJ)(X).
II est assez penible mais pas difficile de montrer que cette connexion
preserve la structure complexe, i.e., V/ = 0, lorsque / est integrable,
i.e., [ β 1 * 0 , β 1 > 0 ] C β 1 > 0 . (En general, elle verifie toujours VTJ = 0
tandis que (VχJ)(Y) pour I et 7 dans β est fonction du tenseur de
Nijenhuis de la structure complexe). C'est en fait, d'apres Webster [13],
Γunique connexion metrique preservant θ et J dont la torsion Tor(Γ, X)
verifie T o r ( Γ , / ^ ) = -/Tor(Γ,Z),c'est-a-dire: Tor(Γ, β 0 1 ) c β 1 0 .

Nous nous plaςons dans la suite sous Γhypothese d'integrabilite de / .
Cette condition n'est certainement pas cruciale ici, mais elle a Γavantage
de limiter raisonnablement les calculs tensoriels necessaires ensuite. Nous
allons devoir en efFet "chasser les o" des formules de la premiere partie.

Dans la suite, on appellera structure pseudohermitienne, la donnee sur
une variete de contact, d'une forme de contact θ, d'une structure com-
plexe integrable / et d'une metrique associe g = θ2 + dθ(-, /•) (cf. [8],
[14]). Une telle geometrie apparaϊt naturellement sur les hypersurfaces
strictement pseudoconvexes de C" .

2. Theoremes d'annulation pseudohermitiens

Soit M une variete de dim 2n + 1 munie d'une structure pseudoher-
mitienne. Nous cherchons un critere d'annulation de H (M R) pour
k < n.

Pour obtenir ceci en geometrie riemannienne, on part d'une formule de
Weitzenbόck liant laplacien de Hodge-De Rham et laplacien de la con-
nexion, a savoir: Δ = V*V+ courbure. On Γapplique alors a une forme
harmonique a en ecrivant:

0 = (Aa, α) = IVα|2 + (courbure a, a).
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On en conclut que a = 0 si la forme quadratique (courbure α, a) est
definie positive.

Nous voulons transcrire cette methode dans le cadre du complexe de
contact et de la connexion pseudohermitienne. II nous faut pour cela aban-
donner la forme d'equation de Weitzenbόck decrite ci-dessus. En effet, le
laplacien de contact AQ n'est pas scalaire modulo des o, contrairement a
V*V. Nous allons, comme dans la premiere partie contourner ce fait en
comparant AQ a Γautre laplacien Δ^ qui, lui, est scalaire (modulo o), au
moins pour chaque bidegre. Pour cela, il nous suffira d'expliciter Γinegalite
AQ > KAH (K constante) obtenue dans la premiere partie (Proposition
8). Nous pourrons ecrire: AQ = KAH + P*P + Rχ oύ P est un operateur
de degre 1 et Rχ est algebrique. On ne peut cependant deduire de critere
d'annulation de cette formule car a ι-> (Rχa, a) se trouve etre une forme
quadratique "sans signe" au sens que (R{Ja, Ja) = -(Rχa, a). Pour
conclure, il nous faudra deliver une derniere formule de Weitzenbόck-
Tanaka pour Δ^.

Passons maintenant a la preuve. Nous devons identifier les o de cer-
taines formules "aprochees" de la premiere partie. Heureusement, les cal-
culs necessaires decoulent de quelques expressions elementaires que nous
allons reprendre.

Tout d'abord, puisque / est integrable, on a d'apres (2):

(14) dH = dH+^H'

D'autre part, en utilisant pour a eΩ, Q <g> C,

k
9 \( Y Y \ X ^ / γ XT' Y Λ Y \
γ(X)yΛ.Λ , * * , Λ*u) — — / ^H^I ? ' * ' J l^ ? -^iJ 5 " * " > k)

τa(xl9 " ,xk))9

on verifie facilement que:

(15)

et

oύ Π 1 0 et Π 0 1 designent respectivement les projections de Q<8>C sur

Qι'° ctQ0'1.

En developpant d2

H = -LSfτ, on obtient alors:

(16) d^ = -LSf'~ι et
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Lemme 9. Identites "kάhleriennes".

(17) [A,dH] = -δJ

H et [A,dJ

H] = δH.

Demonstration. On se place en m e M. II suffit d'apres la preuve de
(8) de trouver une trivialisation locale de Q par des avecteurs {Xχ, Yχ =
JXχ, , Xn, Yn = JXn) orthonormes et dont les crochets en m sont
colineaires a T. Pour en obtenir une, on part d'une base orthonormee
{Xχ, JXχ, , Xn, JXn} . Nous la prolongeons ensuite sur un voisinage
par transport parallele le long, par exemple, des geodesiques issues de m.
Les vecteurs obtenus {Xχ, Yχ, , Xn , Yn} sont bien orthonormes, dans
Q et verifient Y. = JXt car la connexion pseudohermitienne est metrique
et preserve θ et / . D'autre part, on a clairement en m VχY = 0
pour tous les X, Y du repere. On y obtient alors: 0 = VχY - VγX =
[X, Y] + Ίoτ(X, Y) d'oύ [X, Y] = -dθ(X, Y)T. Un tel repere est
qualifie de normal en m dans la suite, q.e.d.

Ces nouvelles identites nous permettent de reprendre les calculs des
expressions "approches" de la premiere partie. Nous allons tout d'abord
determiner les parties de Δ^ et ΔQ qui ne conservent pas les bidegres.
On obtient facilement en suivant la preuve de la Proposition 1:

(18) Δ ^ - Δ ^ ° = i(d2

H - d2

H)A - iA(d2

H - d2

H).

En fait, pour Γapplication que nous allons en faire, seul nous interesse
(Δ^α, α) pour α G <fk = ΩkQΓ\ ker Λ. On trouve alors, en utilisant (16)
et [A, L] = n-k:

oϋ on a pose, pour α e fk , Rχa = i(J^'~l -Sf~lΛ)a. D'apres (15),
on peut aussi ecrire, pour Xχ, , Xk e Q:

k

Rχa(Xχ, . ,Xk) = -Σ<*(Xi>'" , / T o r ( 7 \ * ; ) , • • • , Xk)

(19) i=\

i=\

De plus, on a clairement RχJa = -JRχa, et en particulier:

{Rχ{Ja),Ja) = -(Rχa,a).

Exprimons maintenant AQ-A°Q° . En reprenant les demonstrations des
Propositions 4 et 5, on obtient:

(20) Δ Q = (n - k)AH + n

n_~k

k

+1LδJ

HδH + δHδJ

H + AdJ

HdH.
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De nouveau, nous nous interessons seulement a ((ΔQ — Δ^' )α, a) pour

aejrk = Ω^βnkerΛ. II nous suffit alors d'exprimer dJ

HdH-(dJ

HdH)1'x =

-i{d^j - dH) pour obtenir, a Γaide des calculs precedents:

(21) ((Δfl - Δ £ V *) = ( * - k){n -k+ l){Rχa9 a).

En ce qui concerne ΔQ' , il decoule de la Proposition 7(i), associee aux
identites kahleriennes (17) que Ton a:

n-k + 2\ 0,0 , / u o , o 0 / , i , o λ * ,1,0 ~, ,o,κ* ,o,i
- f c + i j Δ e =(n-k)AH +2(dQ ) d

Q +2(dQ ) dQ .

II nous reste a exprimer Δ^'° a Γaide de la connexion pseudohermitienne.
Lemma 10 (Formule de Weitzenbόck-Tanaka sur Ω^'^Ω).

oil on a decompose V e « V 1 ) 0 = Vπi,o etV°'ι= Vπo,i ,etR2, algebrique,

est une "trace" de la courbure pseudohermitienne decrite plus loin.

Remarque. N. Tanaka demontre une telle expression pour Ad lorsque

J5?TJ = 0 dans [12, Proposition 12.5]. La preuve est cependant formelle-

ment identique dans le cas present.
Preuve. Reprenons les calculs de la Proposition 2, en cherchant tout

d'abord les equivalents geometriques des operateurs dk et dτ qui y sont
decrits. Choisissons localement un repere {Xk, Yk = J^jc}ι<ιc<n normal
en m (cf. preuve de (17)). On pose alors:

7ϊ{XiY) e βl'° z =Zk = 7ϊ{Xk~iYk) e β l

ainsi que θk, θk la base duale associee.

On note de plus, pour a = ]jζ7 3 α 7 jθ1 ΛθJ

eka = θ Λ α et z^α = ^(Z^ , •),

on a en m, V z 0 ; = 0 Vί, j . Nous pouvons done ecrire

z Σ { k i y AΘJ.

D'autre part, les crochets de Lie en m des vecteurs choisis sont colineaires
a T. Par la formule de Cartan (3), on obtient alors:
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Cette derniere expression, tensorielle en Zk est alors valable dans un voisi-
nage de m, i.e.,

pour tous les choix de reperes orthonormes Zk. On en deduit: d^ =
-ΣV*kik . II est par ailleurs facile de montrer que (VΛ)* = -Vk en m.
On a done finalement au voisinage de m:

Enfin, on a en m: [Zk, Zz] = iδklT, d'oύ Γon tire les relations de
commutations:

(24) VFVf - VtVΈ - δk,ViT = R(ZΈ, Z,).

Nous pouvons maintenant exprimer Δ^'° sur Ω?'qQ. Tout d'abord,

on a: A°^° = Ad -hΔ^ puisque dH = dH+dH. En suivant la Proposition

2, on obtient:

Ad = dHdH + dHdH

= - Σ^ z ' / v ) t V 7 - Σ ^ / ^ V 7 V * e n m

avec ly^ + ekiι = δkι, d'oύ

/) - Σ V Λ
>fc)) - Σ V Λ

soit:

\ Ξ P v / r + ( v l 'Vv 1 ' ° + X;^//i{(/5 jk) (tensoriel).

On trouve de meme

D'autre part, il decoule de (22) que Γon a:

n V/r = Σ vΈvk - vkvτ - R&>k) e n m *>

soit:

(25) ϋV^s-ίv ' Vv' + ίv ' ^ V ^
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On obtient bien finalement la formule (23) cherchee:

avec:

(*) R2 = ^2 (e^iRO, k)+ e£ijR(l, k))+ -—- ^ R(k,k)
\<k,l<n \<k<n

pour tout repere orthonorme Zk .

Remarque. R2 est autoadjoint d'apres (23). Pour mieux le voir, on

transforme un peu son ecriture (*). Notons I? 1 ' 0 et i? 0 ' 1 les deux

operateurs definis sur Q <g> C par

( , ) ° V et J ? 0 ' V
k=\ k=\

Par extension, on pose pour a e Ωk ® C et Vχ, , Vk e Q:

et de meme R0'1. II est facile de voir, en utilisant la symetrie i?(7, l)k =

R(Ί, k)l (cf. [12], [14]), que 1^(7, k) = i?(7, fc)i7 - iΛ ( 7 / ) f c , et d'autre

part: - ^ I^^RΓI i)k ~ ^ l ' ° En reportant ceci dans (*), on trouve

finalement:

R2 = Σ,(ekR0, k)it + eΈR{l, k)iΊ)

Nous pouvons maintenant enoncer le critere d'annulation voulu:

Theoreme 11 (Critere d'annulation de Hk(M,R), k^n,n + l)

Hk(M, R) = 0(k<n) si onaVae f

({R2 + (n-k + 2)Rx)a, α) > 0.

La preuve decoule immediatement de Γapplication des formules de

Weitzenbόck (21), (22), et (23) sur une forme harmonique.

En fait, on a R2Ja = JR2a et R{Ja = -JRχa\ la condition de

positivite obtenue peut done aussi s'ecrire:

e'est-a-dire que R2 doit, en quelque sorte, contrόler R{.
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Essayons d'expliciter cette condition en degre 1. Tout d'abord, on a

d'apres (19): Rχ = -\£?TJ. Rχ mesure done la deformation suivant

le flot de Reeb de la structure complexe et de la metrique (cf. §1). En

particulier, Rχ = 0 si et seulement si ce flot est riemannian. Quant a

R2, son expression par (26) se simplifie sur les 1-formes a puisqu'on

a V/, k e [1, /i], R{Ί, k)ika = 0 = R(l,k)ija (R n'agit pas sur les

fonctions). On obtient alors sur fx ~ ΩιQ:

Ja =

R2 peut en fait s'interpreter comme une "courbure de Ricci" suivant le
champ de contact. Notons pour cela a* £ Q le vecteur dual de a, i.e.,
verifiant g(a*, V) = a(V) VF e Q. On verifie alors, en utilisant de
nouveau la symetrie i?(7, l)k = i?(7, k)l (cf. [12], [14]), la relation:

^ ( i ? 2 α , a) = J2K{a\ X() + K(o? ,

(27) / 1

= RicciQ(o;*, α*) + RicciQ(/α*, Ja*),

oύ K(U9 V) = (R{V, U)U9 V) designe la courbure sectionnelle du plan
(U9V).

3. Cas oύ la torsion R{ est nulle: flots transversalement kahleriens

Nous allons maintenant montrer comment le cas limite du theoreme
d'annulation R2 > 0 = R{ peut se retrouver dans le cadre de la geometrie
riemannienne. Nous savons que lorsque R{ = 0, la structure complexe, la
metrique mais aussi la connexion pseudohermitienne et sa courbure sont
invariantes par le flot de T. II est alors naturel de considerer Γespace
N = M/(T) des orbites de ce flot. Afin que N soit muni d'une structure
de variete nous supposerons de plus que toutes les orbites sont fermees
et de meme periode. M s'interprete alors comme un fibre en cercles sur
la variete kahlerienne N. On note π la projection de M sur iV. Nous
allons identifier les formes ί/g-harmoniques de M grace a la

P r o p o s i t i o n 1 2 . On a, pour k <n:

Aa = 0}

= π*{a e AkN,
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Demonstration. On note respectivement ^ , ^ R , et π*<%*N Λ ces
trois espaces.

On commence par montrer que %?Q c ^ R pour k < n. L'egalite

resulte alors de d i m ^ = d i m ^ R = aim Hk{M, R). On sait, grace

aux identites (15), (16), (18), et (20) que Δ^ = Δ^° et AQ = Δ°'°

lorsque £?TJ = 0 = Tor(7\ •). On deduit alors de (22) que Δ β α =

0 entraϊne AHa = 0. En fait, puisque Δ^ preserve le bidegre, cha-

cune des composantes oP'q e fp'q de a est harmonique, i.e., verifie

dHoF'q = 0 = δHoP'q. En decomposant dH et δH, on obtient alors

dHa = dHa = d^a = dHa = 0, i.e., Δa α = 0 = Δ^ a . On trouve de plus

en reprenant la Proposition (cf. 1 partie): Ad - Δ ^ = i(k-n)£?τ, d'oύ

finalement o2^α = 0. II ne reste plus qu'a exprimer d et δ en function

de dH et ί H . On verifie facilement:

(28) dH = projker/ d = d-θ Λiτd = d-Θ Λ^τ

et

(29) ^ = projker/ δ = δ-ΘMτδ = δ-θΛA,

car ι Γ ί + ί/Γ = Λ est la relation adjointe de d(θΛ-) + θΛd = L. On en
tire bien δa = da = 0.

En conclusion, on a vu en degre k < n que les formes harmoniques
sur M sont dans / , i.e., verifient iτa = Aa = 0 et sont invariantes
par le flot de Γ. Ce sont done bien les "pullbacks" par π des formes
harmoniques primitives de N.

On se place maintenant en degre n et on considere une forme α G / β .
II est bien connu en geometrie riemannienne que les formes harmoniques
sont invariantes par les flots riemanniens (cf. Goldberg [4]). Nous allons
montrer qu'il en est de meme ici, e'est-a-dire ^fτa = 0.

En effet, le flot φf engendre par T est une isometrie, i.e., .(φf)* =

{φj)~ι = φ^T. Par consequent, saderivee S?τ = lim/_+ 0(^ r

Γ-Id)/ί verifie

&* = -&τ. On deduit alors de LS>T = 3>TL que AS?T = &TA. Comme

de plus, S?τiτ = iT&T (= iτdiτ), -2^ preserve les espaces fk du

complexe de contact. D'autre part, on verifie facilement que £?τa est

Δg-harmonique. Exprimons grace a (10):

SfjOL — ijDoί + dHδ'Ha = dgό^a.

SfjOL est finalement le representant harmonique de la classe de a?Q-coho-

mologie nulle et on a done bien: S?τa = 0.
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Les identites des Propositions 5 et 7 deviennent ici des egalites car dies

dependent des formules elementaires dχ~~dH = o(2) et [dH, Λ] ~ -δJ

H

qui sont ici exactes (cf. (16) et (17)). On a en particulier sur fn :

A A 0 ' 0

On en deduit que ΔHa = 0, d'oύ par (28) et (29):

da = dHa + θ Λ Jg^α = 0

et

δa = δHa + θ Λ Λα = 0,

c'est-a-dire a e ^ R . On conclut alors de la meme faςon que lorsque
k < n.

Nous revenons sur Interpretation du critere d'annulation. Nous savons
desormais que Hι(M, R) = Hι(N9ΈL). Par consequent, Hι(M,R) = 0
si la courbure de Ricci de N est positive. En fait, cette condition est la

rr

meme que celle obtenue en utilisant la connexion pseudohermitienne V
et le complexe de contact de M.

En effet, on verifie que V^ est le "pullback" de la connexion V^ de

Levi-Civita de N i.e., V%Y eQ V I et F et πV*Y = V*χπY. Cela

resulte de la caracterisation de V^ comme unique connexion preservant

gΪQ, θ et de torsion Tor(Γ, X) = S?TJX = 0 ici. On en deduit alors

facilement que πRH(X, Y)Z = RN(πX, πY)πZ . La positivite de Ricci

V est done equivalente a celle de R7.

4. Theoreme d'annulation pour Hι(M, R) en dimension 3

Nous allons maintenant chercher un critere d'annulation de Hι en di-

mension 3 en utilisant de nouveau connexion et complexe de contact. Nous

savons deja que lorsque le flot de T est riemannien et engendre un "bon"

quotient, la positivite de R2 entraϊne Γannulation de Hι (cf. ci-dessus).

II s'agit dans le meme esprit qu'en degre k < n de savoir si ce resultat

subsiste si 3*TJ est "petit" devant R2. Nous traitons le cas de Hι en

dimension 3 separement car le laplacien a etudier ΔQ = {dQδ^)2 + D*D

est a priori d'ordre 4. En fait, nous avons vu a la fin de la premiere

partie que AQ admet des racines carrees. Plus precisement, Γoperateur
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P = dQδg - *D est autoadjoint, verifie AQ = P2 et preserve le bidegre
modulo des o (cf. Proposition 8).

Exprimons P a Γaide de la connexion pseudohermitienne. Tout d'abord,
on obtient en reprenant les formules (10) et (11):

avec dQδQ = \{dHδH + δJ

HdJ

H) et iτD = 3*τ - dHδ3

H. On developpe

ensuite ceci suivant les bidegres pour trouver:

?τ se decompose a son tour en (ΛS^) 0 ' 0 = JVT et

(J&τ - (J£?τ)°'°)a = /α(Tor(7\ •)) (cf. 15)

= -R{a (cf. 18).

Quant a Δ^'°, les formules (23) et (26) nous donnent:

Δ^ = 2(V ) V sur Ω , et Δ f f = 2(V ) V sur Ω .

Nous avons done obtenu la formule de Weitzenbόck suivante:

oύ Γon note, pour α G ΩιQ 0 C,

et

^ - - . 1 , 0 1 , 0 , _ 0 , l 0 , 1

V+α = V a + V a

_ _ _ l , 0 0 , 1 , _ 0 , l 1 , 0

Nous transformons un peu cette formule de faςon a y faire apparaitre la
courbure de Ricci: R2 = -iR(l, 1)/ = R(Y{, Xχ)J. Pour cela, on sait
par (25) que

Γ = -V^V+ + VlV_ - R2.

On obtient alors pour P une famille de formules de Weitzenbόck depen-
dant de λ G R:

(30)λ P = (2 - + +

Comme on ne peut a priori contrόler le signe (JVτa, a), cette formule
ne fournit pas directement de critere d'annulation, meme lorsque R2 > 0
et R{ = 0 . Autrement dit, P est toujours un operateur "sans signe".
Cependant, nours avons vu que si R{ = 0 = &TJ les formes harmoniques
a verifient Sfτa. — Vτa = 0. Dans ce cas (30) χ par exemple, nous montre
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bien que Hι(M, R) = 0 si R2 > 0. Nous voulons adapter cette methode
lorsque S?TJ Φ 0. Pour cela nous allons contrόler, pour a harmonique,
JVτa en fonction de 3*TJ, V Q α, et VQJΐ?τJ, i.e. une derivee covariante

horizontale de 5fΎJ. Tout d'abord, o n α : 0 = iTDa = £?τa-dHδJ

Ha d'oϋ

On peut alors majorer 3*TOL en posant:

μ S > | 2 = \dQ(δJ

Ha)\2 = (δQdQ(δJ

Ha),

avec:
= [ ί β , ^ Γ ] α car 5 ρ α = 0

puisque [δQ, oŜ *] = 0 comme il decoule de dQJϊ?τ = ^fτdQ

On sait de plus que £?τ = VΓ + / ϋ j (cf. plus haut) d'oύ

£?* = -VΓ -RχJ = -Vτ

et finalement
e^J. "I" o^j, = ΔJ Rγ .

On a done
α = 2δQJR{a

ιavec: 5Q)8 = (V z ^){XX) + (V y)8)(r i) pour jί e ΩιQ et ^ , Yχ = JXχ

orthonormes; d'oύ Γon tire: \δQβ\ < |VQjS|.

On en deduit:

αl < 2|V f l/Λ,α|

< 2(1/1,1^01+ |Ve JR,||α|)

Finalement, on obtient:

\J?τa\2 < ZlVβαKIΛ.HVgαl + IV

et, sans chercher a optimiser, on trouve

puis, Γestimee voulue de contrόle de |VΓα| = |(-2^ - JRχ)a\:

\Vτa\ < \R{\\a\ + V ^ Γ ^ V g α l + (IVβΛJIVβαHαl)1'2).

Nous la substituons dans (30)χ en supposant par homogeneite que |α| =
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1, on obtient alors:

(Pa, α) = IVQa\2 + 2{JVτa, a) + (R2a,a)-(Rχa, a)

> | V ρ α | 2 -

Nous cherchons une condition portant sur \R{ | , |V Q R { | , et R2 assurant

la positivite de Γexpression ci-dessus quel que soit |V Q α|. Nous voulons

de plus que celle-ci soit invariante pour des changements de metriques

adaptees gθ = θ2 + dθ(-, /•) en gkθ = k2θ2 + kdθ(-, /•) comme Test

celle deja obtenue pour Γannulation de Hk(M, R) lorsque k < n. On

voit facilement que sous ces transformations, on a: \R{\ —> \R{\/k, R2 —•

R2/k, \VQR{\ -> \VQRx\/k3/2, et |Vα|2 -> |Vα|2/fc pour α de norme 1.

Nous allons done chercher une condition du type: R2 > \R{\ et

\VQRX\
2^ . Pour cela, on minore:

-2( |V f iΛ,| |V βα|) 1 / 2 = - ^ ^ ^ 1 7 2

et finalement:

{Pa, a) > |VQα| 2 - ^2|V ρ α|(2| i?, | 1 / 2 + |V eΛ,| I / 3)

On calcule le discriminant de ce binόme en \VQa\:

Δ = 2(2|JIJ1/2 + I V ^ J 1 7 3 ) 2 - 4(R2 - 3\Rχ\ - VΪ\VQRχ\
2/3)

+ IVρi?11
2/3) - 4(R2 - 3|i?11 - Vϊ\VQRχ |2 / 3)

Nous venons done d'obtenir le
Theoreme 13. Si (R2a, a) > Ί\S?TJ\ + (1 + V2)\VQ^fτJ\2β pour tout

a e ΩιQ de norme 1, alors on a Hι(M, R) = 0.

S. Courbure riemannienne et courbure pseudohermitienne

On se donne ici une variete M munie d'une structure pseudohermiti-
enne (Q, J, θ). En geometrie riemannienne, on sait que Hι(M, R) = 0
si la courbure de Ricci de la connexion de Levi-Civita est minoree par une
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constante positive. Nous voulons comparer ce critere d'annulation avec
ceux obtenus ci-dessus en geometrie pseudohermitienne.

Tout d'abord, ces derniers sont homogenes dans les changements de
metriques adaptees gθ = θ2 + dθ( , /•) en gkθ = k2θ2 + kdθ( , /•).
Cela signifie que les conditions d'annulation obtenues sont independantes
de k. En effet, elles s'ecrivent:

(R2)kθ > K\\S?TkJ\\kθ {+K'\\VQ&TkJ\^en dimension 3),

oύ tous les termes presents sont homogenes de degre -1 en fc.
Nous allons voir que la courbure de Ricci de la connexion riemannienne

ne possede pas, en general, cette propriete d'homogeneite. En fait, nous
exprimerons Ricci (gλθ) comme un polynόme en λ dont les coefficients
sont des composantes homogenes de la courbure pseudohermitienne. Pour
eviter de changer d'echelle sur le champ de contact, nous travaillons plutόt
avec la famille de metriques gλ = λθ2 + dθ(-, /•). Cela revient au meme
ici puisque Ricci (gλθ) = Ricci(A^) = λ Ricci gλ .

Dans la suite, λ etant donne, on note VL la connexion de Levi-Civita
associee a gλ et V la connexion pseudohermitienne de g{. On choisit
d'ecrire {X, Y) = gλ(X, Y) tandis que {X, Y)χ = gχ(X, Y). Enfin, on
pose VJT, YeTM:

D{X, Y) = VχY-VχY.

Comme V et VL preservent tous deux la metrique gλ (Vgλ = Vθ2 +
= 0 d'apres le §1), ils verifient la celebre formule:

2(VχY, Z) = X.(Y, Z) + Y.(Z, X) - Z.(X, Y) + ([X, y ] , Z)

, Y) + ([Z, Y],X) + (Toτ(X, Y),Z)

avec TorVL = 0 et TorV donnee dans le paragraphe 1. On obtient par
consequent:

2(D(X, Y),Z) = (TorV(7, X), Z) + (TorV(X, Z), Y)

+ (TorV(7,Z),X).

En distinguant les difFerents cas X, Y, Z e Q ou = T, on en extrait
facilement:

2λD(X, Y) = (λdθ(Y, X) - 2(Tor(Γ, X), Y)γ)T pour X, YeQ,

2D(T, Y)=λJY,

2D(X, T) = 2Tor(Γ, X)+λJX,

D(T, Γ) = 0.
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Dans la suite, on convient de noter:

RχX = Tor(7\ X) = -$J(&TJ)(X).

Nous pouvons maintenant exprimer la courbure sectionnelle de VL:
κ£(X, Y) = (RL(X, Y)Y,X) en fonction de la courbure de V. On
travaille pour simplifier dans un repere B = {X(, Yί = JXi, T} normal
en m e M, c'est-a-dire verifiant VγX = 0 en m VX, Y € B (cf. preuve
de(17)). Onaalors:

KL

λ{X, Y) = ((VL

χV
L

γ - V X - vfXtY])Y, X)

= X.{VyY,X)-{VyY,VL

χX)

- Y.{VL

χY, X) + (VL

χY, VL

γX) - (V^ Y]Y, X)

= X.(VγY + D(Y,Y),X)-(D(Y,Y),D(X,X))

Y),X) + (D(X,Y),D(Y,X))

= Kλ(X, Y) + (VχD(Y, Y)X) - (VYD(X,Y),X)

-(D(Y,Y), D(X, X)) + (D(X,Y),D(Y, X))

+ (D(Ύoτ(X,Y),Y),X)

avec Kλ{X, Y) = (R(X, Y)Y, X).
On obtient finalement, suivant les differents types de 2-plans consideres:
• Pour X,Y eQ de norme 1, avec Y orthogonal a X et a JX:

KL

λ{X, Y) = Kχ{X, Y) - ! ( * , * , X^RJ, Y\ + \(R,X, Y)\.

• Pour X e Q de norme 1,

KL

λ{X, JX) = -^- + Kι(X, JX) + j{RχX,X)\ + j(Λ,ΛΓ, JX)].

• Pour X eQ de norme 1 et Tλ = λ~ι/2T de norme 1,

KL

λ{X, Tχ) = £ + (R,X, JX)χ - \\RXX\\ - JWTRJX, X\ .

(Ici, Kλ(X, T) = (R{X,T)T,X) = 0 puisque VΓ = 0.)
Pour calculer le tenseur de Ricci, on choisit une base orthonormale

{X,, 7, = JXX, ••• , Xn, Yn = JXn,Tλ} pour gλ. On a alors:
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RicdL

λ(Tλ, Tλ) = j^K^X^ + K^ JXf)

avec:

et

γ + Σ
1=1

- jdΛ,^!? + I*,/*,-!? + (V^ΛΓ,, ΛΓ,),

+ (V7.Λ,/ΛΓ,,/ΛΓi),)

^ΛΓJΪ = p,ιι2 = i

d'oύ Ton tire finalement

(31) λ λ λ ^ j ι

On obtient en particulier que Riccή[(Tλ, Tλ) est positif si et seulement si

Exprimons maintenant

ι=2

+ (

-^ + Kι(Xi, JXχ) + jUR^ ,X0

^iί^i' xt) ~ V
i=2 λ

, JXt) - \{RX

~ + Ricd,(Ar,, ΛΓ,) + (R^ , JXX)
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Autrement dit, pour X e Q de norme 1, on a

Ricci^X, X) = ~ + Ricci1(X, X) + (RχX, JX)χ - j({VτRχ)X9 X)χ.

Ce n'est pas fini! Nous voudrions et effet comparer Riccî (ΛΓ, X) au
tenseur de Ricci pseudohermitien

(R2X, X) = ^(RiccigίX, X) + Ricciβ(/X, JX))

intervenant dans le critere d'annulation pseudohermitien (cf. paragraphe
2). Nous devons done identifier

Ricci(X, X) - Ricci(7X, JX) =
i=2

On calcule, pour / > 1,

K{Xλ, Xt) + K{Xλ, JX.) = (R(Xι, Xi)Xi, Xχ) + (R(Xι, JXt)JXt, Xχ)

car R(U, V)J = JR(U, V) puisque V/ = 0. II vient

K(Xχ, X() + K{Xχ, JXt) = {R(Xι, Xi)JXi + R{JXi, Xχ)Xt ,JXχ).

On peut utiliser ici Γidentite de Bianchi pseudohermitienne (cf. Tanaka
[6, Proposition 3.5]):

£ R(Xa,Xβ)Xy= Σ dθ{Xa,Xβ)RχXγ.
cyclique cyclique

On obtient alors:

K(XX, Xt) + K(X{, JX.) = -{R{Xt, JXt)Xx, JXX) - (RXXX, JXX).

On trouve de meme:

K{JXX, Xt) + K{JXX, JXt) = -{R{Xt, JXt)Xx, JXX) + ( Λ ^ !

d'oύ Γon tire, pour X e Q de norme 1:
n

Ricci(X, ΛΓ) - Ricd(JX,JX) = Σ -2{RχX, JX)
ι"=2

et finalement:
(32)

= ~ + (R2X, X)x + (2 - n)(RχX, JX)X - j((VτRx)X, X)x
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Nous cherchons maintenant a quelle condition il existe un λ tel que
Ricci^(X, X) > 0 pour tout vecteur tangent X e TM. C'est en effet une
maniere d'obtenir, en geometrie riemannienne, un critere d'annulation de
Hι homogene c'est-a-dire invariant par les changements de metriques gχ

Proposition 14. Si il existe une constante λ telle que Ricci 1 ^) > 0,
alors on a pour tout X e Q de norme 1 et en tout point m e M:

{R2X,X)>-l=\\Rι\\9

et
(R2X, X) > (4«)-2/3|Trβ(V.i?1)W|2/3,

oil
n

TV /τ-7 n \/ \r\ \ ^//τ-7 D \ V V \ ι ίYΓ7 D \ V V\
f)\ ' 1 / V / — / \\ Y 1 / ' U ' \\ Y \) ' i)

i=\
designe la trace de Γendomorphisme V ι-> (VvRχ)X restreint a Q.

Demonstration. Nous savons deja par (31) que si Ricci^(Γ, T) > 0,
alors λ > y/2/n\\R{\\. D'autre part, en utilisant les symetries

(/?2t/ X , JX) = (/?2^ ? ^ ) J

(*) (R1JX,J2X) = -(RιX,JX),

, JX) = -((VjJlJX, X),

on obtient:

0 < Ricci[(X, X) + Riccif (JX, JX) = -λ + 2(R2X, X),

et par consequent:

2{R2X,X)>λ>yJϊfn\\Rχ\\.

Pour qu'il existe un reel λ tel que Ricci^(X, X) > 0, il faut que le trinόme
(32) ait un discriminant positif, soit:

((R2X,X) + (2-n)(RιX,

En fait, grace aux symetries (*), on obtient:

(2 - n){RχX, JX))2 > 2((VrR,)X, X).

< «R2X, X) + |(2 - n)(RλX, JX)\f

<{{R2X,X) + \2-n\\\Rχ\\)2

< (1 + |2 - n\V2n)2(R2X, X)2.
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II nous reste a considerer Ricci^(Γ, Y) pour Y e TM de direction quel-
conque. On decompose pour cela Y en I + αΓ oϋ X e Q etα e 1 .
Nous avons alors

Ricci[(y, Y) = Ύτ(V ̂  RL

χ(V, Y)Y)

= RicciJXX, X) + 2αTr(F ι-> R%(V, X)T)

+ α 2 Riccί(Γ, T).

Ce trinόme est positif pour tout a si

^ ( . , X)T)\2 < Ricci[(Z, X]Rioc^(T 9 T).

En appliquant cette expression a JX, on obtient a Γaide des formules
(32) et (33):

ή( , X)T\2+\Ύr(R^(', JX)T)\2 < (-λ+2(R2X, X)){nλ2l2-\\Rχ\f),

2{R2X ,X)-λ = Ricci^(X, X) + Ricci^/JSΓ, JX) > 0,

avec

d'oϋ

|Tr(Λf(., X)T)\2 ί 2

Enfin, en utilisant Γexpression de VL en function de V obtenue plus haut,
on trouve facilement:

(RL

λ(V, X)T, V) = (VVRX(X), V) - {VxRx{V)f V),

puis en sommant:

Tr(i?A

L( , X)T) = TT(V.R{(X)) = Trρ(V.i?1 (X))9

puisque

(VR{)JV = -J(VR{)V et ((V^Λ^X, Γ) = 0. q.e.d.

En conclusion, nous voyons que la positivite de la courbure de Ricci rie-
mannienne implique le contrόle de Rχ (= \SfτJ), TτQ(V.Rι), et VΓi?j

par i?2. En revanche, le critere d'annulation de Hι obtenu grace au com-
plexe de contact en dimension > 5 necessite seulement le contrόle de R{

par R2.
Pour expliquer ceci, on considere Γordre des differents elements de cour-

bures mis en jeu, c'esta dire le nombre maximum de derivations suivant
Q de la metrique et de la structure complexe qu'ils effectuent. En ce sens
R2, i?j, Trβ(V.i?j), et Vri?j sont respectivement de poids 2, 2, 3, et 4.
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En fait, ce sont des composantes de courbure homogenes car on a, lorsque

.-> λ-2\\R2\\, λ-2\\R{||, λ-3\\ΊrQ(V.Rι)\\, r 4 | | V Γ i ? 1 1 | .

En geometrie pseudohermitienne, nous avons pu utiliser le laplacien de
contact AQ d'ordre 2 en derivees suivant Q. Le laplacien de Hodge-De
Rham est lui de poids 4, car il utilise des derivees secondes des formes
suivant T, vecteur transverse d'ordre 2. Les formules de Weitzenbόck
associees font alors naturellement intervenir des elements de courbure
d'ordre au plus 2 pour AQ et, en geometrie riemannienne, la courbure
de Ricci, d'ordre 4 comme nous venons de le voir.

Dans le cas des 1-formes en dimension 3, nous ne pouvions pas em-
ployer directement la ratine, carree, d'ordre 2, du laplacien de contact,
pour obtenir un critere d'annulation. Celle-ci est en effet toujours un
operateur sans signe. Nous avons cependant conclu en etudiant des opera-
teurs supplementaires, δQJΐ?τ et 3*T6Q, d'ordre 3. II n'est done pas
etonnant que la condition d'annulation trouvee necessite le contrόle d'une
composante de courbure d'ordre 3: VQi?j. Cela reste cependant
"meilleur" que la condition d'ordre 4 intervenant en geometrie rieman-
nienne.

6. Geodesiques de Carnot-Caratheodory et courbure pseudohermitienne

En geometrie riemannienne, on peut retrouver un critere d'annulation
de Hι (M, R) en etudiant les geodesiques. Le theoreme de Myers affirme
en effet que toute variete a courbure de Ricci minoree par une constante
strictement positive est compacte. On en deduit qu'une telle variete, ayant
son revetement universel borne, possede un groupe fondamental fini, et
qu'en particulier Hι(M, R) = πι/[πι, π j ® R = 0. On peut se demander
s'il existe un equivalent d'une telle methode en geometrie pseudohermiti-
enne.

Comme dans tout ce qui precede, nous cherchons a etudier des ob-
jets invariants dans les changements de metriques adaptees gθ en gkθ.
Les geodesiques riemanniennes ne possedent pas cette propriete. En rem-
placement, il est assez naturel de considerer les geodesiques de Carnot-
Caratheodory. On rappelle que la distance de Carnot-Caratheodory entre
deux points Mχ et M2 se definit comme le minimum des longueurs des
chemins legendriens, e'est-a-dire partout tangents a Q, reliant Mγ a M2 .
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Les courbes localement minimisantes pour cette distance s'appelent les
geodesiques de Carnot-Caratheodory. Leur equation locale a ete calculee
par de nombreux auteurs, voir par exemple Strichartz [11].

Nous voulons dans un premier temps etablir leur equation locale en
fonction de la connexion pseudohermitienne. Pour cela, nous devons faire
un calcul de variation. Soit γu(t), u, t e [O, 1] une famille de courbes
legendriennes reliant Mo = γu(O) a Mι = γu(l). On note V = dγ/du et
X = dγ/dt. On etudie de preference la fonctionnelle energie

E(γ)= fl\\Πt)\\2dt
Jo

a la longueur

κv)= [ι\\nt)\\dt.
Jo

Les minimas de E sont bien ceux de / au parametre pres. Exprimons

= 2 (VvX,X)dt
Jo

V + (Ύor(V,X),X))dt[\χo

\ X.(V,X)-(V,VχX) + (Ύoτ(V,X),X)dt
O

-(V,VχX) + {Ύor(V, X), X)dt
o

avec
(Tor(F, X),X) = Tor(θ(V)T+ VQ, X)

= 0(F)Tor(7\ X) + dθ(VQ9 X)T

(cf. paragraphe 1), d'oύ

(Tor(F, X), X) = 0(F)(Tor(7\ X),T).

On retrouve bien que E(γ) est minimum parmi les reparametrages de
γ si et seulement si

ce que nous supposerons satisfait desormais. On decompose alors
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oϋ Y est orthogonal a l eta JX. On a done

§^E{yu)\u^ = 2 jf' -a(t)(V, JX) + ( F J ) + θ(V)(Ίoτ(T, X),X)dt.

II nous reste a exprimer le fait que yu est une famille de courbes legen-
driennes, soit

dθ(V, X) = V.Θ(X) - X.Θ(V) - Θ([V, X])

d'oϋ

[ (V,Y) + θ(V)(Ύov(T, X),X)dt

= 2 f θ(V){X.a(t) + (Tor(Γ, X), X)) + (F,

Inversement, on verifie que, lorsque γ n'est pas constante, tout champ
de vecteurs V le long de γ, nul aux extremites, satisfaisant

X.Θ(V) = (V,JX)

s'integre en une famille de courbes legendriennes a extremites fixees. Par
consequent, E{γ) est stationnaire si et seulement si

r = o, et jr.α(θ + (Tor(r,jr),Jθ = o.

Proposition 15 (Equation des geodesiques de Carnot-Caratheodory).
Soit γ une courbe legendrienne, et X = y{t). Alors γ est une gέodesique
de Carnot-Caratheodory si et seulement si VχX est colίneaίre a JX,

oil
X.a(t) = -(Tor(7\ X), X) = %(J(&TJ)X, X).

Nous pouvons interpreter cette equation dans le cas de notre modele
metrique: le groupe dΉeisenberg. On munit H3 de sa structure pseudo-
hermitienne invariante par translations. La projection π: H3 -• H3/(T) =
R2 euclidien est une submersion riemannienne, e'est-a-dire qu'elle con-
serve la norme des vecteurs horizontaux. Enfin, θ se projette suivant la
forme d'aire A = \{xdy - ydx). Par consequent, un lacet ferme de
E2 se releve en un lacet legendrien ferme si et seulement si son aire est
nulle. De meme, les chemins legendriens reliant Mx et M2 € H3 sont les
releves des courbes d'extremites πM{, πM2 et d'aire balayee fixee. Les
geodesiques de Carnot-Caratheodory sont alors les courbes de longueur
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minimale pour une aire fixee, c'est-a-dire les arcs de cercles. En projec-
tion, leur vecteur tangent X = y(0/IIK0ll verifie VχX = kJX oύ k
est la courbure du cercle decrit et V la connexion de Levi-Civita de R2 .
Comme on sait qu'ici la connexion pseudohermitienne se projette sur V
(cf. paragraphe 2), on retrouve bien comme equations des geodesiques de
Carnot-Caratheodory VχX = kJX avec X.k = -(Tor(Γ, X),X) = 0
puisque la structure complexe est invariante par T.

En suivant la demonstration du theoreme de Myers en geometrie rie-
mannienne, nous voulons maintenant exprimer la variation seconde de
longueur au voisinage d'une geodesique de Carnot-Caratheodory. Ceci
doit nous permettre, sous une hypothese de courbure, de montrer que les
geodesiques de grande longueur ne sont pas globalement minimisantes.

Pour limiter les calculs necessaires, nous nous plagons dans la suite en
dimension 3. On se donne de nouveau une famille de courbes legendri-
ennes γu(t) reliant Mo = yu(O) a Mχ = yM(l). On suppose de plus que γ0

est une geodesique de Carnot-Caratheodory et, pour avoir E(γu) = l(γu)
2,

que les γu sont parametrees a vitesse constante. On a alors, pour u = 0,

VXX = a{t)JX avec a(t) = -(Tor(Γ, X), X).

Determinons pour commencer les contraintes imposees sur K = o . On

pose V = a(t)X + b(t)JX + c(t)T. On sait deja que V est une variation

de courbes legendriennes si

dθ(V, X) = -X.Θ{V) = -c\t) = -(F, JX) = -b(ή.

D'autre part, on veut que les γu soient parametrees a vitesse constante,
i.e.,

V.X.(X, X) = 0 = X.V.(X, X)

soit, pour u = 0,

\V.(X9 X) = constante = {VVX, X) = (V x F + Tor(F, X), X)

= (VχV, X) + θ(V)(Ύoτ(T, X),X)9

avec
VχV = Vχ{a(t)X + b{t)JX + c(t)T)

= (a{t) - b{t)a{t))X + (b'(t) + a{t)a{t))JX + c\t)T9

d'oύ Γon tire

constante = a\t) - c\t)a(t) - c(t)a(t) = (a(t) - c(t)a(t))',

et comme V(0) = 0 = F(l ) , on a a(t) = c{t)a(t). En resume les champs

Vr=0 possibles sont de la forme:

(33) V = c(ήa(t)X + c\t)JX + c(t)T,

et ne dependent que du choix d'une seule fonction arbitraire c(t) = Θ(V).
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On veut maintenant calculer

d2 d2 2 fι

—=E(γ t t) = 2l(γu)—τl(γ ) = V (X,X)dt
du du Jo

rl fl
= 2 V.(VvX,X)dt = 2 V.(VχV + Ίoτ(V,X),X)dt

Jo Jo

= 2 f V.X.(V, X) - V.(V, VχV) + F.(Tor(F, X), X)dt,
Jo

-?~jE(γ,l) = 2 / X.V.(V,X)-{VVV,VXX) + {V,VVVXX)
n « du2 " Jo v x V X

K ' + ((VκTor)(F, X), X) + (Tor(VκF, X), X)

+ (Ύoτ(V,VvX),X)dt.

On s'occupe tout d'abord des termes

-{VVV, V^X) + (Tor(VKF, X), X) = -a{t){VvV, JX)

+ θ{VyV)(Ύoτ(T,X),X)

= -a(t)(VvV,JX)

-(V.Θ(V))a(t)

avec

X.(V, Θ(V)) = V.(X.Θ{V)) = V.(V, JX) = (VyV, JX) + (V

d'oϋ

fl

= -(a(t)V.Θ(V))' + a(t)(V,JVvX)dt
Jo

= - ί a(t)(JV,VχV + Toτ(V,X))dt
Jo

f1

= - a(ή{JV,VχV) + a{t)θ(V)(JV,τoτ(TX))dt.

Jo

Avec les memes methodes, on obtient pour les autres termes de (34)

(Tor(F, VVX), X) = θ(V)(τoτ(T, X)VχV) + θ(V)2\Ύoτ(T, X)\2,

((VFTor)(F, X), X) = θ(V)2((VτRι)X, X) + θ(V)2a(t)((VχR,)X, X)

+ Θ(V)Θ\V)((VJXR1)X,X),

oϋ on note RΛX = Tor(Γ, X) = -^
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Enfin,

ί {V,VvVχX)dt= f'\VχV\2-(X,θ(V))2

Jo Jo

+ θ(V){vxv,τoτ{τ,x))
-{V,R{V,X)X)dt

avec
(V, R(V, X)X) = θ(V)θ'(V)(R(T, X)X, JX)

+ θ'(V)2(R(JX,X)X,JX),

oil (R(JX, X)X, JX) = -{R2X, X) est la courbure de Ricci pseudoher-
mitienne deja rencontree. Pour reconnaitre (R(T, X)X, JX), on se sert
de Γidentite de Bianchi pseudohermitienne (cf. Lee [8], Webster[14]):

R(T, X)X + R(T, JX)JX = {VχRχ){X) + (Vj^^JX),

d'oϋ

(R(T, X)X, JX) = {VχRχX, JX) - (Vj^X, X).

En reportant tout ceci dans (34), on obtient finalement

^E{γu) = ί c"2 + 2cc"{RχX, JX) - c'2((R2X, X) + a2)
ou Jo

(35) + cc\a(RχX, X) + 2{VJχRχX, X) - (VχRχX, X))

+ c2({RχX, JX)2 + 2a2(RχX, JX) + (VτRχX, X)

+ a(VχRχX,X))dt

oύ a(t) = (V^Z, JX) est la "courbure" de la geodesique, et c(t) = Θ(V)
est la fonction determinant la variation de courbes (cf. (33)). Les seules
contraintes sur c(t) sont c(0) = c(l) = 0 = c'(0) = c'(/).

Sur le groupe de Heisenberg, Γexpression se simplifie en

c - c a dt.
du2 V'M/ Jo

Pour c(t) = 1 - cos(2πt/l), on obtient que d2E(γu)/du2 est stricte-
ment negatif si / > 2π/a. Ceci traduit le fait que les geodesiques tres
courbees ne sont pas minimisantes meme sur de petites longueurs (cf.
Γinterpretation en termes d'aire ci-dessus). II en sera de meme sur toute
variete de contact, le terme en /J -c2a2dt de Γexpression (35) devenant
dominant sur les geodesiques a forte courbure. Pour contrόler Γensemble
des geodesiques, il nous faut une hypothese de positivite sur (R2X, X).
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En fait, on veut que ce terme domine tous les autres dans Pintegrale (35)
car ceux-ci changent de signe lorsque X est change en JX. Enfin, il faut
une hypothese garantissant que deux points quelconques sont relies par une
geodesique. On dit qu'une structure pseudohermitienne est complete si la
distance de Carnot-Caratheodory est complete. D'apres Strichartz [11],
il revient au meme de supposer que la connection pseudohermitienne est
geodesiquement complete.

Theoreme 16 (Version pseudohermitienne du theoreme de Myers en
dimension 3). Soit M une variete de dimension 3 munie d'une structure
pseudohermitienne complete telle que, pour tout vecteur X e Q de norme
1,

(R2X, X) > max{210 | |*ill, 2 1 6 / 3 | |V β i? 1 | | 2 / 3, 2 9 / 2 | |V 7Jί 1 | | 1 / 2},

alors M est compacte de diametrepour la metrique de Carnot-Caratheodory

0 min{(R2X, X)(R2X, X)ι/2\X G Q, \\X\\ = 1}

Demonstration. II est bien connu que deux points quelconques sont
toujours relies par une geodesique de Carnot-Caratheodory (cf. Strichartz
[11]). Pour obtenir le resultat, il nous suffit done de montrer que toute
geodesique de longueur superieure a Do admet un champ de variation V
telque F 2 . / ( y ) < 0 .

On essaye comme ci-dessus V = c[t)a(t)X + c\t)JX + c(t)T (cf. (33))
avec c(t) = 1 - cos(2πt/l). On trouve, sans chercher a optimiser les
coefficients

^ u ) < f c"2 + 2|cc ΊllΛjH - c'2((R2X, X) + a2)
Joou

2o2||Λ1

Cette expression est negative si %(2π2/l2)((R2X,X)+a2) domine separ-
ement chacun des huit autres termes pour tout α. Cela se traduit par les
inegalites suivantes:
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2 n2{R2X,X)
16 HVgΛJI '

2 π

2 ( ^ # / π2 ( / ^ X ) - ^
e t z <Ύ iiv^ii = ϊ 6 m

a

i n I - •••

L'existence d'un / verifiant toutes ces conditions est assuree sous les hy-
potheses de courbure faites, et on peut prendre alors I = DQ.

Remarque. Comparaison avec le resultat riemannien.
Nous avons vu au paragraphe 4, Proposition 14, que s'il existe un λ tel

que la courbure de Ricci de la metrique gλθ soit positive, alors R2 contrόle
R{, TrQ(VR{), et V Γ i? j . Les elements de courbure mis en jeu sont
done du meme ordre que ceux impliques ci-dessus dans la version pseu-
dohermitienne du theoreme de Myers. Pour cette approche utilisant les
geodesiques, les metriques riemanniennes et celles de Carnot-Caratheodory
conduisent a des conditions d'annulation sensiblement equivalentes.
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