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MEN NE VA PLUS DES LA DIMENSION 6
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Dedie au Professeur Buchin Suάl Occasion de son SOieme anniυersaire

1. Introduction, motivation

D'apres la theorie de Chern-Weil (cf. [3]), les nombres caracteristiques d'une
variete riemannienne compacte orientee M de dimension n — 2 m s'expriment
par des integrates de polynόme de degre m en son tenseur de courbure. Pour
etudier le signe d'un nombre caracteristique, Γapproche la plus simple consiste
done a regarder en chaque point le signe de Γintegrand correspondant.

En dimension 4 cette approche algebrique a permis a J. Thorpe puis a N.
Hitchin d'obtenir le resultat suivant (cf. [14] et [5]) relatif aux metriques
dΈinstein (i.e., celles dont la courbure de Ricci est un multiple de la metrique):

Theoreme E. Sur une variete compacte orientee d 'Einstein M de dimension
4, la caracteristique d'Euler χ(M) et le premier nombre de Pontrjaguine px(M)
υέrifient Γinέgalitέ

(E 4)

qui est consequence, apres integration, de Γinέgalite algebrique

(AE4) \Pi(R) \<2χ(R),

oil R designe le tenseur de courbure de la metrique \ de plus I 'egalite n 9a lieu que
si la courbure de Ricci est nulle.

II est etabli dans [10] que cette inegalite est encore satisfaite si Γon impose
differents types de pincement a la courbure sectionnelle ou a la courbure de
Ricci, done des conditions ouvertes sur le tenseur de courbure.

Le theoreme E contient le theoreme E'suivant (qui fut etabli anterieurement
par M. Berger[l]).
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Theoreme E4. Si M est une υariete d'Einstein compacte de dimension 4,

alors

(E'4) 0<χ(M),

aυec egalite si et seulement si M est plate. Cette inέgalitέ est consequence, apres

integration, de Γ inegalite ponctuelle

(AE'4) 0<χ(R),

I 'egalite ay ant lieu si et seulement si R — 0.

Cet article presente, dans une premiere partie, des contre-exemples a toutes

les generalisations des inegalites (AE4) et (AE4) aux dimensions superieures.

Nous montrons ainsi que, si des theoremes (E 2 m ) et (E'2 w) existent, ils ne

peuvent se demontrer par Γapproche algebrique directe. En ce qui concerne

Γarticulation entre les theoremes E et E' nous montrons dans la section 1 que,

pour les varietes riemanniennes de dimension Ak, toute generalisation du

theoreme E implique que le theoreme E' est vrai a cause de la sensibilite

differente au changement d'orientation de la caracteristique dΈuler et des

nombres de Pontrjaguine.

Pour justifier la deuxieme partie du titre, rappelons qu'en dimension 4 le

resultat suivant du a J. W. Milnor a aussi ete obtenu par la methode algebrique

Theoreme S4. Si M est une υariete riemannienne compacte de dimension 4

dont la courbure sectionnelle neprendqu'un seulsigne, alors

(S4) 0<χ(M),

inegalite qui est consequence, apres integration, de Vinegalite ponctuelle

(AS4) 0<χ(R).

R. Geroch a, le premier, donne dans [4] un exemple de tenseur de courbure

en dimension 6 pour lequel (AS^) est violee (pour d'autres exemples, voir [2] et

[7]).

Ainsi, pour les varietes riemanniennes, des la dimension 6 ni la condition

d 'Einstein ni le signe de la courbure sectionnelle ne permettent d 'etablir, par

Γapproche algebrique directe, des inegalites entre nombres caractέristiques. A ce

point il est interessant de rappeler que dans [14] J. Thorpe avait donne une

extension de Γinegalite (AE2 m) dans laquelle la condition dΈinstein etait

remplacee par la condition d'egalite de la courbure de Lipschitz-Killing d'un

2fc-plan et de celle de son orthogonal. Malheureusement si cette derniere

condition se reduit bien a la condition dΈinstein en dimension 4 (voir [14]),

elle devient extremement forte en dimension plus grande et n'est satisfaite par

aucune classe geometriquement raisonnable de varietes riemanniennes (voir



NOMBRES CARACTέRISTIQUES 539

[12] pour une discussion detaillee). De meme B. Kostant avait etabli que, si les
valeurs propres de la courbure vue comme operateur sur les 2-formes exterieures
etaient non-negatives, alors (AS^) etait vraie (pour une preuve voir la section
1), mais cette hypothese est, des la dimension 4, plus forte que celle sur le signe
de la courbure sectionnelle.

Fort de ces remarques, il est naturel de considerer des classes de varietes
riemanniennes plus restreintes. Nous consacrons la deuxieme partie de cet article
aux varietes kάhleriennes. Pour ces varietes les nombres de Chern s'ajoutent
aux autres nombres caracteristiques. De plus la condition dΈinstein implique
que cλ{R) = j^pJ oύ / designe la forme de Kahler et p la constante dΈinstein,
relation qui permet de suspendre toute inegalite entre integrands de nombres
caracteristiques existant en une dimension aux dimensions superieures. Cette
remarque intervient dans le resultat suivant du a S. T. Yau (cf. [16]):

Theoreme. Si M est une variete complexe de dimension complexe m dont la
premiere classe de Chern est negative, alors

m(-l)mcT(M) < 2(m + \)(-l)mcΓ2(M)c2(M).

Cette inegalite renforce Γinegalite (E4) puisque, si on oublie la structure
complexe, elle signifie que \px{M) |< χ(M). A. Beauville a remarque que pour
m = 1,2 et 3, elle peut s'ecrire

(KE 2 m ) κ»(M)<(-\)m(m+l)mτ(M),

ou K designe la classes du fibre canonique et r le genre de Todd.
Nous montrons dans la section 6 que Γinegalite (KE8) ne peut etre deduite

par integration sur M de I 'inegalite algebrique

(AKE8) κ4(R)^54τ(R)9

oύ R est un tenseur de courbure de Kdhler-Einstein puisque nous donnons un
contre-exemple a (AKE8).

Nous ne discuterons pas ici de generalisation au cas kahlerien du theoreme
£4 si ce n'est pour remarquer que d'une part depuis la solution de 1 conjecture
de Frankel (cf. [10] et [13]) la seule variete en jeu, lorsque la courbure est
positive, est Γespace projectif CPm et que d'autre part D. Johnson a etabli le
theoreme KS£ (cf. [6]). Ce dernier resultat ne doit pas conduire a trop
d'optimisme pour la generalisation a K S ^ puisque, du point de vue de
Γalgebre de courbure, la premiere dimension "stable" est la dimension com-
plexe 4.

L'organisation de Γarticle est la suivante: dans la section 2 nous developpons
la technique de Γalgebre de courbure (cf. [8]) qui semble un outil algebrique
bien adapte pour discuter des relations entre integrands caracteristiques et
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courbure. Dans le cadre de cet article elle peut paraϊtre plus efficace a fournir
des contre-exemples qu'a prouver des conjectures, mais elle nous semble
cependant meriter un peu de publicite. Nous developpons quelques remarques
generates sur les inegalites entre nombres caracteristiques dans la section 3
(role de la caracteristique dΈuler, comportement par produit, cas de la
dimension 4k + 2).

Dans la section 4 nous discutons de contre-exemples riemanniens en dimen-
sions 6 et 8, le comportement multiplicatif de la caracteristique dΈuler nous
obligeant a separer ces deux cas.

L'article se termine par la section 5 ou nous traitons des varietes kahleriennes.
Diverses remarques utiles a des calculs generaux relatifs a de telles varietes s'y
trouvent ainsi que des resultats de calculs tres explicites sur un exemple
particulier donnant le contre-exemple cherche.

Dans la preparation de cet article, qui s'est echelonnee sur une assez longue
periode, une aide precieuse nous a ete apportee par le Centre de Calcul de
ΓEcole Polytechnique (meme si les calculs numeriques ont presque disparu de
cet article).

La mise au point finale a ete faite lors d'un sejour a Stanford University que
les auteurs remercient de son hospitalite.

2. L'algebre de courbure

Soit (V, (,)) un espace vectoriel euclidien de dimension n. L'espace vectoriel
KV — ΘkS

2AkV est muni d'une loi de produit definie pour a} <8> α2 dans
S^Λ'Fet βλ <8) β2 dans S2Λ«Fpar

(«! (8) α2)m(β x ® β2) = «! Λ βxθa2 /\β2 + aλ/\ β2θa2 A βl9

qui en fait une algebre, appelee algebre de courbure (cf. [8]). II est interessant de
noter que les espaces A4kV peuvent naturellement etre consideres comme
sous-espaces de S2A2kV.

Ainsi, en un point x d'une variete riemannienne (M, g), on peut prendre
(V, (,» = (TXM, g(x)) oύ TXM est l'espace tangent en x. On remarque alors
que la courbure de Ricci r(x) appartient a S2V et la courbure de Riemann
R(x) a S2A2V. Via la metrique, S2A2V sera considere comme l'espace des
endomorphismes symetriques de Λ2Fmuni de la metrique extension naturelle
de celle de V.

Soit

R =
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la decomposition spectrale de Γendomorphisme R. La forme dΈuler de M
s'identifie, a un coefficient dependant de m pres, a la puissance m-ieme de R
dans Γalgebre de courbure, et peut done s'ecrire (cf. [8])

«2mΣλ, * * * K% Λ * *
oύ a2m est un coefficient universel dependant de la dimension;

De meme les formes de Pontrjaguine^ s'ecrivent (cf [3], [14])

Pk(R) = βk,2mP™&tv(R-k) o (* '*),

ou βkt2m est un coefficient universel dependant de k et la dimension,
l'operateur de projection orthogonale sur A4kV vu comme sous-espace de
S2A2kVet o la composition des endomorphismes de A2kV.

On voit done que le calcul d'une forme de Pontrjaguine d'ordre k peut
s'effectuer a partir des donnees spectrales de R de la faςon suivante:

(i) On calcule les produits exterieurs k a k des vecteurs propres de R. II faut
alors prendre garde que la decomposition de R'k en somme d'endomorphismes
de rang 1 obtenue a partir de ces produits n'est pas necessairement sa
decomposition spectrale, car les 2 A:-formes ainsi obtenues n'ont aucune raison
de former un systeme libre orthonorme ne serait-ce qu'a cause de leur nombre.
Cest precisement en raison de ce phenomene que les formes de Pontrjaguine
rendent compte de Virreductibilite de la metrique (et par suite les classes de
Pontrjaguine de celle de la variete).

(ii) On calcule le carre de composition de R'k. Plusieurs methodes sont
possibles: soit partir de la decomposition obtenue precedemment, soit decom-
poser les produits obtenus sur une base orthonormee de A2kV. Nous preferons
cette seconde methode.

On remarquera que si

R k = Σ λ , * * * λi «/ Λ * * * Aωi ®°>i Λ * * * Λ ω ,
** ι\ ιk ι\ ιk ιl Ik

alors sa composante sur les 4A:-formes s'ecrit

proJί ^ίΛ"*) = Σλy, λf. ωZ] Λ ΛW|. Λ ωi} Λ Λtt|..

En particulier R = Σ\iωi^ ω/ verifie la premiere identite de Bianchi si et
seulement si

On deduit ainsi de Γexpression depk donnee precedemment que, si R'k admet
une base de vecteurs propres decomposes, alors P/ — 0 pour tout I > k (com-
parer avec [13]). II serait done interessant de trouver des conditions sur R
impliquant que pour un k donne, les vecteurs propres de R'k sont des
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2/c-formes decomposables. Cette question ne semble pas facile a resoudre a
cause de la complexite des relations de Grassmann traduisant la decomposabi-
lite dans Γalgebre exterieure.

Remarque. Dans [15] J. Vilms introduit une notion de rang pour la
coubure R vue comme operateur: la courbure est dite de rang 2r si R applique
les 2-formes de rang 2 sur les 2-formes de rang inferieur ou egal a 2r (le rang
d'une 2-forme est celui de Γendomorphisme qui lui est associe via la metrique).
Cette notion ne semble pas reliee a celle du rang des vecteurs propres de R: en
effet R peut avoir tous ses vecteurs propres de rang 2 sans que pour cela son
rang au sens de J. Vilms soit egal a 2.

3. Quelques remarques sur les inegalites

entre nombres caracteristiques

Nous discutons maintenant d'inegalites entre nombres caracteristiques de
faςon un peu generate. Supposons qu'existe une inegalite (EΛk) generalisant
(E4) et faisant intervenir les nombres caracteristiques de la variete de faςon
homogene (i.e. sans terme constant). On peut separer Γinegalite en un terme
contenant les nombres de Pontrjaguine, soit B(px,- -,pk)(M), et en un terme
contenant la caracteristique dΈuler, soit akχ(M), de telle sorte que Γinegalite
s'ecrive

(E4k) akχ(M) + Bk(pl9 ,pk)(M) > 0.

Soit M' la variete deduite de M par changement d'orientation. En utilisant le
comportement des nombres caracteristiques lors d'un changement d'orienta-
tion Γinegalite correspondant a M' s'ecrit

akX(M)-Bk(pu.'-,Pk)(M)>0.

Nous obtenons done

akχ(M)>0.

Nous remarquons alors que ak ne peut etre negatif car

est une variete dΈinstein pour laquelle χ(M) = 22k > 0. Si ak etait nul, il
faudrait qu'un nombre de Pontrjaguine soit nul pour toute variete de dimen-
sion 4A: ayant une metrique dΈinstein. Nous savons que ax Φ 0 d'apres (E4).
En dimension 4A: on peut effectuer le raisonnement suivant: ordonnons les
classes de Pontrjaguine et faisons de meme pour les monόmes presents dans
Bk(pλ9' —9pk) suivant Γordre lexicographique des ordres des classes de Pontr-
jaguine y figurant. Ainsi p3p\ et p\p\ se representent respectivement par
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(3,1,1,1,0,0) et (2,2,1,1,0,0) et par suite p3p\yopjp2

v Si (θl9- ,θk) avec
k > θx ^ θ2 > > θk > 0 est la suite des ordres des classes de Pontrjaguine
presentes dans la monόme minimal (pour Γordre decrit ci-dessus) de Γexpres-
sion de Bk{pλ,- -,pk)9 alors en considerant M = HP*1 X ••• XHP**, oύ
HPr designe Γespace projectif quaternionien de dimension 4r, on obtient une
contradiction. En effet sur M il existe une metrique dΈinstein; par ailleurs
Peχ '"PΘ&M) est non nul et tout autre nombre de Pontryaguine lui est
superieur pour Γordre x et par suite est nul. Nous avons done prouve la

Proposition. SΊl existe une inegalite homogene entre nombres caracteris-
tiques verifiέe par toute υariete compacte orientee de dimension 4k admettant une
metrique d 'Einstein, alors necessairement Γinegalite

(E'4t) 0 < χ(M)

est verifiέepar toute υariete d 'Einstein compacte de dimension 4k.
On est ainsi conduit a se demander si pour tout tenseur de courbure

dΈinstein R de dimension 2m on n'aurait pas

(AE' 2 J 0 < χ{R).

Nous allons montrer qu'en toute dimension paire superieure a 4 il existe des
contre-exemples a (AE'2m). Le cas des dimensions non multiples de 4 est a part
dans la mesure oύ Γintegrand d'Euler est alors un polynόme homogene de
degre impair en la courbure. Par suite, si Γintegrand d'Euler satisfait une
inegalite, il devrait etre nul pour tout tenseur de courbure a courbure de Ricci
nulle, condition evidemment tres forte. Une faςon de raffiner cette discussion
est de prendre en compte le signe de la constante dΈinstein (i.e. le facteur de
proportionnalite entre la courbure de Ricci et la metrique qui par changement
homothetique de la metrique peut toujours etre pris egal a -1,0 ou 1). Lorsque
la courbure de Ricci est definie, nous pouvons normaliser en la supposant
positive. Toujours a cause de Γexemple constitue par les produits de spheres, il
reste a trouver des tenseurs de courbure dΈinstein a constante positive et
integrand dΈuler negatif, le cas Ricci plat etant traite a part.

Pour produire des contre-exemples dans une dimension donnee, on pense de
suite a prendre des produits de varietes de dimension plus basse, la caracteris-
tique dΈuler se comportant multiplicativement (χ(M X N) = χ(M)χ(N)).
Par contre on n'est sur de Γexistence de metriques dΈinstein sur le produit de
deux varietes dΈinstein que si les constantes dΈinstein des deux facteurs ont
le meme signe, restriction qui est compatible avec la normalisation faite
precedemment.
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Si tout exemple de tenseur de courbure dΈinstein a constante dΈinstein
positive et integrand dΈuler negatif fournit des exemples analogues en dimen-
sion plus grande par produit avec des spheres S 2 de rayon convenablement
ajuste, il n'en est pas de meme d'un exemple de tenseur de courbure Ricci-plat
en dimension 6 a integrand dΈuler negatif qui ne peut se suspendre en
dimension 8. En effet il faudrait faire un produit avec un facteur plat mais
alors χ devient nul. Par contre des la dimension 10 on peut effectuer un
produit avec un tenseur de courbure a courbure de Ricci nulle, integrand
dΈuler positif et dimension 4. De tel tenseurs existent forcement puisque les
surfaces K3 ont des metriques a courbure de Ricci nulle (cf. [16]) et que leur
caracteristique dΈuler vaut 24.

4. Contre-exemples riemanniens en dimensions 6 et 8

Nous fournissons dans cette section des contre-exemples aux inegalites
(AE'6) et (AE'8) ainsi qu'a leur cas d'egalite. Pour donner de tels contre-exem-
ples, plusieurs approches sont possibles parmi lesquelles:

(1) partir de tenseurs de courbure suggeres par la geometrie;
(2) effectuer les calculs a partir d'objets algebriques choisis pour leur

simplicite.
En utilisant Γapproche (1), J. P. Bourguignon et H. Karcher construisent

dans [2] un tenseur de courbure dΈinstein de dimension 6 a courbure sectioni-
nelle positive dont Γintegrand dΈuler est negatif. Us prennent une combinason
lineaire des tenseurs de courbure des espaces symetriques irreductibles de
dimension 6, soit

R — \RS6 + μRCp
3 + ^ R G 2 ' 5 '

ou Rse designe le tenseur de courbure de la sphere S6, RCp
3 celui de Γespace

projectif complexe CP 3 et RRG2,s celui de la grassmannienne des 2-plans de R5.
Si on remplace un des parametres par la constante dΈinstein p dans la formule
donnant Γintegrand dΈuler, on obtient un polynδme du troisieme degre en p
dont tous les coefficients ne sont pas identiquement nuls. Nous pouvons done
obtenir par exemple:

(i) des tenseurs de courbure dΈinstein de dimension 6 a integrand dΈuler
nul et constante dΈinstein non nulle (le polynδme en p ne se reduit pas a son
terme de plus haut degre);

(ϋ) un tenseur de courbure non nul de dimension 6 a courbure de Ricci nulle
et a integrand dΈuler nul (il suffit de faire p = 0 dans le polynόme et d'ajuster
les parametres λ et μ pour que le terme constant du polynόme soit nul; ceci est
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possible puisque ce terme est un polynόme homogene de degre 3 en λ et μ),
d'oύ un contre-exemple a une generalisation du cas d'egalite de (AE'4).

Une autre faςon beaucoup plus implicite d'utiliser Γapproche (1) consiste a
prendre des metriques donnees sur des varietes par des methodes globales.
Ainsi la solution de la conjecture de Calabi (cf. [16]) permet d'affirmer
Γexistence de metriques de Kahler-Einstein sur les hypersurfaces complexes M
de CP4 a premiere classe de Chern negatives ou nulle, i.e. celles dont le degre d
est superieur ou egal a 5.

II est facile de calculer la caracteristique dΈuler d'une telle hypersurface Md

puisqu'elle s'identifie a c3(Md): on a

χ(Md) = d4- 5d3 + \0d2 - Wd + 5.

On voit facilement que χ(Md) > χ(M 5 ) = 205 pour d>5.
II existe done un point x de M oύ Γintegrand dΈuler χ(Rd) est positif. En

prenant le tenseur de courbure -Rd(x% d > 5, on a done un exemple de
tenseur de courbure d'Einstein a constante d'Einstein positive et a integrand
dΈuler negatif. De plus pour d — 5, -R5 est Ricci-plat et verifie χ(-R5) > 0.

Nous passons maintenant a la dimension 8 ou nous produisons un contre-
exemple a (AE'8) en suivant la methode (2).

Nous partons de la remarque suivante: si z, et z2 sont deux tenseurs
symetriques, alors la courbure de Ricci du tenseur de courbure zx z2 vaut
trace(z1)z2 + trace(z2)z1 — zλ © z2 — z2 © zλ ou° designe la composition des
endomorphismes.

Ainsi zxmz2 est un tenseur d'Einstein des qu'il verifie les proprietes trace^)
= trace(z2) = 0 et zx © z2 = k Id ou k est une constante.

Dans une base orthonormee (et) de V nous definissons deux tenseurs
symetriques z\ et z2 par

1 0

-1

-1

0 - -1

1/3

de telle sorte que z1 = z{ + z2 et z2 — z[ — z2 verifient les conditions
mentionnees ci-dessus. La constante d'Einstein de R vaut 16/7 et les 2-vecteurs
et Λ βj forment une base de vecteurs propres de R pour les valeurs propres
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al2 = 14, aX3 = a23 = 4, aλa = a2a = -4, a3a = -2 pour 4 < α < 8. On ob-

tient ainsi

X(R) = - 2 4 3 2 5 2 ,

d'ou le contre-exemple cherche.

Par ailleurs R — η Rs& est a courbure de Ricci nulle et pour ce tenseur nous

avons

d'ou un exemple de tenseur de courbure de dimension 8 a courbure de Ricci

nulle et integrand dΈuler negatif.

5. Contre-exemples kahleriens en dimension 8

Nous nous proposons de construire un tenseur de courbure de Kahler-Ein-

stein de dimension complexe 4 pour lequel

κ(R)>54τ{R),

oixκ(R) designe le produit de la constante dΈinstein par 2π et τ(R) Γintegrand

du genre de Todd.

L'inegalite que nous voulons satisfaire s'exprime, en terme de classes de

Chern, de la faςon suivante:

c\ > 5 3 2"4 3"2(-c4 + c3cλ + 3c | + 4c2c
2

{ - cf).

En utilisant les relations universelles entre classes de Pontrjaguine et classes

de Chern, nous obtenons

p\ = 4c2

2 - 4c 2c 2 + cf,

p2 = 2c4 - 2cλc3 + c\.

L'inegalite precedente peut done se reecrire sous la forme

3027c? > 7500c2c2 + 875/7? - 500/?2.

II est raisonnable de partir du tenseur de courbure de Γespace projectif

complexe C P 4 que nous notons RCP*9 puisque pour cet espace il y a egalite, et

que, CP4 etant un espace symetrique, les integrands des nombres caracteris-

tiques sont constants.

L'espace euclidien (F, ( , ) ) est muni d'une structure complexe compatible

avec la metrique et notee /. Nous designons par j Γelement de S2A2V defini

pour x ziy dans F p a r

Λχ
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Pour etre kahlerien le tenseur de courbure R doit verifier la relation

R o j = R. Ceci s'exprime encore, de faςon equivalents en disant que R opere

dans le sous-espace vectoriel A2jV de dimension m2 dont les elements sont les

2-formes ω verifiant ω ° / = / o ω .

Soit (el9 e29 e3, e4, Jel9 Je2, Je3i Je4) une base orthonormee adaptee de V.

Les vecteurs suivants forment une base orthonormee de A2jV de vecteurs

propres de RCp*:

Jϊωx — ex A e2 + Jeλ f\Je2, {ΐώλ — e3 Λ e4 + Je3 AJe4,

]/2ω2 — eλ Λ e3 + Jeλ Λ / e 3 , y2 ώ2 — e2ί\ e4Λ- Je2 Λ / e 4 ,

^ ω 3 = ex Λ e 4 H- T ^ Λ / e 4 , ^ ώ 3 = e 2 Λ e 3 + Je2 Λ / e 3 ,

V^TΓJ = ex A Je2 + e2A Jex, fϊ%x — e3 A Je4 + e4 A Je3,

)j2π2 = ex AJe3 + e3 AJex, ]/2π2 = e2 AJe4 + e4 AJe2,

y2 π3 — ex A Je4 + e4 A Jex, ]/2π3 = e2 A Je3 + e3 A Je2,

2φ0 — ex A Jex + e2A Je2 -f e3 A Je3 + e4 A Je4,

2φ = ex A Jex + e2 A Je2 - e3 A Je3 - e4 A Je4,

]/2φx = ex A Jex — e2 A Je2,

]f2φχ = e3 A Je3 - e4 A Je4.

On a, pour RCP4,

JRω/ = 4ω/, Rώi=
:4ώi, R^ = 4^, R^; = 4πi9

Rφo = 20φo, Rφo = 4φo, Rφx=4φx, Rφx=4φx.

En fait, pour simplifier les calculs, on divisera toutes ces valeurs par 4.

On va chercher un tenseur de courbure R admettant les vecteurs precedents

comme vecteurs propres et ayant pour valeurs propres les nombres

0, 0, /?, p, f09 /, definis par

Rωt = 0ω,, Rώi = θώi, i^^ =/?ττ/9 R^ = j5^,

On obtient Λc/>4 en faisant θ = θ = p = p = f= l9f0 = 5.

Pour ce tenseur de courbure on calculera successivement p2(R\ P2(R\

c2c2(R) et cx(R) en tenant compte des relations imposees par la premiere

identite de Bianchi, relations qui s'ecrivent
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Nous commenςons par evaluer p2(R) — ̂ 2,8PΓ OJΛ4K(^ ° R )- H n o u s

done calculer iΓ2, puis R'2 © R'2. Le coefficient β2S est obtenu en normali-
sant sur CP 4 pour lequel/?2(CP4) = 10. Apres un long calcul, nous obtenons

p2(R) = 2- 5 { i(/-/ 0 )(7/ 3 -f2f0 - 3/ 0

2 /- 3/0

3) + Sppθθ

/o 2 )V +P2 + *2 + θ2)

+ΘY + θψ) + (f-fo)[(3f + fo)(p2+P2 + Θ2 + P)

+2p(3θθ + pp) + p(3θ2 + 3Θ2 +p2+ p2)] }j\

oΰ JA = J Λ J A J Λ J, et oΰ nous avons effectue une nouvelle normalisation
en prenant le volume de CP4 egal a 1.

Pour evaluer p,(/?), nous partons de la relation

Pι(R) = βusproU4V(RoR).

Nous obtenons
f 3 3 3 3

A Σ «ί Λ ω, + θ2 Σ «, Λ «/ + ̂ 2 Σ «i Λ «i + ̂ 2 Σ #/ Λ **
1=1 i=\ /=1 /=1

+/0Φ0 Λ Φo + /(Φo Λ Φo + Φi Λ Φi + Φi Λ φj) I

= βhS{{θ2 +p2 - {f2 + i/ 2)(e, Λ e2AJetAJe2 + ex Λ β3 Λ/β,

Λ/e3 + e, Λ e4 Λ /e, Λ /e 4) + (β 2 + p2 - {-f0

2 + y2){e2 Λ e3

ΛJe2 Λ Je3 + e 2 Λ e 4 Λ / e 2 Λ/e 4 + e3 A e4 Λ Je3 A Je4)}.

En normalisant sur CP4 nous obtenons

P

2(R) = \{Θ2+P

2 - {f2 + i/2)(θ2+p2 - i/o2 + \f2V-

Nous avons ensuite

C2 = i(c?-/>i).

Or, lorsque Γon prend le volume de CP 4 egal a 1, on a pour un tenseur de
Kahler-Einstein c^/ί) =/0J. DΌύ

c2c2(R) = i/o

2(02 + θ2+p2+p2 +f2 + 3/0

2)/4.

Posons

P(R) = 7500c2(Λ) + S75p2(R) - 500p2(R) - 3027c4(iί).

Alors, en tenant compte des relations entre p, p, θ, θ, f0 et / exprimant la
premiere identite de Bianchi, nous obtenons
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P(R) = 53 . 2"2{8,136/4 + 2/ 4 - 27/0

3/+ 41/0

2/2 - / 0 / 3 + 12/>2/>2

2p3) + 2(p2+p*)(2f2 + 27/0

2 +//0)

+ 26/ 0

2 /-/ 0 / 2 + 2/ 3 )} .

Nous pouvons trouver differents quadruplets (p, p, /0, / ) rendant P negatif.
Cest le cas de (2,-27,-1,-7) et (-£, 39/2,0,-1). Ce polynome est aussi
negatif dans les regions

p = 0, / > = 1 , -0,36365 < / 0 < 0 , / = 0 ,

/> = 0, / f = l , /0 = 0, 0 < / < 0,3926.

Nous avons done trouve les exemples cherches. On peut verifier que pour le
polynome P le point (1,1,5,1) correspondant a RCPΛ est un minimum relatif. II
serait interessant d'etablir cette propriete de minimum relatif pour tout Γespace
des tenseurs de courbure de Kahler-Einstein car cela fournirait une autre
preuve de Γisolation de la metrique de Fubini-Study parmi les metriques de
Kahler-Einstein sur CP 4.

On peut encore utiliser Γexemple precedent pour exhiber un tenseur de
courbure de Kahler-Einstein non nul a courbure de Ricci nulle et integrand
dΈuler nul.

Pour avoir cx(R) = 0, il faut prendre/0 = 0. Nous avons par ailleurs

X = ^4 = 2 ( ^ 2 - 4 / ^ 1 ) '

d'oύ

χ(R) = 2~6[lf4 + SpβOδ + \f\p2 +p2 + θ2 + θ2) -f 6(Θ2Θ2 + ?2^2

+ θ2p2 + θ2p2) +/{3/(/>2 +p2 + θ2 + θ2)

+ 2p(3θθ + pp) + p(3θ2 + 3Θ2 + p2 + p2)}]

On remarque que si θ — -p, θ — p = / = 0, alors R est un tenseur de
courbure kahlerien non necessairement nul et dont Γintegrand dΈuler est nul.

Bien sur, par perturbation, en prenant par exemple / = 2ε, p = ε, θ = 0,
θ — \ — ε, p — \, on a χ(i?) ~ 2"3ε lorsque ε tend vers 0, d'oύ des exemples
avec χ(R) < 0.
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