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PROBLEMES ISOPERIMETRIQUES ET ESPACES
DE SOBOLEV

THIERRY AUBIN

Introduction

Dans une premiére section, nous poserons le probléme: ’existence d’une
meilleure constante K dans les inégalités de Sobolev. Cette constante, dont la
valeur est mentionnée dans la premiére section, ne dépend que de la dimension
de la variété et de I’espace L, considéré.

Le Résultat principal est le théoreme 9, qui permet de montrer, comme nous
le ferons dans un article ultérieur, 1’existence de solutions pour des équations
différentielles non linéaires qui, jusqu’alors, étaient considérées comme cas
limite.

Mais le résultat ultime serait celui de la conjecture 2 de la Seme section.
Cette conjecture est démontrée dans le cas des variétés a courbure constante,
et dans le cas général en dimension 2. Le maillon qui manque en dimension
n > 3 est la démonstration de la conjecture 1 (de la 2éme section).

La démonstration se fait en plusieurs étapes.

Dans la troisi¢éme section, nous démontrons le théoréme pour R”, théoréme
clé, qui permet de démontrer les autres.

Dans la quatrieme section, nous démontrons le théoreme pour la sphére.
Mais au préalable, nous avons besoin d’établir des résultats isopérimétriques,
ceux de la deuxieme section. En particulier nous démontrons une inégalité
isopérimétrique d’un type peu étudié jusqu’alors. Dans ce domaine habituelle-
ment, les ensembles considérés appartiennent 2 R™ ou plus rarement a une
variété a courbure constante. Ici nous énongons un résultat lorsque la courbure
est quelconque ; ce sera ’objet du théoréme 6.

1. Le probléme

Soient une variété riemannienne compacte V, (n > 1) et H? (1 < g < n)
Iespace des fonctions appartenant a L, ainsi que le module de leur gradient.
On sait (Sobolev [12], Nirenberg [11]) que Hf C L,avec 1/p = 1/q — 1/net
que cette inclusion est continue.

D’ou pour chaque variété, il existe des constantes B et A dépendant de » et
q telles que
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(1) lell, < BlFoll, + Allel, -

On peut s’interroger pour savoir s’il existe une constante B plus petite que
toutes les autres, telle qu’une inégalité de ce type ait lieu (A4 étant a déter-
miner, fonction de B).

Posons K = inf B tel que A(B) existe. S’il s’agissait de L, avec g < p’ < p,
Iinclusion de H¢ dans L, étant un opérateur compact, d’aprés Lions [9], pour
tout e > 0, 3 A’(e) tel que |||, < e|[Fpll, + A’(e) ||¢ll;. Mais les bornés de
H{ ne sont pas relativement compacts dans L, et K est non nul d’aprés le

Théoréme 1. L’inclusion de H{ dans L, n’étant pas un opérateur compact,
K est non nul.

Démonstration. Les bornés de H{ ne sont pas relativement compacts dans
L,, alors qu’ils le sont dans L, donc il existe une suite ¢, € Hf avec ||V, < 1
et lim | ¢, ||, = 0, mais telle que la suite ||, ||, ne tende pas vers zéro.

k—oco

D’ou il existe > 0 et une sous-suite ¢,,, telle que |¢,|l, > 5. Montrons
que K > 5. En effet, il ne peut pas exister pour 0 < e < 7, de constante 4 (e),
car on aurait ||¢y,ll, < e 4+ A(e) | ¢k,ll;, ce qui est impossible puisque | ¢y, l,
— 0, tandis que ¢, |, > 7 > e.

Notations. Posons, w,_; étant I’aire de la sphere S, _,(1), de rayon 1,

Kin,qg)= 4= 1] n—gq | gl’(n + 1) o
@)= [n(q - 1)] [(n T (njg— DI+ 1= n/q)a),,_,]

pour 1 < g <n,etKn,1) =[n/w,_]""/n.

Dans cet article, nous allons montrer que le K du théoréme 1 est K(n, g),
qui ne dépend donc que de n et g, ceci pour les variétés compactes, et pour
les variétés complétes, moyennant des hypotheses sur la courbure et le rayon
d’injectivité.

Nous démontrerons aussi dans certains cas (les variétés a courbure constante
ou de dimension deux) que A[K(n, g)] existe.

Lorsque la variété n’est pas compléte, les démonstrations restent valables,
a condition bien sfir que le théoréme d’inclusion continue de Sobolev et le
théoréme d’inclusion compacte puissent-étre appliqués; ce qui nécessite des
hypothéses de régularité, comme celle du cone fort (Nirenberg [11]). Mais les
conclusions ne concerneraient que HYV,), la fermeture de 2(V,,) dans H{(V ).

Remarques 1. Lorsque K(n,q) peut étre pris comme constante B, (un
A[K(n, g)] au moins existe), il n’y a dans cet article que des résultats partiels
a cet égard, le terme en ||¢||, au second membre est indispensable dans le cas
général. En particulier une inégalité du type

lell, < K(n, @) [Foll, + 4" llelly

n’existe pas pour ¢’ < g, sauf dans des cas particuliers (comme R"). Evidem-
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ment si on prend B > K(n, g), on peut se contenter de mettre au deuxi¢me
membre de (1), ||¢|,- au lieu de ||¢]|, avec q" < gq.

On peut se demander aussi, si parmi les constantes A[K(n, g)] possibles, il
en existe une, meilleure que toutes les autres. Si la variété est compacte et

normée parj dv = 1, il est évident que A[K(n, g)] > 1. On montrera, dans

un article ultérieur (flubin [2]), par exemple, que sur la sphere normée,
AlK(n,2)] = 1, (A(2) = 1 avec les notations du théoreme 8).

2. Préliminaires isopérimétriques

En général sauf mention du contraire, quand nous parlerons de mesure (ou
volume) d’un ensemble E C V, (n > 2), ce sera par rapport a la mesure définie
par la métrique de V,, (notée souvent x). Quand on parlera d’aire d’un en-
semble, ce sera sa mesure (n — 1) dimensionnelle définie par la métrique V/,
(notée 7). Lorsqu’il s’agira uniquement de variétés de dimension 2, nous
parlerons d’aire et de longueur. Etant donné un ensemble E C V,, avec E
compact, nous noterons E, = {M eV, |d(M, E) < p}, p un réel strictement
positif, d(M, E) la distance de M & E.

Pour p assez petit, E, = |y ¢z Bu(p) - Bx(p) étant la boule ouverte de centre
M et de rayon p-E, est un ouvert, c’est un ensemble mesurable.

Théoréme 2. Soit E un ensemble compact d’une variété V., pour p € 10, d[,
assez petit, fz(p) = p(E,) est une fonction croissante continue et dérivable, sauf
au plus en une infinité dénombrable de points, ol f, admet une dérivée a droite
et une dérivée a gauche, (la dérivée a droite étant inférieure a la dérivée a
gauche).

Démonstration. Nous prendrons § assez petit pour que B(p) existe pour
VMeEetyp<g. Soient M; (i = 1,2, ---,]) un ensemble fini de points de
E et B(p) les boules de rayon p, centrées respectivement en M, (p fixé, p < 9).
On considere les ensembles 4; = {Q € B;(p)|d(M;, Q) < d(M,;, Q) pour Vv i}.
Soit k un réel vérifiant 1 < k < 4§/p.

Considérons ; ’ensemble obtenu a partir de 4; dans une homothétie /4, de
centre M; et de rapport k:

A;>P L P’ défini de la maniére suivante, P et P’ sont sur une méme
demi-géodésique issue de M;, d(M,, P") = k d(M,, P).

Soit b* (b > 0) un majorant de la courbure, on supposera que 2b§ < z. Soit
@ < 0 un minorant de la courbure de Ricci sur (E;), on pose —a’ = (n — 1)a’.
Dans B;(d), on prend un systeme de coordonnées géodésique polaires. r étant
la distance géodésique a M; et +/|g| étant le déterminant de la métrique, on

. n—-1
sait (voir Aubin [1]), que /| g}( ;:r ) est une fonction décroissante de r,
sh ar

avec la convention habituelle (sh ar)/a = r si « = 0. D’ou
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k)= [g(P)] < (szzlzr)"_lr"‘%flg—(P)l :

n-1
Par conséquent p(6;) < (Sh kap ) ku(A;) car sh kx est une fonction crois-
sh ap sh x

sante de x et car r < p. Etant donné Q" e {_J!_, B;(kp), soit M; un des points
tels que d(M;, Q") < d(M;, Q') pour v i.

Alors le point Q tel que Q’ = h,(Q) appartienta A4; et )i, 6, = (!, By(kp).
De plus comme les sous-variétés A, N A4; (i # j) sont de dimension (n — 1)
quand 4, N A; # @, u(4, N A;) = 0. D’od

U] < 2 w0 < k(%’:‘f) 2 49

Sh k n—1 l
- k( sh:;f) 'u[i=1Bi(p)] '

(2)

E, est un ouvert, considérons une suite de compacts K, emboités, K, C K, ,,,
telle que E, = ;- K.

K, est recouvert par un nombre fini de boules By(p) avec M e E, soient
B, B,, - - -, B;, ces boules. Puis K, est recouvert par les boules B, B,, - - -, B;,,
plus éventuellement par un nombre fini de boules B; ., - - -, B;,.

On met en évidence ainsi une suite B; de boules By (o), telles que E, =
U5-1Bu,(0) et E,, = U7 By (ko) car E;, = (E,) -1, D’apres (2), en
faisant tendre [ vers I’infini:

13 n-1 1
u(E,) = lim /,t[U BMj(kp)] < k( sh k"‘P) lim ,,[U BM,(p)]
- Li=1 shap 7=1

Appelons v,(p) = plU%-; By (0)] = p[U,(p)], on pose U,(p) = (U%-1 By (0)-
La frontiere F,(p) de U,(p) est rectifiable, par conséquent, (voir Federer [8]) :

AF, @] < lim L w00 + 4p) — v,0 — 4p)] -
40-0 24p

Démontrons une inégalité du type de celle de (2) pour l’aire de la frontiere
F,(p) de | ,(p). Posons 2,(p) = By ,(0) N F,(p) et 2,(kp) = By, (kp) N F(kp).

Remarquons que 2,(kp) C h;[£2,(0)]. En effet siun point P avec d(M;, P) = p
n’appartient pas a F,(p) c’est qu’il existe M; (j < p) tel que d(M;, P) < p,
alors P’ = h,(P) vérifie d(M,, P’) < d(M;, P) + d(P, P’) < kp et P’ ¢ F,(kp).

On en déduit donc que Z[F,(kp)] < (S”h kap )n—lﬂ[Fp(p)]. De plus les
shap
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&/ [F ,(p)] sont uniformément bornés sur un intervalle tel que [¢, 6] avec e > 0.
En effet d’apres (2):

0 < Vslo + 40) = v,(0) - vilp) [( sha(p + 4p) )"“p + 4o _ 1] ,

dp — dp shap 0
d’ou
Tim ’Up(P + 4dp) — v,(p) < ’Up(p)[l + (n — Da coth a,p]
1p-0 dp 0
<[LX + (n = Dacoth aplf(p) -
L p N
De méme

fim 20 = vlo — o) - [1 o (4 _ 1)a coth ap|f(o) -
Ap—0 Ap L p |

Enfin montrons que «/[F,(p)] est une fonction continue de p. Rappelons que
02,(0) = By, (o) N F(p). Appelons W(p) = {P|3i et j, i+ ], tels que
Pe 2,0 N2;(p)}. W(p) est un ensemble de mesure (n — 1) dimensionnelle
nulle, comme réunion finie de tels ensembles.

Posons A, ={P|3itelque P e 2,(p), P ¢ EMj(kp) pour i # j} pour k > 1.
Us14x = Fp(p) et lkmll A (Ay) = L[F,(p)]. D’ou pour v 5 > 0, 3 k, tel que

pour 1 < k < ko, L[F,(p) — A} <25. Soit Pe A, N £2,(p), dans une homo-
thétie A; de rapport £(k + 1), P’ = h;(P) ¢ W(4(k+1)p). En effet pour j + i:
d(P’,M;) >dM;,P) — d(P,P) > kp — 4(k — 1)p = ¥(k + Dp .

D’ou A[F,(3(k + 1p)] > A(A4,) > AL[F,(p)] — 5. Comme d’autre part

n-1
AIF,(kp)] < (S’;l k“f’) #1F ()], /IF (o)) est une fonction de o continue
sh ap

a droite. De méme on démontrerait la continuité a gauche.
v,(0), qui est 'integrale de «/[F,(p)], admet ainsi une dérivée, et v,(p) =
A[F ,(p)]. De plus

(ko) — vp) < [( th":‘: )"—1 — 1][% + (n — D) coth ap]f(p) .

Démontrons maintenant un lemme :

Soit g,(x) une suite de fonctions croissantes sur un intervalle ouvert I C R,
uniformément bornées sur 1. 11 existe une sous-suite g,,(x), qui converge vers
une fonction g(x) sur I, sauf au plus en une infinité dénombrable de points,
g.,(x) converge vers g(x) en tout point oir g(x) est continue.
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Soit B un ensemble dénombrable dense dans I. Pour y fixé, y ¢ B, la suite
g2,(y) est bornée; d’ou il existe une sous-suite qui converge. Par la technique
de la sous-suite diagonale, on montre 1’existence d’une sous-suite g,, telle que
8n,(y) converge pour chaque y ¢ B. Appelons g(y) = lim g,,,(y) pour y ¢ B et

g(x) = limg(y) pour xe I, x ¢ B.
<
Y-

Les fonctions g,, étant croissante, pour y; < ¥,, g(y;) < g(3,). D’ou I’exist-
ence de g(x) qui est une fonction croissante, donc continue sauf sur un ensemble
de points 4 au plus dénombrable. Montrons maintenant qu’en un point x ¢ A4,
gr,(x) converge vers g(x).

Soient &, ¢ B une suite croissante de réels avec &, — x, et &, ¢ B une suite
décroissante de réels avec &, — x. Alors g,,(£,) < g,,(x) < g,,(&,). Faisons
tendre i vers I’infini, on obtient

8¢, <limg, (x) <lim g, (x) < g(&,) .
Comme g est continue en x, quand &, — x, g(§,) — g(x); et quand &, — x,
8(§y) — g(x). D’ou g(x) = lim g,,(x).

j— o0

Fin de la démonstration du théoréme 2. Appliquons le lemme aux fonctions
8(p) = —v;(p) + ap. Pour x <y, g,() — g,(x) = vi(x) — V() + ay —
x) > 0 sur [¢,0] a condition de prendre a suffisamment grand, ce que nous
faisons.

D’ou il existe une sous-suite v, telle que v/,,(x) — h(x), sauf éventuellement
en une infinité dénombrable de points, les points de discontinuité de A(x).

La fonction f(p) est uniformément lipschitzienne sur [e, 4] :

0 <o + 4p) — (o) < f(p)[( sh "‘ggl :p"f’) )P J; o 1],

d’ou elle est absolument continue, elle admet donc presque partout une dérivée
(o), et elle est ’intégrale de sa dérivée. Comme v ,,(p) — f(p) pour vp € 10, 4],
d’apres le théoreme de Lebesgue, A(p) est la dérivée de f(p) en tout point p olt
h(p) est continue. En un point de discontinuité de 4(p), k(o — 0) et h(p + 0)
existent et i(p + 0) < h(p — 0).

Le théoréme est ainsi démontré et lorsque f'(p) existe, elle vérifie

0 < (o) < [(1/p) + (n — Da coth aplf(p) -

Remarque. Le théoréme 2, n’est pas la généralisation de celui énoncé par
Bouligand [6], car une erreur s’est glissée dans sa démonstration et f; n’est
pas dérivable partout.

Théoréme 3. Soit E un ensemble compact de V,, on appelle A(E) =
lim inf (1/0)(E, — E). Si A(E) < oo, il existe, pour Y e > Q0 et ¥ >0, un
p—0
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ensemble Q2 réunion d’un nombre fini de boules centrées en des points de E et
de rayon inférieur de, tel que |p(2) — p(E)| < 5 et tel que IM(Q) — AE)| <.

Autrement dit on peut “approcher” un ensemble compact (avec A(E) < o)
par des ensembles mesurables £ de fronti¢re rectifiable, de telle sorte que le

volume x(f2) et I’aire de la fronti¢re de ces ensembles .7 (9) soient aussi voisin
qu’on veut de u(E) et de A(E) respectivement.

Démonstration. Posons f(p) = p(E,) pour p € ]0,4] et f(0) = u(E). fest
continue sur [0, §], car comme (1,5, E, = E = E et comme E,CE,,sip<
o 1ir13 UE,)) = (E).

o

D’aprés la définition de A(E), pour v » > 0, il existe une suite décroissante
0; >0, p; — 0, telle que

M) = Hesd 4| < 2.
05 = 0j+1 2

On prend j assez grand pour que p; < ¢ et pour que |f(p;) — f(0)| < 7. Avec
les notations du théoréme précedent, il existe une suite v,(p) telle que
lim v,(0) = f(p) pour p e ]O,d[, la convergence étant uniforme sur tout in-

-0

tervalle fermé. Pour v & > 0, 3 n,, tel que p > n, entraine |f(p) — v,(p)| < &
pour v p € [Pj+1’ Pj]- On prend § < %77 et &< %(Pj - Pj+1)7)- D’ou

vp(0;) — vp(p;01) AE)| < 1 + 2% <.
OPj — Pj+1 2 0 — Pj+

Comme les v,(p) sont dérivables pour v p € [0, 5], d’apres le théoréme des ac-
croissements finis, 37; € Jo;,1, p;[, tel que (o; — p;, DV(r;) = v,(0;) — v,(p;.1)-
D’ou |L[F,(r)] — AE)| <7y et |v,(r;) — f(0)| <. L’ensemble 2 = U,(r;)
répond aux exigences du théoréme.
Théoréme 4. Pour un ensemble mesurable E, inclus dans une boule B p(5)
d’une variété V, a courbure constante, lim inf (1/p)p(E, — E) > I’aire du bord
00

d’une boule de V, ayant un volume égal a y(E).

Ce théoréme a été démontré par E. Schmidt et A. Dinghas [7]. Montrons
incidemment une inégalité qui peut étre utile.

Théoréme 5. Sur la sphere S, de courbure o?, soient V le volume d’une
boule et Y, I'aire de son bord, }, et V vérifient I’inégalité

Zn/(n—l) S n(wn_l)l/(n—l)V(l . ‘Han/n) ,

2
avec B, = —a—(n)("””"(wn_l)‘zf". Le méme résultat est valable pour
2(2 + n)

Iespace hyperbolique de courbure K, il suffit de poser o* = K.
Ce théoréme est une généralisation du résultat bien connu en dimension 2,
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(Bernstein [4]), ol on a égalité >;* = 4zV (1 — (La?/m)V).

3 1 n—-1
La boule de rayon 5(6 < 1) a pour volume V(3) = w,_, I < sin ap ) dp

et ’aire de son bord };(0) = w,_,(sinad/a)"* avec w,_, le volume de la
sphere S, _,(1).

V(0) est une fonction strictement croissante de 4, il existe une fonction in-
Verse i :

[0, w,/a"] 3 Vﬂ 2 el0, w,y/a"],

car w, = wn_l‘[ (sin x)*"'dx. D’apres le théoréme 4 on a le
0

Corollaire 1. Soient E C S, un ensemble mesurable A(E) > 3, o y[p(E)],
la fonction 3, o+ Vérifiant I’inégalité du théoréme S.
Démonstration du théoréme 5. Considérons le rapport

_ n(wn_ Y-y Zn/(n—l) -
f0) = : Y ntdin pour 0 <o < _(; .

Quand § — 0,

0] az 2 \n—-1
VE) = wn,lj pn-1(1 - TP) do + 0(5™*)
0

o" o n—1 )
= W,_ _________5n+2 05n+3 ,
o L) + 0

=D (5) = w:/_(;t—l)éﬂ(l _ a2652 )n + 0(5™*%)

= as9(1 = Son) 4 00" .

2 . 1 W —(n+2)/n
- (-2 5)
f(8) ~ )% 6 nt2 n

2
[24 - -
—_ (n)Z(n+1)/nw£L2_1n)/n(n 1)

T 2(n+2)
quand § — 0. Montrons que f(6) est une fonction croissante (que sa dérivée
7 (®) est > 0).
#6) = n(w, )™ " "v {[( sin ad )"‘1 . < sin d )"‘lcos aa]V

VZ(n+1)/7L o o

o [V @, (sinad )”]( sin ad )"‘ln + 2}

n \ (24 o n
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f'(6) a le signe de (1 —cosad) V — [V — w,_, (sin@d/a)"/nl(n + 2)/n soit
(n + 2)/n)aw,_,(sinad/a)® — V[ncos ad + 2] qui est non négatif, car V(9) <
((n + 2)/n)w,_, (sin ad/a)"[ncos @d + 2]7'. En effet quand 6 — 0, V() ~
w,_,0"/n tout comme le 2¢éme membre. Et le calcul qui suit montre que

@, _,(sin ad /)"

n42 w,(sinad/a)"n

= V') <
© < n (ncosad + 2)*

[cos ad(n cos ad + 2) + sin® ad]

(n — 2)[1 — 2 cos ad + cos? ad] > O entraine

ntcos’ad + 4ncosad + 4 < (n + 2)(n — 1) cos® ad
4+ 2(n + 2)cosad + (n + 2) ,

soit
(ncosad +2))< (n + 2)[(n — 1) cos*ad + 2 cosad + 1] .

Corollaire 2. Soient deux boules B, et B,, 'une sur un espace a courbure
constante K,, I’autre sur un espace a courbure constante K,, les mesures de
B, et B, étant égales y,(B,) = u,(B,), alors si K, < K,, I’aire du bord de B, >
I’aire du bord de B,.

Posons K, = o et K, = «}, si la courbure est négative les sinus sont des sh.
On a r (75"1 e )n_ldp = rﬂ <—sm 0 )nnldp, d, étant le rayon de B, et 4§,

0 o, 0 o
celui de B,. sin px/x est une fonction décroissante de x pour px < = donc
sin et,p/a; > sin ayp/ e, d’ou1 §; < 6,.

_ sin a0,/ ay

l) - T . <
sin @0,/ a,
férieur ou égal 4 1. En effet lim+(3,) = 1 et si 4(3,) > 1 pour un certain

41—0
8, > 0, alors on aurait ,5, < a,d, et ¥/(5) <O.
Abordons maintenant un probleme isopérimétrique nettement plus difficile.
Conjecture 1. Sur une variété V,, pour un ensemble mesurable E, inclus
dans une boule B (out la courbure est inférieure a K) : lim %)nf (1/o)E, — E) >
o

Considérons la fonction (6 . On montre que (4,) est in-

I’aire du bord d’une boule, qui sur une variété de courbure constante K, a pour
volume p(E).

Evidemment dans le cas ou K > 0, il faut supposer que u(E) est inférieur
au volume de la sphere de courbure K.

Nous allons démontrer cette conjecture dans le cas des variétés de dimen-
sion 2. Nous supposerous seulement en plus, pour la démonstration, que le
diamétre ¢ de la boule B est strictement inférieur au rayon d’injectivité et
vérifie Ko* < n* et sin v/ k 3/+/ k < 2sin v/ K §/+/ K, k étant un minorant de la
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courbure sur B. Avec la convention habituelle sin v K p/vK = psi K = 0 et
sin VK JovK = shivVKp/(ivK) si K <O0.

Théoréme 6. Sur une variété V,, pour un ensemble mesurable E, inclus dans
une boule B (oit la courbure est inférieure a K et supérieure a k), le diamétre
J de la boule B étant strictement inférieur au rayon d’injectivité et vérifiant
Ke*<rmetsinv kd/vk <2siny/Kié/vK:A=liminf (1/9)u(E, = E)>

p—0

longueur du bord d’un disque qui, sur une variété de courbure constante K,
a pour agire pu(E).

Si A = + oo, ce qui se produit en particulier si u(E) # p(E), le théoréme est
vrai. Si A < oo d’apres le théoréme 3, il suffit de faire la démonstration pour un
ensemble 2 réunion d’un nombre fini de boules de méme rayon ¢. Cet ensemble
£2 pourrait ne pas étre inclus dans la boule B de départ, mais dans une boule
B’, et dans la démonstration, il faudrait considérer K’ (resp. k') un majorant

(resp. un minorant) de la courbure sur B’. Mais comme sup dist (M, B) < g,
MeB’

o le rayon des boules qui est aussi petit qu’on veut, K’ et k¥’ peuvent étre
choisis aussi voisin de K et k qu’on le désire.

Démonstration. Nous supposerous donc que E est une réunion finie de
boules et que E est inclus dans une boule B de diameétre § inférieur au rayon
d’injectivité. De plus E la frontiére de E est supposée sans point double, sinon
on appliquerait notre démonstration séparément a chaque surface délimitée par
une courbe sans point double.

Tout le probléme consiste & construire sur >, la sphere de courbure K si
K > 0, (resp. I’espace euclidien ou hyperbolique de courbure K si K < 0) un
ensemble E” ayant I'aire de E: u(E) = p/(E”), y étant la mesure sur }, et
tel que la longueur de la frontiere E” soit inférieure ou égale a celle de E.

Car cette construction étant faite, le théoréme 4 entrainera le théoreme 6.
Soient Pe B N E, P’ ¢ 3 et un systtme de coordonnées géodésiques polaires
centré en P’: (p, 0).

Considérons l’intersection avec E du cercle de centre P et de rayon p sur
V,: Cp(p) avec p < 4§. EN Cp(p) est une réunion finie d’arcs, soit 2h(p) la
longueur de cet ensemble. La fonction A(p) est strictement positive sur un in-
tervalle JO, 6,[ et nulle a I’extérieur, car lorsque h(p) s’annule en g, elle reste
nulle pour p > §,, car E est sans point double.

On considére 1’ensemble E’ C >, des points dont les coordonnées (p, 6),
o > 0, vérifient || < +/K h(p)/sin /'K p = g(p). Par construction méme u(E)
= /(E’), la valeur commune étant 2 J N h(p)dp.

0

Pour que cette construction soit possible, il faut que h(p) < 7 sin VK p/+/' K
pour Vv pel0,6[. Or Ihypothése supplémentaire faite sin+/ kd/v k <
2sin v K&/« K entraine pour p < 8, < 4, sinv/ kpo/v k <2sinv/ Kp/vVK
et comme A(p) < 3xsin v/ k p/+/ k (voir Aubin [1]) h(p) < zsin v/ Kp/vV K.
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Comme (p) est une fonction continue et continliment dérivable par morceaux
sur [0,4,], il en est de méme de la fonction g(p) prolongée par continuité en
0 eten §,. g(8,) = 0, 2g(0) = angle des deux demi-tangentes en P a E. 11 faut
néanmoins vérifier qu’en 0, g(p) a une dérivée 3 droite g’(0). Or un dévelop-
pement limité donne h(p)/p = 8©0) + 20 + 0(p) avec 2 un réel, [2 = g(0)].

Nous supposerons maintenant que la métrique est analytique dans B ; s’il
n’en était pas ainsi, dés le début, nous aurions considéré une métrique analytique
approchant uniformément la métrique donnée, ainsi que ses dérivées jusqu’a
ordre 2 sur B.

On construit maintenant une fonction décroissante f(p) ayant les deux pro-
priétés suivantes:

(1) Lorsque f(p) existe et est négatif strictement, f(0) = 2(0) ;

% sin /K p _ [ sinVKp
(2) J, g Hede = [, g et
Soient &, ay, + -+ +» Qs P Pos * * *» Prs 168 suites finies croissantes des abscisses
des maximums relatifs et des minimums relatifs de la fonction g. 8, = d,.

Si sur un segment [a, b], g était constante, a et b n’apparaiterairnt pas dans
les suites « et f, si g est monotone sur un voisinage de [g, b]. Dans le cas
contraire, on classera a dans I’une des deux suites suivant la nature de 1’ex-
trémum, b étant toujours non classé. Si en 0, g est décroissante a;, = 0. Mais
si en 0, g est croissante, on mettera en plus dans la suite des 8, B, = 0.

Supposons que pour un certain i, on ait g(e;) > gla;, ) et 8(B) > g(Biy)
pour £ ¢ [g(8,), g(«;,,)] considérons la fonction g.(p) définie sur [a;, B;.,] par
2:(0) = 8(p) pour p € [a;, 0] U [1, B.1] et g:(p) = § pour p € [0, ].

o et ¢ étant le plus petit et le plus grand des réels e [a;, B;.,.] tels que

glo) = g(z) = §.

|
|
|
: }
0
| |
| | |
I } !
| i }
5 ! } N
a; Bi Qj41 Bis1
Soit
Bi+1 K.
Ge = [ S0 VKe 1) (oldp
)<
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G(&) est une fonction décroissante de & car pour & > &,, g..(0) > g.,(0).
Comme elle est continue et que G[g(8,)] > 0 et Glg(x;,,)] < 0, il existe &, tel
que

Bi+1 Qi
[l sin v Ke pg) — g odp = 0.
Sur [«;, B;,,] nous remplacons maintenant la fonction g par la fonction g,, qui
est monotone et a les propriétés voulues (1) et (2).

On procédera ainsi de proche en proche, de maniére a éliminer le plus
d’éléments des suites « et 8. Notre procédé d’élimination sera applicable aussi,
si pour un certain i, g(a;,,) < g(a;,,) et g(B;) < 8(Bis0)-

Nous ne pourrons plus appliquer ce procédé, lorsque la suite des g(a;) sera
strictement croissante, tandis que la suite des g(g;) sera strictement décrois-
sante (car si la suite g(3;) est monotone, elle ne peut qu’étre décroissante:
g(By) = 0).

Or D’existence de f est facile a montrer dans ce cas, car «;, est 1’abscisse du
maximum de la fonction g sur [0,d,]. Considérons la fonction g.(p) pour
& e [8(Bi-0); g(ay)], définie par g.(p) = & pour 0 < p < 7 et g.(p) = g(p) pour
7 < p < 6y, 7 étant le réel de [«y, d,] vérifiant g(z) = &.

50 o)
@@=Lﬂ%%ﬁmm—mm@
est une fonction continue et décroissante de &, positive en g(B,_,) et négative
en g(a;) ; donc il existe un réel & e [g(B8;_), g(ap)] tel que Gy(&) = 0.

On posera f(p) = g.,(p), qui est une fonction décroissante ayant les propriétés
1) et (2).

Fin de la démonstration. On appelle E” ’ensemble des points de ) de
coordonnées (o, §) vérifiant |§| < f(p). D’apres la construction de E”, u(E) =
sin VK p
VK
montrer que la longueur de E est supérieure ou égale a celle de E”. L’intervalle
[0, 6,] peut étre décomposé en un nombre fini d’intervalles [a;, a;,,], de telle
sorte que sur chacun d’eux E soit défini par un nombre fini de fonctions C*,
que nous groupons par deux ¢,(p) et ¥,(o), i € [C;, C;,,[, de telle sorte que E
soit ’ensemble des points, dont les coordonnées vérifient ¢;(p) < 6 < v;(p)
pour un certain i. Nous faisons en sorte aussi, que sur chaque intervalle
lay, a; [, soit f'(p) < O sur I'intervalle entier, soit f(o) y est constante.

La longueur de E est

30
1/ (E"), cette mesure commune étant égale a 2 j g(p)dp. 1l reste a
0

; J~aj+1 01+Z‘:—1 {\/1 + glo, p:(p)1lei(p)]* + V1 £ ¢los ‘l’z(P)][‘P:(P)]Z}dP ,

aj i=Cj



PROBLEMES ISOPERIMETRIQUES 58S

et la longueur de E” est

21+ + (S vKe. VKo )i @rap.

D’autre part, en un point ou f'(p) existe et est négatif strictement,

. sm«/Kp cj+11 2100 —
(3) () = 222 = 5 jw V2(p, 6)d8

pour p ¢ [a;, a;.,.], g(p, 6) étant le déterminant de la métrique sur V,. En dif-
férentiant (3), on trouve

. Cj+1—-1 ¥i(p)
2 sin \/EP f’(P) + 2 cos ~/K Pf(P) — jz J‘ i) 9 x/g(p, 9)do
\/ i=Cj J¢i(p) ap

+ Zc, #8030 — w0 alor o | -
Or on sait, voir Aubin [1] que
aip Log v2(p,8) > VK cot gv/Kp .
D’ou
2 sinvKp J/f? oy
> 24K cot gvK ph(p) + z [w@Vele o0 - sioelo o1 |

() + 2 cos VK pf(p)

qu’on peut écrire 2T < 31%751-1(Y,—X,) enposant T = — (sin v/ K p/+/ K )f (),

Y, = ¢l(p)V glp, 0(0)] et X; = (o) glp, v:(p)]. Comme f'(p) <0, T > 0,
et on vérifie que dans ce cas

WIF T < S («/1 TYI 4+ VI F Xz) .

i=Cj

Eneffet 2T; = Y; — X, étantdonné, N; = +/1 + Y? + 4/1 + X2 est minimum
pour Yi = Ti = —-X,;.

N; peut étre interprété, comme la distance d’un point d’une droite 4 4 deux
points F et F’, avec FF’ parall¢le a 4. Le point de contact de ellipse de foyers
F et F’, tangente a 4, correspond au minimum du probléme. Et il est évident
maintenant que 0 < T < ¥, T, entraine v/ 1 + T2 < Y7, +/1 + T2

Par conséquent, sur les intervalles ol f'(p) < O, la réunion des arcs corres-
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pondants & E”, a une longueur inférieure ou égale a celle des arcs de E. D’autre

part, soit un arc maximal @ de E”, le long duquel f(p) est constante (f(p)
constante sur [¢, z]). Par construction 4’ et B’ appartiennent a E’.

Le cercle de centre P et de rayon ¢ coupe E en au moins 2 points 4, et A,,
et le cercle de rayon ¢ en au moins 2 points B, et B,. On choisit 4,, B,, 4,, B,

de telle sorte que les points des arcs A4,B,; et A,B, soient tous a une distance
de P comprise entre ¢ et z. Nous avons alors, ce qui achéve la démonstration :

~— — TN
longueur de A4,B, + longueur de 4,B, > 2(r — ¢) = 2 longueur de A’B’ .

3. Le cas de I’espace euclidien R”

Lemme 1. Soit f #= 0 une fonction C* sur V, a support compact K, on
peut approcher dans H{(V ,,) par une suite de fonctions continues f,, a support
K, C K, (le bord des K, étant des sous-variétés de dimension n — 1), les f,
étant C~ sur K, et ne présentant dans K, qu’un nombre fini de points critiques
non dégénérés.

Démonstration. D’apres Morse et Milnor [10], on peut approcher f uni-
formément sur ¥V, par une suite de fonctions g,, C~, ne présentant que des
points critiques non dégénérés, de telle sorte que les dérivées premicres de g,
convergent uniformément vers celles de f sur K. Sur V,:|f — g, <1/p, et
sur K: |F(f — g,)] < 1/p. Soit &, vérifiant 1/p < a, < 2/p, telq ue g;'(a,,) et
8, '(—a,) ne possedent pas de points critiques ; ce sont alors des sous-variétés
de dimension n — 1, si elle ne sont pas vides.

Appelons 4, = {xeV,|g,(x) > a,}etA_, ={xeV,|g,(x) <—a,}. Con-
sidérons f,(x) = [g,(x) — aplys,(*) + [8,(x) + aplya_,(0). 2z étant la fonc-
tion caractéristique de I’ensemble E. _

Les fonctions f, sont continues sur V', et C~ sur leur support K, = 4, UA4_,,
qui est inclus dans K, car pour x € K, |g,(x)| > 1/p, d’ott |f(x)| > O.

Comme |f(x) — f,(0)| < 3/P)xx(x), ||f — f,ll, = 0 quand p — co. D’autre
part en un point x ol f(x) # 0, F[f(x) — f,(x)] — 0, car xe | J;., K,. Et
comme 1’ensemble des points oll I’on a simultanément f(x) = 0 et F'f(x) + O est
de mesure nulle, F[f(x) — f,(x)] — O presque partout quand p — co. De plus
[Plf — f,l| < [supg |Vf| + 1/plyx, d’ott d’aprés Lebesgue ||V (f — f,)[lq — O.

Lemme 2. Soit f > 0 une fonction continue sur Y, (3, étant la sphere S,,
Pespace euclidien ou hyperbolique), C* sur son support compact K, dont la
frontiére est une sous-variétéde dimension n — 1, f ne présentant sur K qu’un
nombre fini de points critiques non dégénérés. Considérons un point P e } et
la fonction g(r) définie et décroissante sur [0, oo[ telle que

{Q18ld(P, Q)] > a} = p{QIf(Q) > a} = v(a) ,
alors [Vl < |Fflly pour 1 < g < oo.



PROBLEMES ISOPERIMETRIQUES 587

Démonstration. Dans 1’énoncé d(P, Q) est la distance de P a Q sur ), a
est un réel strictement positif et x est la mesure définie par la métrique. On
note g(Q) = gld(P, Q)]. Soient Q; (i = 1, - - -, k) les points critiques de f dans
K. Considérons les ensembles Y, = f"(a). En tout point Q ¢ >, différent
des points Q;, le gradient de f n’est pas nul, soit do(Q) I’élément d’aire sur

2
[rrear = [ (] e i

D’autre part lorsque a est différent de chacune des valeurs a; = f(Q,), ¢(a)

=I I‘;Gfl existe, est continue et localement admet —+-(a) pour primitive.
Za

Donc ¢(a) = —+’(a) qui est considéré comme donné. Par conséquent
f [Ff|2~! do est minimum, dans le cas g > 1, lorsque |/'f| est constant sur
Za

>4, d’aprés 'inégalité de Holder :

JLaos (], o) ([

Mais };, est le bord d’un ensemble de mesure -(a) donné, d’ou, d’apres le
théoréme 4, I’aire de ), est supérieure ou égale a 1’aire du bord de la boule
de volume +r(a) ; ce qui acheve la démonstration.

De plus, on vérifie que g(r) est une fonction absolument continue et méme
lipschitzienne sur [0, oof.

Théoréme 7. Pour toute fonction f e H (R*) (n > g > 1)

11l < Kn, @) |FFllg

on rappelle que 1/p = 1/q — 1/n. K(n, q) a été défini dans la 1 ére partie.

2(R™) I’ensemble des fonctions C* a support compact est dense dans H{(R,,).
Donc il suffit de démontrer le théoreme pour f € 2(R™). Mais d’aprés le lemme
1, la fonction f peut étre approchée dans H? par une suite f, de fonctions con-
tinues sur R*, C*= sur leurs supports compacts K;, et ne présentant dans K,
qu’un nombre fini de points critiques non dégénérés.

De plus on considére, comme au lemme 2, la fonction g,(r) associée a la
fonction |f;|. Si nous démontrons que pour une telle fonction g;:

lgill, < K(n, q) Vel »

nous pourrons alors écrire ||f;]|, = |/8:ll, (par construction) et ||Fg; ||, < [|Ff;ll,
d’apres le lemme 2. D’ou nous aurons ||f;||, < K(n, q) |[Ff;||, et le théoréme
7 par densité. Reste donc & montrer le

Lemme 3. g(r) étant une fonction absolument continue décroissante sur
[0, oo, nulle a I’
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@) ([ e )" < Km0 ([ 190 )™

Démonstration. Considérons le probléme suivant pour g > 1: Quelle est
la valeur maximale de JW [e(»]?r*~'dr lorsque r |g’(r)|¢ r*~'dr est une con-
0 0

stante donnée strictement positive. L’équation d’Euler du probléme est:
(g7 7 = kgpoirnt

k étant une constante. On vérifie (1 étant un réel strictement positif) que la
fonction y = (2 4 r¥/@=D)'-"/a est solution de 1’équation d’Euler; et d’aprés

Bliss [5], ¥ rend maximum Jm |g|? r"=dr.
0

C’est ainsi qu’on trouve la valeur de K(n, g), la meilleure constante. En
faisant tendre g vers 1, on obtient 1’inégalité pour g = 1 et la valeur de K(n, 1).
C’est ainsi qu’on retrouve 1’inégalité isopérimétrique habituelle (Federer [8]).

Remarque 2. Bliss considére une fonction mesurable sur R, A(x) > 0, telle

que J = r hi(x)dx soit finie et donnée, et la fonction g(x) = J h(o)de. TL
0 0

démontre que I = f gP(x)x*~?dx atteint sa valeur maximale pour la fonction
0

h(x) = (Ax* + 1)~@*b/= avec p et q deux constantes vérifiant p > g > 1 et
a = p/q — 1. Pour obtenir le résultat mentionné plus haut, dans la démon-
stration du lemme 3, il suffit de faire le changement de variable x = r~ -2/,
en n’oubliant pas qu’ici 1/p = 1/q — 1/n. On a a« = p/n, (@x/or)'"? = r*~!
et x!te"P = p7,

Corollaire 3. Sur ’espace hyperbolique H,, toute fonction fe HY(H,),
n>q> 1, vérifie

1fll, < Kn, @) [Pl -

Démonstration analogue, en utilisant le corollaire 2.

4. Le cas de la sphére S,

Pour la sphére, on peut énoncer le théoréme dans sa forme la plus raffinée.
De plus cette étape est indispensable, car dans le cas général d’une variété V,,
on ramene le probléme a la sphere S,.

Théoréme 8. Pour la sphére S,, il existe une constante A(q), telle que pour

lollz < Kin, @) [[Polli + A@llelli  si1<q<2,

et
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IHDHZ/(Q—I) S Kq/(q—l)(n, q) ”VSDHZ/(Q-I) + A(q) ”SD“Z/(Q—D si 2 S q < n.

De ces inégalités on déduit I’inégalité plus faible du
Corollaire 4. Pour la sphére S, il existe une constante A’'(q), 1 < q < n,
telle que pour Yo € HY(S,)

el < K, @ IPoll, + A @ llell, -

Démonstration du théoréme. Prenons un systetme de coordonnées géodé-
siques polaires, centré en P, 1’élément de volume dv = (sin ar/a)* 'drd, avec
a = r/d, § le diametre de la sphere (r < 9).

Comme pour le théoreme 7, d’apres le lemme 2, il suffit de faire la démon-

stration pour une fonction ¢(Q) égale a une fonction g[r(P, Q)] = g(r) > 0,
absolument continue et décroissante sur [0, §]. D’apres le théoréeme 7,

3 3 (n=1)/q|p a/p
s ar -
[wn_l fo g( ) r Idr]

ar

< 0,,K%n, q) f \7[8( sin ar )(n_wq] * r=ldr .
0

ar

(4)

Inégalité 1. Pour > 1, il existe p et v tels que
A+ <1+ pt + vtf pourt >0 .
On peut prendre par exemple y = B(8 — Detyv = (8 — 1) 'sig>1, et

v = 1si 8 = 1. Nous utilisons cette inégalité avec § = g/(qg — 1) et ¢ > 2, le
deuxiéme membre de (4) se majore

{J~a V[g( sin ar )(n—n/q] q r"‘ldr}l/(q-n

0 ar
5 1 (n—1)/ ] n—

— {J‘ [Vg( sin arr ) ¢ n gV( sin ar )< b/q
0 ar ar

< {f [17
0

_ sin ar \ @-D/(ag-1)
1 1
+ Vel ’g(——>

ar

q/(q-1)Jg-1 1/(g-1)
] r"‘ldr}

q/(g-1) < sin ar )(n—l)/(q—l)

or

8

sin ar D74
ar

sinozr (n-1)/qlq/(g-1)TJq-1 _ 1/(g-1)
)
ar

5 : n-1 1/(g-1)
< [J‘ ngq< smar) dr] q
0 ar

3 1 (n-1)/q | ; (n—1)/qig—1 1/(q—
+ #U 7gq| i( sin ar ) “7( sin ar ) aje r"“dr] a-1
0 q ar

or

+ vgq/(q—l)

f
I
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3 1 (n—=1)/q|q /(-1
sin ar -
+ VU g? V< ) re 1dr] )
0

or
d’apres I'inégalité triangulaire.
Finalement nous avons, C étant une constante,

3 (n—1
o [ Ple(5) ]
0 ar

Car si on pose

¥(r) = _1_< sin ar )(nﬂ)/q

q or

q 1/(g-1) .
idrf < Pl + Cllglge

()
[ 1—aorverar = (=g or=1 + [ etyor-var

le crochet est nul, car y(3) = 0, d’une part, d’autre part [\(r)r"~']’ (—_L-y—l
sin ar

est borné sur ]0,5/2[, car cette expression est équivalente & kr¢~2, quand
r— 0, avec g > 2.
Pour le premier membre de (4) nous ferons les calculs suivants:

5 ; (n-1)p/q
in ar _
I g? ( s ) r"~dr

0 ar

5 : n-1 3 i p \n-1 i (r-1)(p/q-1)
:Igp(mnar) dr__fgp<s1nar) [1_(smar> ]dr.
0 « 0 o ar

Or il existe a tel que 1 — (sin ar/ar)™~P®/1"Y < gr? et b tel que

(5) lg)r < bllgllf

car g(r) est décroissante. Ainsi on peut écrire

3 1 n—1 2] H n-1

avec p’ = p(1 — 2/n) supérieur a g, car g > 2.
D’autre part voir Nirenberg [11], y étant une constante,

9 1 n-1
ons 87 (SR dr < Cre gl g I

<7lslg o glga .

Inégalité 2. Pour 0 <1< 1/2p, (2> 0), > 1,
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1 - <1l — put avec v = 2u(l — 27V%) .

Appliquons cette inégalité avec § = p(q — 1)/q et p = ayb**. Alors ou bien
llell, < 2p /1| g|,, et I'inégalité du théoreme 8 est vérifi€e avec A(q) = 2u

ou bien
lglp [l — v(lglly/llgll e 1 < [1 — w(lglly/lIgll¥ T llgl?

3 Sin T (n—-1)p/q _
<llglp — arb™ | glly P [lglpv ™ < wn_lf g"(—“) ridr
0 ar

D’ou I’existence de A(q):
gl < Ka(n, g) | Py + (C + ») [lgllg's .

Dans le cas 1 < g < 2, on utilise ’inégalité 1, avec 8 = g, on trouve

. n— : n-1
[[l[e(Smery ) otar < [ () ar
0 ar 0 o

3 1 (n-1)/q 1 (n-1)(¢-1)/q
n #I Poli-'g V( sin ar ) ( sin ar ) -1y
0

or ar

sin ar \~V/¢

or

q
r*=idr .

3
+ vj 8!
0
Inégalité 3. a,b,a, B, 2, p étant des réels strictement positifs avec a +
=1, si 2°¢* > 1, alors a*b® < daa + ppb.
Ici on prendra 2 = ¢ = 1 et on écrira
(q1g'D*'g = [(@)'[*7182* " < (g — D|(Y'| + 2 — g,

et moyennant une intégration par partie, comme dans le cas g > 2, on trouve
ici, C étant une constante,

5] H (n-1)/q
wn_lj V[g( sin ar ) ]
0 ar

Pour le ler membre de (4), comme précédemment, voir (5) nous écrirons

q
reidr < Vel + Cllgll -

) 3 n-1 ] 1 n-1
awn_lj gp<—5m ar ) rdr < aw, _,0*" P~ 0/? |[g||g‘qf gq<___s1n ar ) dr .
0 [44 0 o

On applique maintenant I’inégalité 2 avec g = p/q:
el [l — vlliglle /gl < ligls — rliglleliglee,

et nous trouvons le résultat annoncé, ’existence de A(g).
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5. Le cas général

11 s’agit maintenant de démontrer des inégalités du type de celles du théoreme
8, mais pour une variété ¥, ; nous supposerons au minimum la variété com-
plete. Dans la 1ére section, nous avons abordé rapidement le cas des variétés
non completes. Dans le cas d’une variété compacte, aucune hypothese particu-
liere n’est a faire. Dans le cas d’une variété compléte, nous devrons supposer
au minimum une courbure bornée et ’existence d’un rayon d’injectivité stric-
tement positif. Pour mettre les choses au point, démontrons tout d’abord le

Lemme 4. Lorsque V, est complete, 2(V,) est dense dans H(V,), 1 <
q < .

On considére les fonctions +, sur V,, définies de la maniére suivante, P
étant un point donné de V,:

V(@) =1 pour d(P,Q) < k ,
V(@ =14+ k—dP,Q) pourk<dP,Q<k+1,
¥(Q) =0 pour d(P,Q) >k + 1.

Let fonctions +,(Q) sont lipschitziennes donc absolument continues, leur
gradient, qui existe presque partout est inférieur a 1.

Soit f e H! N C=, la suite f, = fy, tend vers f dans H¢. En effet f, —f
presque partout et |f;| < |f|. De méme |Vf,| — |Ff| presque partout et |F'f,| <
[Ff| + |f|. D’ou d’apres Lebesgue, | f, |, — lIfll, et [Ffill, — |Ff]l,- Ensuite on
approche dans HY, f, par des fonctions de 9(V,) au moyen d’une régularisa-
tion: pour k donné, le support de f, est compact, il existe donc §, > O tel que
B,(5,) existe pour ¥ M e supp f;.

Lemme 5. By(9) étant une boule de V ,,, il existe une constante Kp 4(n, q),
telle que pour toute fonction f e H{(V ,) a support compact inclus dans Bp(5) :

1ll, < Kp,o(n, @) IFFlg »

Kp i(n, q) étant aussi voisin qu’on veut de K(n, q), pour peu qu’on prenne o
suffisamment petit.

Démonstration. Soient un systéme de coordonnées géodésiques polaires en
P, associé a I’application exponentielle, b* un majorant et —a® un minorant
de la courbure dans une boule Bx(d,).

En tout point de Bp(d,) et pour toute direction i, les composantes g;; de la
métrique vérifient (voir Aubin [1])

sin br

sh ar
ar

< Vgulr, 0 <

¢ étant donné, on peut prendre ¢ suffisamment petit, pour que shar/ar <1 + ¢
et pour que sin br/br > 1 — ¢ lorsque r < 4.
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Si |V zf| est le gradient euclidien et dE 1’élément de volume euclidien,
A —o"dE<dV < (1 + e dE et |Vgfl<|Ffl(1 +¢) .

Comme d’aprés le théoreme 7,

(f f"dE>1/p < Kn, ([ 17560 dE) "™,

on en déduit le lemme 5, avec Kp; = (1 + &)@ D/2*(1 — ¢)*=™/1K(n, q).

Démontrons maintenant le théoréme, qui sera le plus utile dans certains
problemes d’existence de solutions d’équations différentielles non linéaires. Ce
théoréme n’est pas le meilleur résultat, qu’on puisse raisonnablement espérer,
ce sera celui qui fait ’objet de la 2&éme conjecture.

Théoxréme 9. Sur une variété riemannienne V, compacte, pour ¥ e > 0,
vq ell,ql et vr>1, il existe une constante A, telle que pour ¥ ¢ € H{(V ,,),
avec 1 < g <n,

llols < [K™(n,q) + €l||Fol; + Aol -

Démonstration. Dans 1’énoncé, comme dans tout ’article, 1/p = 1/q —
1/n. Soit un recouvrement de ¥, par un nombre fini k de boules By ,(5), §
suffisamment petit pour que pour v i, |[K(n,q) — Kp, ;(n,q)| < n et h; e C”
une partition de I'unité subordonnée a ce recouvrement. Pour ¢ ¢ H(V,),
écrivons en utilisant le lemme 5

lells = Ig*lma = | 2 o

k
. < lgl HSﬁqhin/q

o/
k 13
< 3 oty < (KOr, @ + 710 3 [Pt
D’apres I’inégalité triangulaire,
IV (phiDlg = IV hy* + VR, < ([P ehy|, 4 ||V Y4, -

Et en utilisant I’inégalité 1 (4¢éme section), avec H = sup supy |[F(h/9)],
1<i<k

k k k k
ZVChDig < 2 WPkl + p 2 IVoh 57 loV My + v 2 lloP Ryl
<|Voli; + pkH|[Volli ol + vEH [[ollf -
On trouve f§ et y étant deux constantes,

el < [K(n, @) + 9l lIPoll; + BlIFelli el + 7ol -
De plus d’apres ’inégalité 3, pour v ¢, > 0, 3 M tel que
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Voli el < ellPolli + Mol .
D’ou
(6) lolli < {[K(n, q@) + 917 + Be} IFolld + G + MB) o] .

De cette inégalité, on peut déduire les autres inégalités du théoréeme 9. On
éleve (6) a la puissance r/g > 1, on trouve d’apres I’inégalité 1, B, et 7, étant
deux constantes,

el < K% n, @) + 9™ [Pl + BollVelly lellf + rollel »

et puis on utilise 1’inégalité 3 comme précédemment. Pour r < g, I'inégalité
est plus faible.

D’autre part (d’aprés Lions [9]) voir aussi la 1ere partie, pour v « > 0, 3 f(a)
tel que [l¢]l, < «||Foll, + Bla) | ¢ll, . Le théoréme 9 est entierement démontré.

Comme on vient de le voir, pour la démonstration, la compacité de la variété
n’est pas essentielle. On peut la remplacer par les trois hypothéses suivantes :

(i) La courbure est bornée sur V,,.

(ii) La variété possede un rayon d’injectivité 5, > 0.

(iii)) Pour v d < §,, il existe un recouvrement uniformément localement fini
de V', par des boules B, (9), i € I. (A propos de cette hypothése voir Aubin [3].)

Ceci voulant dire, qu’il existe une constante k, éventuellement dépendant
de g, telle que tout point M ¢ V, possede un voisinage, dont les intersections
avec les boules By (d) sont vides, sauf au plus pour k(5) d’entre elles. En effet
avec les hypotheses (i) et (ii), le lemme S entraine: pour v > 0, 34 > 0O tel
que pour V PeV,, |[Kp(n,q) — K(n, )| <z, é ne dépendant pas de P.

D’autre part, il existe une partition de 1’unité 4;, subordonnée au recouvre-
ment uniformément localement fini, telle que les |F(h}/?)| soient uniformément
bornées.

En effet soit § fixé, tel que 4 < §,. 1l existe un recouvrement localement
uniformement fini de ¥, par des boules de rayon §. Soient P; leurs centres.
Tout point de V', n’appartient qu’a k boules de rayon ¢ au maximum. Con-
sidérons une boule B de rayon 44, et les points P; qui appartiennent a B. Ils
sont au nombre de [. La courbure étant bornée, il existe, Aubin [1], v et w
deux réels positifs, tels que pour tout #, le volume de Bp,(5) soit supérieur a v
et le volume de B inférieur 3 w, quelque soit le centre P de B. Or on doit
forcement avoir: vl < kw. Ainsi [ est uniformement borné (quelque soit P).
Nous considérons maintenant les fonctions y, définies par y,(Q) = fld(P;, Q)],
f(x) étant une fonction C~ décroissante, égale a 1 pour x < 4 et nulle pour
x > 24. Les fonctions h; = 7,/ ZI y; forment une partition de 1’unité ayant les

je

propriétés voulues, car partout 1 < >} r; < I
JeI

Enfin comme la variété posséde un rayon d’injectivité §, > 0, elle est
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compléte, et 2(R™) est dense dans H4(V,) d’apres le lemme 4. D’ou:

Corollaire 5. Sur une variété riemannienne V,, a courbure bornée, pos-
sédant un rayon d’injectivité 5 > O et la propriété du recouvrement uniformé-
ment localement fini, pour Y e > 0 et vr > 1, il existe une constante A(q),
telle que pour v ¢ € HY(V ,,) :

ol < [K™(n,q) + €l||Foll; + A@) llell; -

Nous n’avons pas entie¢rement les conclusions du théoréme 9, car nous ne
savons passig € L., pour g’ e [1, g[. Il est vraissemblable, que dans le théoréme
précédent, on puisse prendre ¢ = 0, surtout en regard du cas des variétés de
dimension deux.

Nous somme ainsi amenés a faire la

Conjecture 2. Pour une variété riemannienne compacte V ,, il existe une
constante A(q), telle que pour v ¢ € H{(V ,),

lollt < Kin,q) [Polli + A@llelly,  si1<qg<2,

et

”sDH%/(q_l) S Kq/(q—l)(n, q) ”VSD”g/(q_l) _|_ A(q) HGDHZ/(Q—I) s si 2 S q < n,

avec 1/p =1/q — 1/n.

Les démonstrations qui suivent, montrent que la conjecture 1 entraine la
conjecture 2. Et tout d’abord, nous allons démontrer en partie cette conjecture
pour les variétés de dimension 2.

Théoréme 10. Pour une variété riemannienne compacte V,, il existe une
constante A(q), telle que pour v ¢ ¢ HI(V,), 1 < g <2, 1/p=1/qg — 1/2,

lel, < K2, @) [Poll, + 4@ el -

Si la variété est seulement compléte, nous avons comme précédemment le

Corollaire 6. Pour une variété V, a courbure bornée possédant un rayon
d’injectivité 6 > 0 et la propriété du recouvrement uniformément localement
fini, il existe une constante A(q), telle que pour v o e H{(V,), 1 < q <2,
1/p=1/q —1/2:

loll, < K2,9) Fol, + A@ llell, -

Tout d’abord démontrons deux lemmes.

Lemme 6. Soit f > 0 une fonction continue sur V,, C* sur son support
compact K, dont la frontiére est une sous-variété de dimension 1 ; K étant inclus
dans une boule Bp(5), out la courbure est majorée par o* et minorée par — f,
(20 étant inférieur au rayon d’injectivité et vérifiant ad < w et sh /B <
2 sin ad/a), f ne présentant sur K qu’un nombre fini de points critiques non
dégénérés.
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Considérons un point P ¢ S,, la sphére de courbure «, (resp. R? si @ = 0),
et la fonction g(r) définie et décroissante sur [0, 4 oo[ telle que

1s,{Q € S;[8ld(P, Q)] > a} = 1y {Q € V,|{(Q) > a} = y(a) ;

alors
r/a H
27 L 18O G < Pflz pour 1 < g < oo .
(44

Se reporter au Lemme 2 pour les notations et la démonstration,

[ o= o).

Iz [Vf|*" do est minimum dans le cas g > 1, lorsque |Ff| est constante sur
2.a- De plus 7, est le bord d’un ensemble de mesure +(a) donné, d’ou d’aprés

le théoréme 6, longueur de )], = do > longueur du bord d’un disque qui
Za

sur la sphére de courbure « a pour aire (a). D’ou le résultat. Etant donné
que par construction méme, pour v p > 1

T/a M
2 [ 1e)p SR ar = |1,
0 a

nous en déduisons le

Lemme 7. Sur une variété V, a courbure majorée par o et minorée par
—p% 30 > 0, dépendant seulement de a, de B et du rayon d’injectivité, tel que
pour toute fonction ¢ € C* a support compact inclus dans une boule Bp(9),

lell, < K2, [Pl + A" @ |lellq »

pour 1 < q<2,avec 1/p =1/q — 1/2, A’(q) étant la constante relative d la
sphére de courbure o du corollaire 4. Si « = 0, |||, < K2, @) |Vl

En effet d’apreés le lemme 1, sans nuire a la généralité, on peut se contenter
de faire la démonstration pour des fonctions ¢ ayant toutes les propriétés des
fonctions f du lemme 6.

Démonstration du théoréme 10 et du corollaire 6. La courbure etant majorée
par o et minorée par — 3* sur la variété V,, qui admet un rayon d’injectitivé
dy, il existe § > 0, d’apres le lemme 7, avec les propriétés de ce lemme.

Soit Bp,(6) un recouvrement uniformément localement fini de V, et 4, une
partition de 1’unité subordonnée a ce recouvrement avec |Fh;| uniformé-
ment bornées. Nous écrivons alors
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ol = 19"loie < T e hallrg = 3, kel
< T K@ @ PGk, + 4@ kvl

Nous utilisons ’inégalité triangulaire
17 (phiD g < IPphilly + lleVhy? g
puis I’inégalité 1, E et G étant deux constantes on trouve
el < K2, 9) 25 IPeh®lig + ENVolli el + Gllelli »
d’ou il existe A(qg) tel que

lelld < K2, ) [[Felly + A@) [l ]?

Nous pouvons encore démontrer la conjecture 2 dans le cas des variétés a
courbure constante. Le cas de la sphere a déja été traité. Le cas de I’espace
euclidien ou hyperbolique est trés particulier, c’est 1’objet de la 3e section.
Théoréme 11. Pour une variété riemannienne compacte V, (n>2) a
courbure constante, il existe A(q) tel que pour v o e HY(V,), 1/p = 1/q —

1/n, 1< qg<n,
lell, < K@, @ lIPoll, + A@) el
et tel que pour ¥ ¢ € HX(V,), N = 2n/(n — 2),
lelly < K¥n,2) [Pl + AQ2) ol -
Démonstrtion. La premiere inégalité du théoréme se démontre par des

calculs analogues a ceux du théoréme 10, en utilisant le lemme 2, au lieu du
lemme 6.

Pour la deuxi¢me inégalité, nous écrirons d’aprés les théorémes 7 et 8 ou
le corollaire 3

lolly < 2 lloV by < K¥n,2) 53| [PV h)EAV + C ol
i€l i€l JV

< K(n, 2)UV PP dV + % z L 7o hdV

+ [ #rVRr A hav] + clols

tel

< K 2|IPelt + [ PV Aifear| + Cllgls
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Corollaire 7. Sur une variété riemannienne V,, (n > 2), a courbure con-
Stante, possédant un rayon d’injectitivé § > 0 et la propriété du recouvrement
uniformément localement fini, il existe A(q) tel que pour ¥ ¢ ¢ HI(V,), 1/p
= l/q"‘ 1/”, 1SQ<”3

loll, < Kn, @) [[Poll, + A@ el »
et tel que pour ¥ o € Hi(V,), N = 2n/(n — 2),
loly < K¥n,2) [[Fols + AQ2) ||e] -
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