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PROBLEMES ISOPERIMETRIQUES ET ESPACES
DE SOBOLEV

THIERRY AUBIN

Introduction

Dans une premiere section, nous poserons leprobleme: Γ existence d'une
meilleure constante K dans les inegalites de Sobolev. Cette constante, dont la
valeur est mentionnee dans la premiere section, ne depend que de la dimension
de la variete et de Γespace Lq considere.

Le Resultat principal est le theoreme 9, qui permet de montrer, comme nous
le ferons dans un article ulterieur, Γexistence de solutions pour des equations
difϊerentielles non lineaires qui, jusqu'alors, etaient considerees comme cas
limite.

Mais le resultat ultime serait celui de la conjecture 2 de la 5eme section.
Cette conjecture est demontree dans le cas des varietes a courbure constante,
et dans le cas general en dimension 2. Le maillon qui manque en dimension
n > 3 est la demonstration de la conjecture 1 (de la 2eme section).

La demonstration se fait en plusieurs etapes.
Dans la troisieme section, nous demontrons le theoreme pour Rn, theoreme

cle, qui permet de demontrer les autres.
Dans la quatrieme section, nous demontrons le theoreme pour la sphere.

Mais au prealable, nous avons besoin d'etablir des resultats isoperimetriques,
ceux de la deuxieme section. En particulier nous demontrons une inegalite
isoperimetrique d'un type peu etudie jusqu'alors. Dans ce domaine habituelle-
ment, les ensembles consideres appartiennent a Rn ou plus rarement a une
variete a courbure constante. Ici nous enonςons un resultat lorsque la courbure
est quelconque ce sera Γobjet du theoreme 6.

1. Le probleme

Soient une variete riemannienne compacte Vn in > 1) et Hi (1 < q < ή)
Γespace des functions appartenant a Lq ainsi que le module de leur gradient.
On sait (Sobolev [12], Nirenberg [11]) que R\ C Lp avec 1/p = 1/q — \\n et
que cette inclusion est continue.

D'oύ pour chaque variete, il existe des constantes B et A dependant de n et
q telles que
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( 1 ) \\φ\\p<B\\Fφ\\q + A

On peut s'interroger pour savoir s'il existe une constante B plus petite que
toutes les autres, telle qu'une inegalite de ce type ait lieu (A etant a deter-
miner, fonction de B).

Posons K = inf B tel que A(B) existe. S'il s'agissait de Lp, avec q < p/ < p,
Γinclusion de Hi dans Lp, etant un operateur compact, d'apres Lions [9], pour
tout ε > 0, 3 A'(a) tel que \\φ\\p, < a\\Vφ\\q + A'(a) \\φ\\q. Mais les bornes de

Hi ne sont pas relativement compacts dans Lp et K est non nul d'apres le
Theoreme 1. Uinclusion de Hi dans Lp n'etant pas un operateur compact,

K est non nul.
Demonstration. Les bornes de Hi ne sont pas relativement compacts dans

Lp, alors qu'ilsle sont dans Lq9 done il existe une suite φk e Hi avec \\Fφk\\q < 1
et lim \\φk\\q = 0, mais telle que la suite \\φk\\p ne tende pas vers zero.

Jfc-*oo

D'oύ il existe η > 0 et une sous-suite φki, telle que | |^ f eJ| p > η. Montrons
que K > η. En efϊet, il ne peut pas exister pour 0 < ε < η, de constante A(a)9

car on aurait \\ψki\\p < ε + A(e)\\φki\\q, ce qui est impossible puisque \\φk.\\q

—> 0, tandis que H ^ J p > η > ε.
Notations. Posons, ωn_x etant Γaire de la sphere S ^ Q ) , de rayon 1,

K(n, q) = q ~ l \ n ~ q Y/q Γ qΓ(yι + 1} Y/n

n — q ln(q — 1) J l(n — q)Γ(n/q — \)Γ(n + 1 — n/q)ωn_1i

pour 1 < q < n, et K(n, 1) = \n\ωn_^ln\n.
Dans cet article, nous allons montrer que le K du theoreme 1 est K(n, q),

qui ne depend done que de n et q, ceci pour les varietes compactes, et pour
les varietes completes, moyennant des hypotheses sur la courbure et le rayon
d'injectivite.

Nous demontrerons aussi dans certains cas (les varietes a courbure constante
ou de dimension deux) que A[K(n, q)] existe.

Lorsque la variete n'est pas complete, les demonstrations restent valables,
a condition bien sur que le theoreme d'inclusion continue de Sobolev et le
theoreme d'inclusion compacte puissent-etre appliques ce qui necessite des
hypotheses de regularite, comme celle du cone fort (Nirenberg [11]). Mais les
conclusions ne concerneraient que Ul(Vn), la fermeture de @(Vn) dans Hl(Vn).

Remarques 1. Lorsque K(n, q) peut etre pris comme constante B, (un
A[K(n, q)] au moins existe), il n'y a dans cet article que des resultats partiels
a cet egard, le terme en \\φ\\q au second membre est indispensable dans le cas
general. En particulier une inegalite du type

\\φ\\p<K(n,q)\\Fφ\\q + A'\\φ\\q,

n'existe pas pour qr < q, sauf dans des cas particuliers (comme Rn). Evidem-
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ment si on prend B > K(n, q), on peut se contenter de mettre au deuxieme
membre de (1), \\<p\\q> au lieu de \\φ\\q avec qf < q.

On peut se demander aussi, si parmi les constantes A[K(n, q)] possibles, il
en existe une, meilleure que toutes les autres. Si la variete est compacte et

normee par dv = 1, il est evident que A[K(n, q)] > 1. On montrera, dans
J V

un article ulterieur (flubin [2]), par exemple, que sur la sphere normee,
A[K(n, 2)] = 1, 04(2) = 1 avec les notations du theoreme 8).

2. Preliminaires isoperimetriques

En general sauf mention du contraire, quand nous parlerons de mesure (ou
volume) d'un ensemble Ed Vn (n > 2), ce sera par rapport a la mesure definie
par la metrique de Vn (notee souvent μ). Quand on parlera d'aire d'un en-
semble, ce sera sa mesure (n — 1) dimensionnelle definie par la metrique Vn

(notee s/). Lorsqu'il s'agira uniquement de varietes de dimension 2, nous
parlerons d'aire et de longueur. Etant donne un ensemble E (Z Vn, avec E
compact, nous noterons Ep = {M z Vn\d(M,E) < p}, p un reel strictement
positif, d(M, E) la distance de M a E.

Pour p assez petit, Ep = \JMeEBM(p)'BM(p) etant la boule ouverte de centre
M et de rayon ρΈp est un ouvert, c'est un ensemble mesurable.

Theoreme 2. Soit E un ensemble compact d'une variete Vn, pour p e ]0, δ[, δ
assez petit, fE(p) = μ(Ep) est une junction croissante continue et derivable, sauf
au plus en une infinite denombrable de points, oύ fE admet une dέrivee a droite
et une dέrivee a gauche, (la dέrivέe a droite etant inferieure a la derivee a
gauche).

Demonstration. Nous prendrons δ assez petit pour que ^ ( p ) existe pour
yMeEetyp<δ. Soient Mt (i = 1,2, •, /) un ensemble fini de points de
E et Bt(p) les boules de rayon p, centrees respectivement en Mt (p fixe, p < δ).
On considere les ensembles Aj = { β e Bό(p) \ d(Mό, Q) < d(Mi9 Q) pour y /}.
Soit k un reel verifiant 1 < k < δ/p.

Considerons θι Γ ensemble obtenu a partir de At dans une homothetie ht de
centre Mt et de rapport k:

Ai^P —^> P' defini de la maniere suivante, P et P/ sont sur une meme
demi-geodesique issue de M ί 5 d(Mt, P') = k d(Mi9 P).

Soit b2 (b > 0) un majorant de la courbure, on supposera que 2bδ < π. Soit

a! < 0 un minor ant de la courbure de Ricci sur (Eδ), on pose — a! = (n — l)a2.

Dans Bt(δ), on prend un systeme de coordonnees geodesique polaires. r etant

la distance geodesique a Mt et V|g| etant le determinant de la metrique, on

sait (voir Aubin [1]), que v|g|( est une fonction decroissante de r,
\shar /

avec la convention habituelle (sh ar)\a — r si a = 0. D'oύ
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shar /

μ ) kμ(Ai) c a r ^ ί - est une fonction crois-
sh ap ) shx

sante de x et car r < p. Etant donne Q! β \Jι

ί=1 Bt(kp), soit Mj un des points
tels que d(Mj9 Q') < d(Mi9 Qf) pour y /.

Alors le point Q tel que Q! = A^Cβ) appartient a Aά et ( J L i ^ = U L i Bt(kp).
De plus comme les sous-varietes At{\ Aj(iφ j) sont de dimension (n — 1)
quand A% Π ̂ ^ =£ 0, ^ ( ^ t Π ̂ 4̂ ) = 0. D'oύ

( 2 )

est un ouvert, considerons une suite de compacts Kp, emboites, Kp C Kp+19

^ ! est recouvert par un nombre fini de boules BM(p) avec M e E, soient
Bl9 B2, , 5 ^ ces boules. Puis ϋC2 est recouvert par les boules Bλ, B2, , 2?^,
plus eventuellement par un nombre fini de boules Bil+1, , Bί2.

On met en evidence ainsi une suite Bά de boules BM.(ρ), telles que Ep =

UΓ-i^Jί/p) e t EJCP = U7ri
 BMβp) car £fc/, = (Ep)(k_1)p. D'apres (2), en

faisant tendre / vers Γinfini:

snap /

Appelons vp(p) = μ[Upj=iBMj(p)] = μ[Up(p)]9 on pose Up(p) = {Jp

j=1BMj{p).
La frontiere Fp(p) de Up(ρ) est rectiίiable, par consequent, (voir Federer [8]):

j*[Fp(p)] < lim -^τ-\vp(p + Δp) - vp(p - Δp)] .
Δp^Q 2Δp

Demontrons une inegalite du type de celle de (2) pour Γaire de la frontiere
Fp(p) de Up(^). Posons Ω^p) = BMί(p) Π Fp(p) et Ωt(kp) = BMi(kp) Π Fp(kp).

Remarquons que Ωi(kp) C hi[Ωi(p)]. En efϊet si un point P avec d(Mi, P) = p
n'appartient pas a Fp(p) c'est qu'il existe Mό (/ < p) tel que d(Mj,P) < p,
alors F 7 = A€(P) verifie J(M, , PO < ^(Mj5 P) + d(P, PO < kp et P7 $ Fp(kp).

On en deduit done que s/[FJkp)] < (^^Ys/lFJp)]. De plus les
\ shap /
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p sont uniformement bornes sur un intervalle tel que [ε, δ] avec ε > 0.
En efϊet d'apres (2):

0 < Vpip + Δp) - vp(p) < vp(p) 17 sha(p + Δp) V'1 p + Δp _ Λ ^

~~ Δp ~ Δp IΛ shap ) p J

d'oύ

_ Vp(p + Δp) _ Vp(p)_ ^ ^ Π + ( π _ i ) α Coth <

< [ — + ( « - 1)<* coth

De meme

E ^P(P) ~ ^P(P ~ >̂P) < [ ! + ( „ _ 1)« coth
^/»-o Δp I p

Enfin montrons que <stf[Fp(p)] est une fonction continue de p. Rappelons que
Ωi(p) = BMi(p) Π Fp(p). Appelons W(p) = {P13 / et /', / Φ j, tels que
P € β/^) Π Ωj(ρ)}. W(p) est un ensemble de mesure (n — 1) dimensionnelle
nulle, comme reunion finie de tels ensembles.

Posons Ak = {P13 / tel que P β Ωi(p), P $ BMj(kp) pour i Φ /} pour /: > 1.

U*>i^* = FP(|O) et lim j/(v4fc) = j^[Fp(|θ)]. DΌύ pour y 37 > 0, 3 k0 tel que

pour 1 < k < k09 <s/[Fp(p) — Ak] < η. Soit P € Ak Π i?^^), dans une homo-

thetie /ẑ  de rapport \(k + 1), Pf = Λ^P) ^ ^ ( J ( ^ + l)/o). En efϊet pour / =£ r.

M, ) > d(Mj, P) - d(P, PO > fy - i(Λ - Dp = \{k + ί)p .

DΌύ s/[Fp(i(k + l)p)] > <stf(Ak) > <%?[Fp(p)] - η. Comme d'autre part

s/[Fp(kp)] < (shkap)^[Fp(p)], */[Fp(p)] est une fonction de p continue
\ shap J

a droite. De meme on demontrerait la continuite a gauche.
vp(p), qui est Γintegrale de <s/[Fp(ρ)], admet ainsi une derivee, et vp(p) =

s/[Fp(p)]. Deplus

[ ( ^ P ) " " 1 - l ] [ l + (n - 1)« coth

Demontrons maintenant un lemme:

Soit gn(x) une suite de jonctions croissantes sur un intervalle ouvert I C R,
uniformement bornέes sur I. II existe une sous-suite gn.(x), qui converge vers
une fonction g(x) sur I, sauf au plus en une infinite dέnombrable de points,
gn.(x) converge vers g(x) en tout point ou g{x) est continue.
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Soit B un ensemble denombrable dense dans /. Pour y fixe, y e B, la suite
gn(y) est bornee d'oύ il existe une sous-suite qui converge. Par la technique
de la sous-suite diagonale, on montre Γexistence d'une sous-suite gni telle que
gni(y) converge pour chaque y e B. Appelons g(y) = lim gnt(y) pour y e B et

g(x) = lim g(y) pour x e /, x $ B.
<

y-*χ

Les functions gn. etant croissante, pour yλ < y29 g(yλ) < g(y2). D'oύ Γexist-
ence de g(x) qui est une fonction croissante, done continue sauf sur un ensemble
de points A au plus denombrable. Montrons maintenant qu'en un point x <£ A,
gn.(x) converge vers g(x).

Soient ξp e B une suite croissante de reels avec ξp —> x, et ξq e B une suite
decroissante de reels avec ξq -> x. Alors gni(ξp) < gn.(x) < gnt(ξq). Faisons
tendre / vers Γinfini, on obtient

g(ξp) < lim gn.(x) < Πmgn.(x) < g(ξq) .

Comme g est continue en x, quand ξp —• x, g(ξp) —> g(x) et quand ξq —> x,
= lim g n i ( Λ ).

Fm ^ /α demonstration du the ore me 2. Appliquons le lemme aux fonctions

SP(p) = —K(p) + aP- P o u r x<y> 8P(y) - gP(*) = ^^W - vp(y) + a(y -
x) > 0 sur [ε, δ] a condition de prendre a suίϊisamment grand, ce que nous
faisons.

D'oύ il existe une sous-suite vPi, telle que vp.(x) —> h(x), sauf eventuellement
en une infinite denombrable de points, les points de discontinuite de h(x).

La fonction f(p) est uniformement lipschitzienne sur [ε,δ]:

0<KP + ΔP) - KP) <
snap

d'oύ elle est absolument continue, elle admet done presque partout une derivee
f(p), et elle est Γintegrale de sa derivee. Comme vp.(ρ) —> f(p) pour yp e ]0, δ],
d'apres le theoreme de Lebesgue, h(p) est la derivee de f(p) en tout point p oύ
h(p) est continue. En un point de discontinuite de h(p), h(p — 0) et h(ρ + 0)
existent et h(p + 0) < h(p — 0).

Le theoreme est ainsi demontre et lorsque f(ρ) existe, elle verifie

0 < f{p) < [{lip) + (n- l)a coth ap]f(p) .

Remarque. Le theoreme 2, n'est pas la generalisation de celui enonce par
Bouligand [6], car une erreur s'est glissee dans sa demonstration et fE n'est
pas derivable partout.

Theoreme 3. Soit E un ensemble compact de Vn, on appelle A(E) =
lim inf (l/p)μ(Ep — E). Si A(E) < oo, il existe, pour y ε > 0 et V η > 0, un

p->0
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ensemble Ω reunion (Tun nombre fini de boules centrέes en des points de E et

derayoninjέrieur aε, tel que \μ(Ω) — μ(E)\ < η et tel que \s/(Ω) — A(E)\ < η.

Autrement dit on peut "approcher" un ensemble compact (avec A(E) < oo)
par des ensembles mesurables Ω de frontiere rectifiable, de telle sorte que le
volume μ(Ω) et Γaire de la frontiere de ces ensembles s/(Ω) soient aussi voisin
qu'on veut de μ(E) et de A(E) respectivement.

Demonstration. Posons f(p) = μ(Ep) pour p e ]0, δ] et /(0) = μ(E). f est
continue sur [0, δ], car comme Π/>>o Ep — E — Eet comme Ep c Ep,, si p <
p', limμ(Ep) = μ(E).

P-+0

D'apres la definition de A(E), pour y η > 0, il existe une suite decroissante
PJ > 0, pj -> 0, telle que

Pj — Pj+i

On prend / assez grand pour que pj < ε et pour que \Kpj) — /(0)| < \η. Avec
les notations du theoreme precedent, il existe une suite vp(p) telle que
lim vp(p) = f(ρ) pour p G ]0, δ[, la convergence etant uniforme sur tout in-

tervalle ferme. Pour y ξ > 0, 3 nQ9 tel que p> n0 entraίne \f(p) — vp(p)\ < ξ
pour y p G [pJ+19 pj]. On prend ξ < \τj et ξ < \{Pj - pJ+1)η. D Ό ύ

2 pj — pj + i

Comme les vp(p) sont derivables pour y p e [0, δ], d'apres le theoreme des ac-
croissements finis, 3 rό e ]pJ+19 pό[9 tel que (Pj - pj+1)v'p(rj) = vp(pj) - vp(pj+ί).
DΌύ \<$/[Fp(rj)] — A(E)\ < 37 et |^ p (r ; ) — /(0)| < η. L'ensemble Ω = Up(rj)
repond aux exigences du theoreme.

Theoreme 4. Pour un ensemble mesurable E, inclus dans une boule BP(δ)
d'une varίέtέ Vn a courbure constante, lim inf (1/p)μ{Ep — E)> Γaire du bord

d'une boule de Vn ay ant un volume έgal a μ(E).
Ce theoreme a ete demontre par E. Schmidt et A. Dinghas [7]. Montrons

incidemment une inegalite qui peut etre utile.
Theoreme 5. Sur la sphere Sn de courbure a2, soient V le volume d'une

boule et Σ Γaire de son bord, J] et V verifient Γinegalite

a2

avec βn = (n){n+2)/n(ωn_ι)~2/n. Le mime rέsultat est valable pour

Γespace hyperbolique de courbure K, il suffit de poser a2 = K.
Ce theoreme est une generalisation du resultat bien connu en dimension 2,
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(Bernstein [4]), oύ on a egalite Σ2 = 4ττF(l - (±a2/π)V).

La boule de rayon δ(δ < —) a pour volume V(δ) = ωn_λ f ( s m a p Y *d
\ a) Jo \ a )

et Γaire de son bord Σ(<5) = ωn^ismaδ/a)11'1 avec ωn_λ le volume de la
sphere Sn_x(V).

V(δ) est une fonction strictement croissante de δ, il existe une fonction in-
verse ψ:

[0, ωjan] 3 V Ά Σ 6 [0, ωn^/α""1] ,

car ωn = ωn_λ (sin x)n~ιdx. D'apres le theoreme 4 on a le
Jo

Corollaire 1. Solent E c Sn un ensemble mesurable A(E) > Σ °ψ[μ(E)]>
la fonction Σ°Ψ verifiant Γinegalite du theoreme 5.

Demonstration du theoreme 5. Considerons le rapport

f(δ) = n^ωn-ι} h pour 0 < δ < JL .
p/(n + 2)/n r — ^

Quand δ -> 0,

n 6 n + 2

1 _ ^-\ + 0(^+3)

= ω ^ r 1 ^ ^ - —nδ*\ + 0(δn+3) .

DΌύ

rv2 ί Π — Ί \ / Λ) \ - ( n + 2)/n

ίi - ^^-)(^^)
6 \ n + 2 /\ n /

2(n + 2) -

quand δ —> 0. Montrons que f(δ) est une fonction croissante (que sa derivee

f(δ) est > 0).

α / \ α

[^ _ ωπ_! /" sin «g \n"\ ( sin «3 \"~1 n + 2 \
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f(δ) a le signe de (1 — cosaδ) V — [V — ωn_γ (sin aδ/a)n/n](n + 2)/n soit
(Oz + 2)/ή)ωn_1(sinaδ/a)n — V[n cos aδ + 2] qui est non negatif, car V(δ) <
{{n + 2)/ή)ωn_1 (sin aδ/a)n[n cos aδ + 2]" 1 . En efϊet quand δ -> 0,
(yw_//« tout comme le 2eme membre. Et le calcul qui suit montre que

= V\δ) <
n (n cos aδ + 2)2

(n — 2)[1 — 2 cos aδ + cos2 α^] > 0 entraίne

n2 cos2 α3 + An cos αd + 4 < (n + 2)(π — 1) cos2 aδ

+ 2(n + 2) cos aδ + (n + 2) ,

soit

(n cos aδ + 2)2 < (n + 2)[(w - 1) cos2 αtf + 2 cos aδ + 1] .

Corollaire 2. Soient deux boules Bλ et B2, Γune sur un espace a courbure
constante K19 Γautre sur un espace a courbure constante K2, les mesures de
Bx et B2 έtant έgales μx{B^) = μ2(B2), alors si Kλ < K2, Γaire du bord de Bλ >
Γaίre du bord de B2.

Posons Kλ = a\ et K2 = a\, si la courbure est negative les sinus sont des sh.

On a f1 ( s m aιP Y^dp = Γ ( Sma2p V " V δ1 etant le rayon de B, et <52

Jo \ aλ ) Jo \ a2 /

celui de B2. sin px/x est une fonction decroissante de x pour px < π done
sin «!/&/«! > sin a2p/a2, d'oύ 3X < 32.

Considerons la fonction ψ(δj = s m ^ 2 / ^ 2 O n m o n t r e q u e ψ(^χ) e s t

sin aιδί/a1

ferieur ou egal a 1. En eίϊet lim ψG^) = 1 et si ψ(^x) > 1 pour un certain

δλ > 0, alors on aurait aλδγ < a2δ2 et ψ'(δj < 0.

Abordons maintenant un probleme isoperimetrique nettement plus difficile.
Conjecture 1. Sur une variέtέ Vn9 pour un ensemble mesurable E, inclus

dans une boule B {ou la courbure est injέrieure a K) : lim inf (1 / p)μ(E — E) >

Γaire du bord d'une boule, qui sur une variέtέ de courbure constante K, a pour
volume μ(E).

Evidemment dans le cas ou K > 0, il faut supposer que μ{E) est inferieur

au volume de la sphere de courbure K.

Nous allons demontrer cette conjecture dans le cas des varietes de dimen-

sion 2. Nous supposerous seulement en plus, pour la demonstration, que le

diametre δ de la boule B est strictement inferieur au rayon d'injectivite et

verifie Kδ2 < π2 et sin *JΎδj V T < 2 sin oJ'Kδj VX", k etant un minorant de la
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courbure sur B. Avec la convention habituelle sin \lKp\ \lK = p si K = 0 et

sin VY/p^T = sh W~Kp/(WK') si £ < 0.
Theoreme 6. Sur une varietέ V2, pour un ensemble me sur able E, Indus dans

une boule B (ou la courbure est inferieure a K et supέrieure a k), le diametre
δ de la boule B έtant strictement ίnjέrίeur au rayon <Γinjectivitέ et verifiant
Kδ2 < π et sin ^Tδ/VT < 2 sin J~Kδl*/~K: A = lim inf (l/p)μ(Ep = E)>

longueur du bord d'un disque qui, sur une variέtέ de courbure constante K,
a pour aire μ{E).

Si A = + CXD , ce qui se produit en particulier si μ(E) Φ μ(E), le theoreme est
vrai. Si A < oo d'apres le theoreme 3, il sufϊit de faire la demonstration pour un
ensemble Ω reunion d'un nombre fini de boules de meme rayon σ. Cet ensemble
Ω pourrait ne pas etre inclus dans la boule B de depart, mais dans une boule
B', et dans la demonstration, il faudrait considerer Kf (resp. V) un majorant
(resp. un minorant) de la courbure sur Br. Mais comme sup dist (M, B) < σ,

MζB'

<y le rayon des boules qui est aussi petit qu'on veut, K! et k' peuvent etre
choisis aussi voisin de K et k qu'on le desire.

Demonstration. Nous supposerous done que E est une reunion finie de
boules et que E est inclus dans une boule B de diametre δ inferieur au rayon
d'injectivite. De plus E la frontiere de E est supposee sans point double, sinon
on appliquerait notre demonstration separement a chaque surface delimitee par
une courbe sans point double.

Tout le probleme consiste a construire sur Σ la sphere de courbure K si
K > 0, (resp. Γespace euclidien ou hyperbolique de courbure K si K < 0) un
ensemble E" ay ant Γaire de E: μ(E) = μ\E"), μr etant la mesure sur J], et
tel que la longueur de la frontiere E" soit inferieure ou egale a celle de E.

Car cette construction etant faite, le theoreme 4 entraίnera le theoreme 6.
Soient P e B Π E, F' e Σ ©t un systeme de coordonnees geodesiques polaires
centre e n P ' : (p,θ).

Considerons Γ intersection avec E du cercle de centre P et de rayon p sur
F 2 : Cp(p) avec p < δ. E Π CP(p) est une reunion finie d'arcs, soit 2h(p) la
longueur de cet ensemble. La fonction h(ρ) est strictement positive sur un in-
tervalle ]0, δo[ et nulle a Γexterieur, car lorsque h(p) s'annule en δ0, elle reste
nulle pour p > 3Q, car E est sans point double.

On considere Γ ensemble Ef C 2 des points dont les coordonnees (p, θ),
p > 0, verifient \θ\ < VKh(p)/sin VTίp = g(p). Par construction meme μ(E)

= μf(Ef), la valeur commune etant 2 h(p)dρ.
Jo

Pour que cette construction soit possible, il faut que h(ρ) < π sin V K p/ V'K
pour y p ε]O,δ0[. Or Γhypothese supplementaire faite sin V kδ/Vk <
2 sin V~Kδ/ VΊί entraίne pour p < δ0 < δ, sin *J~Έpi \l~k < 2 sin V K p/ V K
et comme h(p) < \π sin V k pi V k (voir Aubin [1]) h(p) < π sin V K pi \/ K .
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Comme h(p) est une fonction continue et continύment derivable par morceaux
sur [0, δo1, il en est de meme de la fonction g(p) prolongee par continuite en
0 et en δ0. g(δ0) = 0, 2g(0) = angle des deux demi-tangentes e n P a ί . II faut
neanmoins verifier qu'en 0, g(p) a une derivee a droite g'(0). Or un develop-
pement limite donne h(p)/p = g(0) + λp + 0(p) avec λ un reel, [λ = g'(0)].

Nous supposerons maintenant que la metrique est analytique dans B s'il
n'en etait pas ainsi, des le debut, nous aurions considere une metrique analytique
approchant uniformement la metrique donnee, ainsi que ses derivees jusqu'a
Γordre 2 sur B.

On construit maintenant une fonction decroissante f(p) ayant les deux pro-
prietes suivantes:

( 1 ) Lorsque f(p) existe et est negatif strictement, f(p) = g(p)

Soient a19 a2, , ak9 β19 j82, , βk, les suites finies croissantes des abscisses
des maximums relatifs et des minimums relatifs de la fonction g. βk = δ0.

Si sur un segment [a, ft], g etait constante, a et b n'apparaίterairnt pas dans
les suites a et β, si g est monotone sur un voisinage de [a, b]. Dans le cas
contraire, on classera a dans Γune des deux suites suivant la nature de Γex-
tremum, b etant toujours non classe. Si en 0, g est decroissante aλ = 0. Mais
si en 0, g est croissante, on mettera en plus dans la suite des β, β0 = 0.

Supposons que pour un certain /, on ait g(aτ) > g(ai+1) et g(βi) > g(βi+1)
pour ξ € [g(βi),g(aί+1)] considerons la fonction gξ(p) definie sur [ai9 βi+1] par
§ξ(p) = gip) Pour p 6 [at9 σ] U [τ, βi+1] et gζ(p) = ξ pour p € [σ, τ].

σ et τ etant le plus petit et le plus grand des reels e [ai9 βi+1] tels que

g(σ) = g(τ) = ξ.

Soit

fβi + 1
-[g(p) -



584 THIERRY AUBIN

est une fonction decroissante de ξ car pour ξ1 > f2, gξl(p) > gξ2(p)
Comme elle est continue et que G[g(βi)] > 0 et G[g(ai+ι)] < 0, il existe ξ0 tel
que

Sur [at, βi+1] nous remplaςons maintenant la fonction g par la fonction gξo qui
est monotone et a les proprietes voulues (1) et (2).

On procedera ainsi de proche en proche, de maniere a eliminer le plus
d'elements des suites a et β. Notre procede d'elimination sera applicable aussi,
si pour un certain i, g(aί+ι) < g(ai+2) et g(&) < g(βi+1).

Nous ne pourrons plus appliquer ce procede, lorsque la suite des g{a^ sera
strictement croissante, tandis que la suite des g{βt) sera strictement decrois-
sante (car si la suite g{β^ est monotone, elle ne peut qu'etre decroissante:
g(βk) = 0).

Or Γ existence de / est facile a montrer dans ce cas, car ak est Γabscisse du
maximum de la fonction g sur [0, δ0], Considerons la fonction gξ(p) pour
ξ € [g(j8*_i), g(ak)], definie par gξ(p) = ξ pour 0 < p < τ et gξ(p) = g(p) pour
τ < p < δ0, τ etant le reel de [ak, δ0] verifiant g(τ) = ξ.

Jo
- gt(py\dp

est une fonction continue et decroissante de ξ, positive en g(βkm.ι) et negative
en g(ak) done il existe un reel ξ0 e [g(βk^)9 g(ak)] tel que G0(ξ0) = 0.

On posera f(p) = gζo(p), qui est une fonction decroissante ayant les proprietes
(1) et (2).

Fin de la demonstration. On appelle E" Γensemble des points de 2 ^ e

coordonnees (φ, θ) verifiant \θ\ < f(p). D'apres la construction de E", μ(E) =

μ\E"), cette mesure commune etant egale a 2 sm V p g^dp. II reste a
Jo V K

montrer que la longueur de E est superieure ou egale a celle de E". L'intervalle
[0, d0] peut etre decompose en un nombre fini d'intervalles \a^ aJ+1], de telle
sorte que sur chacun d'eux E soit defini par un nombre fini de fonctions C1,
que nous groupons par deux (pt(p) et ψi(p), i e [Cj, CJ+1[, de telle sorte que E
soit Γensemble des points, dont les coordonnees verifient ψi(p) <θ< ψi(p)
pour un certain /. Nous faisons en sorte aussi, que sur chaque intervalle
]aj, aj+1[, soit f(p) < 0 sur l'intervalle entier, soit f(p) y est constante.

La longueur de E est

Σ Γ + 1 ^ Σ " 1 (Vl +g[p,ψi(p)M(p)Y + Vl +g[p,ψi(p)]W(p)]2}dp ,
J aj i = Cj I )
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et la longueur de E'f est

D'autre part, en un point oύ f(p) existe et est negatif strictement,

= °T Γ

pour p € [α,, tf/+iL g(p, θ) etant le determinant de la metrique sur F2. En dif-
ferentiant (3), on trouve

2 c o s

ί=cj

Or on sait, voir Aubin [1] que

. , ) > V K cot

DΌύ

ό) + 2 cos

cotgVΈph(p) + ^ Σ 1 fψί^Vrfp, ψ*(p)] - φ't(pWg[p,

qu'onpeut ecrire2Γ < Σf'σJ"1 ( y <"~ χ ά e n P o s a n t Γ = — ( s i n

, <Pi(p)] et Z€ = ψ C^Λ/gf^ψ^)]. Comme f (^ < 0, T > 0,
et on verifie que dans ce cas

< ^Σ"1 ( +

En effet 2Tt = Yί~Xί etant donne, Nt = Vl + YJ + Vl + X\ est minimum
pour y, = Tt = - Z , .

iV€ peut etre interprete, comme la distance d'un point d'une droite Δ a deux
points F et F\ avec FF7 parallele a Δ. Le point de contact de Γellipse de foyers
F et F', tangente a Δ, correspond au minimum du probleme. Et il est evident
maintenant que 0 < T < Σ< Tt entraίne V1 + T2 < Σ< Vl + T\.

Par consequent, sur les intervalles oύ f(p) < 0, la reunion des arcs corres-
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pondants a Eh', a une longueur inferieure ou egale a celle des arcs de E. D'autre

part, soit un arc maximal A'Bf de E", le long duquel f(p) est constante (f(p)
constante sur [σ, τ]). Par construction Af et Bf appartiennent a Ef.

Le cercle de centre P et de rayon σ coupe E en au moins 2 points AιetA2,
et le cercle de rayon τ en au moins 2 points Bx et B2. On choisit A1,B1,A2,B2

de telle sorte que les points des arcs A1Bι et A2B2 soient tous a une distance
de P comprise entre a et τ. Nous avons alors, ce qui acheve la demonstration:

longueur de A1B1 + longueur de A2B2 > 2(r — σ) = 2 longueur de ArBr .

3. Le cas de l'espace euclidien Rn

Lemme 1. Soit / ^ 0 une function C°° sur Vn a support compact K, on
peut Γapprocher dans Hf(Vn) par une suite de junctions continues fp, a support
Kp c K, (le bord des Kp etant des sous-variέtέs de dimension n — 1), les fp

έtant C°° sur Kp et ne prέsentant dans Kp qu'un nombre fini de points critiques
non dέgέnέrέs.

Demonstration. D'apres Morse et Milnor [10], on peut approcher / uni-
formement sur Vn par une suite de fonctions gp, C°°, ne presentant que des
points critiques non degeneres, de telle sorte que les derivees premieres de gp

convergent uniformement vers celles de / sur K. Sur Vn: \f — gp\ < 1/p, et
sur K: \F(f - gp)\ < I/p. Soit ap verifiant 1/p <ap< 2/p, telq ue g ; 1 ^ ) et
gpX — ap) ne possedent pas de points critiques ce sont alors des sous-varietes
de dimension n — 1, si elle ne sont pas vides.

Appelons Ap = {xeVn\gp(x) > av) et A_p = {x <= Vn|gp(x) < — ap}. Con-
siderons fp(x) = [gp(x) - ap]χAp(x) + [gp(x) + ap]χA_p(x). χE etant la fonc-
tion caracteristique de Γ ensemble E.

Les fonctions fp sont continues sur Vn et C°° sur leur support Kp = Ap{JA_p,
qui est inclus dans K, car pour x <= Kp, \gp(x)\ > 1/p, d'oύ \f(x)\ > 0.

Comme |/(JC) - fp(x)\ < (3/p)χκ(x)9 \\f - fp\\q - 0 quand p -> oo. D'autre
part en un point x oύ f(x) Φ 0, F[f(x) — fp(x)] -> 0, car x e \JpsslKp. Et
comme Γensemble des points oύ Γon a simultanement f(x) = 0 et Ff(x) Φ 0 est
de mesure nulle, F[f(x) — fp(x)] -^ 0 presque partout quand p —> oo. De plus
\F[f - fp]\ < [swpκ \Ff\ + l/p]χκ, d'oύ d'apres Lebesgue \\F(f - fp)\\q-+ 0.

Lemme 2. Soit / > 0 une fonction continue sur J], ( 2 etant la sphere Sn,
Vespace euclidien ou hyperbolique), C°° sur son support compact K, dont la
frontiere est une sous-variέtέde dimension n — 1, / ne prέsentant sur K qu'un
nombre fini de points critiques non dέgέnέrέs. Considέrons un point P € Σ et
la fonction g{r) dέfinie et dέcroissante sur [0, oo [ telle que

μ{Q I g[d(P, β)] >a} = μ{Q I f(Q) > a} = ψ(a) ,

alors \\Fg\\q < \\Ff\\q pour 1 < q < oo.
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Demonstration. Dans Γenonce d(P, Q) est la distance de P a Q sur Σ> a
est un reel strictement positif et μ est la mesure definie par la metrique. On
note g(Q) = g[d(P, Q)]. Soient Qi (i = 1, , k) les points critiques de / dans
K. Considerons les ensembles Σ « = f~\a). En tout point β € Σ α different
des points Qi9 le gradient de / n'est pas mil, soit dσ(Q) Γelement d'aire sur

Σα

\Ff\*dV= \Ffr1dσ)da.
JΣ Jo \JΣa /

D'autre part lorsque a est different de chacune des valeurs at = f(Qt), ψ{a)

existe, est continue et localement acίmet — ψ(a) pour primitive.
:. |Γ/|

Done φ(a) = — ψ'(α) qui est considere comme donne. Par consequent

f\q~ι dσ est minimum, dans le cas q > 1, lorsque |F/ | est constant sur
Σα '

[]α, d'apres Γinegalite de Holder:

\ da<([
| F / | /

Mais Σ α e s t ^e ^oτά d'un ensemble de mesure ψ(a) donne, d'oύ, d'apres le
theoreme 4, Γaire de Σ α e s t superieure ou egale a Γaire du bord de la boule
de volume ψ(α) ce qui acheve la demonstration.

De plus, on verifie que g(r) est une fonction absolument continue et meme
lipschitzienne sur [0, oo[.

Theoreme 7. Pour toute fonction f € H\ (Rn) (n > q > 1)

on rappelle que 1/p = 1/q — 1/n. K(n, q) a ete defini dans la 1 ere partie.
<3(Rn) Γensemble des fonctions C°° a support compact est dense dans Hl(Rn).

Done il sufϊit de demontrer le theoreme pour / e @(Rn). Mais d'apres le lemme
1, la fonction / peut etre approchee dans HI par une suite j t de fonctions con-
tinues sur Rn, C°° sur leurs supports compacts Kί9 et ne presentant dans Kt

qu'un nombre fini de points critiques non degeneres.

De plus on considere, comme au lemme 2, la fonction gt(r) associee a la
fonction |/J. Si nous demontrons que pour une telle fonction g^:

\\gί\\p<K(n,q)\\Fgί\\q,

nous pourrons alors ecrire \\ft\\p = Wg^ (par construction) et \\Fgi\\q < \\Pfi\\q

d'apres le lemme 2. D Ό ύ nous aurons | | / J P < K(n, q) \\Ffi\\q et le theoreme
7 par densite. Reste done a montrer le

Lemme 3. g(r) έtant une fonction absolument continue dέcroίssante sur
[0, oo[, nulle a Γ oo
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< K(n, q)(j~ \g'(r)\q r^

Demonstration. Considerons le probleme suivant pour q > 1: Quelle est
Λoo Λoo

la valeur maximale de \g(r)\vrn~ιdr lorsque \g'(r)\qrn~ιdr est une con-
Jo Jo

stante donnee strictement positive. L'equation d'Euler du probleme est:

k etant une constante. On verifie (λ etant un reel strictement positif) que la
fonction y = (λ + rq/(q-l)y-n/q est solution de l'equation d'Euler; et d'apres

Λoo

Bliss [5], y rend maximum |g|* rn~ιdr.
Jo

C'est ainsi qu'on trouve la valeur de K(n, q), la meilleure constante. En
faisant tendre q vers 1, on obtient Γinegalite pour q = 1 et la valeur de K(n, 1).
C'est ainsi qu'on retrouve Γinegalite isoperimetrique habituelle (Federer [8]).

Remarque 2. Bliss considere une fonction mesurable sur R, h{x) > 0, telle
hq(x)dx soit finie et donnee, et la fonction g(x) = h(t)dt. II

Jo
Λoo

demontre que / = gp(x)xa~pdx atteint sa valeur maximale pour la fonction
Jo

h(x) = {λxa + l)-(α+1)/«? avec p et q deux constantes verifiant p > q > 1 et
a = p/q — 1. Pour obtenir le resultat mentionne plus haut, dans la demon-
stration du lemme 3, il suffit de faire le changement de variable x = r-^-q)/(q-D^
en n'oubliant pas qu'ici 1/p = 1/q — 1/n. On a a = p/n, (dx/dry~q = rn~ι

et JC 1 + β- p = rn.

Corollaire 3. Sur Γespace hyperbolique Hn, toute fonction f e Hf(Hn),
n > q > 1, verifie

\\f\\P<K(n,q)\\Ff\\q.

Demonstration analogue, en utilisant le corollaire 2.

4. Le cas de la sphere Sn

Pour la sphere, on peut enoncer le theoreme dans sa forme la plus raffinee.
De plus cette etape est indispensable, car dans le cas general d'une variete Vn9

on ramene le probleme a la sphere Sn.

Theoreme 8. Pour la sphere Sn, il existe une constante A(q), telle que pour

VφeHKSn), (1/P= 1/q-l/n),

\\φ\\l < Kq(n, q) \\Vφ\\\ + A(q) \\φ\\* si 1 < q < 2 ,

et
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q-λ) s i 2 < q < n .

De ces inegalites on deduit Γ inegalite plus faible du
Corollaire 4. Pour la sphere Sn, il existe une constante A'(q), 1 < q < n,

telle que pour yφ e Hf(Sn)

\\φ\\v<K(n,q)\\Vφ\\q + A'(q)\\φ\\q .

Demonstration du theoreme. Prenons un systeme de coordonnees geode-
siques polaires, centre en P, Γ element de volume dv = (sin or/a)n~ιdrdΩ', avec
a = π/δ, δ le diametre de la sphere (r < δ).

Comme pour le theoreme 7, d'apres le lemme 2, il suffit de faire la demon-
stration pour une fonction φ(Q) egale a une fonction g[r(P, Q)] = g(r) > 0,
absolument continue et decroissante sur [0, δ]. D'apres le theoreme 7,

( 4 )

n-uV/p

--<-» Γ. K ί ΐ T Ίrn'ιdr .

Inegalite 1. Pour β> 1, // existe μ et v tels que

(1 + tγ < 1 + μt + vtβ pour t > 0 .

On peut prendre par exemple μ = β(β — 1) et v = (β — l)^"1 si β > 1, et
v = 1 si β = 1. Nous utilisons cette inegalite avec β = q/(q — 1) et q > 2, le
deuxieme membre de (4) se majore

(»-l)/9
r ,

ar ar

(w-D/9

vgq
[n-l)/q 1/(9-1)

ar ar

(w-l)/9 2 - 1



590 THIERRY AUBIN

d'apres Γinegalite triangulaire.
Finalement nous avons, C etant une constante,

f Γ n\ /
\ωn-l\ V\$[
I Jo L \

Car si on pose

Λ!Γ(

sin or \{n

, ar )

r)- 1 ( ι

} q\

-l)/g"l

sin ar

ar

Q

rn ιdr

\{n-l)/q

Γ

[(-
sinαry»-»'«l'

ar 1 J

[ — gq(r)]'φ(r)rn ιdr = [~gq(r)ψ(r)rn ι]δ

0 +
Jo

le crochet est nul, car ψ(δ) = 0, d'une part, d'autre part [ψ(r)rn~ι]Ί—-—)"
\ sin ar /

est borne sur ]0, δ/2[, car cette expression est equivalente a krq~2, quand
r-+0, avec q>2.

Pour le premier membre de (4) nous ferons les calculs suivants:

Jo \ ar

= rgP/sin«ry-^ _ C'Jsmary-^ _ / sisinar

Or il existe α tel que 1 — (sinαr/αr)(π-1)<3"' ί-1> < αr2 et b tel que

( 5 ) \g(r)\'r*£b\\8\\>,

car g(r) est decroissante. Ainsi on peut ecrire

abVn

avec p' = p(ί — 2/ri) superieur a q, car q > 2.
D'autre part voir Nirenberg [11], γ etant une constante,

Jo a
Cte |

Inegalite 2. Pour 0<t< Ij2μ9 (μ > 0), β > 1,
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(1 _ vty < 1 - μt avec v = 2^(1 - 2~ι/η .

Appliquons cette inegalite avec β = p(q — l)/q et μ = aγb2/n. Alors ou bien
| |*HP < (2μYq~1)/q \\g\\q, et Γinegalite du theoreme 8 est verifiee avec A(q) = 2μ
ou bien

< [i11*115[i -

< \\g\\l - aγV'n
Γδ / si

DΌύ Γexistence de A(q):

Dans le cas 1 < q < 2, on utilise Γinegalite 1, avec β = q, on trouve

j ; | r[ β (^) c "- l ) / t f ] f r-̂ r < j

+

+

ar ar
rn~ιdr

ar

{n-D/q
rn~ιdr .

Inegalite 3. α, b, α, β, ̂ , ̂  ^ίαnί ^ 5 reels strictement positίjs avec a + β
= 1, si λaμβ > 1, alors aabβ < λaa + μβb.

Ici on prendra λ = μ = 1 et on ecrira

~ιg = K W 1 * * 2 " " < (q ~ D|(^)Ί + (2 -

et moyennant une integration par partie, comme dans le cas q > 2, on trouve
ici, C etant une constante,

Pour le ler membre de (4), comme precedemment, voir (5) nous ecrirons

Jo \ a /

On applique maintenant Γinegalite 2 avec β =

ιι*iβ[i - K i k i u i i g y ψ ^ < ιι*m - μ\\g\\ns\\p

P-
q,

et nous trouvons le resultat annonce, Γexistence de A(q).
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5. Le cas general

II s'agit maintenant de demontrer des inegalites du type de celles du theoreme
8, mais pour une variete Vn nous supposerons au minimum la variete com-
plete. Dans la lere section, nous avons aborde rapidement le cas des varietes
non completes. Dans le cas d'une variete compacte, aucune hypothese particu-
liere n'est a faire. Dans le cas d'une variete complete, nous devrons supposer
au minimum une courbure bornee et Γexistence d'un rayon d'injectivite stric-
tement positif. Pour mettre les choses au point, demontrons tout d'abord le

Lemme 4. Lorsque Vn est complete, @(Vn) est dense dans Hϊ(Vn), 1 <
q < oo.

On considere les fonctions ψk sur Vn, definies de la maniere suivante, P
etant un point donne de Vn:

Ψk(Ω) = 1 Pour d(P, Q) < k ,

Ψ*(β) = 1 + A - d(P, Q) pour k < d(P, Q) < k + 1 ,

Ψ*(0 = 0 pour d(P, Q) > k + 1 .

Let fonctions ψk(Q) sont lipschitziennes done absolument continues, leur
gradient, qui existe presque partout est inferieur a 1.

Soit / € HI Π C00, la suite fk = fψk tend vers / dans Hi En effet fk-+f
presque partout et \fk\ < \f\. De meme \Ffk\ —• \Vj\ presque partout et \Vfk\ <
\Vf\ + |/|. DΌύ d'apres Lebesgue, ||/ fe | |, - , | |/| |e et | |Γ/ t | | e -> | | F / | | e . Ensuite on
approche dans Hf, fk par des fonctions de @(Vn) au moyen d'une regularisa-
tion: pour k donne, le support de fk est compact, il existe done δ0 > 0 tel que
BM($O) existe pour y M e supp fk.

Lemme 5. BP(δ) etant une boule de Vn, il existe une constante KPtδ(n, q)>
telle que pour toute fonction f € Hf(Vn) a support compact ίnclus dans BP(S):

Kp,δ(n> 4) etant aussi voisin quΌn veut de K(n, q), pour peu quΌn prenne δ
suffisamment petit.

Demonstration. Soient un systeme de coordonnees geodesiques polaires en
F, associe a Γ application exponentielle, b2 un majorant et — a2 un minorant
de la courbure dans une boule BP(δ0).

En tout point de BP(δ0) et pour toute direction i, les composantes gu de la
metrique verifient (voir Aubin [1])

ar

ε etant donne, on peut prendre δ suffisamment petit, pour que sh ar/ar < 1 + ε
et pour que sin br/br > 1 — ε lorsque r < δ.
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Si \VEf\ est le gradient euclidien et dE Γ element de volume euclidien,

(1 - ε)n~ιdE < dV < (1 + ε)n-ιdE et \VEf\ < \Vf\ (1 + ε) .

Comme d'apres le theoreme 7,

f*dE)

on en deduit le lemme 5, avec KP>δ = (1 + £y
n~1)/p+\l - e)a-n)/(1K(n, q).

Demontrons maintenant le theoreme, qui sera le plus utile dans certains
problemes d5 existence de solutions d'equations differentielles nonlineaires. Ce
theoreme n'est pas le meilleur resultat, qu'on puisse raisonnablement esperer,
ce sera celui qui fait Γobjet de la 2eme conjecture.

Theoreme 9. Sur une variέtέ riemannienne Vn compacte, pour y ε > 0,
V q' € [1, q] et V r > 1, ϊl existe une constante A, telle que pour y φ € Hf(Vn),
avec 1 < q < n,

\\φ\\;<[Kr(n,q) + ε]\\Fφ\\l + A\\φ\\'q. .

Demonstration. Dans Γenonce, comme dans tout Γarticle, 1/p = \\q —
\\n. Soit un recouvrement de Vn par un nombre fini k de boules BP.(δ), δ
suffisamment petit pour que pour y ί, \K(n, q) — KP. δ(n, q)\ <; η et ht e C°°
une partition de Γunite subordonnee a ce recouvrement. Pour φ e H%(Vn),
ecrivons en utilisant le lemme 5

p/q
Σ II^IU

< Σ WψhYHl < [K(n, q) + v]< Σ W(φW*)\\ϊ .
i=l i=l

D'apres Γinegalite triangulaire,

W(φh\/q)\\q = Wφh]/q + φPh)/q\\q < \\Fφh\/q\\q + \\φVh\/q\\q .

Et en utilisant Γinegalite 1 (4eme section), avec H = sup supF |F(AJ/β)|,

Jc k Jc k

i=i ί=i ι i=i q

< \\Fψ\\l + μkHHFplβ-ΊMI, + vkH"\\φ\\l .

On trouve β et γ etant deux constantes,

\W\\l<\K{n,q) + η]"\\Pφ\\l + /3| |F?irΊMIβ + γ\\ψψq .

De plus d'apres Γinegalite 3, pour y εo> 0, 3 M tel que
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DΌύ

( 6 ) Up||5 < {[K(n, q) + ,]« + βε0} \\Fφ\\* + (γ + Mβ) \\φ\\* .

De cette inegalite, on peut deduire les autres inegalites du theoreme 9. On
eleve (6) a la puissance r/q > 1, on trouve d'apres Γinegalite 1, βQ et γ0 etant
deux constantes,

\\φ\\r

P< [Kq(n,q) + 7]oY/qWφ\\r

q + βoWφ\\r

q~
q\\φ\\q + r o l l 9 H i >

et puis on utilise Γinegalite 3 comme precedemment. Pour r < q, Γinegalite
est plus faible.

D'autre part (d'apres Lions [9]) voir aussi la lere partie, pour y a > 0, 3 βipί)
tel que | |^ | | ? < a \\Vψ\\q + β(a) \\φ\\q>. Le theoreme 9 est entierement demontre.

Comme on vient de le voir, pour la demonstration, la compacite de la variete
n'est pas essentielle. On peut la remplacer par les trois hypotheses suivantes:

( i ) La courbure est bornee sur Vn.
(ii) La variete possede un rayon d'injectivite δ0 > 0.
(iii) Pour y δ < δ0, il existe un recouvrement uniformement localement fini

de Vn par des boules BP.(δ), i e I. (A propos de cette hypothese voir Aubin [3].)
Ceci voulant dire, qu'il existe une constante k, eventuellement dependant

de δ, telle que tout point M eVn possede un voisinage, dont les intersections
avec les boules BP.(δ) sont vides, sauf au plus pour k(δ) d'entre elles. En efϊet
avec les hypotheses (i) et (ii), le lemme 5 entraίne: pour y ^ > 0 , 3 d > 0 tel
que pour y P e Vn, \KPtδ(n, q) — K(n, q)\ < η, δ ne dependant pas de P.

D'autre part, il existe une partition de Γunite ht, subordonnee au recouvre-
ment uniformement localement fini, telle que les \V(h\/q)\ soient uniformement
bornees.

En efϊet soit δ fixe, tel que 4δ < δ0. II existe un recouvrement localement
uniformement fini de Vn par des boules de rayon δ. Soient Pt leurs centres.
Tout point de Vn n'appartient qu'a k boules de rayon δ au maximum. Con-
siderons une boule B de rayon 4d, et les points Pt qui appartiennent a 5. Us
sont au nombre de Z. La courbure etant bornee, il existe, Aubin [1], v et w
deux reels positifs, tels que pour tout /, le volume de BP.(δ) soit superieur a v
et le volume de B inferieur a w, quelque soit le centre P de B. Or on doit
forcement avoir: vl < kw. Ainsi Z est uniformement borne (quelque soit P).
Nous considerons maintenant les fonctions γt definies par ^ ( 0 = j[d(Pu Q)]9

f(x) etant une fonction C00 decroissante, egale a 1 pour x < δ et nulle pour
x > 2δ. Les fonctions ht — γt/Σ ϊj forment une partition de Γunite ay ant les

proprietes voulues, car partout 1 < 2 ^ < /.

Enfin comme la variete possede un rayon d'injectivite <50 > 0, elle est
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complete, et &{Rn) est dense dans Hf(Vn) d'apres le lemme 4. D'oύ:
Corollaire 5. Sur une variέtέ riemannίenne Vn, a courbure bornέe, pos-

sέdant un rayon dΊnjectivitέ δ > 0 et la propriέtέ du recouvrement uniformέ-
ment localement fini, pour yε>0etyr> 1, il existe une constante A(q),
telle que pour y φ e H}(Vn):

Nous n'avons pas entierement les conclusions du theoreme 9, car nous ne
savons pas si φ e Lq,9 pour q' e [1, q[. II est vraissemblable, que dans le theoreme
precedent, on puisse prendre ε = 0, surtout en regard du cas des varietes de
dimension deux.

Nous somme ainsi amenes a f aire la
Conjecture 2. Pour une variέtέ riemannienne compacte Vn9 il existe une

constante A(q), telle que pour y φ e H%(Vn),

et

\\φ\\l < K*(n9 q) \\Fφ\\l + A(q) \\φ\\* , si 1 < q < 2 ,

-i) + A(q)\\φ\\*'«-l) , si 2 < q < n

avec 1/p = 1/q — 1/n.
Les demonstrations qui suivent, montrent que la conjecture 1 entraίne la

conjecture 2. Et tout d'abord, nous allons demontrer en partie cette conjecture
pour les varietes de dimension 2.

Theoreme 10. Pour une variέtέ riemannienne compacte V2, il existe une
constante A(q), telle que pour y φ € Hf(V2), 1 < q < 2, 1/p = 1/q — 1/2,

\\φ\\p < K(2,q)\\Fφ\\q + A(q)\\φ\\q .

Si la variete est seulement complete, nous avons comme precedemment le
Corollaire 6. Pour une variέtέ V2 a courbure bornέe possedant un rayon

d'injectivitέ δ > 0 et la propriέtέ du recouvrement uniformέment localement
fini, il existe une constante A(q), telle que pour y φ € Hf(V2), 1 < q < 2,
l/p= l/tf-1/2:

\\φ\\p<K(2,q)\\Fφ\\q + A(q)\\φ\\q.

Tout d'abord demontrons deux lemmes.
Lemme 6. Soit / > 0 une fonction continue sur F 2 , C°° sur son support

compact K, dont la jrontiere est une sous-variέtέ de dimension 1 K έtant inclus
dans une boule BP(δ), ou la courbure est majorέe par a2 et minorέe par —β2,
(2δ έtant injέrieur au rayon dΊnjectivitέ et vέrifiant aδ < π et sh βδ/β <
2sinaδ/ά), f ne prέsentant sur K qu'un nombre fini de points critiques non
dέgέnέrέs.
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Considerons un point P e S2, la sphere de courbure a, (resp. R2 si a = 0),
et la fonction g(r) definie et decroissante sur [0, + oo [ telle que

μsAQ 6 S2\g[d(P, 0 ] >a} = μV2{Q e V2\f(Q) > a} = ψ(a)

alors

2π [/a \g'(r)\«^^-dr < ||F/||g pour 1 < q < oo .

Se reporter au Lemme 2 pour les notations et la demonstration,

ί \Ff\*dV= Γ(da[
JV2 JO \ JΣ

J
\Pf\q 1 da est minimum dans le cas q > 1, lorsque [F/| est constante sur

Σα De plus 2α e s t l e bord d'un ensemble de mesure ψ(a) donne, d'oύ d'apres

le theoreme 6, longueur de Σa = I dσ > longueur du bord d'un disque qui
J Σa

sur la sphere de courbure a a pour aire ψ(a). DΌύ le resultat. Etant donne
que par construction meme, pour y p > 1

2π
/o a

nous en deduisons le
Lemme 7. Sur une variέtέ V2 a courbure majoree par a2 et minorέe par

— β2, 3 δ > 0, dependant seulement de a, de β et du rayon dΊnjectivite, tel que
pour toute fonction φ e C°° a support compact inclus dans une boule BP(δ),

\\φ\\p<K(2,q)\\Fφ\\q + A'(q)\\φ\\q ,

pour 1 < q < 2, avec 1/p = 1/q — 1/2, A'(q) etant la constante relative a la
sphere de courbure a du corollaire 4. Si a = 0, | |^| |p < K(29 q) \\Vψ\\q.

En eίϊet d'apres le lemme 1, sans nuire a la generalite, on peut se contenter
de faire la demonstration pour des fonctions φ ayant toutes les proprietes des
fonctions / du lemme 6.

Demonstration du theoreme 10 et du corollaire 6. La courbure etant majoree
par a2 et minoree par — β2 sur la variete V2, qui admet un rayon d'injectitive
d0, il existe δ > 0, d'apres le lemme 7, avec les proprietes de ce lemme.

Soit BP.(δ) un recouvrement uniformement localement ίini de V2 et ht une
partition de Γunite subordonnee a ce recouvrement avec \Vht\ uniforme-
ment bornees. Nous ecrivons alors
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= IbΊU < Σ IIΛU = Σ WHS
iζ.1 iei

< Σ [K(2,q)\\P(φhY")\\q + A
i€l

Nous utilisons Γinegalite triangulaire

puis Γinegalite 1, E et G etant deux constantes on trouve

d'oύ il existe A(q) tel que

\\φ\\l<[K(2,q)\\Fφ\\q + A(q)\\φ\\q]« .

Nous pouvons encore demontrer la conjecture 2 dans le cas des varietes a
courbure constante. Le cas de la sphere a deja ete traite. Le cas de Γespace
euclidien ou hyperbolique est tres particulier, c'est Γobjet de la 3e section.

Theoreme 11. Pour une variέtέ riemannienne compacte Vn (n > 2) a
courbure constante, il existe A(q) tel que pour y φ e H%(Vn)9 \\p — \\q —
1/n, 1 <q<n,

\\φ\\p<K(n,q)\\Fφ\\q

et tel que pour y φ e H\(yn), N = 2n/(n — 2),

\\φ\\% < K\n,2)\\Fφ\\l + A(2)\\φ\\l .

Dέmonstrtion. La premiere inegalite du theoreme se demontre par des
calculs analogues a ceux du theoreme 10, en utilisant le lemme 2, au lieu du
lemme 6.

Pour la deuxieme inegalite, nous ecrirons d'apres les theoremes 7 et 8 ou
le corollaire 3

& < Σ WφVhtWl, < K\n,2) Σ ί \F^ht)\2dV + C\\φ\\.

< K\n,2)\{ \Fφ\2dV + 1 Σ f VφΨAdV
Ur 2 izijv

+ Σ \ φΨ^TiFW'fhdv\ + C\\ψ\\l

< K\n,2)\\\Vψl + ί Σ IPVh^ydv] + C\\φ\\l .
L JViSI J
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Corollaiic 7. Sur une variέtέ rίemannienne Vn, (n> 2), a courbure con-

stante, possέdant un rayon dΊnjectitive δ > 0 et la propriέtέ du recouvrement

unijormέment localement fini, il existe A(q) tel que pour y φ € Hϊ(Vn), \\p

= 1/q- 1/n, l < q < n ,

\\φ\\p<K(n,q)\\Fφ\\q + A(q)\\φ\\q,

et tel que pour y ψ e H&Vn)9 N = 2n/(n — 2),

\\φ\\*N < KKn,2)\\Fφ\\t + A(2)\\φ\\l .
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