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INVARIANTS DIFFERENTIELS D’UN
PSEUDOGROUPE DE LIE. II

A. KUMPERA

CHAPITRE III. LES FAISCEAUX DE LIE ET LEURS
INVARIANTS DIFFERENTIELS

Dans ce chapitre nous définissons les invariants différentiels associés a un
faisceau de Lie (pseudogroupe infinitésimal) et démontrons les théorémes de
finitude. Il est a remarquer que la structure des invariants est liée non seule-
ment a la structure du faisceau de Lie % opérant sur la variété P mais aussi
a la facon dont celui-ci opere relativement a la fibration z: P — M. Les théo-
rémes reposent, par conséquent, sur des hypothéses de régularité portant sur
P’action de .# sur z. Leur démonstration comporte essentiellement deux étapes.
La premicre, de nature algébrique, consiste a démontrer la stabilité asymp-
totique des noyaux de prolongements holonomes successifs de %, autrement
dit, les noyaux de prolongements suffisamment grands deviennent les espaces
déduits (prolongements algébriques) des noyaux précédents. La deuxi¢me étape
consiste a relier les prolongements algébriques des noyaux avec les dérivées
formelles admissibles d’invariants différentiels. Le reste du chapitre est con-
sacré a la discussion des hypotheses, a I’étude de critéres pratiques pour la
vérification de telles hypothéses ainsi qu’a des exemples.

20. Faisceaux de Lie

Soit P une variété différentiable de dimension finie et @ le faisceau structural
de P. Rappelons que le faisceau TP des germes de champs de vecteurs est
canoniquement isomorphe au faisceau y(@p) des germes de dérivations de @p.

Définition 20.1. Un faisceau de Lie % sur P est la donnée d’un sous-
faisceau en R-espaces vectoriels de TP =~ y(0p).

Si 7: P — M est une fibration et % un faisceau de Lie sur P, nous dirons
que & est un faisceau de Lie sur z. Le faisceau % est z-projetable si ¥ C
T(P,M) ~ y(0p, 0y) = faisceau des germes de dérivations de @» qui préservent
P Xy Oy C Op.

Soit # un faisceau de Lie sur z. A I’aide du morphisme p, (cf. § 15) et pour
tout k > 0 nous définissons le faisceau de Lie &), = p,.Z sur la variété J,. Le
faisceau &, est obtenu par prolongement canonique des éléments de ¥ (en

Communicated by D. C. Spencer, January 12, 1974.



348 A. KUMPERA

prenant au besoin des représentants pour les germes). Pour tout £k > A > 0,
& est p,p-projetable et la projection de .#;, est #,. Si # est un sous-faisceau
en R-algebres de Lie, il en est de méme pour chaque #;. On pose ¥, = Z et,
si & est r-projetable, on écrira ¥_, = Tx=.¥. Remarquons que .#_, n’est pas
en général un faisceau de Lie sur M.

Pour tout £ > 0, le morphisme but

est R-linéaire. Par conséquent 4, = B(#;) est un sous-fibré vectoriel avec
singularités de TJ,. Nous envisagerons 4, soit comme un sous-fibré soit comme
un champ d’éléments de contact (du premier ordre) sur J,. On a évidemment
T,, 4, = 4, pour k > h. Si & est un sous-faisceau en R-algebres de Lie et si
4, est un fibré de rang (dimension des fibres) localement constant, alors 4, est
un champ complétement intégrable dont les feuilles intégrales sont les trajec-
toires du pseudogroupe de transformations finies obtenues par intégration du
pseudogroupe infinitésimal .#;. Observons finalement que le préfaisceau I'(%;,)
des sections locales de %, est le préfaisceau des champs locaux de J, qui
coincident localement avec des éléments p,6 ou 6 est une section locale de Z.
On voit ainsi que I'(#,) est le localisé (ou encore le complété) de p.(I"(L)).

21. Invariants différentiels

Soit % un faisceau de Lie sur z. Pout tout £ > 0, indiquons par 4;- le sous-
fibré (avec singularités) de T*J, annulateur de 4,.

Définition 21.1. Un invariant différentiel d’ordre k > 0 de .Z est une fonc-
tion locale f: U — R définie dans un ouvert U de J, telle que df soit une sec-
tion du fibré 4i-.

Les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) f est un invariant différentiel d’ordre k.

b) Pour tout X € &, avec a(X) e U on a f(X)-f = 0.

¢c) Pourtoutéel(¥r)onaé-f=0.

d) Pourtout e '(&)ona (H.0)-f=0.

Il est évident que l’ensemble des invariants différentiels d’ordre k est un
préfaisceau en R-algébres associatives sur J, que nous indiquons par I,. Le
faisceau associe .#; est un sous-faisceau en R-algebres de ¢;,. Comme les in-
variants différentiels satisfont a la propriété du recollement, le préfaisceau I,
est complet, c’est-a-dire, I'(.#;) = I;. Pour tout Y € J, on a

Iy = {XG (0k)YI($k)Y'X = 0} .

D’autre part, sifel, et k > h, fop,; € I,. L application p3, induit par consé-
quent un morphisme injectif de I, dans le préfaisceau I; restreint aux ouverts
onx-saturés de J,. On en déduit que J,, X, £, s’identifie canoniquement a un
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sous-faisceau de .#,. Imitons le procédé de construction de 4. Posons
Sk =J X5 I -

Pour k > h, ’application p}, : J, — Ji est un morphisme injectif et la famille
(x> o) est inductive. Soit

§ = lim ind (s, o%y) -

Les morphismes canoniques J, — 5 étant injectifs nous identifions $; & son
image. 3 est un sous-faisceau en R-algébres de A4, les J; sont des sous-algebres
de A, et constituent une filtration croissante de J avec § = | -

Définition 21.2. Appelons  le faisceau des germes d’invariants différentiels
de #.

Remarquons maintenant que . est un sous-faisceau de y(¢,) et que y(4,) =~
J X p (0 (cf. § 10). Par conséquent J X p % s’identifie canoniquement a un
sous-faisceau de y(A4,) que nous noterons par .#;. De méme, les sous-faisceaux
%, de y(0,) induisent canoniquement les sous-faisceaux

(&) =J X5, L

de x(4;). On voit aussitdt que (F); = P(Z,) = 9(ZL)| 4, et, pour k > h,
(Z1)s C x(4g, Ay). Si £ est un faisceau de Lie projetable %, C y(4,, B).

Proposition 21.1. Pour toutk >0ona J={Xe A|p(ZL,)-X = 0} et i
=3I N A4;.

En général J ne caractérise pas % car I est un objet attaché a .# et a la
fibration # tandis que % est un objet attaché a P. Pourtant, lorsque dim P >
2 dim M, § nous fournit beaucoup de renseignements sur .. Signalons toute-
fois que notre intention est celle d’étudier J une fois donnés & et r, pas le
contraire.

Etant donné %, nous lui associons un sous-faisceau en R-algébres de Lie
D(#) de D (cf. § 10) en posant

D) =eDFCF .

Les éléments de D(L) sont les germes de dérivations formelles qui préservent
les invariants différentiels de tout ordre et seront appelés #-admissibles. D(Z)
est filtré par D,(L) = D(L) N D;, et D(L) = Ui Di(Z). 1l est vraisemblable
que la terminologie sous-faisceau pour D(Z) soit en général un abus de langage
car il n’est guére évident que D(#) soit un ouvert de ®. Pourtant, nous verrons
que dans les bonnes situations, a savoir, lorsque % a un nombre suffisament
grand d’invariants différentiels, ceci est toujours le cas (voir § 25).

Proposition 21.2. D(L) est un F-module et D (L) est un J,-module pour
les restrictions de la loi de A-module de D.

Reprenons maintenant 1’isomorphisme 6: R — y(d4), soit R(¥) le J-sous-
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module et R-sous-algébre de Lie de R qui correspond & D(Z) et R (L) le Ji-
sous-module qui correspond & D,(Z). On a

ML) = (0 eR|93 C J} -

Les éléments de R(¥) seront encore appelés admissibles. A ’aide de la
premiére formule fondamentale (voir théoréme 7.1 et § 15) on démontre aussit6t
la

Proposition 21.3. R(L) = {® e R |0, = 0,0 € £}

Cette proposition met en évidence le sous-faisceau (abus de langage!) de
R(L)

R(L) = {0 R|3,3 = 0} .

RU(L) est un idéal de la R-algébre de Lie R(¥) et un A-sous-module de R.
En outre [R(¥), Z,] C RA(L).

Proposition 21.4. R(L) = (@ e R|[D, 0] € R(L),0 € Z,}.

Indiquons initialement un procédé (peu efficace) pour obtenir des éléments
de R(L). Soit & un champ de vecteurs de J, défini dans un ouvert U et in-
variant par %,, i.e., [§, #,] = 0. Ceci entraine que [£,6] = O pour toute
section locale § de .# et par conséquent, en utilisant la proposition 21.3, &
détermine une section locale & de R(%) définie sur I’ouvert (g,)~'U de J ol
gx: J — J, est la projection canonique. & est obtenue en prenant les germes de
¢ en tout point de U et en passant ensuite a la limite. Lorsque % est de type
fini nous pouvons espérer obtenir par cette méthode un nombre suffisant d’élé-
ments de R(Z), par exemple un systeme de générateurs du J-module R(¥)
et, dans les bons cas, un systeme fini dans chaque fibre. Pourtant, lorsque %
est infini, les champs invariants £ sont trop peu nombreux, en général méme
inexistants. Dans ce cas on cherchera les générateurs dans le sous-faisceau

R(L) = {0 R|[D,0] =0,0e L,} .

Dans la pratique cette deuxieme méthode s’avére tres efficace. La proposition
21.4 montre que R'(F) est un sous-faisceau de R(¥), et la formule [P, 4] =
f[9, 6] — (p,/HP (cf. proposition 7.1 étendue aux faisceaux) montre en plus
que R(L) est un J-sous-module de R(F). L’identité de Jacobi dans 1’algebre
R X s x(4,, B) montre finalement que R!(¥) est une R-sous-algebre de Lie de
R(L). Si R(&¥) C R(L) alors R(L) est un idéal de R(¥). Comme R'(¥)
est un J-module, pour pouvoir trouver des générateurs de R(¥) dans R'(L)
il faudra que R(¥) = R(¥), condition qui n’est pas toujours remplie. En effet,

) @eR(L) &[0, ,] =0,vV0e %y,

i) @eR(L)E [0, 9,1|F =0, vl e Zy.

Proposition 21.5. Si R(¥) = 0, alors R(F) = R(L).

Nous verrons plus tard que lorsqu’il y a un nombre suffisant d’invariants
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différentiels la condition R°(¥) = O est toujours remplie.

22. Le théoréme de stabilité asymptotique

Nous étudions maintenant le comportement asymptotique des noyaux 4 _,
définis par la suite exacte

€k Tor-1,x
0 ——> 4y, —> 4,

Jk ><Jk_1 Ak_1 —0.

Nous montrerons, sous des hypothéses de régularité assez faibles, que 4, .,
est I’espace déduit (prolongement algébrique) de 4,_, . lorsque k est suffisa-
ment grand. En utilisant des théorémes connus sur la nullité des groupes de
d-cohomologie, il suffira de montrer que chaque 4, ,,, est contenu dans ’espace
déduit de 4;_, ;.

A. Notations. Soit w: P— M une fibration. Nous indiquerons par J,P le
faisceau P des germes de sections locales de # muni de la structure différen-
tiable canonique induite par sa structure d’espace étalé sur M. C’est I’unique
structure de variété différentiable sur P qui rend la projection source «: P - M
un difféomorphisme local. Nous employons ici les notations d’Ehresmann [9]
ou l'indice 2 se réfere a jet local. La fibration n étant fixée, nous abrégeons
J.P par J,.

Soit y: E 2, P- "+ M une fibration de Lie (cf. § 11). Nous recopions pour
les faisceaux de germes ce que nous avons déja fait au § 11 pour les variétés
de jets infinitésimaux. Soit J,E le faisceau des germes de sections locales de p
et JLE le faisceau des germes de sections locales de 7 = zop. Il est clair que
la fibration J,p: J,E — J,P est un faisceau (espace étalg).

Proposition 22.1. 1l existe une structure unique de faisceau en 0 ; -modules
sur I,p: J,E — I,P tel que I’application

22.1) (X,Y)eJ,P X pJ.E > YX cJE

soit un morphisme de faisceaux en @0 ;-modules de base J, (oit YX est la com-
position de germes).

On remarquera que E = J,E est un 0p-module donc aussi un (P X y Oy)-
module et que O, = J, Xy Oy = J;X p (P X 3 Oy) d’ou la structure évidente
de @,;,-module sur le faisceau J, X » J;E. En abrégeant J, X y Oy par Oy on
considére J,E comme faisceau en @,,-modules de base J,. La loi externe s’écrit
[i,f)]- [i,z(x)] = j,(fr)(x) ol = est une section locale de 7 et f une fonction
locale de M. Le faisceau J,E est localement libre sur @ le rang local étant
celui du fibré E. En effet, J,E est isomorphe au faisceau J,(J, X » E) des germes
de sections locales du fibré vectoriel J, X » E de base J, a I’aide de 1’applica-
tion



352 A. KUMPERA

it(o(x)) € J,(J, X p E) — j(ro0)(x) € ixE s

ol ¢ est une section locale de J, X » E. De méme on définit le morphisme de
fibrés vectoriels

1., X p E) 2> T.E

(22.2) l | l

n—* 5,

et ce morphisme est strict (isomorphisme sur chaque fibre).

B. La §-cohomologie et I’opérateur D de Spencer. Dans cette section
nous faisons un bref rappel sur la §-cohomologie et ’opérateur D de Spencer.
Pour les détails nous renvoyons le lecteur a [2], [13], [28], [53], [57], [61], [62],
[63], et [64].

Soit K un corps commutatif de caractéristique zero et V, W deux K-espaces
vectoriels de dimension finie. Pour tout couple d’entiers non négatifs k et p on
définit 1’application K-linéaire

(22.3) O:NPV*QSV* QW — NWIV*Q S Q W
par la formule
(@[5 V « - V s ] ®@w)

22.4 i
@29 =§(siAw)®(s1v-~-v&i\/-..vsk)®w,

ou s; € V* et “\/” indique le produit symétrique dans 1’algébre SV*. En outre
on convient que AP V* et SPV* sont nuls lorsque p < 0. Pour tout entier £
on obtient le complexe (n = dim V)

o5, O SVIEW % VEQ S QW s
> APV RSFTTFRQW — 0
qui est acyclique (exact) lorsque £ > 0. Un opérateur d’homotopie
NPV*QSV*QW — ANV P*Q SHTV*Q W
est donné par
WA\ Nap) sQw—

Lo(—1)i+
ié p+k

(@ N\ s Ay N\ o Ny @, VHRwW.
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Remarquons que A V* @ S*V* @ W admet une structure naturelle de module
a gauche sur ’algebre A V*. Sipe A V*etce A?V*Q S¥V* ® W, alors

duN1)=(=DuAdr.
En particulier, si o @ 7 ¢ A? V* Q (S¥V* Q W), alors
(22.6) Mo ® 1) = (=1DPw A ot ,
c’est-a-dire, tous les opérateurs § sont déterminés par
0:SV*QW - T*Q SV QW .

Donnons nous maintenant une famille de sous-espaces g, C S*T* @ W, k > 0,
et supposons que

(22.7) 08es) CT*® gy -

La formule 22.6 entraine la relation plus générale
NP V* QR gr,) T NPTTV*R gy

par conséquent nous obtenons, pour tout £ > 0, le sous-complexe de (22.5),

) )
0— g —V*Qg, —> N V¥R g, —
(22.8);
> A" V*R g —0.

Soit H? = HY(g) la cohomologie de

) 0 )
NTTV*Q g —> NV Qg —> N V*Reg, .

Nous dirons que g, est p-acyclique lorsque H = O pour I > ket 0 < g < p.
Nous dirons que g, est acyclique ou involutif lorsqu’il est p-acyclique pour tout
p. 11 est clair que g, est O-acyclique pour k > 0 (la premiére ﬂeche 0 dans
(22.8) est injective) et H = g,.

Remarque. 11 arrivera dans la suite qu’un méme sous-espace g, fasse partie
de plusieurs familles g = (g,),5,. Pour éviter des confusions, la p-acyclicité de
8x, considéré comme élément d’un certain g, sera exprimée par la p-acyclicité
a lordre k de g.

Lemme 22.1. [l existe un entier k, = k\(g) tel que g, est 1-acyclique.

Remarque. L’exactitude de (22.8)y,,,,, en V* ® g;,,, entraine que g, .,
est déterminé par g, ,, donc par gy,.

Plus généralement on a le

Lemme 22.2 (5-Poincaré lemma). 1l existe un entier k, = k,(g) tel que g,
est involutif.
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Examinons maintenant le cas particulier ol K = R, et considérons 1’espace
vectoriel V' en tant que variété différentiable. Comme T,V =~ V pour tout
x eV, le module des formes différentielles extérieures sur V a valeurs dans
I’espace vectoriel W s’identifie canoniquement au module des fonctions ¥V —
A V*Q®W. La forme différentielle » est dite polynomiale si la fonction cor-
respondante est une fonction polynomiale sur ¥, autrement dit, un élément de
SVEQAV*QW =~ ANV*QSV* & W. Un calcul direct montre que 1’appli-
cation § de (22.3) n’est autre que la différentielle extérieure opérant sur le
module des p-formes différentielles polynomiales homogénes de degré k.

Prenons ensuite une variété différentiable M, soit T = TM son fibré tangent
et p: E — M un fibré vectoriel quelconque. On définit I’opérateur différentiel
linéaire du premier ordre

D: @—) T*®Jk_1E
par la formule Dz = j,(py_y,57) — ¢z o7 Ol
lg « JkE d Jl(Jk—lE)

est I’injection canonique. Dz est a valeurs dans 7% @ J,_,E car la suite

0> T*® Iy E —> 1,y E) 2> Jo_[E —>0

est exacte et B,oDr = 0. On étend D a un opérateur différentiel linéaire du
premier ordre

D: N?T*QILE > N*"'T*® J;,_,E

en posant
(22.9) D ® 1) =do® py_ st + (—D?0 A Dz .

Remarquons que A T* ® J,E est un module a gauche sur le faisceau A T*.
La famille des opérateurs D est caractérisée de fagcon unique par les deux
propriétés suivantes :
1) Doj,=0,
2) DwA7)=doA pg_:t + (—1)°0 A Dr,oize N?T*QJE et
o est une forme homogene.
En outre D* = Do D = 0 et le diagramme suivant est commutatif et exact.
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0 0 0

! l !

-3 — —a
0 > ST*QE S5 T*Q@ S T*QE > ... “5 A"T*Q@S*"T*QE —> 0

|, b L, |

0—E-% LE 5 T*QLLE —— .- A'T*QL.E —0

lpk-l.k l l
Je-1 D D

D
0O—E— J_E — T*QIL,E —.---— A'T*QJ, ., ,E —0

T T

0 0

On voit ainsi que la restriction de D aux noyaux n’est autre que —§ étendu
aux germes. Il est possible, par ailleurs, de définir 1’opérateur D comme la
différenticlle extérieure opérant sur les formes différentielles polynomiales
(voir [28]).

Donnons nous finalement une famille de sous-fibrés R, C J,E, k > 0, véri-
fiant les deux propriétés :

i) Pk,k+1Rk+1 C R;,
ol R; est considéré comme sous-faisceau de J;E. La formule (22.9) entraine
1a relation plus générale

DNPT* @ Ry,) C NP''T* @R,

et le diagramme précédent se restreint a

0 0 0
T
0 — g —T*Q8, —>++ —> A"T*Qgn —>0
(22.10) I
0—> S — Ry —>T*®Ri.; —> -+ —> A"T*QR,..,—>0
o Ly,
0—> Sy, — R, —>T*Q@R;, , —> -+ —> A" T*@®Ry_,—>0

ou g est le noyau de R, — J;_,E, et S, est le noyau de D. Ce diagramme est
commutatif mais en général n’est pas exact. Supposons en plus que, pour tout
k, g; soit un sous-fibré vectoriel (sans singularités) de S*T* ® E, ce qui aura
lieu notamment lorsque la suite

Rjy — Ry —0
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est exacte (k > 0). Dans ces conditions, la suite supérieure de (22.10) induit la
suite de fibrés vectoriels

—0 —0 —0
0— 8 —>T"®g,—>  + —> N"T*®gi_,—0,

et par conséquent la famille de sous-fibrés vectoriels (g;)is, définit un sous-
complexe de

)
0—>ST*QE > T*QS*'T*QE —»
AT QST QE — 0,

ou le cobord est, fibre par fibre, 1’application (22.3). Cette propriété sera
utilisée dans la section suivante.

C. La stabilité asymptotique. Soit z: P — M une fibration et »: E LN

P —"» M une fibration de Lie au dessus de . Indiquons par C(E) le com-
plexe C(E) = (CXE); d) ou

CUE) =] X, N\* T*Q S'T* Q E ,

T = TM et la différentielle §, restreinte a la fibre au dessus de X e J, est
I’application (22.3)

by N?PTEQR ST QE, > NPT QS*'TF QR E,

avec x = a(X) et y = B(X) (cf. début du §14). Le complexe C(E) est
acyclique sauf pour p = k = 0.

Prenons en particulier les complexes C(VP), C(TP) et C(P X y TM) =
C(TM) = ( Xy N?T* Q@ S*T*® T; ). Comme CUE) =J X, (J; Xp
AP T* Q@ S*T* Q@ E) il est clair que les fleches verticales gauches du diagramme
(14.3) se remontent aux complexes C(VP), C(TP) et C(TM). On obtient ainsi
pour tout couple (p, k) les morphismes vectoriels

i d® Tx
(22.11) Cx(VP) = o CYTP) 2 C¥(TM) .
1d® s T X ox

Proposition 22.2. Les morphismes Id ® i, Id ® Tz, Id ® s et Id ® ¢ sont
des transformations naturelles de complexes (commutent avec 6) et la suite de
complexe et morphismes

d®a 1d®s
(22.12) 0 —2C(ITM) —>C(TP) ——2C(VP) >0
4R 7= Ta®i

est exacte et scindée.
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Soit maintenant % un faisceau de Lie sur =. Pour £k > 0, 4, est un sous-
fibré vectoriel éventuellement singulier de 7J,. Indiquons par 4,_, , le sous-
fibré de 4, noyau de Tp;_,: 4, — TJ,_,. La proposition 14.2 montre que
d_, ;. peut étre considéré comme un sous-fibré de J, X p S¥T* @ VP et la
suite

&k

(22.13) 0 Y/

yi Jio X gy 4oy —> 0
est exacte. Posons C,(4) = (C%(4)) ou

iy = 1 X AT @ k>,

JXp N2T*Q S¥T*Q VP, k<lI.
La proposition 14.2 entraine que C%(4) C C%(V P) par conséquent C,;(4) est une
famille homogene de sous-fibrés du complexe C(V'P). Pour chaque X ¢ J nous
indiquons par C,(4)y la famille de sous-espaces induite au dessus de X. C,(4)x
est une famille homogeéne de sous-espaces vectoriels de

C(VP)y = (N?T¥ @ S¥T* @ VP,)p k>0 -

Moyennant des hypothéses de régularité raisonnables nous montrerons a présent
que pour tout X e J il existe un entier /(X) tel que C; x,(4)y est un sous-com-
plexe de C(VP)y (i.e., stable pour la différentielle ).

L’idée intuitive de la démonstration est la suivante (suggestion faite par B.
Malgrange). Soit z: P — M une fibration et § un champ de vecteurs local
défini dans un voisinage ouvert du point y, € P. Soit ¢ une section locale de =
définie au voisinage de x, = n(y,) et telle que a(x,) = y,. Pour calculer le
vecteur (P yx,, ol X, = j,a(x,), il suffit de considérer la section locale ¢ =
0oc de la fibration de Lie {: TP — M et déterminer (§;0)x, = Pr(xt(x,)).
Prenons des coordonnées locales (x?) de M et (x%,y*) de P de telle sorte que
la section ¢ s’écrive g: (x%) — (x%,0), autrement dit, im ¢ est définie par les
équations {y* = 0}. Posons 6 = a,;(x, y)d/ox® + b,(x,y)d/dy*. Ceci entraine
que

t =000 = a;(x,0)3/0x* + b,(x,0)3/3y* = A;(x)3/0x* + B,(x)3/3y" .

Pour que (p,0)x, = O il faut et il suffit que 4,;(x,) = 0 et j.B,(x,) = O (cf. les
remarques a la suite du corollaire du théoréme 13.1). On sait que 1’image
(b0 x, ne dépend que de j,A4,(x,) et j.B,(x,), mais la remarque précédente
montre en plus que cette image ne dépend que de A;(x,) et j.B,(x,). Comme
p: applique injectivement la partie verticale j,(B,d/dy*)(x,) (cf. proposition 12.2)
et que la partie horizontale 4,(x,)d/dx* est toujours contenue dans un espace
vectoriel de dimension finie a savoir T,,M, nous pouvons espérer que lorsque
@ varie dans un faisceau de Lie %, les noyaux 4,_,, deviennent, pour k
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suffisament grand, isomorphes aux noyaux des parties verticales d’ordre k de
foc sur les parties verticales d’ordre kK — 1 (i.e., les j,(B,d/dy")(x,) avec
je_1(B9/9y)(x,) = 0). Lorsque ¥ = T P I’assertion est évidente car la partie
verticale de foo est toujours de la forme # o avec ¢ ¢ T P un champ local
vertical. Nous appliquons ensuite les techniques exposées dans la partie B du
§22.

Faisons maintenant la transcription formelle des considérations précédentes.
Pour étudier 4, il est utile d’introduire la notion de faisceau de Lie réduit,
notion qui a un sens lorsqu’on se donne une fibration z.

Définition 22.1. Un faisceau de Lie réduit sur la fibration zn: P — M est
la donnée d’un sous-faisceau en R-espaces vectoriels du faisceau en @, -modules
JJ; X p TP).

Dans A, §22 nous avons remarqué que J,(J, X » TP) est isomorphe au
faisceau J,TP — J, par conséquent un faisceau de Lie réduit peut étre envisagé
comme un sous-faisceau R-linéaire de J,TP. Prenons maintenant un faisceau
de Lie % sur P. Nous lui associons le faisceau de Lie réduit L = L(¥) =
#(J, X p #) ou # est ’application (22.1). L étant un sous-faisceau R-linéaire
de J,(J, X » TP) dont les éléments sont des germes de sections locales du fibré
J, X p TP de base J,, nous posons

L, = J,L = {k-jets de sections locales de L — J,} .

L, est un sous-fibré éventuellement singulier de J,(J, X p TP). D’autre part, L
est un sous-faisceau R-linéaire de J,TP — J, donc un sous-faisceau de J,TP —

. . T
M (faisceau des germes de sections locales de {: TP A,p 7 M). En con-
sidérant L comme un faisceau de base M, nous posons

L,=1T1,L = {k-jets de sections locales de L — M} .

I, est un sous-fibré vectoriel éventuellement singulier de J, TP de base J,,. On
relationne L, et L~k a I’aide de I’application (22.2). En effet, on vérifie aussitdt
que o(L;) = L, et que la restriction ¢: L, — L, est un morphisme strict.
Reprenons maintenant le morphisme vectoriel surjectif # de la proposition
11.1. On voit immédiatement que L, = 2 X p J &) par conséquent 4, =
px(L;) ot p, est la forme réduite du prolongement holonome (théoréme 12.1).
Composons ensuite le morphisme ¢ (22.2) avec p,. On obtient un morphisme
noté encore par Pi(= Py o)

1.0, X TP) 25 17,

Lo

n—r 5,
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et 4, = px(Ly). Comme TJ, =~ J, X, TM, on obtient a 1’aide du théoréme
13.1 la suite exacte de fibrés vectoriels de base J,

Py
(22.14) 0 — BTI, =5 J1,(J, X p TP) 25 1, X, TT, —> 0 .

De méme nous pouvons transporter la scission canonique (diagramme (13.1))
a J, moyennant les morphismes stricts

Jk(-’x XP TP) _’Jk+1 XkakTP 5
JiJy Xp VP) = Ty X g JiVP,
"k(TJJ) _—_)Jk+1 XM]kTM

tous au dessus de 1’application de base
jlc+1: J; —’Jk+1 .

Nous obtenons ainsi la suite exacte scindée (scission canonique de base J,)

Jyi JiTx
22.15) 0= JU, XpVP) :_f_‘t J:(J, X p TP) (.li—_t J:.TJ, =0
Sk Ek
ou encore la décomposition en somme directe
(22.16) Jo(J; Xp TP) = J(J; X p VP) X 5, 23(J,TT) .
D’autre part la suite
(22.17) 00— T, Xp VP) 25 1, X 1 VI, —> 0

est exacte (cf. proposition 12.2) et comme
3.1, \TJ, = TJ,

nous trouvons la factorisation

S0 TT) — 5 1, %, T1,

p»jan‘l /
(22.18)

TJ,
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ou la fleche inférieure p; est le quotient de la fleche supérieure. La suite
inférieure est exacte en vertu de (22.14) en remarquant que ker (80J,Tx) =
2.(JSTJ). En rassemblant (22.16) et (22.18) on obtient la réduction suivante

0 — > TT, 2% 1o, X p VP) X0, Sel0eTT) 25 1, 55 Ty — 0

(22.19) lId X (80 J,T7) ild

01, XpVP) X s, TT, — 2 5 1, X ;. TI, —>0

le diagramme étant commutatif et exact. La forme réduite p, du prolongement
holonome a été ainsi réduite une seconde fois a I’aide de la scission canonique,
cette dernicre réduction étant un isomorphisme de fibrés vectoriels.
Considérons finalement le diagramme commutatif et exact qui est consé-
quence de (14.1) et des isomorphismes canoniques T*J, ~ J, X, T*M et
SHT*I) R U, Xp VP) = J, Xp (S*T* Q VP) = J, X 5, U X p S*T* ® VP).

0 0

.

00— SHT*I)R U, XpVP) —> I, Xp (S*T*® VP) —> 0

&g lek
N

(22200 00— JyU, Xp VP) X ,;,TJ, L Jo X5 Ty ——> 0

l

00— T (U, Xp VP) X, TT, 225 ], X o TT y ——> 0

l

0 0

Prenons ensuite un faisceau de Lie % sur =« et soit L C J,(J, X p TP) le
faisceau de Lie réduit associé. Comme L, C J,(J, X p TP), son image L, =
[Id X (BoJ Ta)I(Ly) (cf. (22.16) et (22.19)) est un sous-fibré vectoriel éven-
tuellement singulier de J,(J, X » VP) X ;, TJ, et le diagramme suivant, obtenu
par restriction de (22.20), est exact.
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0 0
R
O“‘—>Llc_1,k —> 7, X Je Ak—l,lc —>0

&g lek

(22.21) 0—>L, — > 5171 x4 —>0

l l

0——) Ek_l —pic_—l)Jz XJk—1Ak—l——_>0

L

0

ol Ly . CST*,QU, XpVP) et d;_,x C Jk_xp (S*T* ® VP). Soit
(L) = (Jei) o S,(Ly) la projection de L, (ou de L;) dans la composante
verticale J,(J, X p VP). Le diagramme suivant est commutatif et exact

0 0

- l inclusion
00— Lk—l,k e (LV)k—l,k

l l projection

(22.22) 0—> %, ——>L, ————> (Ly), —>0

incl.l l

0— > 71— L, 2O 7y —>0
0 0

ou 7y C Ty CTJ,, (Ly)g_y,x CS¥T*J, & (J, X p VP) est le noyau de (L), —
(Ly)g_, et E,c_l,k C (Ly)g_1,z- On voit facilement que si 'une des inclusions
est surjective I’autre ’est aussi. Pour tout X e J, nous trouvons ainsi une suite
décroissante de sous-espaces vectoriels

(22.23) s D)y D G)x D Grydx D -+

de T4J,. Comme ce dernier est de dimension finie la suite est stationnaire.
Ceci démontre le
Lemme 22.3. Pour tout X e J, il existe un entier k(X) tel que I’inclusion

(zk—l,k)X - [(LV)k—l,k]X
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est un isomorphisme surjectif lorsque k > k(X).

Revenons maintenant au probléme initial de démontrer que C;(4)y est un
sous-complexe de C(VP)y pour [ assez grand. Pour ceci considérons I’applica-
tion

o0 =j.x 1d
L Xp (NP T* Q@ S T* @ VP) — > ] X » (A? T* @ S¥T* ® VP)

l | l

J,z I > J

ou J =1J, et j.(jox)) = (jyo(x))rs,- Compte tenu des identifications canon-
iques qui précédent le diagramme (22.20), cette application se réécrit par

(124
AP (T*]) ® SUT*T) ® U, X p VP) —> T X p (AN? T* @ S*T* @ VP) ,

et @2 et un isomorphisme sur chaque fibre (en fait 1’identité). Considérons
ensuite le complexe C(J, X p VP) = (C2(J, X p VP); 6) ou

Gl Xp VP) = NP (TH]) Q@ SHT*I) ® (J, X p VP) .

La famille @ = (®%) est une transformation naturelle du complexe C(J, X » VP)
vers le complexe C(V'P) qui sur chaque fibre est une équivalence (en fait
I’identité). Posons finalement C,(L,) = (C2(L,)) ou

Cy(L,) = {/\p (T*J) @ (Ly)i-r,k k>1,
AN @) @SHTH) U, X, VP, k<,

C.(Ly) est une famille homogeéne de sous-fibrés du complexe C(J, X » VP).
Le lemme 22.3 et I’exactitude de (22.21) entrainent que

(22.24) PIC(Ly)x] =Cdy, Y =]j.(X),

lorsque | > k(X). Comme @ est ’identité sur les fibres (moyennant les identi-
fications canoniques), on réécrit (22.24) par

(22.25) CLy)x = Cldy ,

ou les deux familles sont considérées plongées dans (A?T* @ S*T*Q VP,),. k>0
Ceci montre que, lorsque [ > k(X), C,(4d)y est un sous-complexe de C(VP)y
si et seulement si C;(L;)y est un sous-complexe de C(J, X p VP)y. L’applica-
tion j,:J, — J étant surjective (théoreme de Borel) il suffira de démontrer
I’assertion pour C;(L,)y. Nous imposons maintenant la premiére condition
de régularité dont le but est pouvoir appliquer les techniques de la section B.
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H,: 1l existe un entier k, tel que pour k > k, le fibré (L,); de base J, est de
rang localement constant (i.e., non singulier).
Remarque. Cette hypothése est équivalente a supposer que (L), et
(Ly)i,k 41> k > ky, sont des fibrés non singuliers.
Lemme 22.4. Pour tout >k, C/(L,) est un sous-complexe de
C{, XpVP).
Démonstration. Considérons le complexe (cf. B, § 22)

i D D
071, Xp VP25 1., Xp VP) ——> (T*]) ® J,_(J;, X p VP) ——> - .-

relatif au fibré vectoriel J, X » VP de base J,. Nous allons montrer que la
famille (R;);-, de base J,

R, — {(Ly)k : k> k
LU, X VP,  k<k,

vérifie les deux propriétés:

(i) Pk,k+1Rk+1 C Ry,

(i) D(Ry.,) C (T*]) ® R,.
Supposons pour I’instant qu’il en soit ainsi. La famille (R;) induit un dia-
gramme analogue a (22.10) ou la ligne supérieure est formée par les termes
C2(L) correspondant a la famille C,(L,). Comme chaque C%(L,) est un fibré
non singulier (sauf éventuellement pour & = k), la ligne supérieure de (22.10)
induit la suite de fibrés vectoriels

) é 9
0—CULy) — C(Ly) —> -+ —> Ci_(Ly) —> 0

(ou le cas h = k, est évident car C%,_,(L,) = C2,_,(J, X p VP)). Or ceci veut
bien dire que C,(L;) est un sous-complexe de C(J, X » V'P). Il nous reste donc
a démontrer les deux propriétés (i) et (ii). La premicre est évidente car

(22.26) Ok, 6 1l(Ly)k ] = (Ly)g -

Démontrons ensuite la propriété (ii). Puisque (L), est un fibré vectoriel non
singulier (pour k > k), la suite

0 — (T*) ® L)y —> LIyl 25 (Ly)e — 0

est exacte. Par conséquent il suffira de montrer que Dz e J,[(Ly),] pour tout
7 € (Ly)g.,. La relation (22.26) entraine tout de suite que j,(ox 1 ,.17) € J,[(Ly):].
Pour montrer que ¢, ;07 € J,[(L,),] remarquons tout d’abord que la scission
canonique (22.15) obtenue précédemment par transport de la ligne supérieure
de (13.1) peut en fait &tre obtenue de la fagon suivante. A ’aide de définitions
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analogues a celles du § 13, on définit la scission canonique (suite exacte scindée)
au niveau J,

i Tx
(22.27) 02, XpVP 22 J, Xp TP Z22TJ, 20,

N b

ou cette fois-ci Y(v) = (X, Too Ta(v)),X = jo(x),veTyJ, et S(X,u) =
(X, u — Tg o Tr(u)). Une vérification directe montre que (22.15) est I’extension
canonique aux k-jets de la suite (22.27). La scission (22.27) s’étend aux germes
en la scission

Jai I.Tn
(22.28) 0 2 J,(J, Xp VP) *jg;‘ L, XpTP) 22 J(TT) =20,
2 12

et cette derniére entraine une décomposition en somme directe
U, Xp TP) = J,(J, X p VP) X, L,EUL(TT)]

Indiquons par L, = (J,ioJ,S)(L) la projection de L dans la composante
verticale J,(J, X » VP), L étant le faisceau de Lie réduit associé a .. Un calcul
direct montre que (L;); = J(L) par conséquent tout X € (L), s’écrit comme
X = jep(X) ou p est une section locale de L,. On en déduit en particulier
que

(X = jx(ik_1{«¢)(X) e J,\I(Ly)e_],

ce qui acheéve la démonstration.

Nous obtenons ainsi le

Lemme 22.5. Soit % un faisceau de Lie sur n vérifiant I’hypothése H,.
Pour tout X e J il existe un entier I(X) tel que C,(4)x est un sous-complexe de
C(VP)y lorsque | > I(X).

Ce lemme joint au lemme 22.1 entraine le

Théoréme 22.1 (de stabilité asymptotique). Soit ¥ un faisceau de Lie sur
n vérifiant I’hypothése H,. Pour tout X e J il existe un entier k,(X) tel que le
complexe C,x,(4)x est 1-acyclique a I’ordre k,(X).

Le lemme 22.2 entraine de méme que pour tout X e J il existe un entier
k,(X) tel que C, x,(4d)x est involutif a 1’ordre k,(X). Pourtant cette propriété
ne sera utilisée que dans les applications.

Remarquons que le théoréme de stabilité asymptotique est un résultat con-
cernant des données au dessus de J ou méme au dessus des variétés J,, par
contre la méthode de démonstration utilisée consiste essentiellemet 2 ramener
toutes les données au dessus de J,. Cette méthode, en soi artifitielle, a pour
inconvénient majeur le fait que I’hypothese H,, portant sur des fibrés de base
J,, est a priori de vérification non aisée. Il est pourtant possible de refaire
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toute la démonstration en n’utilisant que J est les variétés J,. Pour ceci on
remarquera que le point essentiel de la démonstration est la réduction (22.19)
ainsi que le diagramme (22.22) qui permet, pour k assez grand, de remplacer
di.x 1 Par (Ly)g i, et ensuite d’appliquer les méthodes de Spencer (partie B
de cette section) a (Ly), ce dernier étant un sous-fibré d’un fibré de jets a
savoir J,(J, X » TV). Or, la réduction (22.19) s’obtient également au niveau
Ji.1 en utilisant la suite supérieure de (13.1) et le théoreme 13.1. On obtient
le diagramme commutatif et exact:

Py
0— Jiyy X 8TM =5 Uiy X0, TVP) X g, Sl X LTM) 25 J % TT —> 0

(22.29) l[d X (B0 JyT7) lld

0 ———— Uiy X5, JuVP) Xy TM —pk—>]k“ XoTli—> 0

Ensuite, on remarque que J, ., Xz, L, est un sous-fibré de J +1 X 7, I TP par
conséquent se projette en un sous-fibré, noté encore par Ly, de (J;,, X s, JVP)
Xy TM et le diagramme (22.21) se recopie au niveau J,,,. Finalement, si
’on indique par (L,); la projection de Jy,, X s, Ly, ou de L,, dans la com-
posante verticale J;,, X s, J,VP on obtient ’analogue du diagramme (22.22)
au niveau J,,, ou les 7, sont tous des sous-fibrés de J, ., X ,, TM. L’argument
des suites stationnaires subsiste d’ou, pour k assez grand, on peut remplacer
Ay . Par (L~V)k,k+1, ce dernier fibré étant en fait défini sur J,,, (cf. (13.2)).
Reste 2 appliquer les méthodes de Spencer au sous-fibré (), de J,, X 7. J:VP.
Or, J,VP est d’une part un fibré de jets de base M, a savoir, le fibré des k-

jets de sections locales de la fibration de Lie 5: VP 25 P "5 M et d’autre
part un fibré vectoriel de base J;. Les méthodes de la partie B de cette section
ne s’appliquent pas telles quelles, il est nécessaire de développer des techniques
analogues pour les fibrations de Lie. Ceci a été fait dans [23]. On montre en
particulier que le complexe des opérateurs D de Spencer ainsi obtenu est
canoniquement isomorphe au complexe de Spencer habituel sur J, pour le fibré
image réciproque (d’ou la raison de se placer sur J,). Finalement, ces tech-
niques s’appliquent moyennant 1’hypothese de régularité

H,: 1l existe un entier k, tel que pour k > k, le fibré (L), de base J,,, est

de rang localement constant.
L’hypotheése H entraine H, car ¢o[(Ly),] = (ij),c et la restriction

() (Ly)i — (L~V)k

est un morphisme strict (cf. (22.2)). Comme le rang d’un fibré non singulier
est constant sur chaque composante connexe de la base, on voit facilement que
H, entraine H; c’est-a-dire les deux hypothéses sont équivalentes. H; semble
plus maniable.
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23. Le théoréme de Lie

Le théoréme de Lie donne une description du comportement asymptotique
(i.e., pour k grand) des invariants différentiels d’un faisceau de Lie ¥ par
rapport aux dérivations formelles admissibles. Ces propriétés ont été dé-
couvertes par Sophus Lie qui les trouvait suffisamment évidentes pour ne méme
pas leur donner un énoncé précis. Arnold Tresse, dans sa thése [65], a mani-
festé le souci de les €noncer et démontrer bien que sa présentation soit légere-
ment obscure surtout en ce qui concerne les hypotheses. Nous allons présenter
le théoréme sous diverses formes qui sont utiles dans les applications. Les
hypothéses peu restricitives manifestent toujours des conditions de régularité.

A. Le prolongement algébriqgue. A présent il nous est utile de faire
quelques considérations de nature algébrique (cf. [2], [17], [30], [48] et [61]).
Soit K un corps commutatif de caractéristique zero et V, W deux K-espaces
vectoriels de dimension finie. Pour diminuer le nombre d’identifications, nous
considérons SV comme 1’algébre des tenseurs symétriques de V (c’est-a-dire
plongée dans ®V') munie de la loi “\/” définie par I’opérateur de symétrisation
ou ’on garde le coefficient 1/p!. Les définitions et constructions qui suivent
seront faites par rapport a SV* car c’est ainsi qu’elles trouvent leur application
ultérieure. Néanmoins, toutes ces constructions restent valables lorsqu’on
remplace V* par V et § par un opérateur analogue.

Soit E C S*V* ® W un sous-espace vectoriel. On définit le prolongement
algébrique d’ordre | (ou espace déduit d’ordre I) de E par la formule

(23.1) pu(E) = (@ VH) ®E] N [S*1V* Q W]

les deux espaces (®'V*) @ E et S**'V* @ W étant considérés plongés dans

(]&)l V*)QW. On a p,(E) = E et on vérifie aisément que p,(p,(E)) = p,,(E).
En particulier, si I’on écrit p, = p, alors

(23.2) pu(E) = p(p -+ - pE) ---)

ou le 1-prolongement p est itéré I-fois. Nous allons maintenant donner une
deuxiéme définition équivalente de p(E) qui en vertu de (23.2) fournira une
définition récurrente de p,(E).

Il existe un morphisme K-linéaire unique

D:V — xSV

tel que la dérivation D,, v € V, prolonge la forme linéaire v ¢ Hom (V'*, K).
On a

D,: S¥V* —s Sk-ip*

et
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k
(23.3) D’l)(sl\/ A \/Sk)z Z<v,si>sl\/ ¢t \/51, \/ ct \/Sk )
i=1

ou s; € V*. Si i(v) indique le produit intérieur opérant sur les éléments de SV*,
ces éléments étant considérés comme des formes multilinéaires symétriques
sur V, alors D, | S¥V* = ki(v)|S*V*. La dérivation D, s’étend a un morphisme
K-linéaire

(23.4) D, =D, Q1d:SV¥*QW - SV*QW .

Lorsque K = R, on voit facilement que D,s, s € SV* @ W, est la dérivée
suivant le vecteur v de la fonction polynomiale s définie sur V' (cf. § 22-B).
Considérons d’autre part I’injection canonique

a:SETVEFQW - VX*QRQ S V* QW

qui consiste a symétriser la partie symétrique de x e S¥**'V* ® W par le sous-
groupe de ®,,, qui laisse fixe la premiere lettre. Il est clair que x ne change
pas et on récolte des tenseurs symétriques d’ordre k. Si 1’on considere les

k+1
espaces S¥TIV*F QW et V* Q S*V* @ W plongés dans (X V*) ® W, 1’appli-
cation a est tout simplement l’inclusion. Ecrivons V* @ S¥V* QW =
Hom(V, S¥V* @ W). L’injection a est donnée par

(23.5) ax):veV o> L D) eSVEQW .
kKt 1

Reprenons ’application (22.3) dans le cas particulier
O: SV QW -V QS QW .
De (22.4), (23.3) et (23.4) on déduit que 6(x)(v) = D,(x) par conséquent
(23.6) a=46/k+1).
Ceci dit, posons
23.7) P(E) = {u e Hom (V, E) |u(v)(w) — u(w)(v) = 0} ,

ou E est identifié a a(E) C Hom (V, S*~'V* @ W) donc il y a un sens d’écrire
u(v)(w) = <{w, u(v)>. Montrons que p(E) = a(p(E)). En effet

(23.8) P(E) = {x e S¥"V*Q Wlalx) e V* Q E}
et par conséquent

(23.9) p(E) = {x e S**'V* ® W|a(x) e Hom (V, E)} .
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Ecrivons ensuite S*V* @ W = L, (V, W). Pour que u e Hom (V, L, (V, W))
C Ly, ,(V, W) soit une (k 4 1)-forme symétrique, il faut et il suffit que u soit
symétrique en les deux premicres variables car elle I’est déja en les & derniéres.
Comme Hom (V, E) C Hom (V, L, ,(V, W)) ceci acheéve la démonstration. La
relation (23.7) est la définition classique de I’espace déduit de E. La discussion
précédente montre que la suite

(23.10) 0 —— p(E) > V¥ ®E 25 A V* @ S5 @ W

est exacte o 4 est 'opérateur d’antisymétrisation en les deux premiéres
variables (ou I’on identifie E avec a(E) C V* Q@ S*~'V* Q@ W). A I’aide des
formules (22.6) et (23.6), ou encore par un calcul direct, on montre que

(23.11) A= —§d/k.

Or, ceci permet de remplacer (23.10) par la suite exacte

(23.12) 00— p(E) > V*QE —> NV QS WV*Q W .

Ce dernier résultat est par ailleurs une conséquence immédiate de (23.8) et de
Uexactitude de (22.5),,,. En effet, I'élément ye V* QE C V* Q S*V* Q W
est de la forme y = a(x) = §(x)/(k + 1) avec x e S¥**'V* Q E si et seulement
sio(y) = 0.

Prenons maintenant un faisceau de Lie Z et soit C,(4) la famille homogene
correspondante (cf. § 22). X eJ étant fixé, chaque CX(d)y, k > I, s’identifie
au sous-espace A? T* @ (4i_11)x, de AN? TF ® S¥TF# ® VP, ou x = a(X),
y = B(X) et X; = pp(X). Le lemme 22.5 est équivalent, compte tenu de
(22.6), a dire que la premiere fleche d de la suite (22.5),,,, avec V = T, et
W = VP,, se restreint pour k > I(X) a

)
(23.13) 00— (Ak,k+1)Xk+l —>T:® (Ak—l,k)Xk .

Or, D’exactitude de (23.12) entraine que cette derniére propriété est équiv-
alente a

(Ak,k+l)Xk+1 c p(dk—l,k)Xk .

Le lemme 22.5 se réécrit par le
Lemme 23.1. Soit ¥ un faisceau de Lie sur n vérifiant I’hypothése H,.
Pour tout X e J il existe un entier I(X) tel que

(Ak,k+l)Xk+1 c p(Ak—l,k)Xk )

lorsque k > I(X).
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Remarquons ensuite que la 1-acyclicité de C, x,(4)x a ’ordre k,(X) signifie
que la suite

0
(23'14)k 0 _— (Ak,k+l)Xk+1 e Tf ® (Ak_l,k)Xk,
N TEQ ST Q VP,

est exacte pour k > k,(X). On trouve ainsi un énoncé équivalent du théoréme
22.1.

Théoréme 23.1 (de stabilité asymptotique). Soit ¥ un faisceau de Lie sur
n vérifiant I’hypothése H,. Pour tout X ¢ J il existe un entier k,(X) tel que

(Ak,kn)xkﬂ - p(Ak—l,k)Xk s

lorsque k > k/(X).

B. Relation entre le prolongement algébrique et les dérivations formelles.
Reprenons la suite exacte de la proposition 15.2 et considérons Y e J,,,, X =
O kY €Jp, x = a(X) et y = B(X). Soit E C [J, X p S¥T* Q® VP]y = SkT*
Q®VP,, W(E) C [Jy,, XpSE'T* Q@ VPly = S¥*'TE @ VP,, F = (E) C
kery Toy_,, et posons p(F) = ¢, 9(E) C kery Tpy, i.,. Soit (f,).c; une famille
quelconque de fonctions toutes définies dans des voisinages de X et supposons
que

E = (kel‘X Tpk—l,k) n kerX (dfa) ’

kery (df,) = {v e TxJ|<{v,df,> = 0,vael} .

Prenons finalement un syst¢tme de coordonnées locales (x?) de M au voisinage
de x et indiquons par 9; les dérivations formelles associées aux champs de
vecteurs 9/9x¢ (éléments de Z_,).

Lemme 23.2.

p(F) = (kery TPk,k+1) N kery (0:df)ec11<i<aimar -

La démonstration de ce lemme est une vérification directe en utilisant le
diagramme (14.1) et en se plagant dans le systtme de coordonnées locales (x%).
On écrira les équations qui définissent les sous-espaces du premier et du second
membre et on vérifiera que ces équations sont équivalentes (cf. [23], [30]).

Prenons ensuite m relévements locaux ¢, - - -, ¢, de «; définis dans un
voisinage U de X, i.e., ¢;: U— TM, rop, = ay et r: TM — M la projection
canonique. Supposons en outre que {¢,(X), - - -, p,(X)} soit une base ou plus
généralement un systéme de générateurs de T,M. Le lemme précédent et la
formule (cf. § 5, propriété (6))
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af¢=f6w+df/\im

entrainent le
Lemme 23.3.

p(F) = (kery Tpg,x,1) N kery 0,,dfacr1<icm -

Indiquons finalement par Z; le faisceau des germes de a;-relevements dans
TM (cf. § 10).
Lemme 23.4.

p(F) = (kery Tp,i,0) N (kery 0,df.), ¢ € (Z)x) -

Considérons maintenant un faisceau de Lie & surz. Soit X € J, X =(X)i>_1»
X, e J, et supposons que

a) R(L)y contient m éléments ¢, tels que {Bp,},<;<» est une base de T M,
ou S est la projection but pour les germes (cf. § 21).

b) 1l existe un entier k tel que

(i) ¢, eR, 1 <i<m,

(ii) (4i)x, = kerg, {df|f e Fi},

(i) ki) rers = P(i1,0)x,
Comme dim 4,, est semi-continue inférieurement et comme la dimension d’un

noyau est semi-continue supérieurement, on en déduit que I’hypothese (ii) est
équivalente a supposer que 4, est de dimension constante et complétement
intégrable dans un voisinage de X,.

Lemme 23.5.

e Dxpy, = kery,,, {0F 4], a%dﬂf eI, 1 <i<m}.
Démonstration. Comme
(Ak—l,k)Xk = (kerxk Tpk—l,k) N (Ak)Xk = (kerxk TPk—l,k) N kery, {d.f|f € fk} s

on retrouve, en prenant au besoin des relévements locaux de «; qui représen-
tent les germes ¢;, les hypothéses du lemme 23.3. Par conséquent

i,k s ) x0s, = (KeTxyy, Tpr ) N kery,,, {0, df|f € Fu} .
Comme 3, (S4)x, C (Fi1)x,,, O0 2
i )xern © kery,, {0 00df, 0, df [fe Fi} = 4.
Or,
Tow, k(i )xes, = Tor,p0d = (di)x,

et
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i Dz, N kety,,, Tog,uer = 4 N kety,,, Toppi1 = Pixi) s,

par conséquent (dy,)x,,, = 4.

Remarque. Le lemme ci-dessus entraine, par semi-continuité du rang, que
4y, est de dimension constante et complétement intégrable dans un voisinage
de X, ., (on rappelle que 9,0d = d-3,). En plus, il résulte du lemme 23.3
que

i,k s )vesy = Py 1,0y,

pour Y,,, dans un voisinage de X,,,. On voit ainsi que les hypothéses
ponctuelles a) et b) entrainent des propriétés locales (ii) et (iii).
Corollaire 1.

i Dxe,, = kerg,, {o¥i1df,0,df|f € Iy, o € R(L)x} .
Remplagons ensuite 1’hypothese (iii) par la condition plus forte
(iv) 4y0:)x,, = Py Dx, » I>k.

Cette hypothése signifie que C,(4)y est un sous-complexe de C(V'P)x qui est
1-acyclique a V’ordre k.
Corollaire 2. Pour tout |l > k on a

(4D x, = kery, {df|f e S}

et

(Al+l)Xl+1 = keer+1 {P;k,l+1dfa apidflf € fl’ 1 S i S m}
= kery, ., {p{f11df, 0,df |[f € F1, 9 € Ri( D)y} -

Démonstration. Le lemme 23.5 montre que

(Ak+l)Xk+1 = keer.H {dflf € ’]k+1}

par conséquent on retrouve pour (dy,,)x,,, les mémes hypothéses a) et b).
On raisonne ensuite par récurrence.
Corollaire 3. Pour tout | > k

)z, = ket, {pF.0.8,8,, - - 8,df|f € Ty, 0, e Ru(D)y, 0 <5 < [ — K} .

Donnons-nous maintenant un systtme complet {f,,---,f,} de germes
d’intégrales premiéres indépendantes de 4, au point X,. Le corollaire ci-dessus
est équivalent au

Corollaire 4. Pour tout | > k
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(AI)XL = Kery, {P;f+s,ta¢i(1)a¢i(2) ce a,pm)dfjll <jigypy,
0_<_Ssl—k91Si(1)9"'ai(s)£m},

ou {¢y, - - -, o} est une famille d’éléments de R (L) x vérifiant la condition a).
Corollaire 5. Soit % un faisceau de Lie sur r, fixons un élément X ¢ ] et
supposons que B(R,(¥)x) = T .M. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) Il existe un entier k tel que

a) 4, est de dimension constante et complétement intégrable dans
un voisinage de X,
b) dy1:)x,, = i Dx, L > k.
(IT1) 1l existe un entier k tel que
a) 4, est de dimension constante et complétement intégrable dans
un voisinage de X,;, |l > k,
b) Idem.

(IIT) Il existe un entier k tel que la formule du corollaire 3 soit vérifiée
pour | > k.

(IV) Il existe un entier k tel que la formule du corollaire 4 soit vérifiée
pour L >k, ou {f,, - - -, f,} est une famille quelconque d’éléments de (F,)y, et
{1, + -, on} est une famille d’éléments de R(L)y tel que {Bp,, - - -, Bp,} est
une base de T M.

C. Les théorémes de finitude. La discussion précédente met en évidence
Ia nature des hypotheses qu’il faudra imposer de telle sorte a obtenir de bonnes
propriétés pour les invariants différentiels. Tout d’abord nous imposons une
condition de régularité et d’intégrabilité pour les 4, a savoir
H,: 1l existe un entier k, tel que, pour k& > k,, le champ d’éléments de contact

4, est de dimension localement constante (i.e., 4, est un sous-fibré non
singulier de TJ;) et complétement intégrable.

En suite nous imposons une condition qui assure un nombre suffisant de
dérivations formelles admissibles,

H;: Pour tout XelJ, fR(&L)y) = T,M ol x = a(X). On pose k;(X) =
inf {k |48(mk(g)X) = TxM}'

Le champ 4,, k >k ,, définit un feuilletage @, sur J, dont les feuilles sont
les trajectoires du pseudogroupe de transformations finies obtenues par inté-
gration des sections locales du faisceau de Lie %, ou encore, les trajectoires
du prolongement d’ordre k& du pseudogroupe de transformations finies obtenues
par intégration des sections locales du faisceau de Lie #.

Le théoréme de Frobenius entraine en particulier le

Lemme 23.6. Soit ¥ un faisceau de Lie sur m vérifiant I’hypothése H,.
Pour tout k > k, et tout X,, e J, ona

4y, = keryg, {dﬂf € fk} .

Remarquons ensuite que la condition d’intégrabilité figurant dans H, sera



INVARIANTS DIFFERENTIELS. II 373

désormais vérifiée par une classe remarquable de faisceaux de Lie a savoir
ceux qui sont stables par rapport au crochet de champs de vecteurs.

Proposition 23.1. Soit £ un sous-faisceau en R-algébres de Lie de TP. Si
4, est un sous-fibré non singulier de TJ,, il est complétement intégrable.

En effet, b, est un morphisme d’algebres de Lie (cf. § 6 et § 15) par consé-
quent &, est un sous-faisceau en R-algebres de Lie de 7J,. La conclusion
s’en suit car %, est un systéme de générateurs, sur ¢, des germes de champs
de vecteurs qui appartiennent a 4,.

La proposition 23.1 n’admet pas de réciproque. En effet, il peut se faire
que tous les 4, soient réguliers et complétement intégrables sans que % soit
stable par le crochet. Pour le voir, prenons le faisceau ¥ = T(P, M) des
germes de champs z-projetables. .# est stable par le crochet et la proposition
12.3 nous dit que 4, = TJ, pour tout k > —1. Or, il est trivial de construire,
par adjonction d’un champ non projetable, un faisceau de Lie ¥’ = ¥ + R
qui n’est plus stable par le crochet (on prenda par exemple § = y,9/0x,). Les
champs 4 correspondants sont tous égaux a 7J, par conséquent réguliers et
complétement intégrables.

L’hypothése H; assure qu’il existe m éléments {p, - - -, on} de Ry, 5, (Px
tel que {By,, - - -, Pon} est une base de T ,M. La fonction k,(X) n’est pas
forcément bornée. Lorsque ceci est le cas et lorsque la fonction k,(X) du théo-
réeme 23.1 est également bornée, le corollaire 5 du lemme 23.5 montre en fait
que I’hypothese H, est conséquence de conditions plus faibles portant sur un
seul champ 4;,. De fagon précise on a la

Proposition 23.2. Soit ¥ un faisceau de Lie sur r et supposons que

a)  supy (k(X), k(X} = 1 < oo,

b) il existe un entier | > p tel que 4, est de dimension localement constante

et completement intégrable.
Alors I’hypothése H, est vérifiée pour k, = 1.

Les hypotheses étant précisées, nous énongons maintenant les théorémes de
finitude. On a tout d’abord la forme suivante.

Théoréme 23.2 (de finitude). Soit ¥ un faisceau de Lie sur r vérifiant les
hypotheses H;,, 1 < i < 3. Pour tout X e J il existe un entier k(X) tel que

8) (d)x, = kery, {df|f € £}, k > k(X),

b) (i )x,, = Kerx,,, {P;ck,kudf, a¢df\f € I, 0 e Rp(D)x}, k > k(X).

Démonstration. 11 suffira de prendre pour k(X) le maximum des trois
nombres k,, k,(X) et k,(X) qui figurent respectivement dans les hypotheses H,
et H, et dans I’énoncé du théoréme 23.1. Remarquons que dans b) nous
pouvons remplacer I’indice k£ de R,(#)x par k;(X).

Corollaire 1. Soit % un faisceau de Lie vérifiant les hypotheéses H, et fixons
X eJ. Soit{f,, - - -, f,} unsysteme fondamental de germes d’intégrales premiéres
de 4, au point X, k > k(X), et {p,, ---,pn} une famille d’éléments de
Ry xy (L) x telle que {Bp,, - - -, Poy,} soit une base de T,M, x = a(X). Dans ces
conditions on a, pour | > k, la formule récurrente
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(AL)XL = keer {p;:+s,La¢i(l) tee a;oi(s)dfj\l S ] S # ’
0<s<l—k, 1<i(l), --,i(s) < m}.

Considérons maintenant le faisceau 7J, ~ x(¢;) des germes de champs de
vecteurs de J, et posons par définition

/X(fk) = {5 GX(@IC”&(fIc) c fk} .

Pour tout X € J;, la fibre "y(#;)x est une R-sous-algebre de Lie et (#;) x-sous-
module de y(0;)x et

,X(fk)x B {S € x(@k)xl[f, pi0] | S =0,0¢ °?,9(‘1’)} .

Lorsque k > k,, 'y(#}) est un sous-faisceau de y(@;) au sens topologique car
il est égal au faisceau des germes de champs de vecteurs locaux de J, qui
laissent invariant le feuilletage @, propriété qui se traduit par le fait que
[€,7] est tangent au feuilletage pour tout germe de champ 5 tangent au
feuilletage et par conséquent se traduit par un nombre fini de conditions. On
montre également que le morphisme de restriction

(23.15) "2 Fx) = 1(F)

est surjectif pour k£ > k,.

La forme suivante du théoréme de finitude a été suggérée par J. -L. Koszul.

Théoréme 23.3. Soit & un faisceau de Lie sur r vérifiant les hypothéses
H;. Pour tout X eJ il existe un entier k(X) tel que la propriété suivante est
vérifiée lorsque k > k(X):

Si & e "Y(FkiD)xps, S annule sur pf I, et Ry (L)x- Iy alors §| Iy, =0,
autrement dit, I'image de & par le morphisme de restriction (23.15) est nulle.

Démonstration. Le théoreme 23.2 entraine que tout germe de champ de
vecteurs de J,,, nul sur pf .. ,.7, et R, (L)x- S, est tangent au feuilletage Dy,
par conséquent annule .#,,,. On pourra également remplacer 1’indice £ de
Re(L)x par k(0.

Remarque. Considérons le cas particulier ou % = 0. Dans ce cas £, =
O, 'x(F1) = x(O0) et R (L) = R,. Prenons un systtme de coordonnées
locales (x%, y*) adapté a la fibration = et soit (xf,y%) le systtme coordonnées
correspondant sur J; (cf. §4). Comme 9,y = y*,,, on voit aussitot qui si
& € (O ,,) est nul sur pf,,,0; et R_,-Oy, & est nul sur un systeme de coor-
données locales de J,,, par conséquent § = 0. Le théoréme 23.3 est une ex-
tension de cette remarque triviale a un faisceau de Lie £ et sera utilisée
ultérierement.

Adoptons les notations du corollaire 1. On obtient le

Corollaire 2. Soit % un faisceau de Lie vérifiant les hypotheses H; et fixons
X e J. Pour tout | > k > k(X) la propriété suivante est vérifiée :
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S8i & € (S )x, s’annule sur o, 10, . -+ 0y,
1 <i(l),---,i(s) <malors | F, =0

Nous énoncons finalement le théoréme sous la forme de Sophus Lie. Pour
ceci, adoptons le langage suivant. Soit M une variété et .# un sous-faisceau
du faisceau structural @ de M. Un systeéme de générateurs de .# au point x ¢ M
est une famille (¢, ; d’éléments de .7, vérifiant la propriété suivante: tout
¢ € S, s’écrit sous la forme ¢ = F(p,), - - -, ¢.r,) OU F est un germe de fonc-
tion a r variables et 1 < r < oo. Une base de .# au point x € M est un systéme
de générateurs indépendants de .# au point x (i.e., les différentielles dgp, sont
linéairement indépendantes au point x). Comme M est supposée de dimension
finie, une base aura toujours un nombre fini d’éléments ce nombre étant au
plus égal & dim M. On dira qu’une partie # C £ engendre .# si

(i) £ se projette sur M par la projection du faisceau .# et

(ii) £, est un systéme de générateurs de £, pour tout x € M.

Supposons maintenant que M est muni d’un feuilletage @ de codimension g
et indiquons par .# le faisceau des germes d’intégrales premicres de @. En
tout point x ¢ M, .# admet une base qu’on appelle d’habitude un systeme
fondamental de germes d’intégrales premiéres. Toute base a p éléments et la
condition nécessaire et suffisante pour que la famille ¢,, - - -, ¢, d’éléments de
# . soit une base est que cette famille soit indépendante au point x. Toute base
en x s’étend en une base locale donnée par des sections de . définies au
voisinage de x. Une famille (p,).; d’éléments de .#, est un systeme de gén-
érateurs si et seulement si le rang des différentielles dop,; au point x est égal a p.
De tout systtme de générateurs on peut extraire une base. Tout systeme de
générateurs en x s’étend en un systeéme de générateurs locaux définis dans un
voisinage de x.

Théoréme 23.4 (Lie). Soit £ un faisceau de Lie sur n vérifiant les hypo-
theses H;. Pour tout X e ] il existe un entier k(X) tel que

a) ., admet une base finie au point X, ¢ J., k > k(X),

b) [ofi(F)x] U R(H)x-(Fi)x] est un systeme de générateurs de
(Fhi)xisp k > K(X).

Encore ici on pourra remplacer I’indice k£ de R, par k,(X). Les notations
étant celles du corollaire 1, on a le

Corollaire 3. Soit % un faisceau de Lie vérifiant les hypothéses H; et fixons
X eJ. Pour tout | > k > k(X), la famille (p,’fﬂ,la?i(l) cen a,,i(s)fj), i<ji<uy,
0<s<l—k, 1<i(l),---,is) < m engendre (J))y,. \

Le dernier corollaire montre que les invariants différentiels d’ordre k > k(X)
arbitraire s’obtiennent a partir d’un nombre fini d’invariants d’ordre A(X) a
I’aide de dérivations formelles admissibles successives. Ceci est le sens des
théoremes des finitude.

Les énoncés des théoremes de finitude ainsi que leurs corollaires ont un
aspect ponctuel. En prenant des représentants pour les germes, ils peuvent
revétir un aspect local. En effet, remarquons tout d’abord que dans 1’énoncé

fJ,ISjS#sOSSSI—k,



376 A. KUMPERA

du théoréme 23.2 on peut remplacer fe £, par un systtme fondamental
{fi, - - -, 1,} de germes d’intégrales premicres au point X, et ¢ € R (L) x par un
systeme {p,, - - +, o} d’éléments de R,(L)y tel que {Bp,, - - -, Bp,} soit une
base de T ,M. Or, si on représente chaque germe f; par une intégrale premicre
locale F,; définie dans un voisinage de X, et chaque germe ¢; par une section
locale @, de R, définie dans un voisinage de X on voit aussitot que la fonction
d,,F; est encore une intégrale premi¢re dans un voisinage de Xj,, car son
germe en X, est 9,,f;. On remarquera pourtant que les sections @; ne peuvent
pas en général étre choisies admissibles c’est-a-dire ne sont pas forcément des
sections de $,(#) car ce dernier n’est pas en général un faisceau au sens
topologique. Le théoreme 23.2 se réécrit sous sa version locale par le

Théoréme 23.5. Soit # un faisceau de Lie sur m vérifiant les hypothéses
H;. Pour tout X e J et tout entier k > k(X) il existe un voisinage ouvert U, ,
de X, ., tel que

a) Pkt Ui — Vx = p(Uy,,) est une fibration,

b) (di)y, = kery, {df|fe Iy}, Yi e Vs,

C) (Ak+1)Yk+1 = kerYk.H {p;f,k+1df’ amdﬂf € jka 1 _.<_ i S m}a Yk+1 € %k+l‘

En effet, a) est une assertion triviale car p;,,, est une submersion, b) est
valable pour tout Y, e J;, (cf. lemme 23.6), et c) est obtenu en prenant une

base locale {F;} d’intégrales premicres et en remarquant que 3, F(F,, - - -, F,)
= ?(F 1 v v+ F )0, F; est une intégrale premiere de 4,,,. On remarquera
T oX* i

qu’il n’est pas possible en général de choisir les ouverts %, de telle sorte que
i @) = %,. De méme il peut se faire que k(Y) > k(X) pour Y e J
arbitrairement proche de X. C’est la raison pour laquelle la partie c) n’est
pas une extension directe de la partie b) du théoreme 23.2. Lorsque R(¥)
est un faisceau (cf. § 25) nous pouvons remplacer d,,df par 9,df, ¢ € Ry (&),
le germe de dérivée formelle étant pris au point Y ;.

Le corollaire 1 se transcrit de la fagon suivante.

Corollaire 4. Soit ¥ un faisceau de Lie vérifiant les hypothéses H,, fixons
X e, soit {F,, - - -, F,} un systeme fondamental d’intégrales premiéres de 4,
définies dans un voisinage de X, k > k(X) fixé, et {@,, - - -, ®D,,} une famille
de sections locales de Ry, x, tel que les @,(X) soient des germes de dérivations
formelles admissibles dont les buts induisent une base de T ,M. Dans ces con-
ditions, pour tout | > k, il existe un voisinage ouvert %, de X, tel que

a) pri: U — V' = p(%,) est une fibration,

b) (Al)Yl = kerYz {P;fi-s,lami(;) e awi(s)dFj |1 < ] < 122

0<s<l—k 1 <il),---,is) <m}, Y, e,

On peut réécrire de fagon enticrement analogue une version locale des théo-
remes 23.3 et 23.4 ainsi que de leurs corollaires.

Remarque. Dans la partie B de cette section nous avons vu que la possi-
bilité de déterminer la géométrie a I’ordre & + 1 au point X,,, a 1’aide de
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celle & ’ordre £ au point X, (i.e., le lemme 23.5) repose essenticllement sur
les trois conditions suivantes :

i) régularité et complete intégrabilité de 4, au voisinage de X,

ii) existence de m germes {¢,, - - -, ¢,,} de variations infinitésimales de «;
au point X, (germes de relévements locaux de a, dans TM au point X,)
qui soient admissibles c’est-a-dire transforment (.#;)y, dans (£, ,)x,,, €t dont
les buts induisent une base de T M,

i) Leesdren, = Pk
Or, ces conditions étant vérifiées aux points X, ,, et X; le sont aussi dans un
voisinage et c’est précisément cette propriété qui permet d’écrire les versions
locales des théorémes de finitude. En utilisant la technique des dérivations
formelles nous avons montré dans B (voir remarque suivant le lemme 23.5)
que ces conditions entrainent la régularité et compléte intégrabilité de 4;,,
dans un voisinage de X;,,. Quant a la condition ii), prenons des représen-
tants @, pour les germes ¢;, chaque @, étant une variation infinitésimale locale
de «, définie dans un voisinage de X,. Comme 4, est completement intégrable,
4, admet une base locale finie au voisinage de X et ceci, joint a la semi-con-
tinuité inférieure des rangs, montre qu’il existe un voisinage %, de X, tel
que pour tout point Y, € %, les germes des @; en Y, vérifient les condi-
tions ii). En ce qui concerne la condition iii), son extension a un voisinage
de X;,, a été démontré dans B & 1’aide des techniques de dérivation formelle
(notamment 1’utilisation du lemme 23.3). Cependant, cette propriété est une
conséquence immédiate de la semi-continuité supérieure des dimensions des
groupes de d-cohomologie considérés comme espaces vectoriels réels. De fagcon
précise, la condition iii) est équivalente a I’exactitude de la suite (23.14), aux
points X, et X;,. Comme 4, est 4,,, sont réguliers, il en est de méme du
noyau 4y ;,, et par conséquent la dimension de I’image de la premiére fiéche
& de (23.14), est semi-continue inférieurement par rapport au point de base
X4 ... D’autre part, lorsque 4;_, , est régulier la dimension du noyau de la
deuxiéme fléche § est semi-continue supérieurement par conséquent la dimen-
sion du groupe de d-cohomologie est de méme semi-continue supérieurement
par rapport a X,,,. Or 4,_, , n’est pas en général régulier car ceci est équiv-
alent a la régularité de 4,_,. Cependant, puisque 4, est régulier la dimension
de 4;_,:, en tant que noyau, est semi-continue supérieurement et celle du
noyau de la deuxi¢me fléche § de (23.14), I’est aussi. Pour voir la dernicre
assertion on remarquera que le noyau de ¢ peut s’exprimer comme le noyau
d’un nombre fini de formes linéaires dont les coefficients dépendent continil-
ment (en fait de fagon C~) du point de base X;. On prendra I’ensemble des
formes linéaires qui définissent localement

a) le noyau de

0: N XpT*QST*Q VP — I, Xp N2T* QS 'T*Q VP,
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b) le sous-fibré éventuellement singulier 7* ® 4,_, , de J, X p T* Q S¥T*
&® VP (ce qui est possible car 4;_, , = 4, N ker Tp,_, , et 4, est régulier).

Les considérations ci-dessus montrent en particulier que les conditions i),
ii) et iii) entrainent 1’existence d’un voisinage ouvert %,,, de X, tel que
pour tout Y., € %;,,0n a

(Ak+1)Yk+, = kerYk.H {p;ck,k+1df> amdﬂf € fka 1 S l S m} 1)

ceci étant une extension locale du lemme 23.5.

Prenons finalement un jet X ¢ J et m éléments admissibles ¢; € Ry, x,(L)x
dont les buts induisent une base de T,M. Soient @,;, 1 < i < m, des sections
locales de Ry, x, définies dans un voisinage de X et telles que @,(X) = ¢,. Bien
que les sections @, ne soient pas forcément admissibles en les points Y ¢ J
voisins de X, elles induisent a chaque ordre k¥ > k(X) des variations infini-
tésimales locales de «; qui sont admissibles. De fagon précise on a la

Proposition 23.3.  Pour tout k > k(X) il existe un voisinage ouvert %,
de X, tel que

a) Prxs: Uxy — Vi est une fibration,

b) (Ak,k+1)Yk+1 =9y, 1)ve Yisr € Ui o1

©) 00,71y C (Fiidvisw Yin € Uiy 1 < i < m.

Lorsqu’on s’intéresse uniquement aux propriétés de finitude des invariants
différentiels au voisinage d’un jet fixé X e J il suffira d’avoir des hypothéses
de régularité relatives a2 X. En effet, on peut remplacer H; par
11 existe un entier &, tel que pour k > k, le fibré L(;), de base J, 4168t
de rang constant au voisinage de X,,,.

Ceci permettra de démontrer les théorémes 22.1 et 23.1 au point X. On note

désormais par k,(X) I’entier correspondant. L’hypothese H; se remplace par

H;y: BR(D)y) = T.M, x = a(X),

et on note par k,(X) I’entier correspondant. Finalement, la discussion ci-dessus

montre que H, peut étre remplacée par 1’hypothese plus faible (cf. proposi-

tion 23.2)

H, y: 1l existe un entier k, > max {k,(X), k;(X)} tel que 4y, est régulier et
intégrable au voisinage de Xj,.

Théoréme 23.6 (Lie). Soit ¥ un faisceau de Lie sur n vérifiant les hypo-
theéses ci-dessus au point X ¢ J, et prenons une famille (9;), 1 < i < m, de
sections locales de Ry, x, tel que les ®,(X) soient admissibles et induisent une
base de T,M. Dans ces conditions, pour tout k > k,

a) 4, est régulier et intégrable au voisinage de X, par conséquent %,
admet une base locale finie en tout point voisin de X, et

b) il existe un voisinage ouvert U, de X;., tel que

D) prgir: Uiy — V' = p(%r,,) est une fibration,
i) (e xid)ves, = Pde_1,0)ve Yis1 € Ziirs
i) (4p)y, = kery {df|fe I}, Yi € Uy,

7.
,X -



INVARIANTS DIFFERENTIELS. II 379

iV) (Ak+1)Y;,+1 == kerYk+1{pl>r,k+1df5 amdflf € jk’ 1£i£m}, Yk+1 € %k+1’
V) {of it 0oflf € Iis1 <@ < mly,,, engendre (Fy,)y,,,, Yi. €
d)/k+1'
On démontre également les versions locales, relatives au point X, des corol-
laires précédents.

24. L’hypothése H,, régularité des trajectoires

Nous voulons a présent démontrer un critere de régularité pour les champs
d’éléments de contact 4; a ’aide de la notion de caractéres introduite par E.
Cartan dans son étude des systemes différentiels extérieurs. Pour ceci, il faudra
tout d’abord compléter les considérations algébriques du § 23A. Nous gardons
les mémes notations et nous nous bornons a énoncer une liste de définitions
et de propriétés les démonstrations desquelles se trouvent par exemple dans
[30], [48] et [61].

Soit E C S*V* @ W un sous-espace vectoriel. Pour abréger les notations
nous écrivons D, au lieu de D, ® Id. Pour tout v € V nous posons

E(®w) = {Dx|xeE}.

E(v) est un sous-espace vectoriel de S*~'V* @ W égal a I’image par la contrac-
tion V Q S*V* @ W — St~ 1V* @ W du sous-espace v ® E. Plus généralement,
pour tout élément (v, - - -, v,) € [[, V nous posons

E(vla . ','U,-) = {(Dle, .. -,D,,,x)\x € E} .

E(v,, - - -,v,) est un sous-espace vectoriel de [[, (S*"'V* Q W). Pour r > 1
on définit les entiers

7,(E) = max {dim E@, - ---,v) (v, --,v,)e]] V} ,
0.(E) =1,(E) —7,_(E) ou t7,(E)=0.

Les entiers 7,(E) et ¢,(E) sont appelés indifféremment les caractéres de E.
L’espace E sera dit involutif lorsque le sous-complexe de (A V*Q S*V*Q W ; §)
construit a 1’aide de E et des prolongements successifs de E est involutif a
Pordre k (cf. §22B). Soit m =dim V et [ = dimE. On a les relations
suivantes :

t(E) < t(E), r < 5.

. (E)y=1r>m.

tE) = Loy ou(E).

0(E) > a/(E), r <s.

0, (E)=0,r > m.

am(E) =1- Tm—l(E)-

oW
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7. dimp(E) < ml — 3ol e (E) = moy(E) — X7 o (E).

8. E est involutif si et seulement si dim p(E) = ml — 37! 7.(E).

9. Posons F = p(E). Si E est involutif alors F est involutif et on a les re-
lations suivantes entre les caractéres de £ et ceux de F:

r—1

o, (F) = reg(E) — X wil(E) r>1,

—
%

0.(F) = 3 ou(E) r<m.

Prenons maintenant un faisceau de Lie % sur r, fixons X ¢ J et supposons
que I’hypothése Hj y soit vérifiée. Supposons en plus que pour tout k > k, il
existe un voisinage ouvert %,,, de X,,, tel que 4, ;., soit le prolongement de
4 _,,x en les points de %, ,. Ceci sera le cas notamment lorsque % vérifie H,
et la fonction k,(X) du théoréme 22.1 est semi-continue supéricurement. Soit
finalement 4,(X) ’entier défini 2 la suite du théoréme 22.1.

Proposition 24.1. Soit # un faisceau de Lie vérifiant les conditions précé-
dentes et supposons qu’il existe un entier h > max {k,, k,(X)} tel que

a) 4, est régulier au voisinage de X,

b) 4,_,,, est involutif au voisinage de X, et ses caractéres sont constants.
Alors pour tout k > h il existe un voisinage W, de X, tel que 4, est régulier
dans W'

Démonstration. En effet, puisque 4, ,,, = p(4,_,,,) en tout point voisin
de X,,,, il résulte de la propriété 8 que 4, ,,, est régulier au voisinage de
X, ., par conséquent 4, , ’est aussi. Comme 4, ,,, est involutif au voisinage
de X, ,, (propriété 9) et que les caracteres de 4, ., sont constants on retrouve
a Pordre 4 + 1 les mémes hypotheses que celles imposées a ’ordre 4. Une
récurrence acheéve la démonstration.

Remarquons que la constance des caractéres z,, r > m est équivalente a la
régularité de 4,_, , (propriété 2) et par conséquent a celle de 4,_, car 4, est
supposé régulier. On voit ainsi que dans la proposition ci-dessus on démontre
la régularité locale de 4 & un certain ordre en supposant la régularité a deux
ordres consécutifs inférieurs et la constance des caracteres.

25. L’hypotheése H,

Soit .# un faisceau de Lie sur r vérifiant ’hypotheése H, et soit R(Z¥) I’en-
semble des éléments .#-admissibles de R.

Une premiére question qui se pose est celle de trouver des conditions
moyennant lesquelles (%) soit un sous-faisceau de N au sens topologique.
Lorsque ceci est le cas, tout élément admissible ¢ € R(L)y s’étend en une
section locale admissible, i.e., une section de R(Z).

Une deuxieéme question qui se pose naturellement est la suivante. Fixons
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X el et soit {o, - -+, 0,}, m = dim M, une famille d’éléments de R(L)y tel
que {Be,, - - -, Ppn} constitue une base de T,M, x = a(X). Une telle famille
existe et en fait on peut la choisir dans R, x,(¥)y. En représentant les germes
¢; par des variations infinitésimales locales de ay, y, définies au voisinage de
Xi,x, on voit aussitdt qu’une telle famille {p;} est une base de Ry pour la
structure de A4y-module. Comme R(F)y est un JFy-sous-module de Ry, on
peut se demander si la famille {p;} est également une base du Jx-module
R(F)x. La réponse est en général négative. En effet, si ¢ e RA(L)y et ¢ #= 0,
alors ¢ est une dérivation formelle admissible et pour tout f € 4, fo I’est aussi.
Comme exemples de cette situation on a les faisceaux ¥ = TP et & =
T(P,M). Dans ce cas J = 0 et R(¥) = R(Z¥) = R.

Proposition 25.1. Soit % un faisceau de Lie et (p;), 1 < i< m, une famille
d’éléments de R( L)y dont les buts induisent une base de T ,M. Dans ces con-
ditions le I3y-module R(F)x est libre et admet pour base la famille ().

Démonstration. Un élément ¢ ¢ R( L)y s’écrit ¢ = 37, fip;, OU f; € Ay,
et vérifie la relation [, ] = O pour tout 6 € (£ ;)x. Or, la formule [fp, 6] =
Lo, 81 — (p,f)e permet d’écrire

0= [p.6] = ¥ filen 0] — 3 (ufdps = 3 (rufp,

par conséquent p,f; = O et f; € 3.

Corollaire 1. Soit & un faisceau de Lie vérifiant I’hypotheése H, et sup-
posons que R(L) = RU(L) (cette condition étant réalisée en particulier lorsque
R(L) = 0). Dans ces conditions R(L)y est un J-module libre et admet pour
base la famille (¢;).

Représentons R par sa notation tensorielle 4 @p x(B). Si £ vérifie les hy-
pothéses du corollaire ci-dessus, la fibre R(¥)y peut s’écrire sous la forme

%X ®(3#)X m‘u(g)X )

ou p = ky(X) et R,(L) est libre de rang m sur I’anneau (J,)x. Lorsque k,(X)
est une fonction bornée supérieurement par 5 < oo, on obtient I’isomorphisme

RL) =~ I @y, R,(2) .

Cherchons maintenant des conditions suffisantes pour que I’hypothése H,
soit vérifiée. Ces conditions fourniront en méme temps une réponse affirma-
tive aux deux questions précédentes.

Soit X € J;, x = a(X;) € M et prenons un systeme de coordonnées locales
(x%) au voisinage de x. Nous indiquons par 9, la dérivée formelle suivant le
champ 4/0x* (considéré comme élément de #_,). Supposons qu’il existe m
invariants différentiels {f,, - - -, f,} d’ordre k£ de .# définis dans un voisinage
ouvert U de X, et considérons la matrice jacobienne (aux dérivées formelles)
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A= (az'fj)lsi,jsm .

C’est une fonction définie dans ’ouvert p;%,,(U) et a valeurs dans les matrices
m X m. Nous supposons en plus que det 4(X ;) # 0 en un point Xy, € p; %..(U)
et par conséquent dans tout un voisinage %, de X;,,. Indiquons finalement
par % P’ouvert de J défini par % = g1 {(%,.) OU qy,,: J — Ji,, est la projec-
tion naturelle. % = (%);»_y €t Ukon = Pit1,x:n(#x.) pour tout i > 1.
Définissons la variation infinitésimale @, de «,,, par la formule

d/ox'---d/ox™
alf'z .- ... .amfz — % a}- 0

25.1) @, = det A7'-det —,
=1 oxt

alfm tre amfm

ou les coefficients a? sont les cofacteurs des éléments de la premiére ligne di-
visés par le jacobien. @, ainsi que les fonctions af sont définis sur J,,, dans
Iouvert %;,. La dérivée formelle correspondante §, = d,, est donnée par
une formule analogue ou les 9/dx* sont remplacés par les 3;. En prenant les
germes de @, en tous les points de %,,, et en passant a la limite, on obtient
une section locale du faisceau R définie dans I'ouvert #. Cette section sera
encore notée par @,. De méme la dérivation §; définit par passage a la limite
une section §, du faisceau ® des germes de dérivations formelles et §, = d,,.
Montrons qu’on obtient ainsi des sections admissibles.

Proposition 25.2. @, est une section de R(Z) et f(D,Y) + O pour tout
Yeu.

Démonstration. Considérons @, comme une variation infinitésimale de &, ,
(relévement local de ;. ,, dans TM). Si g est un invariant différentiel d’ordre
1 défini dans un ouvert contenu dans %, il faudra montrer que §,g est encore
un invariant différentiel de % ce qui revient a démontrer que p,6,2 = O pour
toute section locale § de .# définie dans un ouvert contenu dans %, Le
résultat s’obtient en calculant directement sur 1’expression

ag e amg
alfl e amfl -1 aifz .. amfz
(25.2) 5, = det C o
0 o am m
If f alfm amfm

et en utilisant la formule fondamentale (cf. § 15)

(25.3) 0:Ps — Pe0s = Ora/apt,51 = %: 0:679; ,

ot le crochet [3/dx%, 4] est celui de &, § = (Tx) o0 = Y, 78/ax’ et les 67 sont
des fonctions locales de P définies par 1’expression coordonnée de 4
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0= a0+ 3 6%9)ox7 .
2 J
Or,

1
det A?

(25.4) Ps0.8 = [(p, det A) det 2 — det A(p, det 2)] ,

ou 2 est la deuxiéme matrice de (25.2). Si I’on dérive chaque déterminant
colonne par colonne on pourra, en vertu de (25.3), remplacer chaque terme
Pe0; par — 3 ; 069 ;. En achevant les calculs, on trouve pour le terme entre
crochets de (25.4) I’expression

— > 90 det Adet Q — det Adet 2] =0 .
k3

La deuxieme assertion est équivalente a @,(Y,,,) # O pour tout Y, € %;,,.
Or, ceci résulte du fait que la matrice

(aifj)lsiSm,Zngm

est de rang m — 1 car / est inversible, ou encore du fait que §,f, = 1. Ceci
acheve la démonstration.

Plus généralement définissons pour tout j, 1 < j < m, la variation infini-
tésimale

alfl tre am.'f1 ]
(25.5) @; = det A7'-det [9/ox' --.0/ox™ | = % a@-aii ,
i=1
alf’m ctt amfm
ou les 9/dx? se trouvent sur la j-eme ligne. Si on pose @ = (@, --. @,) et
9/0x = (3/ox' - - - 3/3x™), on obtient en notation matricielle
(25.6) O =0d/ox- A"

par conséquent les variations infinitésimales @; sont linéairement indépendantes
(sur les fonctions de %,,) et leurs images @,(Y,,) déterminent une base de
T,M,y=a(Y,,,), pourtout Yy, € %y,,. La propriété ci-dessus résulte encore
du fait que

25.7) 0,(f)) =0;; ou §; = 0o, -

Indiquons toujours par @; les sections de R définies par les variations infini-
tésimales (25.5).
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Théoréme 25.1. Chaque ®@; est une section F-admissible et, pour tout
Y ¢ %, la famille {8(®,Y)} est une base de T,M,y = a(Y).

A ce point il est intéressant de revenir un peu sur les raisonnements de
Sophus Lie. Soit X,,, € .1, X+1 = jx,10(x) et considérons la section locale
jro de J, définie dans un voisinage de x. Son image est une sous-variété de J,
qui sera toujours notée par j,o. Transportons les coordonnées (x?) de M a la
sous-variété j.o et notons les coordonnées transportées par X*. De méme,
restreignons les fonctions f; a j,o et notons les fonctions restreintes par F;. La
définition méme de la dérivée formelle suivant la variation infinitésimale /dx*
(cf. § 5, propriété 8) montre que le vecteur 2,,, o (Id X 9/3x*)(X,,,) induit au
point X n’est autre que (3/9X?)y, par conséquent

aifj(Xk-H) - (aFj/aXi)(Xk) .

On en déduit immédiatement que la condition det A(X,,) # O est équivalente
a supposer que les fonctions {F,, - - -, F,,} sont indépendantes au point X et
définissent par conséquent un nouveau systéme de coordonnées de j,o au
voisinage de X ;. Indiquons finalement par &; les vecteurs 1;,, o (Id X ®)(X;,,)
induits par les variations infinitésimales @; au point X,. Comme &; est tangent
a jio, on trouve la relation

(25~8) 5ij = 5ifj(Xk+1) = Ezfj(Xk) - fi'Fj(Xk)
et ceci montre que
(25.9) § = (0/0F )y, ,

c’est-a-dire les &; sont les dérivées partielles suivant le syst¢éme de coordonnées
(F;). On trouve ainsi la relation

(25.10) 0:8(Xx 1) = OG/F)(Xy) ,

ol g est une fonction quelconque définie au voisinage de X, et G est sa restric-
tion a j.o.

On peut aussi démontrer la relation (25.9) a I’aide de la formule (25.6).
En effet cette formule prise au point X, se réécrit, en remontant les vecteurs

a jkO', par
(25.11) € e &) = (33X« 3]3X™) - A (X)) -

Comme A(X,,,) est la matrice jacobienne des fonctions F; par rapport aux
coordonnées X* au point X, le second membre de (25.11) n’est autre que
(8/0F, - - - 3/dF,,) car c’est I’expression des nouvelles dérivées par un change-
ment de variables.

L’admissibilité des sections @; ou bien des dérivations §; résulte tout simple-
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ment de la formule (25.10) car §,¢ est une fonction invariante en tant que
dérivée de la fonction invariante g par rapport a la variable invariante f;
(Sophus Lie [42]).

Cherchons finalement une condition de non nullité du jacobien en termes du
champ 4. Pour ceci, indiquons par X, |’espace tangent a j,¢ au point X,.
X, ,, est 'image par I’application (Tj,0), de I’espace tangent 7 ,M. En outre,
la correspondance X, — tX,,, établit un difféomorphisme entre J,,, et la
Grassmannienne des éléments de contact de dimension m de J; qui sont holo-
nomes et transverses a la fibration «;.

Proposition 25.3. Les conditions suivantes sont équivalentes

a) det A(Xy,) % O,

b) la famille des restrictions (df;|tXy,)), 1 < j < m, est libre,

c) kery, {df;hcjem N X4, = 0.

Réciproquement, on a la

Proposition 25.4. Prenons un jet X, ., € Ji.,, et Supposons que

a) 4, est régulier et intégrable dans un voisinage de X, et

b) )y, N X4, = 0.

Dans ces conditions il existent m invariants différentiels d’ordre k de ¥, soit
{fi, + - -, fu}, définis dans un voisinage ouvert U, de X et un voisinage ouvert
Uiy C pil(Uy) de Xy, tel que pour tout Yy, € Uy,

kery, {dfjhcjem N ¥4 = 0.

En outre, les dérivations correspondantes {5;}, 1 < j < m, sont définies dans
Uy ., et déterminent des sections de D(L) au dessus de U .

Corollaire 1. Soit ¥ un faisceau de Lie vérifiant les hypothéses de la prop-
osition. Il existe un voisinage ouvert U, ., de X, ,, tel que

Bl (D)y) = T, M

pour tout Y € U = q;}(Uy,,) par conséquent I’hypothése H, est vérifiée en
Y et k(Y) =k + 1. En outre, R(&L)y =0 et R(PL)|, = R(L)|, est un
faisceau (au sens topologique) en J-modules localement libre de rang m dont
une base locale est donnée par les sections @;.

L’assertion R(#)y = 0 résulte aussitdt des relations 6,f; = §;;.

Théoréme 25.1. Soit % un faisceau de Lie, et supposons que 4, est régulier
et intégrable pour un entier fixé k > 0. Dans ces conditions, I’hypothése H,
est vérifiée en tout point X e J tel que

(25.12) by, N Xk, =0.

L’ensemble des X e J vérifiant cette propriété est un ouvert U de J, et la rest-
riction R(L) | % est un faisceau en J-modules localement libre de rang m. En
outre, I’ouvert % est dense dans q; (U ).
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Pour voir la derniére assertion, remarquons tout d’abord que %, est
I’ensemble des X, e J;,, vérifiant (25.12) et que % = q;1,%+.,,. 1l suffit par
conséquent de montrer que %y, est dense dans U,,, = p;}, %,. Comme
Pi,ks1: Uryy — Uy, est une fibration, en fait un fibré affine localement trivial
(cf. § 19), il suffit méme de démontrer la densité dans chaque p; ,,,-fibre. Or,
si ’on restreint la fonction A a une telle fibre, 1’expression coordonnée de ,f;
(cf. propriété 7, § 5) montre que les coefficients de la matrice 4 sont des fonc-
tions polynomes en les coordonnées (y2), |«| = k + 1. Puisque le jacobien
det 4 n’est pas identiquement nul son support sera égal a la fibre.

On remarque finalement que la condition (25.12) entraine 1’inégalité
codim (4y)x, > n. In serait utile de savoir en quelle mesure la réciproque est
vraie.

26. Les faisceaux de Lie z-verticaux

Nous considérons maintenant une classe de faisceaux de Lie qui apparaissent
souvent en géométrie différentielle notamment dans les questions qui font inter-
venir le prolongement par le but.

Définition 26.1. Un faisceau de Lie Z sur r est dit z-vertical si Tz(d) =0
pour tout élément 6 € £.

Un faisceau % est n-vertical lorsque ses éléments sont des germes de champs
de vecteurs tangents aux fibres de z: P — M. En termes des faisceaux de struc-
ture, % est vertical si et seulement si

En outre, un faisceau vertical est z-projetable et sa projection dans M est nulle.

Pour de tels faisceaux la théorie de Lie se simplifie de fagon considérable et,
comme nous le verrons ensuite, les théorémes de finitude sont valables
moyennant une hypothése unique a savoir H,.

En effet, prenons un faisceau n-vertical #. Les propriétés suivantes montrent
tout simplement que I’artifice de verticalisation est dans ce cas trivial (cf. § 22).

a) La faisceau de Lie réduit associé L est un sous-faisceau de J,V'P ou
encore de J,(J, Xp VP) et L = L. . B N

b) Pourtout k >0, L, = L, = (Ly), CJ(J, Xp VP), L, = L; = (L),
c J,VP,7; = 0 et par conséquent I’inclusion Ly _, ; — (Ly);_,,; du diagramme
(22.22) est toujours I’identité (le lemme 22.3 est vrai pour tout k& > 0).

¢) Pout tout k > 0, 4, C VI, et les suites

0—>Fy= (L) > 4y —>0

0—> Ly = (L) 55T, Xy 4y —> 0

00— I_‘k—l,k = (LV)k-1,k —J, X 7 Ak—l,k —>0
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sont exactes. Il en resulte que C,(L,) = C,(4) pour tout [ > 0 (cf. (22.24) et
(22.25)) et en particulier la stabilité de C,(4) a lieu en méme temps que celle
de C,(L;).

Les deux premilres suites de ¢) montrent que pour les faisceaux z-verticaux
I’hypothése H, (ou Hj) est équivalente a la condition de régularité dans H,,
c’est-a-dire, H, est une conséquence de H,. La régularit¢é du champ 4, est
équivalente a la régularité du fibré L, (ou encore L,). La méme remarque
s’applique pour les hypotheses locales Hf y et H, x. Si en plus % est une sous-
algebre de Lie, les hypotheses H; et H, peuvent étre remplacées par 1’hypo-
theése unique .

H: 11 existe un entier k, tel que pour k > k, le fibré L, (ou L,) de base J,
(resp. J;) est de rang localement constant.

Montrons maintenant que 1’hypothése H, est toujours vérifiée. En effet,
puisque tout élément 6 ¢ £ se projette par Tz en zéro, on voit aussitdt (cf. § 7)
que

R DR, =T Xy TM = x(B)

et BR_)yx = T,M. En plus, I D Bcar §(P X  Oy) = 0, 6 ¢ Z, est équivalent
a6(B) =0, 6 ¢ #;. Ceci entraine en particulier que R(¥) = 0 par conséquent

RZ) = R(L) = IQpR_; = I Rpx(B) .

Comme R _; est un faisceau (au sens topologique) et que R(Z) est engendré
par R_; sur anneau J on en déduit que R(Z) est un faisceau en J-modules
localement libre de rang m dont une base locale est donnée par les sections
8/0x* (ou encore les dérivations §;) provenant d’un systéme de coordonnées
locales arbitraires (x*) de M. Remarquons finalement que pour toute section
locale ¢ de =, la section j,o est transverse aux fibres de «,, autrement dit,
Tjxe N VI, = 0. Puisque 4, C VJ; il résulte que

TXk+1 n (Ak)Xk =0

pour tout X;,, € J;,, ettout k > —1. Les fonctions coordonnées x? remontées
a n’importe quelle variété J,, k > —1, constituent m invariants différentiels
d’ordre k dont les différentielles sont indépendantes sur tout élément de con-
tact transverse en particulier holonome. La matrice jacobienne A est toujours
non singuliere, en fait 1’identité si A est prise par rapport au syst¢éme de co-
ordonnées (x¥). Les dérivations admissibles correspondantes 5, ne sont autres
que les a;.

Théoréme 26.1. Soit & un faisceau de Lie n-vertical. L’hypothése H, est
toujours vérifiée avec k,(X) = —1,F D B, RAF) = 0 et R(L) = R(L) est
un faisceau en F-modules localement libre de rang m isomorphe a § g y(B)
dont une base locale est donnée par les dérivations formelles 9; associées a un
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systeme de coordonnées quelconque de M. Pour que ¥ satisfasse les théorémes
de finitude il suffit que I’hypothése H, soit vérifiée.

CHAPITRE 1V. EXEMPLES

27. Les trois faisceaux triviaux

Soit 7: P — M une fibration. Si ¥ = 0 est le faisceau nul, 4, = 0 pour
k> —1,3 =4 et I, = Ax. En plus R(ZL) = 0 par conséquent R(F) =
R(F) =R =~ 4 Qg x(B) est un faisceau en 4-modules localement libre de rang
m dont une base locale est donnée par les dérivations formelles 9;. Les théo-
remes de finitude sont valables pour A(X) = 0. Si % est le faisceau TP ~ y(0@p)
des germes de tous les champs de vecteurs locaux de P ou bien le faisceau
T(P,M) =~ y(0p, 0y) des germes de champs z-projetables, la surjectivité de
pr entraine que 4, = TJ, pour k > 0 (k > —1 dans le cas projetable) par
conséquent I = I, = O pour tout k, R(F) = R(L) =R =~ A Qyx(B) et
R(¥) = 0. La derniére assertion se démontre comme suit. Prenons un élé-
ment ¢ € R, es soit  une variation infinitésimale locale d’ordre k dont le
germe au point X, représente ¢. Pour calculer [¢, 6] avec 6 € T(P, M), on
représente v par un champ de vecteurs & défini au voisinage de X, c’est-a-
dire tel que = € = (Tay) o & et on calcule (Tay) o [£, D.0]. Dire que [0, 6] =0
signifie que le germe de [, p,0] au point X, est un germe de champ vertical.
Comme p(J . VP) = VI, on voit aussitét que les champs j,8, avec § un champ
m-vertical, engendrent localement tous les champs «,-verticaux de J, et par
conséquent le champ & est localement projetable dans M. On en déduit que
(localement)

0= (Tak) ° [5, ﬁkﬁl = [EM’ 0M]

pour tout champ =z-projetable # et cette relation entraine &, = O car 6, est
localement égal a n’importe quel champ de M. Il en résulte que

V= Ta)eo&§ =Eyoar, =0
au voisinage de X . Par passage aux germes on trouve ¢ = 0. Les théorémes
de finitude sont valables trivialement pour £(X) = —1.
Soit % le faisceau de tous les germes de champs z-verticaux de P, c’est-a-
dire,

.,'f:{@ex(@p,(gM)}ﬁ(P XJW@M):O} .

Comme p,(J,VP) = VJ, (cf. proposition 12.2) on a, pour k > —1,4, =V/J,,
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S =k = B, RU(L) =0, R(L) = R(¥) = BRg x(B) = x(B). Les théorémes
de finitude marchent pour k(X)) = —1.

28. Le faisceau %,

Soit P = M X N,z :P— M la premiére projection et z,: P — N la deuxieme.
La fibration de base est toujours 7. Reprenons les notations et les résultats du
§ 16, partie a). Nous indiquons par %, le sous-faisceau de T(P, M) formé
par tous les germes de champs z-verticaux qui sont les relevements canoniques
des champs locaux de N. En d’autres termes, %, est le faisceau des germes
de champs locaux de P de la forme (0, &) ou & est un champ local de N. Les
éléments de ., sont les germes a la fois z-verticaux et z,-projetables. En termes
des faisceaux de structure on a

Ly =10 3(Op, O) 0P X, Oy) = 0 et (P Xy Oy) C P Xy Oy} .

Comme %, est g-vertical on a toujours 4, C VJ, et en particulier 4, = VP,
4_, = 0. Le morphisme p? o # du diagramme (16.1) nous montre que 4, k > 0,
a toujours des singularités et la dimension de (4;)y varie en ordre inverse avec
le degré de singularité du jet Jym,(X). Soit %, = (Jyr,) ' II.(M,N) et % =
lim proj %,. L’ensemble %, est un ouvert dense de J, et = q;'(%,) est un
ouvert dense de J. Le corollaire de la proposition 16.2 montre que le rang de
Ay | % est constant. D’autre part, %, est clos pour le crochet de Lie par con-
séquent les hypothéses sous-jacentes aux théorémes de finitude sont vérifiées
dans % (cf. § 26). Nous distinguons deux cas.

ler cas: dimM < dimN. Danscecas 4;| %, = VJ,|%, et par conséquent
I = Jx = Bpour k > —1 (%, est dense dans J,). Il en résulte que RU(Z,)
=0 et R(&Z,) = R(¥,) = R_, = y(B) comme dans le dernier exemple du
§27.

2éme cas: dim M > dim N. Nous trouvons ici un exemple ou I’on pourra
utiliser la théorie des chapitres précédents qui dans les exemples antérieurs
devenait triviale. En effet, 4_, = 0,4, = VP et 4,|%, S VI, k > 0, est
proprement inclu et de rang constant. On en déduit que J_, = F, = B et
3r =2 B pour k > 0. En outre, puisque %, est un faisceau n-vertical, R%(%,) =
0, H(Zy) = R(L,) D R_, = x(B) et R(Z,) est un faisceau en F-modules
localement libre de rang m isomorphe a J @y y(B) dont une base locale est
donnée par les dérivations formelles §; (cf. théoreme 26.1). L hypothése H,
est vérifiée dans # pour k, = —1 et I’hypothése H, en est une conséquence
car &, est n-vertical. On vérifie en fait que le faisceau de Lie réduit associé L
est z-vertical et L, < J,VP est donnée par

L, = (J,Tn) "o #(J,(M,N) X y J,TN) .

Or, t est injectif au dessus de /7,(M, N) et J, TN est un fibré vectoriel locale-
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ment trivial donc L, est de rang constant, au dessus de %, pour k > —1.
Montrons finalement que ’entier &,(X) du théoreme de stabilité asymptotique
est égal a 1, autrement dit, 4, ., = p(d,_,,x) pour tout k > 1. Il résultera que
T’entier k£(X) qui intervient dans les théorémes de finitude est aussi égal a 1 et
par conséquent, pour tout X e %, les invariants différentiels d’ordre £ > 1,
définis au voisinage de X, seront engendrés par un syst¢tme fondamental
d’ordre 1 defini au voisinage de X,. Pour ceci considérons le diagramme
commutatif suivant dont toutes les fleches sont des isomorphismes.

L— 54,

(JxTmy) 1o #T (TTim) topl o
II.(M,N) Xy J,TN

En écrivant ce diagramme a 1’ordre & et K — 1 on trouve

Zk_x,k = (J4Tm) o (UL (M, N) X 5 J_1,xTN) ,
A5 = T pmy) o plo #(I1(M,N) X y J;._1,:TN) .

Comme
(28.1) O—>S’°T*N®TNi>JkTN——>Jk_1TN———>O

est une suite exacte (proposition 14.1 appliquée a la fibration de Lie TN — N

=1d . PP . .
=3 N), on obtient J;_, ;TN ~ S*T*N @ TN et on définit les isomorphismes

Vit Uy Xy (S¥T*N ® TN) — L~k—1,k >
SDk: %k XN (SkT*N ® TN) - Ak—l,k ’
ou VY, = ([ Try) P o foey, o = (T ) o plo # ogy, le produit fibré est pris par
rapport a la projection m,0 8, : J, — N et %, est identifi¢ a /7,(M, N) a I’aide
du difféomorphisme J;z,. Comme VP ~ P X y TN on a aussi I’identification
Je Xy (S*T*N Q TN) =~ J, X p[(P X 5 S*T*N) Q VP] .
Puisque

di_ri C Ty X p (S*T*M ® VP)

et que dim M > dim N il en résulte que 4, , & p(4_,,) car
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dyy = I, Xp (P Xy T*N) @ VP] = J, Xp (V*P Q VP)
au dessus de %, et
p(A—l,o) = p(do) - D(VP) - J1 Xp (T*M ® VP) .

Le faisceau %, étant n-vertical, les complexes C(L,)) = C/L) et C,(4) sont
égaux. Nous nous bornons dans la suite a 1’étude de C l(L~)‘ Tout d’abord
examinons de plus prés I’isomorphisme -, en un point X € J, et posons x =
ay(X), y = Bu(X), z = =,(y). La restriction (y;)x se réduit a I’isomorphisme
vectoriel

SET*N Q T,N — (ik—l,k)X ,

(Li_v)x C S*TEM Q VP =~ ST*M QT,N .

Soit Z = ji£(2) € (J4_.xTN), = S*T¥*N Q T,N et posons X = j,a(x), s =m,00,
Y =j.s(x). Comme X ¢ %, et J,m,(X) =j.s(x), on a rang, s = dim N. Posons
u = T,s et W = ker u. Par définition
W) x(2) = TxTr) ™ o 4(es(x), ju€(2)
= (J:Tm) e 0 9)(X)] = jir(x) ,

oliz=(0,8)c0. Or, jur(x) € (Li_y 1)x et JuTm(ir(x)) = ju(€ 0 )(X) € T4y, 1M,
TN) =~ S*TtM ® T,N. Comme la restriction de J, Tz, au noyau est égale
a Id ® T'x,, nous pouvons identifier j,z(x) a j,(¢€ o s)(x) lorsque nous identifions
V,P a T,N. Choisissons des cartes locales au voisinage de x et au voisinage

de z de telle sorte que s lue dans ces cartes soit égale a u (théoréme du rang
constant). Comme j,£(z) € (J_,,xTN), on en déduit que

0 )(x) = ju(§ocw)(x) = (Eow)®(x) = ‘UE?(2) = ‘ujxé() ,
et par conséquent

(Lir)x = {'u(Z)| Z e S*T¥N ® T,N}
= {Y ¢ S*T*M @ T,N|D,,(Y) = 0, w e W} ,

ou on écrit D,, au lieu de D,, ® Id (cf. § 23, A). Or

(L 1)y = {Y e S*'TEM Q T,N|D,Y e (Ly_, 1)z, v € T,M}
= (Y e S*"'"T*M Q T,N|D,,D,Y = 0,ve T,M,we W} .

Mais D,,D, = D,D,,, et la condition D,D,,Y = O pour tout v ¢ T, M est équiv-
alente 2 D,,Y = 0. On en déduit que
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Pl )y = {Y eSS TEIM QTN |D,Y = 0,we W} = (Ly i )xes, »

ou Xy, € Jy,, et pp(Xy,,) = X. Ceci montre bien que 4, ., = p(d;_, ;) pour
tout k£ > 1, c’est-a-dire, le complexe C(4)y = C,(d)x est 1-acyclique a I’ordre
1 pour tout X e #.

Montrons ensuite que 4, ;,, est involutif (i.e., chaque fibre est involutive)
pour tout k > 0, autrement dit le complexe C(4)y est involutif a ’ordre 1. En
vertu de la l-acyclicité il suffit de montrer que 4, est involutif. Posons
(4,,)x, = E et calculons les caractéres de E. Or

E={YeT*M®V,P|D,Y = 0,we W}
~ (T M/W)*QV,P~T*NQT,N ,

par conséquent pour tout v € T,M tel que v == 0 mod W et pour tout w € V, P
il existe x ¢ E tel que D, x = w. Plus généralement si v,, - -+, v, ¢ T,M sont
linéairement indépendants modulo W (i.e., les projections dans T,M/W sont
indépendantes) et si w,, - - -, w, € V,P sont des vecteurs arbitraires, il existe
x e E tel que

Par conséquenton a z, =rn, 1 <r < n, et r,,., = n? pour & > 0, la dernicre
égalité résultant du fait que n + & vecteurs de T .M sont toujours liés modulo
W lorsque £ >0 (m =dimM, n = dim N = dim V,P = codim W). On
obtient ainsi

ot st ga=0+2n+ - + (n— Dn) + (m — mn?
= mn* — }(n* 4 n?) .

D’autre part, dim E = dim T*N ® T,N = r?, dim p(E) = dim ST} N® T.N =
n+1
n( 2 ) et
;mma—ﬁn=lw+wzﬁﬁﬁy
721 2 2

Ceci achéve la démonstration (cf. § 24).

11 est intéressant de voir ’expression locale des éléments du faisceau de Lie
réduit L associé a #,. Un élément de L est le germe en un point x € M de
600 ou § est une section locale de .#, et ¢ une section locale de =. Or 6 =
(0, &) ou & est un champ local de N. Identifions §og a Tr,0000 €t posons
§ = m,o0; on obtient Tr,0cfo0 = £os. Prenons finalement des coordonnées
locales (x%) au voisinage de x et (z*) au voisinage de z = s(x) de telle sorte que
s lue dans ces cartes s’écrive (x!, -+ -, x™) — (x}, - - -, x) oum = dim M, n =
dim N et m > n (on suppose bien siire que j.s(x) e /1,(M,N)). Dans ces
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conditions & = £%(z', - - -,2Md/0z et Eos: (X!, -+ -, x™) > EX(XY, - - -, x™)D/0Z} ou
les &%z, - - -, z") sont des fonctions arbitraires des ccordonnées (z!, - - -, z%). On
voit ainsi que la fibre de L, au-dessus du point j,o(x) n’est autre que (J,TN),.
Si’on considere L comme faisceau de base J,P, la fibre de L, = J,L au dessus
du point jo(x) € J,P est aussi isomorphe a (J;,TN),.

29. Théorie des invariants différentiels pour les faisceaux de Lie de N

Gardons dans ce paragraphe les notations du § 28. Soit .#" un sous-faisceau
de TN =~ y(0y). Le faisceau ./ se remonte canoniquement en un sous-faisceau
% de T(P, M) la fibre en un point y € P étant composée de tous les germes
de champs locaux (0, &) ou & est un champ local de N dont le germe en z =
7,(y) appatient a A”,. Si 4" est un faisceau R-linéaire ou un faisceau en R-
algebres de Lie il en est de méme du faisceau .#. En outre, .# est un sous-
faisceau n-vertical de .#, isomorphe a P X , /" et par conséquent § O B=J_,,
R(L) =0cet

RZ) = R(L) = I Qp2(B) D x(B)

(cf. § 26). L hypothese H, est toujours vérifié¢e. Nous nous plagons désormains
dans 'ouvert % = (% )x>_, de J ou %, = (Jym,) ' II,(M,N), car dans le
complémentaire de %, la dimension des fibres de 4, varie en ordre inverse avec
le degré de singularité du jet J,7,(X) ou X est le point de base de la fibre.
Comme Jn,, TJyx, et J, Tx, sont des isomorphismes, nous identifions J; avec
J.(M,N), J,VP avec J, (M, TN) et TJ, avec TJ,(M, N).

ler cas: dim M < dim N. Si le morphisme

prof: I (M,N) Xy Jp N — VIi(M,N)

est surjectif pour tout k, nous retrouvons la situation triviale du ler cas § 28,
a savoir § = [ = B, k > —1. Considérons maintenant la situation générale.
Puisque & est z-vertical, les théoremes de finitude seront valables moyennant
la seule hypothese de régularité H, (cf. § 26). Si, en outre, 4 est un faisceau
en R-algébres de Lie, seule la régularité de L, (ou L, ou encore 4,), pour k
assez grand, sera suffisante (§ 26). Comme les applications suivantes sont sur-
jectives

(JxTmy) ottt I (M, N) XNJk'/t/"—’ik )
(Tlim)ophot: Iy (M,N) Xyt N — 4y ,

et que p2 est un isomorphisme on voit aussitét que la régularité de Ly ou 4,
équivaut a la constance locale de la fonction

X ¢ I1,(M,N) — dim (Ju /), x, — dim [kery # N pA)pex] -
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En particulier, si J,./" est un fibré de rang localement constant, il faut et il
suffit que la dimensiondu noyau de I’application § restreinte a I7,(M, N)
X n I A" soit localement constante. Remarquons finalement que les hypotheses
ci-dessus font intervenir de fagon essentielle la situation relative qui comprend
la donnée du faisceau 4" sur N et celle du couple de variétés (M, N).

2 éme cas: dimM > dim N. Dans ce cas § et par conséquent p’o# est
toujours injectif au dessus de I7,(M, N). La régularité de L, ou 4, est par
conséquent équivalente a la régularité du fibré J,.4". L hypothese H, peut étre
remplacée par
H: Pour k > k, le fibré J,.4" est de rang localement constant et le faisceau

J A est stable pour le crochet de J, TN, c’est-a-dire, J,.4" est une équa-

tion de Lie [28], [46].
La deuxi¢me partie de 1’hypothése ci-dessus est équivalente a la condition
d’intégrabilité du champ 4. En effet, remarquons tout d’abord, M et N étant
de dimension quelconque, que p: est un covariant différentiel d’ordre &, au
sens d’Ehresmann, relatif a I’action p du groupoide /7,(M) sur les espaces de
prolongement J,(M, N) et J, (M, TN), c’est-a-dire, le diagramme suivant est
commutatif

b

1M, TN), %> V_1,(M, N) = TI,(M, N),
(29.1) p(Z)l lTp(Z>
b
J(M,TN), —* > V,1,(M, N)

ouZell,(M), x =a(Z),y = B(Z), p(Z2)X = X-Z7, et ou les indices x et y
dans le diagramme ci-dessus indiquent les a-fibres au dessus de x et y respec-
tivement. En particulier, p2o# est aussi un covariant différentiel et le dia-
gramme suivant est commutatif

ok

J(M,N), X y ,TN —5 V_J,(M,N)

(29.2) oZ) X Idl lTp(Z)
pho

JoM,N), Xy JyIN ———> V J,(M,N) .

Ceci entraine que toute section locale ¢ de J, TN au dessus d’un ouvert U de
N détermine a I’aide de plo# un champ de vecteurs de J,(M, N) défini dans
B7'(U), tangent aux «-fibres et invariant par I’action de //,(M). Lorsque
dim M = dim N on a aussi la réciproque car p.o# est un isomorphisme au
dessus de I1.(M,N) et ce dernier est un ouvert dense J,(M,N). Lorsque
dim M > dim N la réciproque reste valable pour les champs invariants contenus
dans I’'image 4, du morphisme p2o # car sa restriction au dessus de /7,(M, N)
est injective, non surjective et //,(M) opere transitivement sur les S-fibres de
II,(M,N). Lorsque dim M < dim N la réciproque est fausse car I’action de
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11,(M) dans une g-fibre de //,(M, N) est intransitive. Ensuite, puisque p; pré-
serve le crochet de champs de vecteurs (cf. § 16, a) on déduit que p} o # trans-
forme le crochet de Lie de deux sections de J,TN en le crochet des champs
invariants correspondants. Prenons maintenant un sous-faisceau 4" C TN. Les
champs correspondants 4,,, considérés sur J,(M, N), sont invariants par 1’action
de I7,(M). Si en plus J;.4" est une équation de Lie, le crochet de deux champs
de vecteurs images par plo# de sections de J,.4" (donc invariants et contenus
dans 4,) est encore un champ invariant de 4, par conséquent le champ 4, est
intégrable lorsque sa dimension est localement constante. Dans le cas présent,
ou dim M > dim N, on a aussi la réciproque. En effet

Prlloﬁiﬂk(M,N) XNJk‘/V—>Ak

est un isomorphisme, les sections de J,.4#" se trouvent en correspondance
biunivoque avec les champs invariants contenus dans 4, et le crochet de champs
invariants est encore invariant et correspond au crochet de sections de J;.4".
En particulier, si 4;, est de dimension localement constante, I’intégrabilité de 4,
est équivalente a la stabilité de ses champs invariants par le crochet. Lorsque
A est un faisceau en algebres de Lie, I’hypothese H se réduit en fait a la
régularité des fibrés J,A4" car dans ce cas les faisceaux J,4" deviennent
automatiquement des équations de Lie.

Remarquons ensuite que ’hypothése H a un caractére absolu c’est-a-dire
ne porte que sur le faisceau de Lie ./ indépendamment de la variété M avec
dim M > dim N. 1l est donc souhaitable de pouvoir trouver la stabilité du com-
plexe C,(4) ou encore la stabilité des noyaux 4, ., a I’aide de considérations
ne faisant intervenir que le faisceau .#". Nous étudions a présent cette question.

Soit 4" un faisceau de Lie sur la variété N et supposons que, pour k > k,,
le fibré J,4" est de rang localement constant. Soit £ le relévement canonique
de /AP =M x N. Comme £ est r-vertical on a [, = (L~,,)k Cc J, VP et
Pi - L, — 4, est toujours un isomorphisme. Par conséquent les complexes
C(L,) = C/(L) et C,(4) sont égaux ot C,(L,) est le sous-complexe de C(V P)
construit a I’aide des noyaux Zy w541 (cf. § 22(C)). La stabilité des 4, ., peut
étre lue sur les L~k, ©+1- Comme # est injectif la restriction aux noyaux

(29.3) UpTr) ot IL(M,N) Xy Ty yyH — Ly

est un isomorphisme pour tout k olt J,_, ;.4 est le noyau de p;_, : Jp AV —
Ji_,/" donc un sous-fibré de S¥*T*N ® TN (cf. (28.1)). On démontre par des
argumenta analogues a ceux du § 28 que

(29.4) p(ik—l,k) = (J . Tm) o $lI ., (M, N) X 5 p(Jg_y 1541

pour tout kK > 0 ou p indique le prolongement algébrique. On démontre égale-
ment que (L;_, ) x est involutif si et seulement si (J,_, x4"),, 2 = m,0 f(X), est
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involutif (k > 0). Or ceci entraine que si (J;_, ;.4"), est stable pour k >k, > 0
alors (I;_, 1)x, est aussi stable pour k > k, ou par stable nous voulons dire
que les noyaux a l’ordre k + 1 sont les espaces déduits des noyaux a ’ordre
k. Lorsque dim M = dim N le résultat ci-dessus est aussi valable pour k, = 0
car dans ce cas le noyau W = ker u est nul et tout s’identifie moyennant
I’isomorphisme ‘u (cf. § 28).

Considérons ensuite la famille C,(A4") = (C2(.4/")) ou

CHN) = {/\1’ T*N @ Ji_y e N, k>1,
» =

AP T*N ® S*T*N Q TN , k<I.
A T’aide de I’opérateur de Spencer opérant sur les germes de sections du fibré
vectoriel J,TN et moyennant les hypothéses de régularité pour les sous-fibrés
Je/" on démontre que C,(A), ! > k,, est un sous-complexe de C(TN) =
(AP T*N @ S*T*N @ TN; ). On en déduit que pour tout z € N il existe un
entier k,(z) tel que C, (A7), est 1-acyclique a I’ordre k,(z) et par conséquent
les noyaux (J,_,,,4"), sont stables pour k > k,(X). Remarquons ensuite que
tout X e J induit a I’ordre 1 un morphisme u(X): T,M — T,N, x = a(X) et
Z = m,0 f(X), qui est surjectif lorsque X ¢ /1..(M, N) (ou I’on identifie J avec
J..(M, N)). En remontant le complexe C,(.#") a J on définit a ’aide des ‘u(X)
un morphisme de complexes

(29.5) w:J Xy C(AN) — C(L),

qui est injectif au dessus de /7.,(M, N). Si dim M = dim N le morphisme ‘u,
restreint a I7,,(M, N), est un isomorphisme et par conséquent les groupes de
cohomologie sont aussi isomorphes. Si dim M > dim N I’image par ce mor-
phisme restreint est un sous-complexe de C,(L) strictement inclu. Les résultats
sur la stabilité et I’involutivité que nous avons énoncé plus haut entrainent que
les groupes de cohomologie H}, k > 0, de ces deux complexes sont isomorphes
(dont la vérification directe est fort simple) et que H}g[CL(f) x] =0 pour k > A,
(> k,) et p arbitraire est équivalent & H2[C,(4"),] = O pour k > h, et p arbit-
raire c’est-a-dire ’ordre d’involutivité de ces deux complexes est le méme.
Ceci montre que les entiers qui figurent dans les énoncés des théorémes de
finitude peuvent étre déterminés par la considération du complexe Cy, (A7) indé-
pendamment de M. En outre, si X, Y e J sont deux jets infinis qui ont le méme
but dans N, i.e., m,0p(X) = m,0B(Y) = z, les familles C.(D)y et C,(D)y
deviennent des sous-complexes a partir du méme entier k, (celui de C,(A"),) et
la 1-acyclicité ainsi que I’involutivité aura lieu a partir des mémes ordres (ceux
de C,(/),). En particulier, les propriétés ci-dessus sont valables pour 1’ensem-
ble des éléments de J contenus dans une méme p-fibre f7(y), y ¢ P, ce qui
n’et pas le cas pour un faisceau de Lie quelconque .# sur P.
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30. Théorie des invariants différentiels pour les faisceaux de Lie de M

Reprenons les notations et les résultats du § 16 partie b) et posons By =
J X y Oy ol le produit fibré est pris par rapport & 7,0 §:J —N. Puisque P X y Oy
s’identifie canoniquement au sous-faisceau de @p formé par les germes de
relevements de fonctions locales de N par la projection x,, on voit que By
s’identifie a un sous-faisceau en R-algebres de A4 et en fait By C A4,. Soit 4
un faisceau de Lie sur M et . le sous-faisceau de T'(P, M) relévement horizontal
canonique de .#. Si y € P et x = #(y), alors £, est I’ensemble des germes, au
point y, de champs locaux (&, 0) tels que le germe en x de & appartient a .# .
& est un faisceau de Lie n-projetable, (P Xy Oy) =0et X ~ P X, M.
Soit L le faisceau de Lie réduit associé & %. Comme L, < J,HP et que

J . Tr: JL,HP — J,TM X y J (M, N)
est un isomorphisme (cf. (16.2)), on voit par restriction que
Ly = Tyl Xy I (M,N) = Tyl Xy Ty
ler cas: dim M < dim N. Le diagramme (16.3) montre que le morphisme
(30.1) pp: Ly — 4, € HI,

peut étre lu par
(30.2) pi: Tl Xy Jo(M,N) — 4, C HI,(M,N) .

Par conséquent si ’on se restreint a Iouvert % = (%) de J, %, = (Jymwy) ™
<11, (M, N) et si I’on applique le corollaire 2 de la proposition 16.3 on voit
que les morphismes (30.1) et (30.2) sont des isomorphismes. La régularité de
4, est équivalente i celle de J;.# ou L,. Examinons finalement ce qui arrive
avec (L,),. Puisque dim M < dim N les jets de /7,(M, N) sont injectifs et par
conséquent pour tout X; = j,o(x) e %, on a

[T,(img)] N HP =0,

oll y = a(x). Ceci entraine que la restriction de la projection verticale (J;i) o Sy
a J HP est injective par conséquent 1’application (cf. (16.3))

(30.3) JioSpog: Tl Xy I (M, N) — (L),

est un isomorphisme. Finalement, puisque P préserve le crochet de champs
de vecteurs et que (30.2) est un isomorphisme on démontre, en utilisant toujours
le fait que pg est un covariant différentiel d’ordre & relatif a 1’action de I7,(N)
et que ce groupoide opére transitivement sur les a-fibres de I7,(M, N), que les
sections de Ji.# correspondent aux champs de vecteurs invariants contenus
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dans 4, et que le crochet de Lie de sections correspond au crochet de champs
invariants. En somme, on a démontré que dans le cas dim M < dim N les
hypothéses H, et H, sont équivalentes a

H: Pour k > k, le fibré J,.# est de rang localement constant et le sous-

faisceau J,.# C J,TM est une équation de Lie [28], [46].

Lorsque .# est une sous-algebre de Lie de TM, I’hypothese H se réduit a la
régularité de J,.#. Observons finalement que (30.2) établit un isomorphisme
entre les noyaux J,_, ,# et 4,_, . On démontre que le morphisme pi (cf.
(16.3)) restreint aux noyaux est compatible avec les prolongements des noyaux
précédents. Ceci entraine que la stabilité et ’involutivité des noyaux 4,_, ;
peut étre lue sur les noyaux J;_; ..# la discussion étant semblable a celle du
§29. Si I’on remplace p§ par ’application (30.3) on obtient des propriétés
analogues pour les noyaux (LNV),C_I,,C. Sil’on prend un jet X = j.o(x) e J, et
si 'on pose y = a(x), s = mo00,2 =5(x) et u=T,s: T,M — T,N alors,
moyennant I’identification V' ,P ~ T,N, la restriction de (30.3) aux noyaux est
la restriction de 1’application

(30.4) —Id®@u: S*T*M @ TM — S*T*M ® TN .

Puisque 1’application p; du diagramme (16.3) restreinte aux noyaux se réécrit
comme le composé Py o (Jiio Sy 0¢) (p; est nul sur la composante horizontale
voir proposition 16.3), on voit de méme que la restriction de p§ (30.2) aux
noyaux est donnée par la restriction de (30.4). On peut encore vérifier que
(30.4) détermine un isomorphisme du complexe C,(.#) avec Cl(L~V) et C,(4).

Nous voyons ainsi que dans le cas dim M < dim N la théorie a un caractere
absolu, les hypotheses et les propriétés ne dépendant que du faisceau .# sur
la variété source M.

2éme cas: dimM > dim N. Dans ce cas aucune simplification essentielle
ne se présente. L hypothése de régularité H, est équivalente a la constance
locale de la différence

dim (J M), x, — dim ker (30.3)x
et la régularité de 4, dans H, est équivalente a la constance locale de
dim (Jgl )oxy — dim [(Jxll) oz, N (ker p3) ]
ou encore, en vertu du corollaire 1 de la proposition 16.3, a celle de
dim (Jy M), x, — dim [(Jocl) oz, N (ker P)x] .

Montrons finalement que ’hypothése H, est toujours vérifiée lorsque dim M <
dimN. Soit .# un faisceau de Lie sur M et J le faisceau des germes d’invariants
différentiels associés a .#. Puisque les sections locales de % sont des champs
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de vecteurs horizontaux (contenus dans HP) on voit aussitdt que les reléve-
ments canoniques g oz, des fonctions locales g de N sont des invariants différ-
entiels d’ordre zéro de % et que les relévements canoniques g oz, 8, sont des
iinvariants différentiels d’ordre k. Il en résulte que By C $,- D’autre part
signalons que J_, est le faisceau des germes d’intégrales premiéres de .#.

Nous allons maintenant construire de fagon explicite les éléments de R(F)
et R(#). Indiquons par

(30.5) V! U — I1,(M, N)

I’application v, = (J17,) © oy, = p1,1 © (Jx7,). Chaque v4(X), X € %,, s’identifie
a une application linéaire de rang maximum

(30.6) 1.(X): T, M —>T,N ,

ol x = a(X) et z = m,o B;(X). Prenons ensuite une variation infinitésimale
locale ¢ € %, définie dans un ouvert U C %, et soit g une fonction locale
de N. La définition méme de 3, montre tout de suite que

(30.7) 9, (800 B)(X) = [Vi (X e(XN]-g, XeU.

Par conséquent, si ¢ est #-admissible, la dérivation 3, transforme 1’invariant
différentiel, d’ordre k, g o m, 0 8; en un invariant différentiel d’ordre k + 1 défini
dans U (qui n’est pas forcément le relevement d’un fonction locale de N). Ceci
entraine que la fonction d,(go 7,0 §;) est localement constante sur les trajec-
toires de %, ,, (i.e., les trajectoires des champs prolongés b, .6, 6 € £, ou bien
des champs prolongés p;..&, & € 4, ou encore les feuilles intégrales de 4,
lorsque ce champ d’éléments de contact est régulier et intégrable). Comme g
est une fonction arbitraire de N ceci revient a dire que 1’application

(30.8) Vi1 9: X € U v, ,(X)(p(X)) e TN

est localement constante sur les trajectoires de #,,, cette notion ayant un sens
car les buts 7,0 f;,,(X) de tous les jets X situés sur une méme trajectoire de
%L .1» prolongement par la source de .#, sont égaux.

Proposition 30.1. Une condition nécessaire pour que le germe, en X,, de
la variation infinitésimale ¢: U — TM soit admissible, i.e., appartienne a
Ri.1(P), est que I’application (30.8) soit constante sur les trajectoires de ¥, .,
dans un voisinage de X,.

Montrons ensuite que cette condition nécessaire est également suffisante
lorsque dim M < dim N. Pour ceci nous montrerons que les variations infini-
tésimales ¢ satisfaisant & la condition ci-dessus vérifient en outre la condition
[¢, 0] = O pour tout § ¢ ¥ donc déterminent une section locale de Ry, ,(&).
Reprenons les notations du § 15 ainsi que la formule (15.2) oli I’on remplacera
la variation infinitésimale globale @ par la variation locale ¢. Le point X € U
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étant fixé, on indique (cf. § 15) par ¢¥** le groupe local a un paramétre
engendré par .0 et par ¢f*'(X) la trajectoire y(f) de p;.,0 issue du point X.
Puisque § est z-projetable en & € .#, la famille (y,) du § 15 est le groupe local
a un parameétre engendré par &. La formule (16.4) du prolongement par la
source nous donne la relation

(30.9) Vi1 PG (X] = v (X)) 0 [u,(XD] g 0 gE+1(X)]

Lorsque dim M < dim N ’application linéaire v,,,(X) est injective par consé-
quent la formule (30.9) montre que v;_,-¢ est constant sur la trajectoire y si
et seulement si 1’application

(30.10) u,(X) g o g5+ (X)]
est constante. Or, ceci est la cas lorsque
0/3D{u(X) " po i+ (X)])} =0
pour toute valeur de ¢ ou, de fagon équivalente (cf. (15.2)), lorsque
H(p,0)(Y) =0

pour tout point Y situé sur 7.

Il en résulte que v, ,-¢ est localement constant sur les trajectoires de £,
si et seulement si H(p, §) = [¢, 8] = O pour tout champ 0 ¢ &Z.

Proposition 30.2. Soit dim M < dim N. Une condition nécessaire et suffi-
sante pour que le germe, en X,, de la variation infinitésimale ¢ : U — TM soit
admissible, i.e., appartienne a R;, (&), est que I’application (30.8) soit con-
stante sur les trajectoires de ¥y, dans un voisinage de X,. En outre, R(%)
= R(L) et R(¥) = 0.

La derniére assertion résulte trivialement de (30.7) compte tenu du fait que
g est une fonction arbitraire de N et v, ,,(X) est injectif. Construisons mainte-
nant les éléments de R(¥), c’est-a-dire, les variations infinitésimales locales
¢: U— TM (k arbitraire) telles que v,,,-¢ est localement constant sur les
trajectoires de .#;,,. Pour ceci supposons que I’hypotheése H soit vérifiée par
conséquent les trajectoires de %, (k > k; — 1) sont les feuilles intégrales du
champ régulier et intégrable 4, ;. Soit & une de ces feuilles. Comme le pro-
longement est défini par la source on voit immédiatement que m,0 ., ,(F) =z
est un point fixé de N et que im v, ,(X) C T,N est indépendant de X ¢ & . Si
¢ est admissible, alors 2 = vy, -¢ est une application de U dans TN qui reléve
7,0 Bryy (variation infinitésimale de z,0f;,,) et qui vérifie en plus les deux
conditions suivantes :

a) 2 est localement constante sur les feuilles de 4, ,,

b) A(X) e im v, ,(X).
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Soit E;,, = im v, le fibré vectoriel de base %, dont la fibre en X est égale
a im v,,,(X). Ce fibré est trivial le long des feuilles de 4,,,. Les applications
2 ci-dessus s’identifient aux sections locales du fibré E;,, qui sont constantes
le long des feuilles. Réciproquement, une telle section 1 détermine une varia-
tion infinitésimale admissible ¢ en posant p(X) = v;,,(X)'[A(X)]. Soit main-
tenant X € %, un point fixé, x = «a;,,(X) ¢ M, w ¢ T,M un vecteur arbitraire
et posons @ = v;,,(X)(w). Pour construire une variation infinitésimale admis-
sible ¢ telle que ¢(X) = w, on prend une variété (locale) ¥~ transverse au
feuilletage défini par 4,,, qui passe par le point X et on prend une section
locale 1, du fibré E;,,|7". La section A, s’étend localement en une section
admissible 1 (i.e., constante le long des feuilles). Ceci démontre bien que H,
est vérifi€¢. Un argument plus direct est le suivant: on voit facilement que
Y ¢ 7" — im v,,,(Y) est une application différentiable dans la Grassmannienne
de N donc localement il est toujours possible de construire une application
différentiable 2, qui prend la valeur w en X et telle que 2,(Y) € im v, ,(Y). On
étend ensuite 4, en une application 2 constante le long des feuilles. Remarquons
de passage que 7,0 f,,: ¥~ — N est une submersion.

11 est intéressant de construire R(¥) = R(Z) en utilisant directement la
formule (15.3). Si¢: U— TM vérifie la condition [¢, §] = 0, 6 € &£, la discus-
sion précédente montre que la valeur de ¢ le long d’une courbe intégrale y de
Pr..0 est enticrement déterminée par sa valeur en un point X. Plus précisé-
ment on a la relation (cf. (30.10))

(30.11) o) = @o " '(X) = u,(X)p(X)] ,

qui exprime une condition nécessaire et suffisante pour que le crochet soit nul.
Soit /1, ,(#) le sous-groupoide de Lie de /7, ,,(M) obtenu par intégration de
I’équation de Lie J;,,.# (cf. hypotheése H) ou encore par exponentiation de .#
(on integre les champs de vecteurs sections locales de .# et on prend les
(k + 1)-jets des transformations locales ainsi obtenues ; ceci engendre 7, ,(.#)).
La relation (30.11) exprime que ¢ est un covariant différentiel par rapport a
I’action du groupoide /1, ,(.#) sur les espaces de prolongement % ,, ~ 11 ,.(M,
N) (action standard) et TM (action via p, ., et I ,(A) = py,x L1 (A)).
Puisque /7, ,(.#) opere sans points fixes sur /7, ,,(M, N) (dimM < dim N) on
peut construire les sections locales ¢ de R}, (&) par un argument de covari-
ance. En effet, on prendra un relévement arbitraire ¢,: ¥~ — TM au dessus de
ay,, et on 1’étendra localement par covariance. Remarquons en outre que la
connaissance de [7;,,(.#) est équivalente a la connaissance des trajectoires
de 4,, (dim M < dim N).

Montrons ensuite que 1’hypothese H; est en fait toujours vérifié pour k > 1
indépendamment de ’hypotheése de régularit¢ H. Pour le voir, prenons le
faisceau de Lie #’ = TM et soit #’ le relevement horizontal canonique de
M. Le faisceau £’ vérifie ’hypothese H pour tout kK > —1 donc, en parti-
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culier, le champ 4 est régulier et intégrable (cf. corollaire 2 de la proposition
16.3). Par conséquent ¥’ vérifie H, pour k > 1 et B(R,(¥’)) = TM. Puisque
les trajectoires de .#, sont toujours contenues dans les trajectoires de %}, on
voit immédiatement que R,(¥’) C R,(¥) par conséquent f(R,(¥)) = TM.

Reprenons les notations introduites a la suite du corollaire 1 de la proposi-
tion 25.1. La discussion précédente montre que

(30.12) R(E) = I Ry, Ri(D) =~ J Ry, 0y Ri(L)

au dessus de % ou R(L) (resp. R,(¥L’)) est isomorphe au faisceau en ;-
modules (resp. J,(#")-modules) des germes de variations infinitésimales locales
d’ordre 1 qui sont I7,(.#) (resp. I1,(M)) covariantes ou, de fagon équivalente,
aux variations infinitésimales locales ¢ telles que v,-¢ est constant sur les
trajectoires de %, (resp. %) ce faisceau étant remonté a %. En particulier,
lorsque dim M = dim N, im v, ,(X) = T,N et par conséquent on obtient déja
un nombre suffisant de variations infinitésimales admissibles d’ordre 1 qui
remplissent TM en ne prenant que les applications 2 = pom,0f, ol 5 est un
champ de vecteurs local arbitraire de N (les trajectoires de %, sont toujours
contenues dans les fibres de x, 0 ;). Ceci montre que, lorsque dim M = dim N,
on a ’isomorphisme

(30.13) ML) = I R, 1(By) -

Donnons ensuite une fagon de construire les dérivations admissibles §; (cf.
§ 25). Pour ceci remarquons que 4, C HP et que si X € J; et dimM < dim N,
la condition X e %, est équivalente & <X N H,P = 0 ol y = B(X). La proposi-
tion 25.3 entraine que tout X € %, admet un voisinage muni de variations in-
finitésimales admissibles (@;), 1 < j < m, définies par exemple a I’aide d’une
sous-famille a m éléments extraite d’un systtme fondamental quelconque
d’intégrales premieres de HP; ce sont des invariants différentiels d’ordre zéro
et en fait constituent les relévements, par r,, des systemes de coordonnées
locales de N. Les variations @, sont également admissibles pour #’ car dans
leur expression n’interviennent que les fonctions locales de N qui sont des in-
variants d’ordre zéro de .#’. La construction ci-dessus n’est autre que 1’aspect
algorithmique (calculatoire) des constructions intrinseques précisées auparavant
pour #’.

A ce point il est intéressant de relier la discussion précédente aux formules
(7.2) et faire un calcul en coordonnées pour redémontrer la proposition 30.2.
Ceci établira un lien avec les textes de Sophus Lie. Pour éviter des calculs
excessivement longs nous nous bornons au cas ou k = 1.

En effet, prenons des coordonnées locales (x¢) au voisinage de «,(X) et des
coordonnées locales (y*) au voisinage de m,0 8,(X). Ecrivons ¢ = a? ® 9/dx’
ol les @’ (1 <j< m) sont des fonctions définies au voisinage de X. On trouve
que v,-¢ = yia? ® 3/dy* (1 < 2 < n) et I’hypothése faite sur v,-¢ équivaut a
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dire que les fonctions y}a’ sont des invariants différentiels d’ordre 1 de #. On
a par conséquent p,0(y}a’) = O pour toute section locale § de .. Or, si § =
6'9/ox*, alors (cf. (7.2))

P.0 = 6%/oxt — yi(86%/0x")d/ 5y}
et par conséquent la relation
0 = pOOia’) = [pO)Ia’ + yi(h6-a’)
s’explicite par
(30.14) yi(06* oxT)al — yi(p,6-a*) = 0 .
Calculons [¢, #]. On trouve
[a? ®d/ox7, 69/0x"] = a’ @ [9/0x7, 6°0/ax*] — (p,0-a’) ® 9/ox7

= a’ ® (36 /9x%)0/ox* — (p,0-a?) ® a/ox?
= (a%060%|ox) — p,0-a*) Qa/ox* .

Or, I’expression du coté gauche de (30.14) prise au point r, 0 8,(Y) n’est autre
que la composante suivant 9/9y* du vecteur

v,(Y)[(a’36%ox7 — 5,0-a*)d/ax*] .

Ce vecteur est donc nul. Si dim M < dim N P’application v,(Y) est injective
par conséquent [¢, 6] = 0.

Examinons finalement le cas dim M > dim N. Dans ce cas les éléments de
R(¥) vérifient la condition nécessaire de la proposition 30.1 mais il y a
d’autres conditions nécessaires a rajouter. En effet, soit ¢ : U — TM une varia-

tion infinitésimale d’ordre k + 1 (quelconque) et posons, suivant les notations
du § 5, formule (5.1),

Prr1 = 2k+1°(1d X gD) U—>T.’k .

Prenons en plus une tranformation locale » de M et indiquons par {**! son
prolongement canonique a J,,, défini par

VX)) = X[, x = a(X)

(ou ’on identifie J;,, a J,,,(M, N)). Définissons ensuite la variation infini-
tésimale *¢ par

(30.15) Po(X) = (T9) o+ X)] .

On vérifie facilement, a I’aide de diagrammes commutatifs, que cette définition
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est compatible avec le passage a la limite inductive, c’est-a-dire, on a la for-
mule

(30.16) Vo prin) = W) oprin s  k+ 1< h.
En outre, les relations suivantes sont vérifiées :

(30.17) @) oW * = (P*)*0,f = Oyu,(fo¥*) ,
(30.18) (W*@i 1 (X) = (TY*) 'pp ,(¥*H1X)

ou f est une fonction locale quelconque dont le domaine est contenu dans
Ox,x+,U. Supposons maintenant que ¢ est admissible, que - est une transfor-
mation obtenue par exponentiation de .# et que 4, est régulier et intégrable
pour & > k. Puisque * préserve les invariants différentiels d’ordre k, les for-
mules (30.16) et (30.17) montrent que *¢ est aussi admissible. Supposons
en plus que + est proche de I’identité (par exemple pour la topologie C**! dans
une carte, ou de fagon plus naive, prenons un voisinage V de Y = g5, X
adapté au feuilletage et muni d’un systéme fondamental d’intégrales premiéres
et bornons nous aux transformations - telles que * est une transformation
locale de V). Dans ces conditions fo+* = f pour tout invariant différentiel f
par conséquent la formule (30.17) se réécrit par

(30.19) 3,f = dyuf
ou encore par

(30.20) [P 11 (X) — (WP*@)e,1(X)]-f =0 .

Compte tenu de (30.18) et de la régularité de 4;, la dernicre formule se
transcrit par

(30.21) Ty (i1 X) — (W71 X) € 4 (YY) .

Or, ceci montre qu’une variation infinitésimale admissible ¢ doit vérifier la
relation (30.21) le long de petites courbes intégrales donc, par un argument
de compacité, le long de toute courbe intégrale y(£) = ¢;**(X) du champ pro-
longé py..0, 0 € &£, c’est-a-dire, on a la relation

(30.22) Toi(pr 1 X) — @ri(BE1X) € A ($EY) .

De méme les variations prolongées oo oy, K + 1 < h, étant admissibles,
doivent vérifier les relations (30.21) et (30.22) au niveau 4. En particulier,
lorsque ¥**'X = X, la formule (30.21) se réduit a

(30.23) TV (@ X) — ora(X) € 4,(Y) ,
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cette derni¢re formule étant valable sans restrictions sur + car il en est de
méme pour (30.19).

Nous pouvons ensuite restreindre les considérations ci-dessus aux (k + 1)-
jets. De fagon précise, puisque T,y et Ty*, ¥ = g4 ;.. X, sont déterminés
par j,,(x) il en est de méme pour *¢(X) ainsi que pour tous les termes des
formules précédentes calculées en X. Prenons donc Z ¢ /7, .,(M); les formules
(30.15), (30.17) et (30.18) se transcrivent respectivement par

(30.24) ZFp(X) = (Z) '[p(X-Z71] ,
(30.25) {pp X -Z7Y), df) = {(Z%¢)i(X), Z*df) ,
(30.26) (Z*@)i (X)) = (TD) g (X -Z77)

ol Z, = p, ., Z est identifié & une application linéaire tangente, TZ = Ty ",
Z¥df = (Tyy*)*df et (Z*¢)y, (X)) = Ax,(X, Z*p(X)). Supposons maintenant
que ¢ est admissible. La formule (30.21) ou (30.22) se transcrit par

30.27) TZ(py (X)) — @ (X-Z) e dp(Y-Z71), Zell, (M) .

Soit 1, ,(#)x le sous-groupe de I/, ,(.#) formé par les éléments Z tels que
X-Z' = X (lisotropie en X). La formule (30.23) se réduit a

(30.28) TZ(ps, X) — pe(X) € 4(Y) .

Plus généralement, si Z, W e Il ,(#) sont des jets vérifiant la condition
X -Z7' = X W1, les relations (30.27) ou (30.28) entrainent

(30.29) TZ(p1 X) — TW(pp X) € 4(Y-Z7) .

Puisque les trajectoires de ¥, sont toujours contenues dans les fibres de
7,0 Br.1» la condition nécessaire de la proposition 30.1 est une conséquence de
(30.29). D’autre part il est facile de démontrer que si la variation infinitésimale
¢ vérifie la condition (30.27) pour tout X et Z (donc aussi (30.22) pour tout
0 e &), alors ¢, est admissible a ’ordre & (i.e., transforme les invariants
différentiels d’ordre k en des invariants d’ordre k + 1). En effet, on prend une
carte feuilletante pour 4, et on remarque que la condition (30.27) entraine que
tous les vecteurs ¢y (W), W variant dans une feuille de 4;,,, se projettent,
dans la composante transverse de la carte, suivant un méme vecteur v et que
les invariants différentiels d’ordre k contenus dans cette carte ne sont autres
(localement) que les relevements des fonctions locales de la composante trans-
verse. Nous obtenons ainsi la

Proposition 30.3. Une condition nécessaire et suffisante pour que la varia-
tion infinitésimale ¢ : U—TM d’ordre k + 1 soit admissible est que (I’analogue
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de) la condition (30.27) soit vérifiée pour toutes les variations prolongées
PO Pk+1,n0 h>k+1.

La condition ci-dessus n’est pas d’utilisation commode. Il serait souhaitable
de démontrer qu’il existe un entier p tel que si la condition est satisfaite a
I’ordre u elle le sera aussi a tous les ordres supérieurs. Soit X ¢ J, et k, ’entier
a partir duquel 4,(X,) devient stable. Supposons d’autre part que .# est un
pseudogroupe infinitésimal de Lie (clos pour le crochet et les fibrés vectoriels
Jn M sont réguliers pour A assez grand) et soit k, I’entier & partir duquel les
noyaux J,_, ,.# deviennent stables, autrement dit, k, est I’entier a partir
duquel le groupoide 7, ,(.#) devient (localement) le prolongement canonique
du groupoide /7,(.#) (Théoréme du prolongement de Cartan-Kuranishi pour
les équations aux dérivées partielles non-linéaires [30]). Dans ces conditions il
est vraisemblable que la propriété cherchée sera vérifiée au voisinage de X
lorsqu’on prendra ¢ = max {k;, k,} + 1. Supposons pour I’instant qu’il en soit
ainsi a ’ordre p et cherchons a construire des variations infinitésimales admis-
sibles au voisinage de X,. Prenons tout d’abord une variété locale ¥~ passant
par le point X, et transverse aux trajectoires de .#,. Prenons ensuite un releve-
ment local ¢,: ¥~ — TM au dessus de «, qui en chaque point ¥V € ¥~ est com-
patible avec la condition (30.28) prise au niveau & + 1 = g, X étant remplacé
par V. Cette condition se traduit par la relation

(30.30)  TZIA(V,p )] — 2,(V,oW) ed, .(V,), Vev .

Propageons finalement le relevement ¢, le long des trajectoires de ., de telle

sorte a obtenir une variation infinitésimale locale admissible ¢ d’ordre p en
posant

30.31) (W) = Taf,,_lo TZ(W) o Zp(V, o V) = W) (@ V) Wew ,

ou V est le point de 7~ situé sur la trajectoire passant par W et {: #" — II (A)
est une application différentiable définie dans un voisinage #~ de X,, adapté
au feuilletage, telle que V.{(W)~' = W. L’application { s’obtient par des
arguments de rang constant relatifs au groupoide de Lie /7,(.#). La variation
¢ ainsi obtenue satisfait la condition (30.27) a I’ordre y car ¢, est compatible
avec (30.28). L hypothése H, sera vérifiée en X, si et seulement si il est possi-
ble de construire un nombre suffisant de relévements locaux ¢, que induisent
une base de T,M. Or ceci équivaut a dire que, pout tout ¥ e ¥~ voisin de X ,,
les orbites de I7,(#), dans le sous-espace ¢V (voir discussion précédant la
proposition 25.3) sont contenues dans les classes d’équivalence de F modulo
¥V N 4,,,(V,_)). On remarquera que I’action du groupe d’isotropie complet
11,(M)y,, via TZ, laisse toujours invariant le sous-espace W et que si la con-
dition ci-dessus est vérifiée en un point d’une trajectoire elle 1’est aussi en tout
autre point car les groupes d’isotropie correspondants sont conjugués et tout
Z ¢ I1 () laisse invariant 4, et transforme W en «(W-Z™"). En particulier,
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sizX, N4, ,(X,_,) =0, laméme propriété reste valable dans tout un voisinage
de X, par conséquent le relévement ¢, devra prendre ses valeurs dans 1’image
par Te,_, des points fixes de ¢V, V € ¥, par I’action de I’isotropie /7,(.A4)y,
c’est-a-dire, dans ’ensemble des points fixes de TM par I’action de p,, /1 ,(A)y .
L’hypothése H; ne sera vérifiée que lorsque I7,(.#), opere de fagon triviale
sur Vet cette propriété sera en fait valable dans tout un voisinage #~ de X,.

A ce point il est intéressant de reprendre la condition nécessaire et suffisante
(30.11) pour que la variation infinitésimale ¢ d’ordre k& 4 1 détermine une
section locale de ., ,(#). En termes du groupoide /7, ,(.#) cette condition,
ou le fait que ¢ est un covariant différentiel, s’écrit par

(30.32) oX-ZY) =Z,-p(X), Zell,, (A)
d’ou, en particulier,
(30.33) oX) = Z,-p(X) , Zoeplly (M)yx .

Or, cette relation exprime que ¢(X) est un point fixe de T,M par ’action a
P’ordre 1 du groupe d’isotropie /7, ,(.#)x. Pour construire des éléments ¢ de
R;...(#) on prendra une variété transverse ¥~ et un relevement ¢,: ¥° — TM
a valeurs dans I’ensemble des points fixes par I’isotropie d’ordre £ + 1 et, a
I’aide de (30.32), on propagera ¢, le long des trajectoires de .#;., en une
variation locale ¢.

Terminons cette section par ’étude d’un exemple qui satisfait trivialement
le théoréme de Lie mais qui se comporte de fagon peu satisfaisante du point
de vue de la théorie. Les hypotheses H;, 1 < i < 3, seront vérifiées (H, pour
k>0, H, pour k> —1 et H, pour k > 1) pourtant on trouvera que R°(%) # 0
et R(¥) = 0.

Soit A4 = TM, ¥ son relévement horizontal canonique et supposons que
dim M > dim N. Puisque 4, = HJ; = ker T(x,0 8;) dans %, (cf. corollaire 2
de la proposition 16.3), les invariants différentiels d’ordre £ > O ne sont autres
que les relévements des fonctions locales de N par conséquent § = J, = By
et J_, = 0. Ceci entraine en particulier que la condition nécessaire de la
proposition 30.1 pour I’admissibilité de ¢ est également suffisante. D’autre part,
puisque les trajectoires de ¥, ne sont autres que les fibres de z,0 8, on voit
facilement que la condition ci-dessus est équivalente & la condition plus générale
(30.27) (les transformations +* commutent avec =,of; par conséquent 77
commute avec T(x, o §;)). Remarquons ensuite que v,(X) a un noyau non trivial
de dimension m — n. Or les éléments de R(#) sont les germes de variations
infinitésimales locales ¢ telles que ¢(X) ¢ ker v,(X) ou encore, les sections
locales du fibré vectoriel ker v, de base %, dont la fibre en X est ker v,(X);
par conséquent R°(¥) = 0. Il est maintenant facile de voir que R'(¥) C R(L).
En effet puisque R'(¥) C R(L) tout élément ¢ e RA(L), ¢ + 0, qui est &
crochet nul peut, en vertu de la proposition 7.1, étre modifié par une fonction
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non invariante f de telle sorte que fo € h°(#) ne le sera plus.

Montrons ensuite que ’hypotheése H, est satisfaite dans % pour £ > 1. En
effect, fixons X € %, prenons un vecteur arbitraire v ¢ T ,M et posons w =
Ve(X)-v e T,N. Soit 2: U — TN un relevement local de z, o 8, constant sur les
fibres de =,o0 f; (trajectoires de #;) et tel que A(X) = w. Un tel relévement
n’est autre que le composé & o «, o B ou £ est un champ local de N avec &, = w.
Comme les valeurs de v, sont toutes des applications linéaires de rang maxi-
mum n, on peut choisir un inverse a droite différentiable v¥ de v, dans un
voisinage de X (v,(Y)-v¥(Y) = 1d) tel que v*(X)w = v. Ceci revient a scinder
localement le fibré ker v, dans %; X, TM. On prend finalement la variation
infinitésimale ¢ = v*-2 qui sera admissible en vertu de la proposition 30.1.

Vérifions maintenant que R'(#) = 0. En effet, si ¢: U — TM est a crochet
nul, le vecteur o(X), X € U, doit étre d’aprés la condition (30.33) un point
fixe par I’action de 17, ,,(M)y. Or, ce groupe d’isotropie est non trivial (car
m > n) et opere aussi de facon non triviale sur T,M. Posons J;, 7,(X) =
je+15(x). On peut trouver des coordonnées locales (x?) en x et (z%) en z =
7,0 Bu(X) = s(x) tel que s lue dans ces coordonnées s’écrit

si(xt e, x™) > (X, e, X

(théoréme du rang constant). Or, le groupe d’isotropie 1 ,,(M)x est’ensemble
des jets Z e Il (M) tel que ji,,s(x)-Z7! = j,.,5(x) donc c’est I’ensemble des
jets Z = j,,.f(x) ou f est une application feuilletante par rapport a x*, - - -, x®,
c’est-a-dire, a pour expression locale en les coordonnées (x?)

f: (xl, '._,xm)'_)(xl, ...’xn,fn+l(xj), "'9fm(xj)) > 1 Sjﬁm

les fonctions f*(x7) étant astreinte a la seule condition fi(x) = xf. Le groupe
{T .f} est égal au groupe G des matrices m X m inversibles de la forme

(Idn O)

% kok ’

Le seul point fixe de ce groupe est le vecteur nul. Il en résulte que R'(¥) = 0.
D’autre part, puisque B(R,,,(¥)) = TM, les trajectoires de II;,,(M)y dans
=X sont toujours contenues dans les classes d’équivalence modulo X N 4,
quelque soit X e %,,,. Ces trajectoires peuvent se déterminer de la fagon
suivante. Posons X = j,,,0(x). Puisque s = m,00 est de rang maximum,
I’application linéaire T'(m,0fB;): tX — T,N est surjective. En plus
ker [T(z,0 8;) | 7X] = X N 4, donc les classes d’équivalence modulo X N 4,
ne sont autres que les images réciproques des vecteurs de 7,N. Remarquons

ensuite que Tay: 7X — T, M est un isomorphisme et que le diagramme suivant
est commutatif
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X

Tay T(ms 0 )

™M —= 3TN

par conséquent T, transforme 1’image réciproque d’un vecteur w ¢ T.N dans
X en I’image réciproque du méme vecteur dans 7,M. De méme la commuta-
tivité de

TZ
X — X

Takl lTak

V4
.M - T,M

montre que les trajectoires de /7;,,(M)y dans zX se projettent par T« sur les
trajectoires de p,/7;,,(M)xy ~ G dans T ,M. Or, puisque les f sont des trans-
formations arbitraires qui commutent avec s ou, plus simplement, compte tenu
de la nature du groupe G, on voit immédiatement que les trajectoires dans
T .M sont précisément les sous-ensembles {0}, ker T',s — {0} et (T',5)~'(w) avec
w # 0. En remontant a =X, on trouve que les trajectoires de 7/, ,(M)y sont
les sous-ensembles {0}, <X N 4, — {0} et les classes non nulles modulo
X N 4,.

Remarquons finalement qu’il est impossible dans cet exemple de construire
une famille de dérivations admissibles non nulles §; au sens du § 25 car R'(¥)
= 0. En outre, la construction d’une telle famille exigerait 1’existence d’au
moins m invariants différentiels indépendants tandis que cet exemple ne nous
fournit que .

Les criteres d’admissibilité introduits dans ce paragraphe s’étendent, en
partie, a la théorie générale exposée au chapitre III.

31. Le faisceau canonique des invariants différentiels de &

Donnons-nous un faisceau de Lie % sur la variété P. Pour pouvoir parler
d’invariants différentiels de .# il faut se donner une deuxiéme variété M et l1a
encore nous aurons des théories différentes suivant la fagon d’accrocher M a
P. Une premiere fagon est celle de considérer une fibration z: P — M; nous
obtenons la théorie générale développée dans le chapitre III. Une deuxiéme
facon est celle de prendre la fibration = : M X P — M et considérer les invariants
différentiels du faisceau .2 relévement r-vertical canonique 2 M X P du faisceau
%#. En identifiant J, (M X P) a J,(M, P) ceci revient a considérer les invariants
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différentiels du faisceau % sur les variétés J,(M, P) a I’aide du prolongement
par le but. Nous obtenons la théorie développée au §29. Lorsque dim M >
dim P la théorie de Lie est valable moyennant I’hypoth¢se absolue H ne portant
que sur . En particulier si nous prenons M = P, le faisceau des invariants
différentiels (&) ainsi obtenu est canoniquement attaché a #. Localement,
il revient & prendre M = R?, p = dim P, et réaliser (¥) comme faisceau
dont la base est le produit de R? par la limite projective des espaces de repéres
de P. Finalement, une troisi¢me fagon est celle de prendre la fibration z: P X
M — P et de considérer les invariants différentiels du faisceau .# relévement
n-horizontal canonique a P X M du faisceau .. Ceci revient a considérer les
invariants différentiels du faisceau ¥ a ’aide du prolongement par la source
c’est-a-dire la théorie développée au § 30. Lorsque dim M < dim P la théorie
de Lie est valable moyennant I’hypothése absolue H sur £. Si, en particulier,
on prend M = P le faisceau des invariants différentiels (%) ainsi obtenu est
aussi canoniquement attaché a . Localement on réalise '(#) comme fais-
ceau dont la base est le produit de R? par la limite projective des espaces de
coreperes de P. Les restrictions de (&) et J'(¥) a I1..(P) sont canonique-
ment isomorphes a I’aide de I’inversion X — X~!. Le faisceau (%), ou son
dual (%), joue un role important dans 1’étude de la structure du faisceau de
Lie #.

32. L’exemple classique

Nous allons maintenant développer un exemple dit a Sophus Lie [41, chap.
IV] qui a été repris par Tresse, Medolaghi et Vessiot. Il s’agit d’un exemple
trés simple qui pourtant contient en soi toutes les subtilités de la théorie.

Soit P = R® muni des coordonnées (x,y, z) et M = R? muni de (x, y). Con-
sidérons la fibration évidente z: P — M, (x, y, z) — (x, y), et (sur P) considérons
le faisceau de Lie % formé par les germes de champs locaux § = fo/ox —
1'z0/dz, ou f est une fonction arbitraire de la seule variable x, et f est sa dérivée.
Un calcul direct montre que . est stable pour le crochet. En outre, % est un
faisceau r-projetable dont la projection %_, dans M est le faisceau de Lie
formé par les germes de champs locaux fd/dx. Les transformations finies du
pseudogroupe I” obtenu par intégration des transformations infinitésimales de
% ont ’expression locale ¢: X = f(x), Y =y, Z = z/f(x), ol f est une fonc-
tion arbitraire & dérivée non nulle. Le faisceau de Lie réduit est formé par les
germes de toutes les sections locales de TP qui sont de la forme

i (x,y) — f(x)a/ox — f'(x)g(x,y)d/oz ,

ol f et g sont des fonctions arbitraires, la fonction g correspondant a la section
arbitraire ¢ = g o r de P. Plagons nous désormais dans I'ouvert # = (% )i>_:
de J défini par la condition z # 0. On montre facilement que le fibré L,
k > —1, est régulier au dessus de %, la dimension des fibres étant £ + 2.
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Chaque fibre admet les parameétres f(a), f'(a), - - -, f**P(a) ou a est la source

du point de base de la fibre. Le faisceau de Lie réduit vertical est formé par
les germes de toutes les sections locales de la forme

i (1, y) = [f(X)glx,y) + f(x)(9g/ax)(x,¥)]3/0z .

Soit X = j;,,0(x). On démontre que la dimension de (L) au point X est
k 4 2 si et seulement si au moins une des dérivées

aa+ﬁg
ox=ay?’

e+ pl<k+1, laf>1,

est non nulle. Autrement cette dimension est £ + 1. On voit ainsi que le fibré
(L,): a toujours des singularités dans %,,, et il faudrait restreindre davantage
le domaine % pour retrouver ’hypothése H;. Or cette hypothése sert a dé-
montrer que les noyaux 4;_,,; sont stables pour k assez grand. Nous verrons
plus tard par un calcul direct que ceci est le cas pour £ > 1 et au dessus de %.
Le méme résultat peut encore s’obtenir en développant la démonstration du
théoréme de stabilité asymptotique sur le fibré I, au lieu de (,), comme a
été fait dans [23]. Revenons  notre exemple ; on a‘montré que I, est régulier
sur %, pour k > 0 (ce qui assure I’hypotheése H, de [23]) et nous verrons tout
de suite que p,: L, — 4, est un isomorphisme (ce qui assure 1’hypothése H,
de [23]).

Utilisons maintenant les formules (7.2) pour calculer quelques prolonge-
ments. Nous adoptons les notations de Monge pour les coordonnées de J,, J,
et JS: D =059 =0yF =035, =0y, L = 0yy, @ = a.txxue = Ozzys 7 = Ozyy>
0 = 0,y,. On trouve les résultats suivants:

b_.0 = f(@/ox) ,
Pd = f(@/0x) — f(z0/3z) ,
b0 = @/ox) — f(z0/9z + 2pd/dp + qd/dq) — f"(z3/ap) ,
p.0 = f(@/ox) — '(z0/0z + 2pd/dp + qd/dq + 3rd/or + 259/0s + t3]at)
— f"(z8]op + 3pd]or + qd/ds) — {"(zd/ar) ,
p,0 = f(8/0x) — f(20/0z + 2p3[dp + q3/dq + 3rd[or + 250/ds
+ 19)0t + 4ad|dc + 3P0/0B + 2y0/dy + 60/05)
— f"(z0/op + 3pd/or + qd/ds + 6rd/oa + 359/3p + t3/dy)
— f""(z0/dr + 4pd/oa + qd]dp) — f*(zd/0c) ,

.........................

B0 = 1(3/0%) — z o, .
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On remarque que les champs de vecteurs contenus dans les parenthéses sont
indépendants de f, i.e., indépendants du champ particulier § et leur nature
résulte seulement de la forme particuliére de I’ensemle des champs 6. En outre,
le premier champ de chaque parenthése est un des champs d/0dx, z0/9z, z3/dp,
zd/or,z0/0w, - - - avec z # 0. On en déduit que le champ 4, k > —1, est
régulier de dimension constante £ + 2 en tout point de %;. L’hypothése H,
est ainsi vérifiée. En outre, puisque 4, et L, ont le méme rang, 1’application
Pr: L, — 4, est un isomorphisme (k > 0).

Vérifions a présent I’hypothése H;. Indiquons par 9, et 9, les dérivées for-
melles associées aux champs d/dx et 9/dy de M. Un calcul direct montre que

1 a 0
[z ®ax’6] B [ay’ 0] 0

pour tout € € .#. On obtient ainsi deux dérivations formelles admissibles §;, =
(1/2)a, et h, = 9, qui sont des sections globales de D,(¥) au dessus de . Les
variations infinitésimales correspondantes @, = (1/z) ® 3/dx et @, = 3/dy in-
duisent en tout point X € % une base {@,(X), 0,(X)} de T ,M, x = a(X), car
z # 0 dans %. D’apres la proposition 25.1 les sections @, et @, constituent une
base globale du §-module R(#) au dessus de . Nous verrons plus tard que
R(L) = R(L). 1l est curieux de remarquer que pour k > —1 la famille de
tous les champs de vecteurs locaux de J, qui sont invariants par %, est le
faisceau de Lie {d/ay} de J, ou ¢ est une fonction locale arbitraire qui locale-
ment ne dépend que de la variable y. Tout champ ¢d/dy induit la dérivation
formelle admissible ¢d, = ¢b, (cf. § 21).

Reste finalement a calculer I’entier a partir duquel commence la stabilité.
Or, les formules des champs prolongés montrent que 4_,, = [9/9z], 4,,, =
[8/ap], 4,, = [d/or], 4,,; = [9/0a] et de facon générale 4;_, , = [0/0w] ol w
est la coordonnée 9%¢/dx*. On voit alors que (4,_, ;) x, s’identifie au sous-espace
de S¥TiM ® VP constitué par les k-formes symétriques s dont le noyau
contient (9/dy), c’est-a-dire telles que i(3/dy),s = 0, x = a(X,), y = p(X,).
Ce sous-espace est isomorphe & S*R* @ R car c’est ’ensemble des formes
symétriques qui se factorisent a la composante [9/dx], de T,M. Un raisonne-
ment analogue a celui du § 28 nous montre que 4, ., = P(dy_;,x) pour k > 1
et 4;_, . est involutif pour & > 1.

Calculons maintenant quelques invariants différentiels de .#. Par intégration
de 4, k < 3, on obtient les systemes complets d’intégrales premicres indé-
pendantes

d’ordre —1: {3}
d’ordre  0: {y}
d’ordre 1: {y,q/z}

d’ordre  2: {y,q/z,t/z,(zs — pqg)/Z’}

d’ordre  3: {y,9/z,t/z,(zs — pq)/2%, /2, 4z — p1)/ 2,
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B/z* + 3p’q/z" — (Bsp + rq)/z*}.

Posons y = p, q/2 = v, t/z = u, (zs — pq)/Z* = v. La liste des intégrales
premiéres indépendantes se transcrit par

ordre —1: {y}
ordre 0: {y}
ordre {p> v}

1
ordre  2: {u v, by + 4 hp}
ordre  3: {g,v, 0y + % 0w, hu + uy, hv + 3vy, —hv}.

Nous pouvons simplifier cette liste en la suivante (en éliminant les termes
superflus »?, uy et 3vy)

ordre —1: {u}

ordre O0: {y}

ordre 1: {g, v}

ordre  2: {u,v, by, h}

ordre 3: {,Ua Y, f)z“a [)11” bzbz“a f)zf)lya 5151’)}-

Nous retrouvons ainsi par un calcul direct et pour les ordres 1 et 2 le théoréme

de Lie qui est valable pour & > 1. On a la relation [}, §,] = —vbh, et
-1
det <0$ ay >(3,v ayu) _ —lf)l ,
Dot Oypt/ \Oupt Oyt v
0 0, \(0zx Op\' _ V—u
(i ) )=
0y 0,0/ \0p Oy v b+ b

Si g € RUAL), ¢ doit €étre de la forme ¢ = 23/0x ou 2 est un germe de fonction
locale d’un certain J, car 9, annule ’invariant y. Il en résulte que ¢ = (12)},
d’ot, en appliquant 9, aux invariants obtenus précédemment, on trouve 2 =0.
Ainsi R(¥) = 0 et par conséquent R(¥) = R(L). D’autres exemples se
trouvent dans la littérature [41], [42], [50], [67], [68] et notamment le faisceau
de Lie 6 = fd/ox + f'ya/dy + f’ya/dz, ou f est une fonction arbitraire de la
variable x. Les transformations finies s’écrivent X = f(x),Y = yf(x),Z = z
+ y(f”(x)/f'(x)) ou f est une fonction arbitraire inversible.

33. Théorie des courbes gauches

Une courbe de R® est un plongement d’un ouvert de R dans R°. Posons
P = R* muni des coordonnées (¢, x,y,z) e¢ M = R muni de la coordonnée ¢.
Soit 7: P — M la projection (¢, x,y,2) — t. Une courbe de R® se représente
par une section locale ¢ de # telle que la fonction 7z, 06 a une dérivée non nulle
en chaque point. Soit % le faisceau de Lie n-projetable défini sur P par
I’ensemble des germes de tous les champs locaux f(#)a/dt + 6, ou f(¢) est une
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fonction arbitraire de ¢ et § = ¢(x, y, 2)3/ox + V¥ (x,y,2)8/dy + 5(x,¥,2)0/0z
est un déplacement infinitésimal générique de R®* muni de sa structure
euclidienne. On ajoute la composante f(#)d/d¢ pour tenir compte des change-
ments de paramétrage des courbes. De la théorie des courbes gauches on
connait tout de suite deux invariants différentiels de % a savoir la courbure
(d’ordre 2) et la torsion (d’ordre 3); on sait en plus que deux courbes se trans-
forment une dans ’autre par un déplacement de R°® si et seulement si les
courbures et torsions, paramétrées par la longueur d’arc se correspondent.
Soit % ’ouvert de J formé par tous les éléments dont le 1-jet est injectif et
le 2-jet est a courbure non nulle. Le résultat ci-dessus s’exprime en termes des
invariants de % de la fagon suivante: On montre que dans % les invariants
courbure et torsion engendrent tous les autres au sens du théoréme de Lie c’est-
a-dire constituent un systéme fondamental d’invariants différentiels de .#. Cet
exemple s’étend aux courbes de R”.

Dans [20] le lecteur trouvera une étude des invariants différentiels des courbes
gauches relative au groupe des transformations projectives.
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