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INVARIANTS DIFFERENTIELS D'UN
PSEUDOGROUPE DE LIE. II

A. KUMPERA

CHAPITRE III. LES FAISCEAUX DE LIE ET LEURS
INVARIANTS DIFFERENTIELS

Dans ce chapitre nous definissons les invariants differentiels associes a un
faisceau de Lie (pseudogroupe infinitesimal) et demontrons les theoremes de
finitude. II est a remarquer que la structure des invariants est liee non seule-
ment a la structure du faisceau de Lie ££ operant sur la variete P mais aussi
a la faςon dont celui-ci opere relativement a la fibration π: P->M. Les theo-
remes reposent, par consequent, sur des hypotheses de regularite portant sur
Faction de i f sur π. Leur demonstration comporte essentiellement deux etapes.
La premiere, de nature algebrique, consiste a demontrer la stabilite asymp-
totique des noyaux de prolongements holonomes successifs de if, autrement
dit, les noyaux de prolongements suίfisamment grands deviennent les espaces
deduits (prolongements algebriques) des noyaux precedents. La deuxieme etape
consiste a relier les prolongements algebriques des noyaux avec les derivees
formelles admissibles d'invariants differentiels. Le reste du chapitre est con-
sacre a la discussion des hypotheses, a Γ etude de criteres pratiques pour la
verification de telles hypotheses ainsi qu'a des exemples.

20. Faisceaux de Lie

Soit P une variete differentiate de dimension finie et ΘP le faisceau structural
de P. Rappelons que le faisceau TP des germes de champs de vecteurs est
canoniquement isomorphe au faisceau χ(ΘP) des germes de derivations de ΘP.

Definition 20.1. Un faisceau de Lie i f sur P est la donnee d'un sous-
faisceau en i?-espaces vectoriels de TP ~ χ(ΘP).

Si π: P —> M est une fibration et i f un faisceau de Lie sur P, nous dirons
que ^ est un faisceau de Lie sur π. Le faisceau ^ est ττ-projetable si i f C
T(P, M) ^ χ(0p, ΘM) = faisceau des germes de derivations de ΘP qui preservent
PXMΘM<Z 0P.

Soit ^ un faisceau de Lie sur π. A Γaide du morphisme pk (cf. § 15) et pour
tout k > 0 nous definissons le faisceau de Lie J?k = pk^ sur la variete Jk. Le
faisceau S£k est obtenu par prolongement canonique des elements de ^ (en

Communicated by D. C. Spencer, January 12, 1974.



348 A. KUMPERA

prenant au besoin des representants pour les germes). Pour tout k > h > 0,
3?k est ^fc-projetable et la projection de ££k est 3?h. Si J£? est un sous-faisceau
en i?-algebres de Lie, il en est de meme pour chaque ££k. On pose 3?0 = j£? et,
si j£f est π-projetable, on ecrira Jδf _x = ΊπS£. Remarquons que Jίf _x n'est pas
en general un faisceau de Lie sur M.

Pour tout k > 0, le morphisme fowί

β:Th->TJk

est /?-lineaire. Par consequent Δk — β{£?k) est un sous-fibre vectoriel avec
singularites de TJk. Nous envisagerons Δk soit comme un sous-fibre soit comme
un champ d'elements de contact (du premier ordre) sur Jk. On a evidemment
TPhkΔk •= Δh pour k > h. Si Jδf est un sous-faisceau en l?-algebres de Lie et si
Δk est un fibre de rang (dimension des fibres) localement constant, alors Δk est
un champ completement integrable dont les feuilles integrates sont les trajec-
toires du pseudogroupe de transformations finies obtenues par integration du
pseudogroupe infinitesimal <gk. Observons finalement que le prefaisceau Γ{^k)
des sections locales de j£?k est le prefaisceau des champs locaux de Jk qui
coincident localement avec des elements pkθ oύ θ est une section locale de j£?.
On voit ainsi que Γ(^k) est le localise (ou encore le complete) de pk(Γ(^)).

21. Invariants differentiels

Soit j£? un faisceau de Lie sur π. Pout tout k > 0, indiquons par Δ^ le sous-
fibre (avec singularites) de Γ*/fc annulateur de Δk.

Definition 21.1. Un invariant difϊerentiel d'ordre k > 0 de Jδf est une fonc-
tion locale f:U—>R definie dans un ouvert U de Jk telle que df soit une sec-
tion du fibre Δk.

Les proprietes suivantes sont equivalentes:
a) / est un invariant difϊerentiel d'ordre k.
b) Pour tout X z^k avec a(X) € U on a β(X) f = 0.
c) Pour tout ξ e Γ(^k) on a ξ / = 0.
d) Pour tout θ e Γ(Sf) on a (pfc^) / = 0.
II est evident que Γensemble des invariants differentiels d'ordre k est un

prefaisceau en i?-algebres associatives sur Jk que nous indiquons par Ik. Le
faisceau associe J>k est un sous-faisceau en 2?-algebres de Θk. Comme les in-
variants differentiels satisfont a la propriete du recollement, le prefaisceau lk

est complet, c'est-a-dire, Γ(Sk) = Ik. Pour tout Y e Jk on a

(Sk)y = {X e«9k)γ\(&k)r.X = 0} .

D'autre part, si / € Ih et k > h, f o phk e /Λ. L'application ^ ^ induit par conse-
quent un morphisme injectif de Ih dans le prefaisceau Ik restreint aux ouverts
^-satures de Jk. On en deduit que Jk χJh J>h s'identifie canoniquement a un
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sous-faisceau de J>k. Imitons le procede de construction de A. Posons

Pour k > h, Γapplication p*k: %h —> %k est un morphisme injectif et la famille

ffik>p*k) e s t inductive. Soit

$ = lim ind (%k, p*k) .

Les morphismes canoniques %k —> $ etant injectifs nous identifions $ fc a son
image. $ est un sous-faisceau en /?-algebres de A, les $ fe sont des sous-algebres
de Ak et constituent une filtration croissante de $ avec !g = ^jk %$k.

Definition 21.2. Appelons $ le faisceau des germes d'invariants differentiels
de Se.

Remarquons maintenant que £g est un sous-faisceau de χ(<%) et que χ(AQ) ~
J XP χ(0Q) (cf. § 10). Par consequent / X P £g s'identifie canoniquement a un
sous-faisceau de χ(A0) que nous noterons par j£?j. De meme, les sous-faisceaux
S£k de χ(@k) induisent canoniquement les sous-faisceaux

i^kJJ — J X Jjc &\

de χ(Ak). On voit aussitόt que (&k)j = p f c (^j) = p(&j)\Ak et, pour k > h,
(&k)j C χ(Ak, Ah). Si Se est un faisceau de Lie projetable Jδf j C χ(AQ, B).

Proposition 21 .1 . Pour tout k>0 on a % = {X e A\ p(£fj)-X = 0} et %

En general $ ne caracterise pas JS? car 5̂ est un objet attache a ^f et a la
fibration π tandis que £g est un objet attache a P. Pourtant, lorsque dim P >
2 dimM, 5̂ nous fournit beaucoup de renseignements sur Jδf. Signalons toute-
fois que notre intention est celle d'etudier 5̂ une fois donnes jSf et π, pas le
contraire.

Etant donne ££, nous lui associons un sous-faisceau en i?-algebres de Lie
de % (cf. § 10) en posant

Les elements de %(£?) sont les germes de derivations formelles qui preservent
les invariants difϊerentiels de tout ordre et seront appeles j£?-admissibles. %(<&)
est filtre par %*(&) = 5D(JSf) Π Φ fc et Φ(j2f) = UA= ® t ( ^ ) . H est vraisemblable
que la terminologie sous-faisceau pour Φ(^f) soit en general un abus de langage
car il n'est guere evident que ®(J£?) soit un ouvert de Φ. Pourtant, nous verrons
que dans les bonnes situations, a savoir, lorsque i f a u n nombre suffisament
grand d'invariants differentiels, ceci est toujours le cas (voir § 25).

Proposition 21.2. 35(JS?) est un ^-module et %k(&) est un ^-module pour
les restrictions de la loi de A-module de %.

Reprenons maintenant Γisomorphisme 5: 91 —> χ(A), soit 9t(J£?) le $-sous-
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module et l?-sous-algebre de Lie de ΪΆ qui correspond a Φ(if) et ^(J*?) le
sous-module qui correspond a ®Λ(j£f). On a

Les elements de 9ΐ(j£?) seront encore appeles admissibles. A Γaide de la
premiere formule fondamentale (voir theoreme 7.1 et § 15) on demontre aussitόt
la

Proposition 21.3. 9102?) = {Φ <= dt \ dίΦt9$ = 0,θζ£?

J}.
Cette proposition met en evidence le sous-faisceau (abus de langage!) de

8t(J2?)

3t°(J2?) = {Φedϊ\dφ% = 0} .

5R°(Jδ?) est un ideal de la i?-algebre de Lie 5ftO2?) et un Λ-sous-module de 91.
En outre [ΣK02?), Jδ?j] c 9ΐ°(^f).

Proposition 21.4. 8t(j?) = {Φ e 9t| [Φ, 0] <= 3t°(j*f), 0 e J2?,}.
Indiquons initialement un procede (peu efficace) pour obtenir des elements

de SH(Jδ?). Soit ξ un champ de vecteurs de Jk defini dans un ouvert U et in-
variant par j£?Λ, i.e., [f, Jδ?J = 0. Ceci entraίne que [f, 0] = 0 pour toute
section locale 0 de Jδ? et par consequent, en utilisant la proposition 21.3, f
determine une section locale f de 9t(j£?) definie sur Γouvert {q^)~ιU de / oύ
qk: J —• /Λ est la projection canonique. f est obtenue en prenant les germes de
I en tout point de U et en passant ensuite a la limite. Lorsque «S? est de type
fini nous pouvons esperer obtenir par cette methode un nombre suffisant d'ele-
ments de 9102?), par exemple un systeme de generateurs du ^-module 9ΐ(j£?)
et, dans les bons cas, un systeme fini dans chaque fibre. Pourtant, lorsque Jδ?
est infini, les champs invariants ξ sont trop peu nombreux, en general meme
inexistants. Dans ce cas on cherchera les generateurs dans le sous-faisceau

9fPO2?) - {Φ € 9t I [Φ, 0] = 0, θ e &'j} .

Dans la pratique cette deuxieme methode s'avere tres eίficace. La proposition
21.4 montre que 9^05?) est un sous-faisceau de 9l(-2?), et la formule [fφ, 0] =
f[Φ, 0] — (pθf)Φ (cf. proposition 7.1 etendue aux faisceaux) montre en plus
que Sft̂ Jδ?) est un ^-sous-module de 9102?). L'identite de Jacobi dans Γalgebre
di Xjχ(A0, B) montre finalement que W(^) est une i?-sous-algebre de Lie de
9l(J2?). Si SR°(Jδ?) C dt\&) alors W(&) est un ideal de 9t(.2?). Comme
est un ^-module, pour pouvoir trouver des generateurs de 9i(c2?) dans
il faudra que 9t(Jδ?) = 9fl1(Jδ?), condition qui n'est pas toujours remplie. En eίϊet,

i) Φ e S t 1 ^ ) ^ [3#, p9] - 0, V0 e ^ ,
ii) Φ e 9t(J^) ΦΦ [3#, p#] | S = 0, V0 e JS?,,.
Proposition 21.5. Si 9t°(Jδf) = 0, alors 9^02?) = 9K-2?).
Nous verrons plus tard que lorsqu'il y a un nombre suffisant d'invariants
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difϊerentiels la condition $ft°(j£?) = 0 est toujours remplie.

22. Le theoreme de stabilite asymptotique

Nous etudions maintenant le comportement asymptotique des noyaux Δk_ltk

definis par la suite exacte

0 > Δk_ltk > Δk > Jk X j ^ Δk_λ > 0 .

Nous montrerons, sous des hypotheses de regularite assez faibles, que Δk>k+ι

est Γespace deduit (prolongement algebrique) de Δk_1>k lorsque k est suffisa-
ment grand. En utilisant des theoremes connus sur la nullite des groupes de
<5-cohomologie, il suffira de montrer que chaque Jktk+ι est contenu dans Γespace
deduit de Δk_1>k.

A. Notations. Soit π: P —>M une fibration. Nous indiquerons par JλP le
faisceau P des germes de sections locales de π muni de la structure differen-
tiable canonique induite par sa structure d'espace etale sur M. C'est Γunique
structure de variete differentiable sur P qui rend la projection source a: P_-+M
un diffeomorphisme local. Nous employons ici les notations dΈhresmann [9]
oύ Γindice λ se refere a jet local. La fibration π etant fixee, nous abregeons
JλP par ]λ.

Soit η: E -^-> P -^-> M une fibration de Lie (cf. § 11). Nous recopions pour
les faisceaux de germes ce que nous avons deja fait au § 11 pour les varietes
de jets infinitesimaux. Soit JλE le faisceau des germes de sections locales de p
et JλE le faisceau des germes de sections locales de η = πo p. II est clair que
la fibration Jλp: JλE —> JλP est un faisceau (espace etale).

Proposition 22.1. // existe une structure unique de faisceau en ΘJλ-modules
sur Jλp: JλE —> JλP tel que Γ application

(22.1) (X, Y) eJλP XP Jfi - i * YX <= JλE

soit un morphisme de faisceaux en ΘJλ-modules de base Jλ (oύ YX est la com-
position de germes).

On remarquera que E = Jfi est un 0P-module done aussi un (P x M ΘM)-
module et que ΘJλ ^ Jλ XM&M — Λ X p (^ X M ®M) d'oύ la structure evidente
de ^^^-module sur le faisceau Jx X P Jfi. En abregeant Jλ XM&M par ΘM on
considere Jfi comme faisceau en tfV-modules de base Jλ. La loi externe s'ecrit
[/a/(̂ )] t/X ^)] = ίλ(fτ)(χ) o u T e s t u n e section locale de η et / une fonction
locale de M. Le faisceau Jfi est localement libre sur ΘM le rang local etant
celui du fibre E. En effet, Jfi est isomorphe au faisceau Jλ(Jλ XPE) des germes
de sections locales du fibre vectoriel Jλ XP E de base Jλ a Γaide de Γapplica-
tion
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/>(/>(•*)) € Jλ{Jλ X P £ ) - > }λ{τoσ)(χ) e JλE ,

oύ r est une section locale de Jλ χP E. De meme on definit le morphisme de
fibres vectoriels

(22.2)

X > h

et ce morphisme est strict (isomorphisme sur chaque fibre).
B. La δ-cohomologie et Vopέrateur D de Spencer. Dans cette section

nous faisons un bref rappel sur la d-cohomologie et Γoperateur D de Spencer.
Pour les details nous renvoyons le lecteur a [2], [13], [28], [53], [57], [61], [62],
[63], et [64].

Soit K un corps commutatif de caracteristique zero et F, W deux K-espaces
vectoriels de dimension finie. Pour tout couple d'entiers non negatifs k et p on
definit Γ application K-lineaire

(22.3) δ: Λ p F * ( x ) S f c F * ( g ) J F - > Λι+1V* Θ Sk~lV* (g) W

par la formule

δ(ω (8) IX V V sk] (8) w)

(22.4) *
V sk) (x) w ,

oύ st e V* et " V " indique le produit symetrique dans Γalgebre SV*. En outre
on convient que Ap V* et SPV* sont nuls lorsque p < 0. Pour tout entier k
on obtient le complexe (n = dim V)

0 — > stev* (8) W7 - ^ F * (8) ̂ f c - 1 F * (8) W -δ->

• ~ ^ > An V* (x) 5 f c - n F* (x) W > 0

qui est acyclique (exact) lorsque k > 0. Un operateur d'homotopie

Ap V* (8) S f cF* (8) JF -> Λ^"1 F * (8) S*+ 1F* ® P^

est donne par

(ωι Λ Λ ωp) ® J (8) w •-•

2 -^ll2!ϋ( f t > 1 Λ Λ ώ i Λ Λ ωv) <g> (ωt V s) ® w .
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Remarquons que Λ F * (x)SfcF* (8) W admet une structure naturelle de module
a gauche sur l'algebre Λ F * . Si μ e A1 F * et τ e Ap V* <8> S*F* <8> JF, alors

^ Λ r) = (-l)ιμ A δτ .

En particulier, s i ω ( 8 ) r < = Λ p F * ® (5 f cF* (8) WO, alors

(22.6) δ(ω (x) τ) = ( - l)pω Λ <5τ ,

c'est-a-dire, tous les operateurs δ sont determines par

δ: SkV* (8) W -> T* (x) S ^ F * (x) W .

Donnons nous maintenant une famille de sous-espaces gk C SkT* (g)W,k >0,
et supposons que

(22.7) δ(gk+ι)dT*®gk.

La formule 22.6 entraίne la relation plus generate

δ(Ap V* (8) gk+1) c Ap+1 V* (8) gk

par consequent nous obtenons, pour tout k > 0, le sous-complexe de (22.5)^

(22.8), 0 — . gfc - ^ F * (8) Λ - 1 - ^ > Λ2 F * ® gfe_2 — >

> AnV*(g)gk_n >0 .

Soit H\ = Hΐ(g) la cohomologie de

/\q-i y* (g) ^ i + i

 g

 > Λ β γ* (x) g i ^ > /\β + i y * (x) gz_x .

Nous dirons que gfc est p-acy clique lorsque H\ = 0 pour / > A ; e t O < g < p .
Nous dirons que gk est acyclique ou involutif lorsqu'il est p-acyclique pour tout
p. II est clair que gk est 0-acyclique pour k > 0 (la premiere fleche δ dans
(22.8) est injective) et H°o = gQ.

Remarque. II arrivera dans la suite qu'un meme sous-espace gk fasse partie
de plusieurs families g = (gι)ι>0. Pour eviter des confusions, la /?-acyclicite de
gfc, considere comme element d'un certain g, sera exprimee par la p-acyclicite
a Γordre k de g.

Lemme 22.1. II exίste un entier kQ = ko(g) tel que gko est \-acyclique.
Remarque. L'exactitude de (22.S)kQ+ι+1 en F * (x) gko+ι entraίne que gko+ι+ί

est determine par gko+ι done par gko.
Plus generalement on a le
Lemme 22.2 (δ-Poincαre lemma). II existe un entier kγ = kλ(g) tel que gkl

est involutif.
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Examinons maintenant le cas particulier oύ K — R, et considerons Γespace
vectoriel V en tant que variete differentiable. Comme TXV C=LV pour tout
x e V, le module des formes differentielles exterieures sur V a valeurs dans
Γespace vectoriel W s'identifie canoniquement au module des fonctions V —>
Λ F * (x) W. La forme differentielle ω est dite polynomiale si la fonction cor-
respondante est une fonction polynomiale sur F, autrement dit, un element de
S F * <8> Λ F * <8> W ~ A V* (x) SV* (g) W. Un calcul direct montre que 1'appli-
cation δ de (22.3) n'est autre que la differentielle exterieure operant sur le
module des /?-formes differentielles polynomiales homogenes de degre k.

Prenons ensuite une variete differentiate M, soit T = TM son fibre tangent
et p: E —• M un fibre vectoriel quelconque. On definit Γoperateur differentiel
lineaire du premier ordre

par la formule Dτ — h(pk-ιlΊcτ) — ck o τ oύ

ck: JjcE^J^Jjc^E)

est Γinjection canonique. Dτ est a valeurs dans T* (x) / f c_!^ car la suite

0 > Γ* (g) / ^ ^ _iL> J^J^E) -^-> Jk_λE > 0

est exacte et βxoDτ = 0. On etend D a un operateur differentiel lineaire du
premier ordre

D: Ap Γ* (8) JkE -> Λ p + 1 Γ* (g) Jk_λE

en posant

(22.9) D(ω <8> r) = dω ® /o*_lf*τ + ( - l) pω Λ Dτ .

Remarquons que Λ Γ* (x) JkE est un module a gauche sur le f aisceau Λ T*.
La famille des operateurs D est caracterisee de faςon unique par les deux
proprietes suivantes:

1) Dojk = 0,
2) D(ω A τ) = dω A pk_ukτ + ( - l ) d e g ω ω Λ Dτ, oύ τ € AvT*®JkE et

ω est une forme homogene.
En outre D2 = D o D = 0 et le diagramme suivant est commutatif et exact.
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0 >

0 >

0

I
E

I

I

0

> SkT* <g> E - ^ > T *

fa, JkE _^

> Jjc-iE >

1

0

i

r j , £

I

D

0

1
I

I

-^0

-^0

^ 0

On voit ainsi que la restriction de D aux noyaux n'est autre que — δ etendu
aux germes. II est possible, par ailleurs, de definir Γoperateur D comme la
diίϊerentielle exterieure operant sur les formes difϊerentielles polynomiales
(voir [28]).

Donnons nous finalement une famille de sous-fibres Rk c JkE, k > 0, veri-
fiant les deux proprietes:

ϋ) y
oύ Rk est considere comme sous-faisceau de JkE. La formule (22.9) entraine

la relation plus generate

Γ*(8)^ f c + 1) C Λp+1T*®Rk

et le diagramme precedent se restreint a

0 0 0

1 . 1 . . 1
( 2 2 . 1 0 ) 1 1 1 1

0 > St •—> Rt -^> T*®Rk^ -^> ^ Λ" Γ* Θ

oύ gfc est le noyau de # f c —> / t - 1 E , et 5^ est le noyau de D. Ce diagramme est
commutatif mais en general n'est pas exact. Supposons en plus que, pour tout
k, gk soit un sous-fibre vectoriel (sans singularites) de SkT* (x) E, ce qui aura
lieu notamment lorsque la suite
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est exacte (k > 0). Dans ces conditions, la suite superieure de (22.10) induit la
suite de fibres vectoriels

o—>^4r*®^4 ^ > / \ n τ * ® g k _ n — > o ,

et par consequent la famille de sous-fibres vectoriels (gk)k:t0 definit un sous-
complexe de

0 > SkT* <8> E -^-> Γ* (x) S^T* (g) E -ί->

^ »r* (x) E > 0 ,

oύ le cobord est, fibre par fibre, Γapplication (22.3). Cette propriete sera
utilisee dans la section suivante.

C. La stabilitέ asymptotique. Soit π: P —> M une fibration et η: E >

P > M une fibration de Lie au dessus de π. Indiquons par C(E) le com-
plexe C(E) = (Cp

k(E) δ) oύ

Clip) = J X p Ap T* ® 5ΛT* (x) E ,

T = TM et la difϊerentielle δ, restreinte a la fibre au dessus de X e /, est
Γapplication (22.3)

δx: Ap T* ® SkT* ®Ey-> Ap+1 T* (x) S^T* (g) Ey

avec x = aiX) et .y = β(X) (cf. debut du § 14). Le complexe C(E) est
acyclique sauf pour p = A: = 0.

Prenons en particulier les complexes C(FP), C(ΓP) et C(P XMTM) =
CiTM) = (/ XM Ap Γ* (x) 5fcΓ* (8) T; 5). Comme Q ( £ ) = / X J]c(Jk χP

Ap T* ® 5*Γ* (8)£) il est clair que les fleches verticales gaudies du diagramme
(14.3) se remontent aux complexes C(FP), C(TP) et C(TM). On obtient ainsi
pour tout couple (/?, k) les morphismes vectoriels

Id®/ Id(g)Γπ
(22.11) CUVP) ^ΓΓZt CliTP) ίΓΓΓZt CJ(ΓM) .

I d (g) jfc I d (x) (Tfc

Proposition 22.2. Les morphismes Id ® /, Id (g) TTΓ, Id (g) s et Id (g) σ sont
des transformations naturelles de complexes (commutent avec δ) et la suite de
complexe et morphismes

Id(x)<r

(22.12) 0 ^rτ± CiTM) <_ > C(ΓP) ^ i r r t C(KP) ̂ n t 0
Id(x)Γτr I d ® i

^ ί exacte et scindέe.
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Soit maintenant J?f un faisceau de Lie sur π. Pour k > 0, Δk est un sous-
fibre vectoriel eventuellement singulier de TJk. Indiquons par Δk_ltk le sous-
fibre de Δk noyau de Tpk_ίtk: Δk —• TJk_λ. La proposition 14.2 montre que
Δk-\tk P e u t etre considere comme un sous-fibre de Jk χPS

kT* (x) VP et la
suite

(22.13) 0 > Δk_ι>k -^Δk >Jkχ Jk_, Δk_γ > 0

est exacte. Posons Ct(Δ) = (Cg(J)) oύ

CHΔ) , ί i χ ^ Λ P Γ * ® Δ*-^ ' k ^ ι >

La proposition 14.2 entraίne que C\\Δ) c Cg(FP) par consequent CL(Δ) est une
famille homogene de sous-fibres du complexe C(VP). Pour chaque X e J nous
indiquons par Ct{Δ)x la famille de sous-espaces induite au dessus de X. Ct{Δ)x

est une famille homogene de sous-espaces vectoriels de

ayp)x ~(f\*τ*® s*r* ® vpv)Vfk^ .

Moyennant des hypotheses de regularite raisonnables nous montrerons a present
que pour tout X e / il existe un entier l(X) tel que CUX)(Δ)X est un sous-com-
plexe de C(VP)X (i.e., stable pour la difϊerentielle δx).

L'idee intuitive de la demonstration est la suivante (suggestion faite par B.
Malgrange). Soit π\P-*M une fibration et θ un champ de vecteurs local
defini dans un voisinage ouvert du point y0 e P. Soit σ une section locale de π
definie au voisinage de ;t0 = π(yQ) et telle que σ(x0) = yQ. Pour calculer le
vecteur (pkθ)Xk, oύ Xk = jkσ(x0), il suffit de considerer la section locale τ =
θoσ de la fibration de Lie ζ : TP -^ M et determiner (pkθ)Xk = pk(jkτ(x0)).
Prenons des coordonnees locales (xf) de M et (x\yλ) de P de telle sorte que
la section a s'ecrive σ: (xl) »-> (x%0), autrement dit, imσ est definie par les
equations {/ = 0}. Posons θ = aί(x,y)d/dxi + bλ(x,y)3/dyλ. Ceci entraίne
que

τ = θoσ = aί(x,0)3/dxί + bλ(x,0)d/3yλ = Λ^djdx1 + Bλ(x)d/dyλ .

Pour que (pkθ)Xk = 0 il faut et il suffit que ^4<(JC0) = 0 et jkBλ(x0) = 0 (cf. les
remarques a la suite du corollaire du theoreme 13.1). On sait que Γimage
(Pkθ)xk ne depend que de jkAi(xQ) et jkBλ(x0), mais la remarque precedente
montre en plus que cette image ne depend que de A^XQ) et jkBλ(x0). Comme
pk applique injectivement la partie verticale jk(Bλd/dyλ)(x0) (cf. proposition 12.2)
et que la partie horizontale A^x^d/dx* est toujours contenue dans un espace
vectoriel de dimension finie a savoir TXQM, nous pouvons esperer que lorsque
θ varie dans un faisceau de Lie 3?, les noyaux Δk_ltk deviennent, pour k
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suffisament grand, isomorphes aux noyaux des parties verticales d'ordre k de
Θoσ sur les parties verticales d'ordre k — 1 (i.e., les jk(Bλd/dyλ)(x0) avec
Jk-ι(Bλd/dyλ)(x0) = 0). Lorsque ££ = TP Γassertion est evidente car la partie
verticale de θo σ est toujours de la forme θf oσ avec θ' e TP un champ local
vertical. Nous appliquons ensuite les techniques exposees dans la partie B du
§22.

Faisons maintenant la transcription formelle des considerations precedentes.
Pour etudier Δk il est utile d'introduire la notion de faisceau de Lie reduit,
notion qui a un sens lorsqu'on se donne une fibration π.

Definition 22.1. Un faisceau de Lie reduit sur la fibration π: P —• M est
la donnee d'un sous-faisceau en 2?-espaces vectoriels du faisceau en 0^-modules
UJλχPTP).

Dans A, §22 nous avons remarque que Jλ(Jλ XPTP) est isomorphe au
faisceau JλTP —• Jλ par consequent un faisceau de Lie reduit peut etre envisage
comme un sous-faisceau IMineaire de JλTP. Prenons maintenant un faisceau
de Lie j£? sur P. Nous lui associons le faisceau de Lie reduit L = L(j£?) =
$(h Xp &) oύ # est Γapplication (22.1). L etant un sous-faisceau i?-lineaire
de Jλ(Jλ x p TP) dont les elements sont des germes de sections locales du fibre
Jλ XpTP de base Jλ, nous posons

Lk = JkL = {/:-jets de sections locales de L —> Jλ} .

Lk est un sous-fibre eventuellement singulier de Jk(Jλ XP TP), D'autre part, L
est un sous-faisceau 7?-lineaire de JλTP —> Jλ done un sous-faisceau de JλTP —>

M (faisceau des germes de sections locales de ζ : TP > P > M). En con-
siderant L comme un faisceau de base M, nous posons

Lk = JkL = {&-jets de sections locales de L —• M] .

Lk est un sous-fibre vectoriel eventuellement singulier de JkTP de base Jk. On
relationne Lk et Lk a Γaide de Γapplication (22.2). En effet, on verifie aussitόt
que φ(Lk) = Lk et que la restriction φ: Lk —> £ fe est un morphisme strict.
Reprenons maintenant le morphisme vectoriel surjectif # de la proposition
11.1. On voit immediatement que Lk = #(/fc. xPJkJ£) par consequent J f c =
pk(Lk) oύ pfc est la forme reduite du prolongement holonome (theoreme 12.1).
Composons ensuite le morphisme φ (22.2) avec pk. On obtient un morphisme
note encore par pk(= pk°φ)

j Jk

h
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et Δk = pk(Lk). Comme TJλ ~ Jλ χM TM, on obtient a Γaide du theoreme
13.1 la suite exacte de fibres vectoriels de base Jλ

(22.14) O >PtTJι-^h{Jι Jλ xJkτjk — > o .

De meme nous pouvons transporter la scission canonique (diagramme (13.1))
a Jλ moyennant les morphismes stricts

Jk+ι XjkJkTP ,

JΛTJλ) >Jk+ι XM

tous au dessus de Γapplication de base

Nous obtenons ainsi la suite exacte scindee (scission canonique de base Jλ)

(22.15) 0 ̂  Jk(Jλ

hi
^r± Jk(Jλ

Sic

k

^>_ JkTJλ ^zz>_ 0
Σk

ou encore la decomposition en somme directe

(22.16) /»(/, x P TP) = /»(/, x P VP) X j, Σk{JkTJx) .

D'autre part la suite

(22.17) 0 > Jk{Jx x p VP) - ^ > /, X Jk VJk > 0

est exacte (cf. proposition 12.2) et comme

jkτjxιnτjλ = TJ,

nous trouvons la factorisation

(22.18)

XJkTJk
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oύ la fleche inferieure pk est le quotient de la fleche superieure. La suite
inferieure est exacte en vertu de (22.14) en remarquant que ker (βoJkTπ) =
Σk(J°kTJλ). En rassemblant (22.16) et (22.18) on obtient la reduction suivante

0 > PkTJλ -^ϊ> Jk(Jλ XPVP)X Jλ Σk(JkTJλ) -^+JλχJk TJk > 0

(22.19) \lάx(βojkτπ) lid

0 >Jk(Jι XP VP) χJλ TJλ ^ /, χJk TJk > 0

le diagramme etant commutatif et exact. La forme reduite pk du prolongement
holonome a ete ainsi reduite une seconde fois a Γaide de la scission canonique,
cette derniere reduction etant un isomorphisme de fibres vectoriels.

Considerons finalement le diagramme commutatif et exact qui est conse-
quence de (14.1) et des isomorphismes canoniques T*Jλ ^ Jλ χMT*M et

\) <8> (/, XP VP) ~ Jλ XP(SkT* (x) VP) ~ Jλ XJk(Jk X p C T * (g) VP).

0

Sk(T*Jλ) (8) (/, X p VP) - ^ > JλχP

(22.20) 0 • Jk(Jλ XPVP)X Jλ TJλ

 Pk

I
,V

i
o

Prenons ensuite un faisceau de Lie j£? sur π et soit L c /^(/^ X P TP) le
faisceau de Lie reduit associe. Comme Lk c ^ ( / ^ X P TP), son image Lk =
[Id X (βoJkTπ)](Lk) (cf. (22.16) et (22.19)) est un sous-fibre vectoriel even-
tuellement singulier de /fc(/^ χ P VP) X Jλ TJλ et le diagramme suivant, obtenu
par restriction de (22.20), est exact.
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0

(22.21)

0

oύ Lk_1>k c S*T*J2 <g> (Jλ XPVP) et Δk_uk c J t _ χ P (SkT* (x) FP). Soit

(LF) fe = (Jkί)oSk(Lk) la projection de Lk (ou de Lfe) dans la composante

verticale Jk(Jλ χP VP). Le diagramme suivant est commutatif et exact

0 0

inclusion

(22.22) 0 > ηk >Lk ^"^^{Ly),
incl l 1

projection•9*-i > Lk-i

I I
o o

oύ Ί)k C ηk:il C 77,, (LF) fc_1)fc C 5 ^ * / , (x) (/, x p FP) est le noyau de (LF) fc ->
(Lp.)^.! et Zfc_lfifc C (LF)fc_1>fe. On voit facilement que si Γune des inclusions
est surjective Γautre Test aussi. Pour tout X e Jλ nous trouvons ainsi une suite
decroissante de sous-espaces vectoriels

(22.23) . Z) {fju.dz 3 0?*)x => (7*+i)χ =5 •

de TxJλ. Comme ce dernier est de dimension finie la suite est stationnaire.
Ceci demontre le

Lemme 22.3. Pour tout X e Jλ il existe un entier k(X) tel que Vinclusion

\Lk_ltk)χ —> \\Lv)k-\,k\x
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est un isomorphisme surjecίif lorsque k > k(X).
Revenons maintenant au probleme initial de demontrer que Ct{A)x est un

sous-complexe de C(VP)X pour / assez grand. Pour ceci considerons Γapplica-
tion

Φξ = joo x Id
/, χP(ΛpT*®S*T*®VP) — >J X

oύ / = /TO et jco(jλσ(x)) = (jkσ(x))k:2.0. Compte tenu des identifications canon-
iques qui precedent le diagramme (22.20), cette application se reecrit par

ΦξΦξ
Ap (TV,) (x) Sk(T*Jλ) <g) (/, x p VP) —\ J X p (Ap T* ® SkT* ® VP) ,

et Φl et un isomorphisme sur chaque fibre (en fait Γidentite). Considerons
ensuite le complexe C(Jλ XPVP) = (C»(Jλ X P VP) S) oύ

Cp

k(Jλ χPVP)= Λp (X*Jj) (8) Sk(T*Jλ) ® (/, XPVP) .

La famille Φ = (φg) est une transformation naturelle du complexe C(Jλ X P FP)
vers le complexe C(VP) qui sur chaque fibre est une equivalence (en fait
Γidentite). Posons finalement C^Ly) = {Cv

k(Lv)) oύ

CHL ) = ί
* IΛ p (Γ*/a) ® Sk(T*Jλ) ®(JλXPVP) , Λ < / .

Cι(Lv) est une famille homogene de sous-fibres du complexe C ^ χ P FP).
Le lemme 22.3 et Γexactitude de (22.21) entraίnent que

(22.24) ΦICL(LV)X] = Ct{Δ)γ , 7 = /„.(*) ,

lorsque / > A:(Z). Comme Φ est Γidentite sur les fibres (moyennant les identi-
fications canoniques), on reecrit (22.24) par

(22.25) Cι(Lv)x = CM)Y ,

oύ les deux families sont considerees plongees dans (Λ p T*®SkT* ® VPy)v>k>Q.
Ceci montre que, lorsque / > k(X), Cι{Δ)γ est un sous-complexe de C{VP)Y

si et seulement si Ct{Lv)x est un sous-complexe de C(Jλ XP VP)X. L'applica-
tion j^: Jλ^> J etant surjective (theoreme de Borel) il suffira de demontrer
Γassertion pour Ct(Lv)x. Nous imposons maintenant la premiere condition
de regularite dont le but est pouvoir appliquer les techniques de la section B.
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Hί: II existe un entier kλ tel que pour k > kλ le fibre (Lv)k de base Jλ est de
rang localement constant (i.e., non singulier).

Remarque. Cette hypothese est equivalente a supposer que (Lv)kl et
(Lv)kfk+ι, k > k19 sont des fibres non singuliers.

Lemme 22.4. Pour tout I > kt, Ct(Lv) est un sous-complexe de
C(Jλ XPVP).

Demonstration. Considerons le complexe (cf. B, § 22)

0 > / , X P F P Λ Jk(Jλ χPVP)-^-> (TVλ) (x) /»_,(/, χ ^

relatif au fibre vectoriel Jλ XPVP de base Jλ. Nous allons montrer que la
famille (Rk)k>0 de base Jλ

C(J \ k ^> k

k ~ l//k(/ XP VP) , k <C k ,

verifie les deux proprietes:

(ii) D(£+1)
+CZ(TVλ)®Rk.

Supposons pour Γinstant qu'il en soit ainsi. La famille (Rk) induit un dia-
gramme analogue a (22.10) oύ la ligne superieure est formee par les termes
Cl(Lv) correspondant a la famille Ct{Lv). Comme chaque Cp

h(Lv) est un fibre
non singulier (sauf eventuellement pour h = kγ), la ligne superieure de (22.10)
induit la suite de fibres vectoriels

0 > Cl(Lv) -1> CUiLy) - i > δ-> Cl_n{Lv) > 0

(oύ le cas h — kx est evident car Cl^Ly) = Cξί_1(Jλ χP VP)). Or ceci veut
bien dire que Cι(Lv) est un sous-complexe de C(Jλ x P VP). II nous reste done
a demontrer les deux proprietes (i) et (ii). La premiere est evidente car

(22.26) ^,* + 1 [(LΛ + J - (Lv)k .

Demontrons ensuite la propriete (ii). Puisque (Lv)k est un fibre vectoriel non
singulier (pour k > kλ), la suite

0 > (TV,) (X) {Lv)k -A> mLv)k] Λ+ (Lv)k > 0

est exacte. Par consequent il sufϊira de montrer que Dτ € J^iLy)*.] pour tout
τ e (Lv)k+ι. La relation (22.26) entraine tout de suite que jι(pkfk+ιτ) <ε J^Ly)^.
Pour montrer que ck+1 o τ e J^Ly)^ remarquons tout d'abord que la scission
canonique (22.15) obtenue precedemment par transport de la ligne superieure
de (13.1) peut en fait etre obtenue de la faςon suivante. A Γaide de definitions
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analogues a celles du § 13, on definit la scission canonique (suite exacte scindee)
au niveau Jλ

i Tπ

(22.27) 0 ;zτ± /, XP VP ^ /, XP TP z i t TJλ ̂ rrt 0 ,
S Σ

oύ cette fois-ci Σ(v) = (X, TσoTa{v)),X = jλσ{x), v e TxJλ et S(X, u) =
(X, u — Tσo Tπ(u)). Une verification directe montre que (22.15) est Γextension
canonique aux &-jets de la suite (22.27). La scission (22.27) s'etend aux germes
en la scission

(22.28) 0 ;ττ± Wλ XPVP)^zt Jλ(Jλ XPTP)^_ Jλ(TJλ) ̂  0 ,
JxS JλΣ

et cette derniere entraίne une decomposition en somme directe

Jλ(Jλ XPTP) = Jλ(Jλ XPVP) XJλJλΣ[Jλ(TJλ)] .

Indiquons par Lv = (JλioJλS)(L) la projection de L dans la composante
verticale Jλ(Jλ X P VP), L etant le faisceau de Lie reduit associe a Jδf. Un calcul
direct montre que (Lv)k = Jk(Lv) par consequent tout Xk e (Lr)k s'ecrit comme
Xk = jkμ(X) oύ μ est une section locale de Lv. On en deduit en particulier
que

ce qui acheve la demonstration.
Nous obtenons ainsi le
Lemme 22.5. Soit ££ un faisceau de Lie sur π verifiant Γhypothese Hλ.

Pour tout X € / ίl existe un entier l(X) tel que Ct(J)x est un sous-complexe de
C(VP)X lorsque I > l(X).

Ce lemme joint au lemme 22.1 entraίne le
Theoreme 22.1 {de stabilίtέ asymptotique). Soit <£ un faisceau de Lie sur

π verifiant Γhypothese Hx. Pour tout X e / il existe un entier kλ{X) tel que le
complexe CHX){Δ)X est 1-acyclique a Γordre kλ{X).

Le lemme 22.2 entraίne de meme que pour tout X e J il existe un entier
k2{X) tel que CHX){Δ)X est involutif a Γordre k2{X). Pourtant cette propriete
ne sera utilisee que dans les applications.

Remarquons que le theoreme de stabilite asymptotique est un resultat con-
cernant des donnees au dessus de / ou meme au dessus des varietes Jk, par
contre la methode de demonstration utilisee consiste essentiellemet a ramener
toutes les donnees au dessus de Jλ. Cette methode, en soi artifitielle, a pour
inconvenient majeur le fait que Γhypothese H19 portant sur des fibres de base
Jλ, est a priori de verification non aisee. II est pourtant possible de refaire
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toute la demonstration en n'utilisant que / est les varietes Jk. Pour ceci on
remarquera que le point essentiel de la demonstration est la reduction (22.19)
ainsi que le diagramme (22.22) qui permet, pour k assez grand, de remplacer
Δick+i par (Lv)kfk+1 et ensuite d'appliquer les methodes de Spencer (partie B
de cette section) a (Lv)k ce dernier etant un sous-fibre d'un fibre de jets a
savoir Jk(Jλ χP TV). Or, la reduction (22.19) s'obtient egalement au niveau
Jk+ι en utilisant la suite superieure de (13.1) et le theoreme 13.1. On obtient
le diagramme commutatif et exact:

0 >/4+1 XMnTM-^{Jk+ι XJkJkVP) XJk+1Σk(Jk+ι XMhTM)-^>Jk+x χJkTJk >0

(22.29) Iidχo8o/Arff) lid

° • (h+ίXjJ\VP)χMTM * >Jk+ιXJkTJk >Q

Ensuite, on remarque que Jk+1 XJkLk est un sous-fibre de Jk+ι χJk JkTP par
consequent se projette en un sous-fibre, note encore par Lk, de (Jk+1 X JkJkVP)
XMTM et le diagramme (22.21) se recopie au niveau Jk+1. Finalement, si

Γon indique par (Lv)k la projection de Jk+1 χJkLk, ou de Lk, dans la com-
posante verticale Jk+1 XJkJkVP on obtient Γanalogue du diagramme (22.22)
au niveau Jk+ι oύ les ηk sont tous des sous-fibres de Jk+1 χM TM. L'argument
des suites stationnaires subsiste d'oύ, pour k assez grand, on peut remplacer
Δk,k+ι par (Lv)ktk+19 ce dernier fibre etant en fait defini sur Jk+1 (cf. (13.2)).
Reste a appliquer les methodes de Spencer au sous-fibre (Lv)k de Jk+1 x Jk JkVP.
Or, JkVP est d'une part un fibre de jets de base M, a savoir, le fibre des k-

jets de sections locales de la fibration de Lie η: VP > P > M et d'autre
part un fibre vectoriel de base Jk. Les methodes de la partie B de cette section
ne s'appliquent pas telles queues, il est necessaire de developper des techniques
analogues pour les fibrations de Lie. Ceci a ete fait dans [23]. On montre en
particulier que le complexe des operateurs D de Spencer ainsi obtenu est
canoniquement isomorphe au complexe de Spencer habituel sur Jλ pour le fibre
image reciproque (d'oύ la raison de se placer sur Jλ). Finalement, ces tech-
niques s'appliquent moyennant Γhypothese de regularite
H[: II existe un entier kλ tel que pour k > kγ le fibre (Lv)k de base Jk+ι est

de rang localement constant.
L'hypothese H[ entraϊne Hι car φ[(Lv)k] = (Lv)k et la restriction

φ: (Lv)k -^ (Lv)k

est un morphisme strict (cf. (22.2)). Comme le rang d'un fibre non singulier
est constant sur chaque composante connexe de la base, on voit f acilement que
Hγ entraine H[ c'est-a-dire les deux hypotheses sont equivalentes. H[ semble
plus maniable.
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23. Le theoreme de Lie

Le theoreme de Lie donne une description du comportement asymptotique
(i.e., pour k grand) des invariants differentiels d'un faisceau de Lie Jg par
rapport aux derivations formelles admissibles. Ces proprietes ont ete de-
couvertes par Sophus Lie qui les trouvait suffisamment evidentes pour ne meme
pas leur donner un enonce precis. Arnold Tresse, dans sa these [65], a mani-
festo le souci de les enoncer et demontrer bien que sa presentation soit legere-
ment obscure surtout en ce qui concerne les hypotheses. Nous allons presenter
le theoreme sous diverses formes qui sont utiles dans les applications. Les
hypotheses peu restricitives manifestent toujours des conditions de regularite.

A. Le prolongement algebrique. A present il nous est utile de faire
quelques considerations de nature algebrique (cf. [2], [17], [30], [48] et [61]).
Soit K un corps commutatif de caracteristique zero et V, W deux X-espaces
vectoriels de dimension finie. Pour diminuer le nombre d'identiίications, nous
considerons SV comme Γalgebre des tenseurs symetriques de V (c'est-a-dire
plongee dans (x)F) munie de la loi " V " definie par Γoperateur de symetrisation
oύ Γon garde le coefficient 1/pl. Les definitions et constructions qui suivent
seront faites par rapport a SV* car c'est ainsi qu'elles trouvent leur application
ulterieure. Neanmoins, toutes ces constructions restent valables lorsqu'on
remplace V* par V et δ par un operateur analogue.

Soit E C SkV* (8) W un sous-espace vectoriel. On definit le prolongement
algebrique d'ordre / (ou espace dέduit d'ordre /) de E par la formule

(23.1) pt(E) = [((g)1 V*) (8) E] Π [Sk+ιV* (8) W]

les deux espaces ((x)f V*) <8) E et Sk+ιV* (8) W etant consideres plonges dans

«g) V*) (8) W. On a po(E) = E et on verifie aisement que pr(pt(E)) = pr+ι(E).
En particulier, si Γon ecrit p1 = p, alors

(23.2) pι(E) = p ( p . .

ou le 1-prolongement p est itere /-fois. Nous allons maintenant donner une
deuxieme definition equivalente de p(E) qui en vertu de (23.2) fournira une
definition recurrente de pt{E).

II existe un morphisme ^C-lineaire unique

D:V->χ(SV*)

tel que la derivation Dv, v e V, prolonge la forme lineaire v e Horn ( F * , K).
On a

Dv:S
kV* -^Sk~lV*

et
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(23.3) Dv(Sl V ' - V sk)= Σ<v, st}Sl V V ί , V V ί i ,
ΐ = l

oύ Si € F*. Si i(v) indique le produit interieur operant sur les elements de SV*,
ces elements etant consideres comme des formes multilineaires symetriques
sur V, alors Dυ \ SkV* = ki(v) \ SkV*. La derivation Dv s'etend a un morphisme
K-lineaire

(23.4) DΌ = DΏ®Id:SV*®W^>SV*<g)W .

Lorsque K = R, on voit facilement que Dvs, s e SV* (x) W, est la derivee
suivant le vecteur v de la fonction polynomiale s definie sur V (cf. § 22-B).
Considerons d'autre part Γinjection canonique

a: Sk+1V* (x) W -+ F * (g) 5 f cF* ® PΓ

qui consiste a symetriser la partie symetrique de x e Sk+1V* ® W par le sous-
groupe de © f c + 1 qui laisse fixe la premiere lettre. II est clair que x ne change
pas et on recolte des tenseurs symetriques d'ordre k. Si Γon considere les

espaces Sk+1V* <g) W et F * ® S f cF* (8) Ψ plonges dans (*(g) F*) (g) ίΓ, Γappli-
cation fl est tout simplement Γinclusion. Ecrivons F * (x) ̂ ^ F * ®W =
H o m ί F ^ F * ® W). L'injection a est donnee par

(23.5) a(x) :veV^ —L-Dv(x) e SkV* <g) W .
Λ + 1

Reprenons Γapplication (22.3) dans le cas particulier

δ: Sk+ιV* (x) W -+ F * (x) 5 f cF* (x) W .

De (22.4), (23.3) et (23.4) on deduit que δ(x)(v) = Dβ(jc) par consequent

(23.6) α = δ/(k + 1) .

Ceci dit, posons

(23.7) p(E) = {ue Horn (F, E) | u(v)(w) - «(w)(v) = 0} ,

oύ E est identifie a a(E) C Horn (F, Sk~Ύ* ® W) done il y a un sens d'ecrire
u(v)(w) = <w, M(V)>. Montrons que p(B) = a(p(E)). En efϊet

(23.8) p(E) = {* e 5 f c + 1 F* (8) PFI α(jc) 6 F * (x) E} ,

et par consequent

(23.9) p(E) = {xzSk+ιV*®W\ a(x) e Horn (F, £)} .



368 A. KUMPERA

Ecrivons ensuite SkV* ®W = Lk>s(V, W). Pour que u e Horn (F, Lk>s(V, W))
C Lk+1(V, W) soit une (k + l)-forme symetrique, il faut et il suffit que u soit
symetrique en les deux premieres variables car elle Test deja en les k dernieres.
Comme Horn (F, E) c Horn (F, Lkt8(V, W)) ceci acheve la demonstration. La
relation (23.7) est la definition classique de Γespace deduit de E. La discussion
precedente montre que la suite

(23.10) 0 >£>(£)-"-> F * ( x ) £ ^ - > Λ2 V* ® St-Ύ* ® W

est exacte oύ A est Γoperateur d'antisymetrisation en les deux premieres
variables (oύ l'on identifie E avec a{E) c V* <g> Sk-ψ* ® W). A l'aide des
formules (22.6) et (23.6), ou encore par un calcul direct, on montre que

(23.11) A = -δ/k .

Or, ceci permet de remplacer (23.10) par la suite exacte

(23.12) 0 >p(E)-δ-> F * ( x ) £ - ^ > Λ2 F* (g) Sk-ψ* ® W .

Ce dernier resultat est par ailleurs une consequence immediate de (23.8) et de
l'exactitude de (22.5)fc+1. En effet, Γelement y € F* ® E C F* ® 5fcF* (g) W
est de la forme y = a(x) = δ(x)/(k + 1) avec x e S*+1F* (x) £ si et seulement
si δGO = 0.

Prenons maintenant un faisceau de Lie <=£? et soit Ct(Δ) la famille homogene
correspondante (cf. § 22). X e J etant fixe, chaque Cf(J) x, k > /, s'identifie
au sous-espace Ap T* (x) (J f c_ l f Λ)X j b de Λ p T* (x) S*T* ® F P y oύ x = a(X),
y = β(X) et Xk = pk(X). Le lemme 22.5 est equivalent, compte tenu de
(22.6), a dire que la premiere fleche δ de la suite (22.5)Λ+1, avec F = Tx et
W = FP^, se restreint pour k > l(X) a

(23.13) 0 > W*.*+ 1)^+ 1 - ^ T* ® ( J t _ l i t ) Z t .

Or, l'exactitude de (23.12) entraίne que cette derniere propriete est equiv-
alente a

Le lemme 22.5 se reecrit par le
Lemme 23.1. Soit 3? un faisceau de Lie sur π verifiant Γhypothese Hι.

Pour tout X ε J il existe un entier l(X) tel que

(Δkίk+1)Xk+1 c ρ(Jk_ltk)Xk,

lorsque k > l(X).
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Remarquons ensuite que la 1-acyclicite de Cl{X)(Δ)x a Γordre kλ(X) signiίie
que la suite

(23.14), 0 > (Δk,k+ι)Xk+1 -U T* <g> (Δk_ι>k)Xk

-^-> Λ2T*®S*-2T*®VPV

est exacte pour k > kγ(X). On trouve ainsi un enonce equivalent du theoreme
22.1.

Theoreme 23.1 (de stabilitέ asymptotique). Soit ££ un faisceau de Lie sur
π vέrίfiant Vhypothese //,. Pour tout X € / il exίste un entier kx(X) tel que

lorsque k > kλ(X).
B. Relation entre le prolongement algέbrique et les derivations formelles.

Reprenons la suite exacte de la proposition 15.2 et considerons Y e /Λ + 1, X =
PK,H+J zJk,x = a(X) et v = /3(X). Soit E C [Jk χPS

kT* ® F F ] X = S*Γ*
(8) F P , , K£) C [h+ι X P 5Λ + 1Γ* (x) F P ] F - 5 fc+1Γ* ® KP y, F = ek(E) C
ker x Tpk_ltktt posons p(F) = εfc+1p(£;) c kerF Tpktk+1. Soit (/J α € 7 une famille
quelconque de functions toutes definies dans des voisinages d e Z et supposons
que

E = (kerx Tpk_ltk) Π ker^ (dfa) ,

oύ

ker x (d/β) = {̂  e Γx/ f c | <v, rf/β> = 0, Vα € /} .

Prenons finalement un systeme de coordonnees locales (JC4) de M au voisinage
de Λ: et indiquons par di les derivations formelles associees aux champs de
vecteurs djdx1 (elements de 9ί_ύ-

Lemme 23.2.

p(F) = (kerF Tpkfk+1) Π kerF (3id/«)«€/,i^i^dimif

La demonstration de ce lemme est une verification directe en utilisant le
diagramme (14.1) et en se plaςant dans le systeme de coordonnees locales (Λ4).
On ecrira les equations qui definissent les sous-espaces du premier et du second
membre et on verifiera que ces equations sont equivalentes (cf. [23], [30]).

Prenons ensuite m relevements locaux φ19 , φm de ak definis dans un
voisinage U de X, i.e., φt: U —> TM, r o φi = ak et r: TM —> M la projection
canonique. Supposons en outre que {^(1), , ψm(X)} soit une base ou plus
generalement un systeme de generateurs de TXM. Le lemme precedent et la
formule (cf. §5, propriete (6))
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dfΦ = fdφ + df A iΦ

entraίnent le
Lemme 23.3.

p(F) = (kcτγTpk>k+1) Π ker r (3 f i d

Indiquons ίinalement par 0tk le faisceau des germes de < f̂e-relevements dans
TM (cf. § 10).

Lemme 23.4.

p(F) = (kerF Tpkfk+1) ΓΊ (kerF (dφdfa), φ e ( # * ) z ) .

Considerons maintenant un faisceau de Lie ££ sur π. Soit X e J, X = (Xk)k^_1,
Xk € Jk et supposons que

a) 9ΐ(J>?)χ contient m elements φί tels que {/3^J1;^<m est une base de TXM,
oύ β est la projection but pour les germes (cf. § 21).

b) II existe un entier k tel que
( i ) φ. <=9ΐfe, 1 < i < m,
(ϋ) {Δk)Xk = teτ

Comme dim J f c est semi-continue inferieurement et comme la dimension d'un
noyau est semi-continue superieurement, on en deduit que Γhypothese (ii) est
equivalente a supposer que Δk est de dimension constante et completement
integrable dans un voisinage de Xk.

Lemme 23.5.

W*+i)χ*+1 = kerXjfc+1 {pttk+1df9d9idf\f€ Jk, 1 < i < m} .

Demonstration. Comme

(4fc-i.*λrt = 0&τZkTPk_ltk) Π (Δk)Xk = (kQTXkTPk_ltk) Π kQiXk{df\fe J?k) ,

on retrouve, en prenant au besoin des relevements locaux de ak qui represen-
tent les germes φi9 les hypotheses du lemme 23.3. Par consequent

(Δkfk+ι)Xk+1 = (kerXk+1TPk>k+ι) Π kπZk+1{d9tdf\feSk} .

Comme dφt(Jk)Xk c (A+i)x*+ 1 on a

(Λ+ i)z,+ 1 C keiXk+1{p*k+1df,dψdf\fε Jk] = Λ .

Or,

Tpk>k+ι(Δk+ι)Xk+1 = Tpktk+1Λ = (JJOJΓ*

et



INVARIANTS DIFFERENTIELS. II 371

(Δk+ι)Xk+1 Π ίeτZk+1Tpkιte+ί = A Π kerX t + 12>Λ p J f c + 1 = (z/fc)Jfc+1)χfc+1

par consequent (Δk+ι)Xk+1 = A.
Remarque. Le lemme ci-dessus entraίne, par semi-continuite du rang, que

Δk+1 est de dimension constante et completement integrable dans un voisinage
de Xk+1 (on rappelle que dφod = dodφ). En plus, il resulte du lemme 23.3
que

( Δ k > k + 1 ) Y k + 1 = p(Δk_ι>k)Yk

pour Yk+ι dans un voisinage de Xk+1. On voit ainsi que les hypotheses
ponctuelles a) et b) entraίnent des proprietes locales (ii) et (iii).

Corollaire 1.

( Δ k + ι ) X k + 1 = k e r ^ + i {p*k+1df, dψdf \ f e S k , φ z

Remplaςons ensuite Γhypothese (iii) par la condition plus forte

(iv) W M + i ) z / + 1 = P ( ^ ι - ι , ι ) x ι , l > k .

Cette hypothese signifie que Ck(Δ)x est un sous-complexe de C(VP)X qui est
1-acyclique a Γordre k.

Corollaire 2. Pour tout I > k on a

et

(Δι+ι)Xι+1 = teτXί+ί{p*ι+1df,drtdf\feSl9 1 < i < m}

= kerX z + 1 {pftί+1df, dψdf\fe / , , φ €

Demonstration. Le lemme 23.5 montre que

par consequent on retrouve pour (Δk+1)Xk+1 les memes hypotheses a) et b).
On raisonne ensuite par recurrence.

Corollaire 3. Pour tout I > k

( J ι ) X ι = keτXι {Pt+Sβψdψ2 d9df\fe Sk, Ψί e 9ik(J?)x, 0 < s < I - k} .

Donnons-nous maintenant un systeme complet {f19 •• ,///} de germes
d'integrales premieres independantes de Δk au point Xk. Le corollaire ci-dessus
est equivalent au

Corollaire 4. Pour tout I > k
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{ Δ t ) X ι = k e r x , { p ϊ + , . ι d 9 t ω d 9 t w d 9 i { a ) d f j \ l < j < μ ,

0 < s < l - k, 1 < i(l), , i(s) < m) ,

ow {φ19 , £>m} esί w«e jαmille d'έlέments ded\k(J?)x verifiαnt lα condition a).
CoroIIaire 5. Soit J£? un fαisceαu de Lie sur π, fixons un έlέment X e J et

supposons que β(ΐHk(^)x) = TXM. Les propriέtέs suivαntes sont έquivαlentes:
( I ) // existe un entier k tel que

a) Δk est de dimension constαnte et completement integrαble dans
un voisinage de Xk,

b) (J M + 1 )x ! + 1 = K/fz-uW / > k.
( I I ) // existe un entier k tel que

a) Δι est de dimension constante et completement ίntegrable dans
un voisinage de Xul> k,

b) Idem.
(III) // existe un entier k tel que la formule du corollaire 3 soit vέrίfiέe

pour I > k.
(IV) 77 existe un entier k tel que la formule du corollaire 4 soit verifiee

pour l>k, ou {/1? , fμ} est une famille quelconque d'elements de (Jr

k)X]c et
{ψ\> ' ' ' 9 ψm} est une famille d'elέments de dϊk(J?)x tel que {βφl9 , βφm} est
une base de TXM.

C. Les the or ernes de finitude. La discussion precedente met en evidence
la nature des hypotheses qu'il faudra imposer de telle sorte a obtenir de bonnes
proprietes pour les invariants diίϊerentiels. Tout d'abord nous imposons une
condition de regularite et d'integrabilite pour les Δk a savoir
H2: II existe un entier k2 tel que, pour k>k2, le champ d'elements de contact

Δk est de dimension localement constante (i.e., Δk est un sous-fibre non
singulier de TJk) et completement integrable.

En suite nous imposons une condition qui assure un nombre suffisant de
derivations formelles admissibles,
Hz\ Pour tout X z /, β(dt(&)z) = TXM oύ x = a(X). On pose k3(X) =

Le champ Δk, k >k 2, definit un feuilletage Φk sur Jk dont les feuilles sont
les trajectoires du pseudogroupe de transformations finies obtenues par inte-
gration des sections locales du faisceau de Lie <£k ou encore, les trajectoires
du prolongement d'ordre k du pseudogroupe de transformations finies obtenues
par integration des sections locales du faisceau de Lie if.

Le theoreme de Frobenius entraϊne en particulier le
Lemme 23.6. Soit ££ un faisceau de Lie sur π verifiant Γhypothese H2.

Pour tout k > k2 et tout Xk e Jk on a

Remarquons ensuite que la condition d'integrabilite figurant dans H2 sera
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desormais verifiee par une classe remarquable de faisceaux de Lie a savoir
ceux qui sont stables par rapport au crochet de champs de vecteurs.

Proposition 23.1. Soit <£ un sous-jaisceau en R-algebres de Lie de ΊΨ. Si
Δk est un sous-fibre non sίngulier de TJk, ίl est completement integrable.

En efϊet, $k est un morphisme d'algebres de Lie (cf. § 6 et § 15) par conse-
quent JδfΛ est un sous-faisceau en /?-algebres de Lie de TJk. La conclusion
s'en suit car j£ffc est un systeme de generateurs, sur Θk des germes de champs
de vecteurs qui appartiennent a Δk.

La proposition 23.1 n'admet pas de reciproque. En efϊet, il peut se faire
que tous les Δk soient reguliers et completement integrables sans que J/f soit
stable par le crochet. Pour le voir, prenons le faisceau ££ — Γ(P, M) des
germes de champs τr-projetables. ϋ? est stable par le crochet et la proposition
12.3 nous dit que Δk — TJk pour tout k > — 1. Or, il est trivial de construire,
par adjonction d'un champ non projetable, un faisceau de Lie ££' = ££ + Rξ
qui n'est plus stable par le crochet (on prenda par exemple ξ = yfi/dxj. Les
champs Δk correspondants sont tous egaux a TJk par consequent reguliers et
completement integrables.

L'hypothese H3 assure qu'il existe m elements {φί9 , <pm} de 9ftfc3(x)(=^?)x
tel que {βφλ, , βφm} est une base de TXM. La fonction kz{X) n'est pas
forcement bornee. Lorsque ceci est le cas et lorsque la fonction kx(X) du theo-
reme 23.1 est egalement bornee, le corollaire 5 du lemme 23.5 montre en fait
que l'hypothese H2 est consequence de conditions plus faibles portant sur un
seul champ Δk. De faςon precise on a la

Proposition 23.2. Soit ££ un faisceau de Lie sur π et supposons que
a) supx{k3(X),kί(X)} = μ< oo,
b) il existe un entier I > μ tel que Δt est de dimension localement constante

et completement integrable.
Λlors Γhypothese H2 est verifiee pour k2 = I.

Les hypotheses etant precisees, nous enonςons maintenant les theoremes de
finitude. On a tout d'abord la forme suivante.

Theoreme 23.2 (de finitude). Soit 3? un faisceau de Lie sur π vέrifiant les
hypotheses Ht, 1 < / < 3. Pour tout X ζ. J il existe un entier k(X) tel que

a) ( Δ k ) X k = k e r X f c {df\fe A } , k > k(X),
b ) (Δk+λ)χk+x = ker x , + l {pZk+1df, dψdf\fε Jk, ψ € dϊk(J?)x}, k > k(X).
Demonstration. II suffira de prendre pour k(X) le maximum des trois

nombres k2, kz(X) et kλ(X) qui figurent respectivement dans les hypotheses H2

et Hz et dans Γenonce du theoreme 23.1. Remarquons que dans b) nous
pouvons remplacer Γindice k de 9ΐfc(^f)χ par kz(X).

Corollaire 1. Soit J£ un faisceau de Lie vέrifiant les hypotheses Hi et fixons
X e J. Soit {f19 - ,fμ}un systeme fundamental de germes dΊntegrales premieres
de Δk au point Xk, k > k(X), et {φ19 9φm} une famille d?elements de
9ΐfe3(X)(^)jr telle que {βφ19 , βφm} soit une base de TXM, x = a(X). Dans ces
conditions on a, pour I > k, la formule rέcurrente
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{ Δ t ) X ι = k e r x , { p t + i t l d 9 i M d 9 t ( t ) d f j \ l < ] < μ ,

0 < s < l - k , l < / ( l ) , •••,/<» < m } .

Considerons maintenant le faisceau TJk ~ χ(Θk) des germes de champs de

vecteurs de Jk et posons par definition

/ χ ( A ) = {f eχ(0k) I £(./*) ClSt}.

Pour tout X e Jk, la fibre f%(J>k)x est une l?-sous-algebre de Lie et ( J ^ ^ - S O U S -
module de χ{Θk)x et

'χ( A ) * - {ξ e χ(^Jx I [f, M l I ̂ * = 0, β e ̂ ( X ) } .

Lorsque k > k2, '/(J2^) est un sous-faisceau de χ{Θk) au sens topologique car
il est egal au faisceau des germes de champs de vecteurs locaux de Jk qui
laissent invariant le feuilletage Φk, propriete qui se traduit par le fait que
[ξ,η] est tangent au feuilletage pour tout germe de champ η tangent au
feuilletage et par consequent se traduit par un nombre fini de conditions. On
montre egalement que le morphisme de restriction

(23.15) 'χW-χW

est surjectif pour k > k2.
La forme suivante du theoreme de finitude a ete suggeree par J. -L. Koszul.
Theoreme 23.3. Soit 3? un faisceau de Lie sur π verifianί les hypotheses

Hi. Pour tout X eJ il existe un entier k(X) tel que la propriete suivante est
verifiee lorsque k > k(X):

Si ξ e 'χCΛ + i W ! s'annule sur plk+1Ste et ^k{^)x-Jk alors ξ\Jr

k+ί = 0,
autrement dit, Vintage de ξ par le morphisme de restriction (23.15) est nulle.

Demonstration. Le theoreme 23.2 entraίne que tout germe de champ de
vecteurs de Jk+ι nul sur <o*fc+iJ^fc et ΐdk(^)x <fk est tangent au feuilletage Φk+ι

par consequent annule Jf

k+ί. On pourra egalement remplacer Γindice k de
9 W i ? ) x par UX).

Remarque. Considerons le cas particulier oύ Jδf = 0. Dans ce cas Jk —
&k, 'χ(JΊc) = χ((Pjc) et 9ΐfc(^f) = dik. Prenons un systeme de coordonnees
locales (xl, yλ) adapte a la fibration π et soit (xi, yλ

a) le systeme coordonnees
correspondant sur Jk (cf. §4). Comme dtyi — yλ

a+u on voit aussitόt qui si
ξ e χ((Pk+1) est nul sur p%k+flk et S t . ^ ^ j f e s t n u l s u r u n systeme de coor-
donnees locales de Jk+1 par consequent ξ — 0. Le theoreme 23.3 est une ex-
tension de cette remarque triviale a un faisceau de Lie J£? et sera utilisee
ulterierement.

Adoptons les notations du corollaire 1. On obtient le
Corollaire 2. Soit ££ un faisceau de Lie verifiant les hypotheses Hi et fixons

X e J. Pour tout I > k > k(X) la propriete suivante est verifiee:



INVARIANTS DIFFERENTIELS. II 375

Si ξ <= ' χ ( Λ ) x , s'annule sur pt+8tldΨtω 39tωfj9 l<j<μ,O<s<l-k,
1 < /(I), , /CO < m alors ξ\Sι = 0.

Nous enonςons finalement le theoreme sous la forme de Sophus Lie. Pour
ceci, adoptons le langage suivant. Soit M une variete et J un sous-faisceau
du faisceau structural Θ de M. Un systeme de generateurs de J au point x eM
est une famille (φe)t€I d'elements de J>x verifiant la propriete suivante: tout
φ 6 J x s'ecrit sous la forme φ = F(φί(l), , φt{r)) oύ F est un germe de fonc-
tion a r variables et 1 < r < oo. Une base de J> au point x <ε M est un systeme
de generateurs independants de «/ au point x (i.e., les difϊerentielles dφc sont
lineairement independantes au point x). Comme M est supposee de dimension
finie, une base aura toujours un nombre fini d'elements ce nombre etant au
plus egal a dim M. On dira qu'une partie J C J engendre J> si

(i) J se projette sur M par la projection du faisceau «/ et
(ii) Jx est un systeme de generateurs de Jx pour tout x € M.
Supposons maintenant que M est muni d'un feuilletage Φ de codimension μ

et indiquons par «/ le faisceau des germes d'integrales premieres de Φ. En
tout point x 6 M, J> admet une base qu'on appelle d'habitude un systeme
fondamental de germes d'integrales premieres. Toute base a μ elements et la
condition necessaire et suffisante pour que la famille <p19 , ψμ d'elements de
J^x soit une base est que cette famille soit independante au point x. Toute base
en x s'etend en une base locale donnee par des sections de J> definies au
voisinage de x. Une famille (ψ)c€/ d'elements de J> x est un systeme de gen-
erateurs si et seulement si le rang des diίϊerentielles dφt au point x est egal a μ.
De tout systeme de generateurs on peut extraire une base. Tout systeme de
generateurs en x s'etend en un systeme de generateurs locaux definis dans un
voisinage de x.

Theoreme 23.4 (Lie). Soit J? un faisceau de Lie sur π verifiant les hypo-
theses Hi. Pour tout X ζ. J il existe un entier k(X) tel que

a) J>k admet une base finie au point Xk e Jk, k > k(X),
b) [ρtk+1(Sk)χk] U Bftk(&)χ'(Sk)χk] est un systeme de generateurs de

(Sk+JZt+ί, k > k(X).
Encore ici on pourra remplacer Γindice k de 9ΐfe par kz(X). Les notations

etant celles du corollaire 1, on a le
Corollaire 3. Soit Jg un faisceau de Lie verifiant les hypotheses Hi et fixons

X 6 /. Pour tout l>k> k(X), la famille (pt+.tιd9iM 9,<(f)/j), i < / < μ,
0 < s < I — k, 1 < /(I), , i(s) < m engendre (Jdxv

Le dernier corollaire montre que les invariants difϊerentiels d'ordre k > k(X)
arbitraire s'obtiennent a partir d'un nombre fini d'invariants d'ordre k(X) a
Γaide de derivations formelles admissibles successives. Ceci est le sens des
theoremes des finitude.

Les enonces des theoremes de finitude ainsi que leurs corollaires ont un
aspect ponctueL En prenant des representants pour les germes, ils peuvent
revetir un aspect local. En effet, remarquons tout d'abord que dans Γenonce



376 A. KUMPERA

du theoreme 23.2 on peut remplacer fz<fk par un systeme fondamental
{/u J fμ} de germes d'integrales premieres au point Xk et φ e ίRk(^)χ par un
systeme {φ19 , ψm) d'elements de ΐ(lk(J£)χ tel que {βφ19 , βφm} soit une
base de TXM. Or, si on represente chaque germe ft par une integrale premiere
locale Ft definie dans un voisinage de Xk et chaque germe <pt par une section
locale Φt de dik definie dans un voisinage de X on voit aussitόt que la fonction
dφFj est encore une integrale premiere dans un voisinage de Xk+1 car son
germe e n Z f c + 1 est dφ.fj. On remarquera pourtant que les sections Φt ne peuvent
pas en general etre choisies admissibles c'est-a-dire ne sont pas forcement des
sections de 9ΐΛ(e£?) car ce dernier n'est pas en general un faisceau au sens
topologique. Le theoreme 23.2 se reecrit sous sa version locale par le

Theoreme 23.5. Soit Jg un faisceau de Lie sur π verifiant les hypotheses
Hi. Pour tout X e J et tout entier k > k(X) il existe un voisinage ouvert Wk+ι

de Xk+ι tel que
a) pk+ltte : Wk+ι ->"Tk = p(Wk+1) est une fibration,
b) {Δk)Yk = kerF, {df\fe Jk], Yk±rk,
c) ( J k + 1 ) Y k + 1 = k e r F f c + l {plk+1df, dΦidf\f e J k , l < i < m } , Yk+ι e <%k+1.
En efϊet, a) est une assertion triviale car pk+lfk est une submersion, b) est

valable pour tout Yk e Jk (cf. lemme 23.6), et c) est obtenu en prenant une
base locale {FJ d'integrales premieres et en remarquant que dφjF(Fλ, -,Fμ)

= Σ —-(^Ί> * * J FJdφFi est une integrale premiere de Δk+ι. On remarquera
i dxι 3

qu'il n'est pas possible en general de choisir les ouverts °Uk de telle sorte que
pk,k+i(.^k+ί) = Wk- De meme il peut se faire que k(Y) > k(X) pour Y eJ
arbitrairement proche de X. C'est la raison pour laquelle la partie c) n'est
pas une extension directe de la partie b) du theoreme 23.2. Lorsque
est un faisceau (cf. § 25) nous pouvons remplacer dΦidf par dφdf, ψ e
le germe de derivee formelle etant pris au point Yk+1.

Le corollaire 1 se transcrit de la faςon suivante.

Corollaire 4. Soit <£ un faisceau de Lie verifiant les hypotheses Hi, fixons
X € J, soit {F19 - , Fμ) un systeme fondamental d'integrales premieres de Δk

dέfinies dans un voisinage de Xk, k > k(X) fixέ, et {Φλ, , Φm} une famille
de sections locales de dik^χ) tel que les Φi(X) soient des germes de derivations
formelles admissibles dont les buts induisent une base de TXM. Dans ces con-
ditions, pour tout I > k, il existe un voisinage ouvert ΰttι de Xt tel que

a) pktl:
 ΰUι -* i^k = ρ{%ι) est une fibration,

b) {Δι)Yι = kerFz {pΐ+SίldΦίω dΦtωdFj\l < j < μ,
0 < s < I — k, 1 < /(I), , i(s) < m), Yι e %t.

On peut reecrire de f aςon entierement analogue une version locale des theo-
remes 23.3 et 23.4 ainsi que de leurs corollaires.

Remarque. Dans la partie B de cette section nous avons vu que la possi-
bilite de determiner la geometrie a Γordre k + 1 au point Xk+i a Γaide de
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celle a Γordre k au point Xk (i.e., le lemme 23.5) repose essentiellement sur
les trois conditions suivantes:

i) regularite et complete integrabilite de Δk au voisinage de Xk9

ii) existence de m germes {φ19 , φm} de variations infinitesimales de ak

au point Xk (germes de relevements locaux de ak dans TM au point Xk)
qui soient admissibles c'est-a-dire transforment (J~k)Zk dans (J^k+i)xk+1 et dont
les buts induisent une base de TXM,

iii) (Δkfk+ί)Xk+1 = pWk-i,k)xk

Or, ces conditions etant verifiees aux points Xk+1 et Xk le sont aussi dans un
voisinage et c'est precisement cette propriete qui permet d'ecrire les versions
locales des theoremes de ίinitude. En utilisant la technique des derivations
formelles nous avons montre dans B (voir remarque suivant le lemme 23.5)
que ces conditions entraίnent la regularite et complete integrabilite de Δk+ί

dans un voisinage de Xk+1. Quant a la condition ii), prenons des represen-
tants Φi pour les germes ψu chaque Φt etant une variation infinitesimale locale
de ak definie dans un voisinage de Xk. Comme Δk est completement integrable,
Jk admet une base locale finie au voisinage de Xk et ceci, joint a la semi-con-
tinuite inferieure des rangs, montre qu'il existe un voisinage Wk+ι de Xk+ι tel
que pour tout point Yk+X € Wk+1 les germes des Φt en Yk+ι veriίient les condi-
tions ii). En ce qui concerne la condition iii), son extension a un voisinage
de Xk+ι a ete demontre dans B a Γaide des techniques de derivation formelle
(notamment Γutilisation du lemme 23.3). Cependant, cette propriete est une
consequence immediate de la semi-continuite superieure des dimensions des
groupes de <5-cohomologie consideres comme espaces vectoriels reels. De faςon
precise, la condition iii) est equivalente a Γexactitude de la suite (23.14)fc aux
points Xk+ι et Xk. Comme Δk est Δk+ι sont reguliers, il en est de meme du
noyau Δktk+ι et par consequent la dimension de Γimage de la premiere fleche
δ de (23.14)fc est semi-continue inferieurement par rapport au point de base
Xk+1. D'autre part, lorsque Δk_ltk est regulier la dimension du noyau de la
deuxieme fleche δ est semi-continue superieurement par consequent la dimen-
sion du groupe de d-cohomologie est de meme semi-continue superieurement
par rapport a Xk+1. Or Δk_hk n'est pas en general regulier car ceci est equiv-
alent a la regularite de Δk_λ. Cependant, puisque Δk est regulier la dimension
de Δk_uk, en tant que noyau, est semi-continue superieurement et celle du
noyau de la deuxieme fleche δ de (23.14)fc Test aussi. Pour voir la derniere
assertion on remarquera que le noyau de δ peut s'exprimer comme le noyau
d'un nombre fini de formes lineaires dont les coefficients dependent continύ-
ment (en fait de faςon C°°) du point de base Xk. On prendra Γensemble des
formes lineaires qui definissent localement

a) le noyau de

δ: Jk X P Γ* (x) 5fcΓ* (x) VP -> Jk X P Λ
2 Γ* (x) Sk~ιT* (x) VP ,
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b) le sous-fibre eventuellement singulier T* <g) Δk_uk de Jk X P Γ*
(g) F F (ce qui est possible car Δk_ί>k = Δk Π ker Tpk_ltk et Δk est regulier).

Les considerations ci-dessus montrent en particulier que les conditions i),
ii) et iii) entrainent Γ existence d'un voisinage ouvert <%k+1 de Xk+ι tel que
pour tout Yk+ι e Wk+ι on a

(4fc+i)r*+1 = kerF,+ l {pZk+1df,dΦtdf\fe Jk91 < i < m} ,

ceci etant une extension locale du lemme 23.5.
Prenons finalement un jet X e J et m elements admissibles <pt e dika(Z)(^)x

dont les buts induisent une base de TXM. Soient Φu 1 < / < m, des sections
locales de 9ΐfe3(χ) definies dans un voisinage de X et telles que Φι(X) = <pt. Bien
que les sections Φt ne soient pas forcement admissibles en les points Y e /
voisins de X, elles induisent a chaque ordre k > k(X) des variations infini-
tesimales locales de ak qui sont admissibles. De faςon precise on a la

Proposition 23.3. Pour tout k > k(X) ίl exίste un voisinage ouvert Wk+ι

de Xk+ί tel que
a ) Pk,k+ι'- ^k+ι —> Ϋ\ est une fibration,

b) ( J» f 4 + 1)r f c + 1 = pVk-uk)γk, Yk + ι 6 * * + i,
c) [3#4./*]r*+1 C (Sk+1)γk+l9 Yk+ι e Wk+19 1 < / < m.
Lorsqu'on s'interesse uniquement aux proprietes de finitude des invariants

difϊerentiels au voisinage d'un jet fixe X € / il suίfira d'avoir des hypotheses
de regularite relatives a X. En efϊet, on peut remplacer H[ par
H[x: II existe un entier kγ tel que pour k > kx le fibre L(r)k de base Jk+1 est

de rang constant au voisinage de Xk+ι.
Ceci permettra de demontrer les theoremes 22.1 et 23.1 au point X. On note
desormais par kx(X) Γentier correspondant. L'hypothese H3 se remplace par
H3>x: βW(&)x) = TXM, x = a(X),
et on note par k3(X) Γentier correspondant. Finalement, la discussion ci-dessus
montre que H2 peut etre remplacee par l'hypothese plus faible (cf. proposi-
tion 23.2)
H1X\ II existe un entier k2 > max {k^X), k3(X)} tel que Δk2 est regulier et

integrable au voisinage de Xk2.
Theoreme 23.6 (Lie). Soit 3? un jaisceau de Lie sur π verifiant les hypo-

theses ci-dessus au point X e /, et prenons une famille (Φt), 1 < / < m, de
sections locales de 9ΐfc3(X) tel que les Φi(X) soient admissibles et induisent une
base de TXM. Dans ces conditions, pour tout k > k2

a) Δk est regulier et integrable au voisinage de Xk par consequent Jk

admet une base locale finie en tout point voisin de Xk et
b) // existe un voisinage ouvert Wk+ι de Xk+ι tel que

0 Pk.k+i' Wk+i-+/r'k= p(Wk+i) est une fibration,
ϋ) Wk,k+i)γk+ι = P(Λk-i,k)γk, Yk+ι e %k+l9

iii) (Δk)Yk = kerFA {df\fe Jk], Ykε®k,
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iv) (Λk+1)rt+1 = kετYk+1{p*k+1df, dΦίdf\f e Sk9l<i£m}9 Yk+i e 4f»+1,
v) {ptk+if,dΦίf\fζ Sk9 1 < i < ™}γk+1 engendre (Sk+1)Yk+1, Y*+i e

On demontre egalement les versions locales, relatives au point X, des corol-
laires precedents.

24. L'hypothese H2, regularite des trajectoires

Nous voulons a present demontrer un critere de regularite pour les champs
d'elements de contact Δk a Γaide de la notion de caracteres introduite par E.
Cartan dans son etude des systemes differentiels exterieurs. Pour ceci, il faudra
tout d'abord completer les considerations algebriques du § 23A. Nous gardons
les memes notations et nous nous bornons a enoncer une liste de definitions
et de proprietes les demonstrations desquelles se trouvent par exemple dans
[30], [48] et [61].

Soit E C SkV* (8) W un sous-espace vectoriel. Pour abreger les notations
nous ecrivons Dv au lieu de Dυ ® Id. Pour tout v zV nous posons

E{v) est un sous-espace vectoriel de Sk~ιV* (x) W egal a Γimage par la contrac-
tion V ® SkV* ® W -* Sk-ψ* (8) W du sous-espace v®E. Plus generalement,
pour tout element (vl9 , vr) e f] r V nous posons

E{v19 - , vr) = {φΌlx, , Dυx) I x € E) .

E(v19 , vr) est un sous-espace vectoriel de \\r (Sk~lV* (g) W). Pour r > 1
on definit les entiers

τr(E) = max ίdim E(v19 , vr) | (v19 , vr) e fl

σ r(£) = τ r (£) - r ^ ί E ) oύ τo(£) = 0 .

Les entiers r r(E) et σr(E) sont appeles indirΐeremment les caracteres de E.
L'espaceE seraditinvolutif lorsquelesous-complexe de (Λ V*®ShV*®W\8)
construit a Γaide de E et des prolongements successifs de E est involutif a
Γordre k (cf. §22B). Soit m = dim V et / = dimE. On a les relations
suivantes:

1. τr{E) < τ,(E),r < s.
2. τr(E) = /, r > m.
3. τ r (£)=Σί. 1 σ 4 (JS).
4. σr(E) > σβ(E), r < s.
5. (7r(E) = 0, r > m.
6. σJJE) - / - τm_λ{E).



380 A. KUMPERA

7. dim p(E) <ml~ Σ7=ΐ τr(E) = mτm(E) - Σ?=ί τriβ).
8. E est involutif si et seulement si dim p(E) — ml — ΣT=ι τr(E).
9. Posons F = p(E). Si E est involutif alors F est involutif et on a les re-

lations suivantes entre les caracteres de E et ceux de F:

m

= Σ σk(E) r < m
k

Prenons maintenant un faisceau de Lie j£? sur π, ίixons X e J et supposons
que Γhypothese H'ltΣ soit verifiee. Supposons en plus que pour tout k > k0 il
existe un voisinage ouvert %k+ι de Xk+ι tel que Δk)k+ι soit le prolongement de
Δk_ιΛ en les points de <%k+1. Ceci sera le cas notamment lorsque Jδf verifie ^
et la fonction /^(X) du theoreme 22.1 est semi-continue superieurement. Soit
finalement k2(X) Γentier defini a la suite du theoreme 22.1.

Proposition 24.1. Soit ££ un faisceau de Lie verifiant les conditions prέcέ-
dentes et supposons quΊl existe un entier h > max {k0, k2(X)} tel que

a) Δh est rέgulier au voisinage de Xh,
b) Δh_lth est involutif au voisinage de Xh et ses caracteres sont constants.

Alors pour tout A: > h il existe un voisinage IV\ de Xk tel que Δk est rέgulier
dans Ψ"k.

Demonstration. En effet, puisque Δhth+1 = p(Δh_lth) en tout point voisin
de Xh+1, il resulte de la propriete 8 que Δh>h+1 est regulier au voisinage de
Xh+1 par consequent Δh+ι Test aussi. Comme ΔhΛ+ι est involutif au voisinage
de Xh+1 (propriete 9) et que les caracteres de Δhyh+ι sont constants on retrouve
a Γordre h + 1 les memes hypotheses que celles imposees a Γordre h. Une
recurrence acheve la demonstration.

Remarquons que la Constance des caracteres τr, r > m est equivalente a la
regularite de Δh_uh (propriete 2) et par consequent a celle de Δh_λ car Δh est
suppose regulier. On voit ainsi que dans la proposition ci-dessus on demontre
la regularite locale de J a un certain ordre en supposant la regularite a deux
ordres consecutifs inferieurs et la Constance des caracteres.

25. L'hypothese H3

Soit Jδf un faisceau de Lie sur π verifiant l'hypothese H3 et soit 9ΐ(j£?) Γen-
semble des elements ^f-admissibles de 9ΐ.

Une premiere question qui se pose est celle de trouver des conditions
moyennant lesquelles 9ΐ(j^) soit un sous-faisceau de ΐd au sens topologique.
Lorsque ceci est le cas, tout element admissible φ e 9ί(j£?)x s'etend en une
section locale admissible, i.e., une section de 9ΐ(j£?).

Une deuxieme question qui se pose naturellement est la suivante. Fixons
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X € / et soit {φλ, , φm}, m = dim M, une famille d'elements de 9ΐ(if) x tel
que {/3̂ 1? , βφm} constitue une base de TXM, x = a(X). Une telle famille
existe et en fait on peut la choisir dans d\k3{X)(^)x. En representant les germes
ψι par des variations infinitesimales locales de akz(X) definies au voisinage de
Xjc^X) on voit aussitόt qu'une telle famille {ψi} est une base de dix pour la
structure de ^-module . Comme ΐfl(^)x est un ίgx-sous-module de 9ΐx, on
peut se demander si la famille {φt} est egalement une base du $x-module
9ΐ(«£?)jr La reponse est en general negative. En effet, si ψ e 9ΐ°(j£?)x et φ Φ 0,
alors φ est une derivation formelle admissible et pour tout / e A, fφ Test aussi.
Comme exemples de cette situation on a les faisceaux Jδf = TP et S£ =
Γ(P,M). Dans ce cas % = 0 et dt(&) = 3lo(^) - 9ΐ.

Proposition 25.1. 5o/ί i f un faisceau de Lie et (^), 1 < / < m, une famille
d'elements de d\l(J£)x dont les huts induisent une base de TXM. Dans ces con-
ditions le ^x-module ffl(J£)x est libre et admet pour base la famille {ψi).

Demonstration. Un element φ e ΐftι(J£)x s'ecrit φ — 2Γ=i Uψ%, oύ ft € Ax,
et verifie la relation \_φ, θ~\ = 0 pour tout θ e (J?j)z. Or, la formule [fφ, θ] =

d'ecrire

0=[<p,θ~\ = Σ filφuθ'] ~ Σ (Pifΰφt = Σ (Pefΰψi
ί ί i

par consequent pθfi — 0 et ft € ^ .
Corollaire 1. 5o/ί «Sf wn faisceau de Lie verifiant Γhypothese H3 et sup-

posons que 9ΐ(if) = dV(J£) (cette condition έtant rέalίsέe en particulier lorsque
3t°(j£?) = 0). Dans ces conditions di(J?)z est un ^-module libre et admet pour
base la famille (ψi).

Representons 9ΐ par sa notation tensorielle A ®Bχ(B). Si £g verifie les hy-
potheses du corollaire ci-dessus, la fibre 9ΐ(j£?)x peut s'ecrire sous la forme

oύ μ = kz(X) et 9tμ(^)x est libre de rang m sur Γanneau Q$μ)x. Lorsque kz(X)
est une fonction bornee superieurement par η < oo, on obtient Γisomorphisme

Cherchons maintenant des conditions sufrlsantes pour que Γhypothese H3

soit verifiee. Ces conditions fourniront en meme temps une reponse affirma-
tive aux deux questions precedentes.

Soit Xk β Jk, x = a{Xk) e M et prenons un systeme de coordonnees locales
(xι) au voisinage de x. Nous indiquons par dt la derivee formelle suivant le
champ djdx1 (considere comme element de ^ _ : ) . Supposons qu'il existe m
invariants difϊerentiels {/15 ,/m} d'ordre k de ££ definis dans un voisinage
ouvert U de Xk et considerons la matrice jacobienne (aux derivees formelles)
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C'est une fonction definie dans Γouvert pk*k+1(U) et a valeurs dans les matrices
mxm. Nous supposons en plus que det A(Xk+1) Φ 0 en un point Xk+1 e pk%+1(U)
et par consequent dans tout un voisinage <%k+1 de Xk+ι. Indiquons finalement
par <% Γouvert de / defini par °U = qk\Ύ(°Uk^ oύ qk+1: / —> Jk+1 est la projec-
tion naturelle. % = 020^-1 e t ^ * + Λ = £*+i,*+*(^*+i) pour tout /* > 1.
Definissons la variation infinitesimale Φx at ak+ι par la formule

(25.1) Φ, = det A-1- det

d/dx1-

dj2 '

d/dxm

dw/2

dmfτr

oύ les coefficients a[ sont les cofacteurs des elements de la premiere ligne di-
vises par le jacobien. Φx ainsi que les fonctions a\ sont deίinis sur Jk+1 dans
Γouvert Wk+ι. La derivee formelle correspondante δλ = dφχ est donnee par
une formule analogue oύ les d\dxι sont remplaces par les 3 i# En prenant les
germes de Φ1 en tous les points de <%k+1 et en passant a la limite, on obtient
une section locale du faisceau 9ΐ definie dans Γouvert <%. Cette section sera
encore notee par Φλ. De meme la derivation δλ definit par passage a la limite
une section δλ du faisceau © des germes de derivations formelles et ^ = dφχ.
Montrons qu'on obtient ainsi des sections admissibles.

Proposition 25.2. Φλ est une section de 9ΐ(j£?) et β{ΦλY) Φ 0 pour tout
YzW.

Demonstration. Considerons Φx comme une variation infinitesimale de ak+1

(relevement local de ak+ι dans TM). Si g est un invariant differentiel d'ordre
/ defini dans un ouvert contenu dans %u il faudra montrer que δλg est encore
un invariant differentiel de J£? ce qui revient a demontrer que pθδλg = 0 pour
toute section locale θ de Jδf definie dans un ouvert contenu dans ^ 0 . Le
resultat s Obtient en calculant directement sur Γ expression

(25.2) δxg = det
dif2

dmg

dm/2

et en utilisant la formule fondamentale (cf. § 15)

(25.3) di$θ - PA - 3Cβ/β*<f#] = Σ

oύ le crochet [3/3**, θ] est celui de 0t, θ = (Tπ) o θ = ΣJ Ojdldxj et les θj sont
des fonctions locales de P definies par Γ expression coordonnee de θ
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Or,

(25.4)
det A

~[(pθ det A) det Ω - det A(pβ det Ω)] ,

oύ Ω est la deuxieme matrice de (25.2). Si Γon derive chaque determinant
colonne par colonne on pourra, en vertu de (25.3), remplacer chaque terme
pθdt par — Σj (diθj)dj. En achevant les calculs, on trouve pour le terme entre
crochets de (25.4) Γexpression

- Σ 3^[det A det Ω - det A det Ω] = 0 .

La deuxieme assertion est equivalente a Φι(Yk+ι) Φ 0 pour tout Yk+ι e Wk+ι.
Or, ceci resulte du fait que la matrice

\Vίfj)l<i<m,2<j<m,

est de rang m — 1 car A est inversible, ou encore du fait que διf1 = 1. Ceci
acheve la demonstration.

Plus generalement definissons pour tout /', 1 < / < m, la variation infini-
tesimale

(25.5) = det A'1- det

oύ les djdx1 se trouvent sur la /-erne ligne. Si on pose Φ = (φ1 . . . φm) et
djdx = iβjdx1 - - - d/dxm), on obtient en notation matricielle

(25.6) Φ = d/dxΆ~ι

par consequent les variations infinitesimales Φd sont lineairement independantes
(sur les functions de Wk+1) et leurs images Φj(Yk+ι) determinent une base de
TyM, y =a(Yk+1), pour tout Yk+ι e Wk+1. La propriete ci-dessus resulte encore
du fait que

(25.7) = δJt oύ δj = dφ. .

Indiquons toujours par Φό les sections de 9ΐ definies par les variations infini-
tesimales (25.5).
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Theoreme 25.1. Chaque Φj est une section ^-admissible et, pour tout
Y e<%, la famille {β(ΦjY)} est une base de TyM, y = a(Y).

A ce point il est interessant de revenir un peu sur les raisonnements de
Sophus Lie. Soit Xk+ι e Wk+1, Xk+ι z= jk+ι^(χ) et considerons la section locale
jkσ de Jk definie dans un voisinage de x. Son image est une sous-variete de Jk

qui sera toujours notee par jkσ. Transportons les coordonnees (xι) de M a la
sous-variete jkσ et notons les coordonnees transportees par X\ De meme,
restreignons les functions ]i a jkσ et notons les fonctions restreintes par Ft. La
definition meme de la derivee formelle suivant la variation infinitesimaled/dx*
(cf. § 5, propriete 8) montre que le vecteur λk+1 o (Id X d/dxί)(Xk+ι) induit au
point Xk n'est autre que (d/dXί)Xk par consequent

On en deduit immediatement que la condition det Λ(Xk+ι) Φ 0 est equivalents
a supposer que les fonctions {F1? , Fm} sont independantes au point Xk et
definissent par consequent un nouveau systeme de coordonnees de jkσ au
voisinage de Xk. Indiquons finalement par ξt les vecteurs λk+1 o (Id x Φi)(Xk+1)
induits par les variations infinitesimales Φt au point Xk. Comme ξt est tangent
a jkσ, on trouve la relation

(25.8) δij = δtfj(Xk+1) = ξi-fjiXjc) = ξi Fj(Xk)

et ceci montre que

(25.9) ξ€

c'est-a-dire les ξt sont les derivees partielles suivant le systeme de coordonnees
(Fi). On trouve ainsi la relation

(25.10) dig(Xk+l) = (dG/dFiXXJ ,

oύ g est une fonction quelconque definie au voisinage de Xk, et G est sa restric-

tion a jkσ.
On peut aussi demontrer la relation (25.9) a Γaide de la formule (25.6).

En effet cette formule prise au point Xk+ι se reecrit, en remontant les vecteurs
a jkσ, par

(25.11) (ξ, ξm) = (d/dX' djdXm)Xk'Λ-\Xk+ι) .

Comme Λ(Xk+ι) est la matrice jacobienne des fonctions F5 par rapport aux
coordonnees X1 au point Xk, le second membre de (25.11) n'est autre que
(d/dF1 d/dFm) car c'est Γexpression des nouvelles derivees par un change-
ment de variables.

L'admissibilite des sections Φt ou bien des derivations δi resulte tout simple-
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ment de la formule (25.10) car dig est une fonction invariante en tant que
derivee de la fonction invariante g par rapport a la variable invariante ft

(Sophus Lie [42]).
Cherchons finalement une condition de non nullite du jacobien en termes du

champ Δk. Pour ceci, indiquons par τXk+ι Γespace tangent a jkσ au point Xk.
τXk+ι est Γimage par Γapplication (Tjkσ)x de Γespace tangent TXM. En outre,
la correspondance Xk+ι —> τXk+ι etablit un diffeomorphisme entre Jk+1 et la
Grassmannienne des elements de contact de dimension m de Jk qui sont holo-
nomes et transverses a la flbration ak.

Proposition 25.3. Les conditions suivanies sont έquivalentes:
a) d e t Λ ( X f c + 1 ) ^ 0 ,
b) la jamille des restrictions (dfj\τXk + 1), 1 < / < m, est libre,
c) kerXfc {dfj}^j^m Π τXk+ί = 0.

Reciproquement, on a la
Proposition 25.4. Prenons un jet Xk+ι e Jk+1, et supposons que
a) Δk est rέgulier et intέgrable dans un voisinage de Xk et
b) (Δk)Xk Π τXk + ί = 0.

Dans ces conditions il existent m invariants diβέrentiels d'ordre k de 5έ', soit
{/u * * J /m}j de finis dans un voisinage ouvert Uk de Xk et un voisinage ouvert
Wk+ι C p^k+l(

uk) de Xk+ι tel que pour tout Yk+ι e Wk+ι

kerF t {d/^!^^TO ΓΊ τYk + ι = 0 .

En outre, les derivations correspondantes {δj}, i < / < m, sont dέfinies dans
%k+ι et determinent des sections de ®(=£?) au dessus de ^.

Corollaire 1. Soit £? un faisceau de Lie verifiant les hypotheses de la prop-
osition. II existe un voisinage ouvert <Wk+1 de Xk+ι tel que

= TVM

pour tout Y € °lί — qkli{°^k+d Par consequent Γhypothese H3 est verifiee en
Y et Jfc3(Y) = k + 1. En outre, 9ΐ°(if)F = 0 et 9l(J2% = $?(&)]* est un
faisceau (au sens topologique) en ^-modules localement libre de rang m dont
une base locale est donnέe par les sections Φt.

L'assertion 3to(J2?)F = 0 resulte aussitόt des relations δtfj = δij.
Theoreme 25.1. Soit ££ un faisceau de Lie, et supposons que Δk est rέgulier

et ίntέgrable pour un entier fixe k > 0. Dans ces conditions, Γhypothese H3

est verifiee en tout point X € J tel que

(25.12) (Δk)Xk Π τXk + ι = 0 .

Vensemble des X e J verifiant cette propriέtέ est un ouvert °tt de J, et la rest-
riction 9ΐ(j£?) I ^ est un faisceau en ^-modules localement libre de rang m. En
outre, Vouvert fy est dense dans qk

l(^k).
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Pour voir la derniere assertion, remarquons tout d'abord que Wk+1 est
Γensemble des Xk+ι e Jk+1 verifiant (25.12) et que °tt — qkl1^k+1. H suffitpar
consequent de montrer que %k+1 est dense dans Uk+1 = pk*k+ιWk. Comme
Pk,k+\'> Uk+ι —> %k est une fibration, en fait un fibre affine localement trivial
(cf. § 19), il suffit meme de demontrer la densite dans chaque ^ ^ - f i b r e . Or,
si Γon restreint la fonction Λ a une telle fibre, Γexpression coordonnee de dtfj
(cf. propriete 7, § 5) montre que les coefficients de la matrice A sont des fonc-
tions polynomes en les coordonnees (yλ

a), \a\ = k + 1. Puisque le jacobien
det Λ n'est pas identiquement nul son support sera egal a la fibre.

On remarque finalement que la condition (25.12) entraine Γinegalite
codim {Δk)Σk > n. In serait utile de savoir en quelle mesure la reciproque est
vraie.

26. Les faisceaux de Lie τr-verticaux

Nous considerons maintenant une classe de faisceaux de Lie qui apparaissent
souvent en geometrie differentielle notamment dans les questions qui font inter-
venir le prolongement par le but.

Definition 26.1. Un faisceau de Lie i f sur π est dit ̂ -vertical si Tπ(θ) = 0
pour tout element θ € Jδf.

Un faisceau £P est τr-vertical lorsque ses elements sont des germes de champs
de vecteurs tangents aux fibres de π: P —> M. En termes des faisceaux de struc-
ture, i f est vertical si et seulement si

i f C {θ € χ(PP,ΦM)\θ(P XM@M) = 0} .

En outre, un faisceau vertical est ττ-projetable et sa projection dans M est nulle.
Pour de tels faisceaux la theorie de Lie se simplifie de faςon considerable et,

comme nous le verrons ensuite, les theoremes de finitude sont valables
moyennant une hypothese unique a savoir H2.

En eίfet, prenons un faisceau π- vertical if. Les proprietes suivantes montrent
tout simplement que Γartifice de verticalisation est dans ce cas trivial (cf. § 22).

a) La faisceau de Lie reduit associe L est un sous-faisceau de JλVP ou
encore de J1(Jλ χP VP) et L =JLV.

b) Pour tout k>0,Lk = Lk = (Lv)k (ZJj(Jλ XP VP), Lk = Lk = (Lv)k

C JkVP, ηk = 0 et par consequent Γinclusion Lk_uk —> (Lv)k_hk du diagramme
(22.22) est toujours Γidentite (le lemme 22.3 est vrai pour tout k > 0).

c) Pout tout k > 0, Δk C VJk et les suites

0 —

0 —

0 —

->Lt =

^U =
—* L k _ ι k

(L

(L

=

γ)k

(L

> Δ k

-^Jλ :

v)k-i,k —

—>o
Xjhjk—>o

—> Jλ XJkdk_uk -—>0
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sont exactes. II en resulte que C^Ly) = Ct(J) pour tout / > 0 (cf. (22.24) et
(22.25)) et en particulier la stabilite de Ct(J) a lieu en meme temps que celle
de C^Ly).

Les deux premieres suites de c) montrent que pour les f aisceaux π-verticaux
Γhypothese Hλ (ou H[) est equivalente a la condition de regularite dans H2,
c'est-a-dire, Hλ est une consequence de H2. La regularite du champ Δk est
equivalente a la regularite du fibre Lk (ou encore Lk). La meme remarque
s'applique pour les hypotheses locales H[x et H2X. Si en plus J2? est une sous-
algebre de Lie, les hypotheses Hλ et H2 peuvent etre remplacees par Γhypo-
these unique
H: II existe un entier kγ tel que pour k > kx le fibre Lk (ou Lk) de base Jλ

(resp. Jk) est de rang localement constant.
Montrons maintenant que Γhypothese H3 est toujours verifiee. En efϊet,

puisque tout element θ e J? se projette par Tπ en zero, on voit aussitόt (cf. § 7)
que

- χ(B)

et βidt-Jx = TXM. En plus, % => B car Θ(P X u <9U) = 0, θ s &, est equivalent
a Θ(B) = 0, θ € J2?j. Ceci entraίne en particulier que 5t°(j£?) = 0 par consequent

χ(B)

Comme 9ΐ_1 est un faisceau (au sens topologique) et que 9ΐ(j£?) est engendre
par 9ΐ_χ sur Γanneau 5̂ on en deduit que 9t(Jδf) est un faisceau en ^-modules
localement libre de rang m dont une base locale est donnee par les sections
djdx1 (ou encore les derivations dt) provenant d'un systeme de coordonnees
locales arbitraires {x1) de M. Remarquons finalement que pour toute section
locale σ de π, la section jkσ est transverse aux fibres de ak, autrement dit,
Tjkσ Π VJk = 0. Puisque Δk C VJk il resulte que

τxk+ι n (j f c)X f c = 0

pour tout Xk+ι e Jk+ι et tout A: > — 1. Les fonctions coordonnees xι remontees
a n'importe quelle variete Jk, k > — 1 , constituent m invariants difϊerentiels
d'ordre k dont les differentielles sont independantes sur tout element de con-
tact transverse en particulier holonome. La matrice jacobienne A est toujours
non singuliere, en fait Γidentite si A est prise par rapport au systeme de co-
ordonnees {x}). Les derivations admissibles correspondantes δi ne sont autres
que les dt.

Theoreme 26.1. Soit ££ un faisceau de Lie π-vertical. Uhypothese H3 est
toujours verifiee avec k3(X) = - I , p 5 , 9ΐ°(j£?) = 0 et 8ϊ(Jδf) = ίR\^) est
un faisceau en ^-modules localement libre de rang m isomorphe a % <S)B χ(B)
dont une base locale est donnee par les derivations formelles dt associέes a un
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systeme de coordonnέes quelconque de M. Pour que <=£? satisjasse les theorernes
de finitude il suffit que Γhypothese H2 soit vέrifiee.

CHAPITRE IV. EXEMPLES

27. Les trois faisceaux triviaux

Soit 7r: P —> M une fibration. Si «£? = 0 est le faisceau nul, Δk = 0 pour
k > -I, % = A et %k = Ak. En plus m°(^) = 0 par consequent SR(^) =
Sΐ^Jδf) = 9ΐ ~ A (x)β χ(Z?) est un faisceau en ^4-modules localement libre de rang
m dont une base locale est donnee par les derivations formelles 9$. Les theo-
remes de finitude sont valables pour k(X) — 0. Si i? est le faisceau I T ~ χ(ΘP)
des germes de tous les champs de vecteurs locaux de P ou bien le faisceau
T(P, M) 2̂  χ(ΘP, ΘM) des germes de champs ^r-projetables, la surjectivite de
pk entraίne que Δk = TJk pour k > 0 (k > — 1 dans le cas projetable) par
consequent % = %k = 0 pour tout k, SR(Jδf) = m\^) = 91 - A ®B χ(B) et
Sΐ^if) z= 0. La derniere assertion se demontre comme suit. Prenons un ele-
ment φ € 9ΐfc es soit ψ une variation infinitesimale locale d'ordre k dont le
germe au point Xk represente φ. Pour calculer \jp, 0] avec 0€ T(P,M), on
represente ψ par un champ de vecteurs f defini au voisinage de Xk, c'est-a-
dire tel que ψ = ξ = (Tak) o ξ et on calcule (Tak) o [ξ9 jρkθ]. Dire que [9, 0] = 0
signifie que le germe de [ξ, pfc0] au point ^ίfc est un germe de champ vertical.
Comme pk(JkVP) = VJk, on voit aussitόt que les champs $kθ, avec θ un champ
7r-vertical, engendrent localement tous les champs α^-verticaux de Jk et par
consequent le champ ξ est localement projetable dans M. On en deduit que
(localement)

0 = (Tak) o [ξ, pkθ] = [ξM, ΘM\

pour tout champ ^-projetable θ et cette relation entraίne ξM = 0 car dM est
localement egal a n'importe quel champ de M. II en resulte que

ψ = (Tak) o ξ = ξM o ak = 0

au voisinage de ΛΓΛ. Par passage aux germes on trouve ψ — 0. Les theoremes
de finitude sont valables trivialement pour k(X) = — 1.

Soit Jδf le faisceau de tous les germes de champs π-verticaux de P, c'est-a-
dire,

Comme pk(JkVP) = KΛ (cf. proposition 12.2) on a, pour Λ > - 1 , Δk =
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3 = & = B, 9t°(jS?) = 0, W{^) = 9t(&) ~ B®Bχ{B) = χ(Λ). Les theoremes
de finitude marchent pour k(X) = — 1.

28. Le faisceau j&?6

Soit P = M x N,π:P—>M la premiere projection et ττ2: P —> Λf la deuxieme.
La fibration de base est toujours π. Reprenons les notations et les resultats du
§ 16, partie a). Nous indiquons par j£?δ le sous-faisceau de Γ(P, M) forme
par tous les germes de champs π-verticaux qui sont les relevements canoniques
des champs locaux de N. En d'autres termes, S£h est le faisceau des germes
de champs locaux de P de la forme (0, ξ) oύ ξ est un champ local de N. Les
elements de S£b sont les germes a la fois π-verticaux et ττ2-ρrojetables. En termes
des faisceaux de structure on a

<£h = {Θeχ((9P,(9M)\θ(P XMΘM) = 0 et Θ(P XN(9N) c P X , v ^ }

Comme J?b est 7r-vertical on a toujours Δk C K/fc et en particulier J o = F P ,
Δ_λ — 0. Le morphisme p^ o Jj: du diagramme (16.1) nous montre que Jk, k > 0,
a toujours des singularites et la dimension de (Δk)x varie en ordre inverse avec
le degre de singularite du jet Jkπ2(X). Soit °Uh = (Jkπά~ιΠk(M,N) et °U =
lim proj <%k. L'ensemble °Uk est un ouvert dense de Jk et % = qr\^i) est un
ouvert dense de /. Le corollaire de la proposition 16.2 montre que le rang de
Δk I όUk est constant. D'autre part, S£h est clos pour le crochet de Lie par con-
sequent les hypotheses sous-jacentes aux theoremes de finitude sont veriflees
dans ^ (cf. § 26). Nous distinguons deux cas.

\er cas: dim M < dim N. Dans ce cas Δk \ °Uk — VJk \ ύUk et par consequent
$ = %k = B pour k > — 1 (<%k est dense dans Jk). II en resulte que 9i°(j&?6)
= 0 et 9ΐ(^fδ) = 9l1(Jδf6) = 3t_! ^ χ(5) comme dans le dernier exemple du
§27.

leme cas: dim M > dim N. Nous trouvons ici un exemple oύ Γon pourra
utiliser la theorie des chapitres precedents qui dans les exemples anterieurs
devenait triviale. En effet, Δ_1 = 0, J o = VP et Δlc\

ΰUk £ 7/ fc, Λ > 0, est
proprement inclu et de rang constant. On en deduit que %_x = ίg0 = B et
g ^ β pour k > 0. En outre, puisque «£f δ est un faisceau 7r-vertical, 9ΐo(=^δ) ==
0, 8ΐ(jδf6) = ^ ( ^ δ ) ID Sΐ.! — χ(J?) et 9ΐ(j^6) est un faisceau en ^-modules
localement libre de rang m isomorphe a % ®B χ(B) dont une base locale est
donnee par les derivations formelles dt (cf. theoreme 26.1). L'hypothese H2

est verifiee dans °lί pour k2 = — 1 et l'hypothese Hx en est une consequence
car j£?δ est 7r-vertical. On veriίie en fait que le faisceau de Lie reduit associe L
est ^-vertical et Lk c JkVP est donnee par

Lk = {JkTπ2y
ιo%{Jk{M,N) XNJkTN) .

Or, \ est injectif au dessus de Πk(M, N) et JkTN est un fibre vectoriel locale-
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ment trivial done Lk est de rang constant, au dessus de °llk, pour k > — 1.
Montrons finalement que Γentier kλ{X) du theoreme de stabilite asymptotique

est egal a 1, autrement dit, Δk>k+ι = p(Jk_ltk) pour tout k>\. II resultera que
Γentier k(X) qui intervient dans les theoremes de finitude est aussi egal a 1 et
par consequent, pour tout X e °ll, les invariants diίϊerentiels d'ordre k > 1,
definis au voisinage de Xk, seront engendres par un systeme fondamental
d'ordre 1 deίini au voisinage de Xv Pour ceci considerons le diagramme
commutatif suivant dont toutes les fleches sont des isomorphismes.

Πk(M,N)χNJkTN

En ecrivant ce diagramme a Γordre k et k — 1 on trouve

£ M,Ή) XNJk_1>kTN) ,

Comme

(28.1) 0 > SkT*N (x) TN - % JkTN > Jk_λTN > 0

est une suite exacte (proposition 14.1 appliquee a la fibration de Lie TN —»N

> N\ on obtient Jk_hkTN ~ S*r*iV <g) TN et on definit les isomorphismes

ψjc-^k XN (SkT*N (g) 7W) --> Lfc_ liΛ ,

P* : Φ* XN(SkT*N (8) ΓΛO - 4*.!.* ,

oύ ψfe = (JkTπ2)~ιofo£fc,^ = (TJkπ2)~ιop\o§oek, leproduit fibre est pris par
rapport a la projection π2 o βk: Jk -+ N et ^lk est identifie a Πk(M, N) a Γaide
du difϊeomorphisme Jkπ2. Comme VP a P χN TN on a aussi Γidentification

/* X N (SkT*N ®TN)~ JkχP [(P x ^ 5fcΓ*N) ® KP] .

Puisque

Λ-i,fc C Λ X P (S*Γ*M ® KP)

et que dim M > dim N il en resulte que JQΛ Q p(J_U0) car
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Jo > 1 -J1χP[(PχN Γ*N) <g> VP] ~ Jγ X P (K*P <8> VP)

au dessus de °Uλ et

= Λ χ P (Γ*Af (8)

Le faisceau j£?6 etant τr-vertical, les complexes Ct{Lv) = Ct(L) et Ct(Δ) sont
egaux. Nous nous bornons dans la suite a Γetude de Ct(L). Tout d'abord
examinons de plus pres Γisomorphisme ψk en un point X e Jk et posons x =
ak(X), y = βk(X), z — π2iy). La restriction (ψk)x se reduit a Γisomorphisme
vectoriel

oύ

(Z f c_ 1 ) f c) x C SkT*M (x) F y P - SkT*M ®TZN .

Soit Z = jkξ(z) <= (Jk_ltkTN)z - SkT*N(x) Γ2N et posons X = jkσ(x), s = π2oσ,
Y =z jks(x). Comme X e ΰίίk et Jkπ2(X) = jks(x), on a rang^ 5 = dim N. Posons
u = Txs et W = ker u. Par definition

(Ψt)z(Z) = {hTπ2y
ιo%Qks(x),jkξ{z))

= (JuTπ^lJ^ξosXx)] = jkτ(x) ,

oύ τ = (0, £) o (7. Or, jkτ(x) € (Lfc_lffc)x et JkTπ2(jkτ(x)) = jk(ξ o J)(JC) e Jk_ι>k(M,
TN) 2̂  SkT*M (x) Γ2N. Comme la restriction de / fcΓπ2 au noyau est egale
a Id (g) Tπ2, nous pouvons identifier jkτ(x) a /^(f o ̂ (x) lorsque nous identifions
VyP a TZN. Choisissons des cartes locales au voisinage de x et au voisinage
de z de telle sorte que s lue dans ces cartes soit egale a u (theoreme du rang
constant). Comme jkξ(z) e (Jk_ltkTN)z on en deduit que

= jk(ξou)(x) = (ξouYk\

et par consequent

(£*-i.*λr = MZ) IZ e S*T*N

w ( Y) =

oύ on ecrit D w au lieu de Dw ® Id (cf. § 23, A) . Or

e (Lk_hk)x, v € Γ,M}

= {Y e Sk+1T*M (x) Γ 2 N | DWDVY = 0,ve TXM, w e W) .

Mais D^Dϋ = Z^D^, et la condition DVDWY = 0 pour tout v e TXM est equiv-
alente a D^Y = 0. On en deduit que
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t>(£*-i,*λr = {Y 6 S^T*M <g> TZN\DwY = O,weW} = (Lk>k+1)Xk+i ,

oύ Xk+ι e Jk+1 et ^ ( Z f c + 1 ) = X. Ceci montre bien que ΔkΛ+ι = p(Jfc_1>A;) pour
tout & > 1, c'est-a-dire, le complexe C(Δ)X = CO(J)X est 1-acyclique a Γordre
1 pour tout X e %.

Montrons ensuite que Jk>k+ί est involutif (i.e., chaque fibre est involutive)
pour tout k>0, autrement dit le complexe C ( J ) X est involutif a Γordre 1. En
vertu de la 1-acyclicite il suffit de montrer que J0Λ est involutif. Posons
(Λ,i)χi — E et calculons les caracteres de E. Or

27 {Y eT%Mζ 9VVP\D

^ V yί —

WY

- T,

= 0, weW}

par consequent pour tout v € TXM tel que v φ. 0 mod W et pour tout ω € F^P
il existe x e E tel que Dvx = ω. Plus generalement si v19 , vr e TXM sont
lineairement independants modulo W (i.e., les projections dans TxMjW sont
independantes) et si ω19 , ωr e VyP sont des vecteurs arbitraires, il existe
x e E tel que

Dv.x = Q)ι, 1 < i < r .

Par consequent on a r r = rn, 1 < r < n, et τ n + ^ = n2 pour /z > 0, la derniere
egalite resultant du fait que n + h vecteurs de TXM sont toujours lies modulo
W lorsque h > 0 (m = dim M, n — dim Λf = dim VVP = codim W). On
obtient ainsi

τi+ "- + τ m _! = (w + 2π + . . . + (n - ί)ή) + (m - «)π2

D'autre part, dim E = dim T*N ® Γ2N = w2, dim p(E) = dim 52T*7V (x) T,N =

m(dim E) - J: τr = l ( n 3 + «2) =
r = l 2

Ceci acheve la demonstration (cf. § 24).
II est interessant de voir Γexpression locale des elements du faisceau de Lie

reduit L associe a j£?6. Un element de L est le germe en un point x e M de
Θoσ oύ ^ est une section locale de Jδ?6 et σ une section locale de π. Or ^ =
(0, f) oύ f est un champ local de N. Identifions θ o σ a Γπ2 © ^ o σ et posons
s = π2°σ; on obtient Tπ2o0oσ = ξos. Prenons finalement des coordonnees
locales (xl) au voisinage de x et (zx) au voisinage de z = s(x) de telle sorte que
s lue dans ces cartes s'ecrive (JC1, , xm) »-• (x1, , xn) oύ m = dim M, n =
dimN et m > n (on suppose bien sure que jks(x) ζΠk(M,N)). Dans ces
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conditions ξ = ξ\z\ , zn)d/dzλ et ξ o s : (x1, , xm) .-• ξλ(x\ • , xn)d/dzλ oύ
les ξλ(z\ - - , zn) sont des fonctions arbitraires des coordonnees (z\ , zn). On
voit ainsi que la fibre de Lk au-dessus du point jkσ(x) n'est autre que (JkTN)z.
Si Γon considere L comme faisceau de base JλP, la fibre de Lk = JkL au dessus
du point jλσ(x) e JλP est aussi isomorphe a (JkTN)z.

29. Theorie des invariants diίferentiels pour les faisceaux de Lie de N

Gardons dans ce paragraphe les notations du § 28. Soit Jί un sous-faisceau
de TN ~ χ{ΘN). Le faisceau Jί se remonte canoniquement en un sous-faisceau
^ de T(P, M) la fibre en un point y e P etant composee de tous les germes
de champs locaux (0, ξ) oύ ξ est un champ local de N dont le germe en z —
fyiy) appatient a Jίz. Si Jί est un faisceau i?-lineaire ou un faisceau en R-
algebres de Lie il en est de meme du faisceau j£f. En outre, S£ est un sous-
faisceau 7r-vertical de J£b isomorphe a P x N Jί et par consequent $ D B = ^_1 ?

- 0 et

~ % ®B
χ(B) D χ(β)

(cf. § 26). L'hypothese Hz est toujours verifiee. Nous nous plaςons desormains
dans Γouvert % = {$£ώ*>-\ ^e / oύ ^ f c = (Jkπ2)-1Πk(M,N), car dans le
complementaire de ΰUk la dimension des fibres de J f c varie en ordre inverse avec
le degre de singularite du jet Jkπ2(X) oύ X est le point de base de la fibre.
Comme Jkπ2, TJkπ2 et JkTπ2 sont des isomorphismes, nous identifions Jk avec
Jk(M,N), hVP avec Jk(M, TN) et TJk avec TJk(M,N).

\er cas: dim M < dim N. Si le morphisme

pi o # : /7t(Af, ΛO X i. Λ ^ r - K/»(Af, ΛO

est surjectif pour tout k, nous retrouvons la situation triviale du ler cas § 28,
a savoir % = $k = B, k > — 1. Considerons maintenant la situation generale.
Puisque se est π-vertical, les theoremes de finitude seront valables moyennant
la seule hypothese de regularite H2 (cf. § 26). Si, en outre, Jί est un faisceau
en i?-algebres de Lie, seule la regularite de Lk (ou Lk ou encore Δk), pour k
assez grand, sera suffisante (§ 26). Comme les applications suivantes sont sur-
jectives

(JkTπ2y
ι o # : 77fc(M, ΛO X ΛΓ hJT - Lk ,

(TJkπ2r
ι o pi o # : 77fc(M, ΛO X ^ Λ^T - Δk ,

et que p^ est un isomorphisme on voit aussitόt que la regularite de Lk ou Δk

equivaut a la Constance locale de la fonction

X € 77fc(M, ΛO -> dim (Jk^)β(X) - dim [kerx # Π ( / ^ ) , ( χ } ] .
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En particulier, si ]kJί est un fibre de rang localement constant, il faut et il
suffit que la dimension du noyau de Γapplication # restreinte a Πk(M,N)
XN ]kJf soit localement constante. Remarquons finalement que les hypotheses
ci-dessus font intervenir de faςon essentielle la situation relative qui comprend
la donnee du faisceau Jf sur N et celle du couple de varietes (M, N).

2 erne cas: dim M > dim N. Dans ce cas # et par consequent pb

k o # est
toujours injectif au dessus de Πk(M,N). La regularite de Lk ou Δk est par
consequent equivalente a la regularite du fibre JkJί. L'hypothese H2 peut etre
remplacee par
H: Pour k > kλ le fibre JkJί est de rang localement constant et le faisceau

JkJί est stable pour le crochet de JkTN, c'est-a-dire, JkJf est une equa-

tion deLie [28], [46].
La deuxieme partie de l'hypothese ci-dessus est equivalente a la condition
d'integrabilite du champ Δk. En efϊet, remarquons tout d'abord, M etN etant
de dimension quelconque, que pb

k est un covariant differentiel d'ordre k, au
sens dΈhresmann, relatif a Faction p du groupoϊde Πk(M) sur les espaces de
prolongement Jk(M, N) et Jk(M,TN), c'est-a-dire, le diagramme suivant est
commutatif

Jk(M, TN)X - ^ VJk(M, N) = TJk(M, N)x

(29.1) ,

Λ(M, TN)y > VyJk(M, N)

oύ Z e 77 fc(M), JC = α(Z), y = /3(Z), p(Z)X = XZ\ et oύ les indices x et y
dans le diagramme ci-dessus indiquent les αr-fibres au dessus de x et y respec-
tivement. E n particulier, pb

k o § est aussi un covariant differentiel et le dia-
gramme suivant est commutatif

Jk(M, N)x x N JkTN -^X VxJk(M, N)

(29.2) *Z)χld| \τP(Z)

/,(M, N) y X .V /*IW - ^ - > K /̂tCAf, ΛO

Ceci entraϊne que toute section locale a de JkTN au dessus d'un ouvert U de
N determine a Γaide de pb

ko \ un champ de vecteurs de Jk(M,N) defini dans
β~\U), tangent aux α:-fibres et invariant par Faction de Πk(M). Lorsque
dim M = dim i V o n a aussi la reciproque car p^ o jj: est un isomorphisme au
dessus de Πk(M,N) et ce dernier est un ouvert dense Jk(M,N). Lorsque
dim M > dim N la reciproque reste valable pour les champs invariants contenus
dans Γimage Δk du morphisme pb

k o § car sa restriction au dessus de Πk(M, N)
est injective, non surjective et Πk(M) opere transitivement sur les β-fibres de
Πk(M,N). Lorsque dimM < dimΛf la reciproque est fausse car Faction de
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Πk(M) dans une β-fibre de Πk(M, N) est intransitive. Ensuite, puisque pb

k pre-
serve le crochet de champs de vecteurs (cf. § 16, a) on deduit que pb

k o # trans-
forme le crochet de Lie de deux sections de JkTN en le crochet des champs
invariants correspondants. Prenons maintenant un sous-faisceau Jί C TN. Les
champs correspondants Δk, consideres sur Jk(M, N), sont invariants par Faction
de Πk(M). Si en plus JkJί est une equation de Lie, le crochet de deux champs
de vecteurs images par pb

k o § de sections de ]kJί (done invariants et contenus
dans Δk) est encore un champ invariant de Δk par consequent le champ Δk est
integrable lorsque sa dimension est localement constante. Dans le cas present,
oύ dim M > dim N, on a aussi la reciproque. En effet

est un isomorphisme, les sections de ]kJί se trouvent en correspondance
biunivoque avec les champs invariants contenus dans Δk et le crochet de champs
invariants est encore invariant et correspond au crochet de sections de JkJί.
En particulier, si Δk est de dimension localement constante, Γintegrabilite de Δk

est equivalente a la stabilite de ses champs invariants par le crochet. Lorsque
Jί est un faisceau en algebres de Lie, Γhypothese H se reduit en fait a la
regularite des fibres ]kJί car dans ce cas les faisceaux JkJί deviennent
automatiquement des equations de Lie.

Remarquons ensuite que Γhypothese H a un caractere absolu e'est-a-dire
ne porte que sur le faisceau de Lie Jί independamment de la variete M avec
dim M > dim N. II est done souhaitable de pouvoir trouver la stabilite du com-
plexe Cj(J) ou encore la stabilite des noyaux Δk)k+1 a Γaide de considerations
ne faisant intervenir que le faisceau Jί. Nous etudions a present cette question.

Soit Jί un faisceau de Lie sur la variete N et supposons que, pour k > k0,
le fibre ]kJί est de rang localement constant. Soit ££ le relevement canonique
d e / a P = M χ N . Comme J*f est ττ-vertical o n a L f c = (Lv)k c JkVP et
pk: Lk -* Δk est toujours un isomorphisme. Par consequent les complexes
Cι(Lγ) = Ct(L) et Ct(Δ) sont egaux oύ Cj(LF) est le sous-complexe de C{VP)
construit a Γaide des noyaux (Lv)ktk+ι (cf. § 22(Q). La stabilite des Δk>k+ι peut
etre lue sur les Lktk+1. Comme # est injectif la restriction aux noyaux

(29.3) {JkTπ2Y
ι o # : Πk(M, N) X N Jk_ltkJΓ - L

k_ι>k

est un isomorphisme pour tout k oύ Jk_ltkJί est le noyau de pk_ltk : JkJί —•
Jk_xjr done un sous-fibre de SkT*N (x) TN (cf. (28.1)). On demontre par des
argumenta analogues a ceux du § 28 que

(29.4) p(Lk_uk) = {Jk+ιTπ2Y
ι o #[/7,+1(M, N) x N p(Jk_

pour tout k > 0 oύ p indique le prolongement algebrique. On demontre egale-
ment que (Lk_hk)x est involutif si et seulement si (Jk_uk^V)z, z — π2oβ(X), est



396 A. KUMPERA

involutif (k > 0). Or ceci entraίne que si (Jk_ ι>kJf}z est stable pour k > kQ > 0
alors (Lk_ltJc)χk est aussi stable pour k > k0 oύ par stable nous voulons dire
que les noyaux a Γordre k + 1 sont les espaces deduits des noyaux a Γordre
k. Lorsque dimM = dim N le resultat ci-dessus est aussi valable pour k0 = 0
car dans ce cas le noyau W = ker u est nul et tout s'identiίie moyennant
Γisomorphisme ιu (cf. § 28).

Considerons ensuite la famille C&Jf) = (QCΛO) oύ

ΛpT*N®SkT*N®TN , Λ < Z .

A Γaide de Γoperateur de Spencer operant sur les germes de sections du fibre
vectoriel JkTN et moyennant les hypotheses de regularite pour les sous-fibres
JkJί on demontre que CL(J^), I > k0, est un sous-complexe de C(TN) =
(Ap T*N <g) SkT*N ®TN',δ). On en deduit que pour tout z e N il existe un
entier kλ(z) tel que CkQ{Jr)z est 1-acyclique a Γordre kλ(z) et par consequent
les noyaux {Ju-\,u^z sont stables pour k > k^X). Remarquons ensuite que
tout X e J induit a Γordre 1 un morphisme u(X): TXM —> T2N, x = a(X) et
z = π2 o β(X), qui est surjectif lorsque X <= Π^M, N) (oύ Γon identifie / avec
/..(M, ΛO). En remontant le complexe Cι(Jf) a / on definit a Γaide des ιu{X)
un morphisme de complexes

(29.5) ^ : / X i V C ^ ) - * C z ( L ) ,

qui est injectif au dessus de TIJM.N). Si dimM = dim TV le morphisme ιu,
restreint a ΠJM, N), est un isomorphisme et par consequent les groupes de
cohomologie sont aussi isomorphes. Si dimM > άimN Γimage par ce mor-
phisme restreint est un sous-complexe de Ct(L) strictement inclu. Les resultats
sur la stabilite et Γinvolutivite que nous avons enonce plus haut entraίnent que
les groupes de cohomologie H\, k > 0, de ces deux complexes sont isomorphes
(dont la verification directe est fort simple) et que H^.[Cι(L)x] = 0 pour k>h0

(> k0) et p arbitraire est equivalent a Hl[Ct(J^)z] = 0 pour k>hoetp arbit-
raire c'est-a-dire Γordre d'involutivite de ces deux complexes est le meme.
Ceci montre que les entiers qui figurent dans les enonces des theoremes de
finitude peuvent etre determines par la consideration du complexe Cko(J^) inde-
pendamment de M. En outre, si X, Y e J sont deux jets infinis qui ont le meme
but dans N, i.e., π2oβ(X) = π2oβ(Y) = z, les families Ct(L)z et Ct(L)γ

deviennent des sous-complexes a partir du meme entier k0 (celui de Cι(tΛ
r)z) et

la 1-acyclicite ainsi que Γinvolutivite aura lieu a partir des memes ordres (ceux
de Ct(Jί)z). En particulier, les proprietes ci-dessus sont valables pour Γensem-
ble des elements de / contenus dans une meme /3-fibre β~\y), y € P, ce qui
n'et pas le cas pour un faisceau de Lie quelconque j£? sur P.
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30. Theorie des invariants differentiels pour les faisceaux de Lie de M

Reprenons les notations et les resultats du § 16 partie b) et posons BN —
J X N ®N oύ le produit fibre est pris par rapport a π2 o β: / —> JV. Puisque P X N ΘN

s'identifie canoniquement au sous-faisceau de ΘP forme par les germes de
relevements de fonctions locales de N par la projection π2, on voit que BN

s'identifie a un sous-faisceau en l?-algebres de A et en fait BN C Ao. Soit Jί
un faisceau de Lie sur M et £g le sous-faisceau de Γ(P, M) relevement horizontal
canonique de Jί. Si y e P et x = τr( y), alors «£?y est Γensemble des germes, au
point y, de champs locaux (ξ, 0) tels que le germe en x de ξ appartient a Jίx.
Se est un faisceau de Lie ττ-projetable, se(P χN(9N) = 0et£?~PχMJί.
Soit L le faisceau de Lie reduit associe a Jδf. Comme Lk c /^HF et que

X M Jk(M, N)

est un isomorphisme (cf. (16.2)), on voit par restriction que

Lk - JkJί X M Jk(M, N) = / f e^r X jf /fc .

l^r c«5: dim M < dim N. Le diagramme (16.3) montre que le morphisme

(30.1) pk:Lk-+AkczHJk

peut etre lu par

(30.2) ft :JkJt XM h(M, N) -> J f c c H/,(M, ΛO .

Par consequent si Γon se restreint a Γouvert <% = (^ fc) de /, ^ f c = (Jkπ^)~ι

Πk(M,N) et si Γon applique le corollaire 2 de la proposition 16.3 on voit
que les morphismes (30.1) et (30.2) sont des isomorphismes. La regularite de
Δk est equivalente a celle de JkJί ou Lk. Examinons finalement ce qui arrive
avec (Lv)k. Puisque dimM < ά\mN les jets de Πk(M,N) sont injectifs et par
consequent pour tout Xk = jkσ(x) € %k on a

[Ty(imσ)] Π HyP = 0 ,

oxxy = σ(x). Ceci entraίne que la restriction de la projection verticale (Jkΐ) o Sk

a / f c/ϊP est injective par consequent Γapplication (cf. (16.3))

(30.3) JkioSkoψ:Jkjί XMΠk+ι{M,N)^{Lv)k

est un isomorphisme. Finalement, puisque pf. preserve le crochet de champs
de vecteurs et que (30.2) est un isomorphisme on demontre, en utilisant toujours
le fait que ps

k est un covariant difϊerentiel d'ordre k relatif a Faction de Πk(N)
et que ce groupoϊde opere transitivement sur les α-fibres de Πk(M, N), que les
sections de JkJί correspondent aux champs de vecteurs invariants contenus
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dans Δk et que le crochet de Lie de sections correspond au crochet de champs
invariants. En somme, on a demontre que dans le cas d imM < dim TV les
hypotheses Hλ et H2 sont equivalentes a
H: Pour k > kx le fibre JkJί est de rang localement constant et le sous-

faisceau JkJί C JkTM est une equation de Lie [28], [46].
Lorsque Jί est une sous-algebre de Lie de ΓM, Γhypothese H se reduit a la
regularite de JkJί. Observons finalement que (30.2) etablit un isomorphisme
entre les noyaux Jk_ltkJί et Δk_ι>k. On demontre que le morphisme ps

k (cf.
(16.3)) restreint aux noyaux est compatible avec les prolongements des noyaux
precedents. Ceci entraϊne que la stabilite et Γinvolutivite des noyaux Δk_lfk

peut etre lue sur les noyaux Jk_lfkJί la discussion etant semblable a celle du
§29. Si Γon remplace ps

k par Γapplication (30.3) on obtient des proprietes
analogues pour les noyaux (Lv)k_ι>k. Si Γon prend un jet X — jkσ(x) e Jk et
si Γon pose y = σ(x), s — π2°σ, z = s(x) et u = Txs: TXM —> TgN alors,
moyennant Γidentification VyP ^ TZN, la restriction de (30.3) aux noyaux est
la restriction de Γ application

(30.4) - I d (x) u: SkT*M ®TM^ SkT*M <g> TN .

Puisque Γapplication p*k du diagramme (16.3) restreinte aux noyaux se reecrit
comme le compose pk o (Jtei oSkoφ) (ρk est nul sur la composante horizontale
voir proposition 16.3), on voit de meme que la restriction de pk (30.2) aux
noyaux est donnee par la restriction de (30.4). On peut encore verifier que
(30.4) determine un isomorphisme du complexe Ct(^£) avec CZ(ZF) et Ct{Δ).

Nous voyons ainsi que dans le cas dim M < dim N la theorie a un caractere
absolu, les hypotheses et les proprietes ne dependant que du faisceau Jί sur
la variete source M.

2eme cas: dimM > dim TV. Dans ce cas aucune simplification essentielle
ne se presente. L'hypothese de regularite Hλ est equivalente a la Constance
locale de la difference

dim (JkJ^)a{z) — dim ker (3O.3)x

et la regularite de Δk dans H2 est equivalente a la Constance locale de

dim {lkJί)a,X) - dim \{JkJί)a,X) Π (ker p ) J

ou encore, en vertu du corollaire 1 de la proposition 16.3, a celle de

X) - dim [(/JuT)β(X) Π (kerΦ) x ] .

Montrons finalement que l'hypothese H3 est toujours verifiee lorsque dimM <
άimN. Soit Jί un faisceau de Lie sur M et $ le faisceau des germes d'invariants
differentiels associes a j£f. Puisque les sections locales de j£? sont des champs
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de vecteurs horizontaux (contenus dans HP) on voit aussitόt que les releve-
ments canoniques g o π2 des functions locales g de N sont des invariants differ-
entiels d'ordre zero de Jδf et que les relevements canoniques goπ2o βk sont des
iinvariants differentiels d'ordre k. II en resulte que BN C $ 0. D'autre part
signalons que $_ : est le faisceau des germes d'integrates premieres de Jί.

Nous allons maintenant construire de faςon explicite les elements de 9ΐ(j£?)
et ffl(J?). Indiquons par

(30.5) vk: ^k-^Πι(M,N)

Γapplication vk = (Jxπ2) o puk = puk o (Jkπ2). Chaque vk(X), X e <%k9 s'identifie
a une application lineaire de rang maximum

(30.6) vk(X): TXM->TZN ,

oύ x = ak(X) et z = 7τ2o βk{X). Prenons ensuite une variation infinitesimale
locale φ e &k+1 definie dans un ouvert U c Wk+1 et soit g une fonction locale
de N. La definition meme de S^montre tout de suite que

(30.7) dψ{g o π2 o βk)(X) = [vk+1(X)(φ(X))] g , X € U .

Par consequent, si φ est ̂ f-admissible, la derivation dψ transforme Γinvariant
difϊerentiel, d'ordre k, goπ2o βk en un invariant diίϊerentiel d'ordre k + 1 defini
dans U (qui n'est pas forcement le relevement d'un fonction locale de N). Ceci
entraine que la fonction dφ(g o π2 o /3fc) est localement constante sur les trajec-
toires de j^t+x (i.e., les trajectoires des champs prolonges pk+1θ, θ e &, ou bien
des champs prolonges $*k+1ξ9 ξ £ Jl> ou encore les feuilles integrales de Jk+1

lorsque ce champ d'elements de contact est regulier et integrable). Comme g
est une fonction arbitraire de N ceci revient a dire que Γapplication

(30.8) vk+1.φ: XeU^ vk+ι(X)(φ{X)) e TN

est localement constante sur les trajectoires de Sfk+1 cette notion ayant un sens
car les buts π2o βk+ι(X) de tous les jets X situes sur une meme trajectoire de
JδPjfc+i, prolongement par la source de Jί, sont egaux.

Proposition 30.1. Une condition nέcessaire pour que le germe, en Xo, de
la variation infinitesimale φ: U -> TM soit admissible, i.e., appartienne a
9lΛ+i(J^), est que Vapplication (30.8) soit constante sur les trajectoires de £fk+1

dans un voisinage de Xo.
Montrons ensuite que cette condition necessaire est egalement suίϊisante

lorsque dim M < dim N. Pour ceci nous montrerons que les variations infini-
tesimales φ satisfaisant a la condition ci-dessus verifient en outre la condition
[φ, θ~\ = 0 pour tout θ € <£ done determinent une section locale de 9ίfc+1(^f).
Reprenons les notations du § 15 ainsi que la formule (15.2) oύ Γon remplacera
la variation infinitesimale globale Φ par la variation locale ψ. Le point X e U
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etant fixe, on indique (cf. § 15) par φk

t

+ι le groupe local a un parametre
engendre par pk+ιθ et par φk+1(X) la trajectoire γ(t) de $k+1θ issue du point X.
Puisque θ est ττ-projetable en ξ e Jί, la famille (ψt) du § 15 est le groupe local
a un parametre engendre par ξ. La formule (16.4) du prolongement par la
source nous donne la relation

(30.9) (vk+1.φ)[φ*+KX)] = vk+1(X)o[ut(X)]-'[φoφ*+i(X)] .

Lorsque dimM < dimiV Γapplication lineaire vk+ι(X) est injective par conse-
quent la formule (30.9) montre que vk+1 φ est constant sur la trajectoire γ si
et seulement si Γapplication

(30.10) ut(XΠφoφ

est constante. Or, ceci est la cas lorsque

pour toute valeur de ί ou, de faςon equivalente (cf. (15.2)), lorsque

Ξ(Ψ,θ)(Y) = 0

pour tout point Y situe sur γ.
II en resulte que vk+1 φ est localement constant sur les trajectoires de J?k+ι

si et seulement si Ξ(φ, θ) = [φ, 0] = 0 pour tout champ θ e S£.
Proposition 30.2. Soil dimM < dimN. Une condition nέcessaire et suffi-

sante pour que le germe, en Xo, de la variation infinitesimale φ: U —> TM soit
admissible, i.e., appartienne a Sΐ^+^^f), est que Γapplication (30.8) soit con-
stante sur les trajectoires de Jέ*k+ι dans un voisinage de XQ. En outre, 9ΐ(J*f)
= 3 W ) et ΐd\^) = 0.

La derniere assertion resulte trivialement de (30.7) compte tenu du fait que
g est une fonction arbitraire de N et vk+1(X) est injectif. Construisons mainte-
nant les elements de Dΐ(if), c'est-a-dire, les variations infinitesimales locales
<p: U -+ TM {k arbitraire) telles que vk+ι-ψ est localement constant sur les
trajectoires de J£?fe+1. Pour ceci supposons que Γhypothese H soit verifiee par
consequent les trajectoires de <£k+ι (k > kx — 1) sont les feuilles integrales du
champ regulier et integrable Jk+ι. Soit ZF une de ces feuilles. Comme le pro-
longement est defini par la source on voit immediatement que π2 o βk+1(^) = z
est un point fixe de N et que im vk+1(X) C TZN est independant de X € 3F. Si
ψ est admissible, alors λ — vk+1-φ est une application de U dans TN qui releve
^2°βk+ι (variation infinitesimale de π2oβk+ι) et qui verifie en plus les deux
conditions suivantes:

a) λ est localement constante sur les feuilles de J Λ + 1 ,
b) λ(X)eimvk+ι(X).
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Soit Ek+1 = im vk+ί le fibre vectoriel de base Wk+1 dont la fibre en X est egale
a im vk+1(X). Ce fibre est trivial le long des feuilles de Δk+ι. Les applications
λ ci-dessus s'identifient aux sections locales du fibre Ek+1 qui sont constantes
le long des feuilles. Reciproquement, une telle section λ determine une varia-
tion infinitesimale admissible φ en posant ψ(X) = vk+1(X)~1[λ(X)]. Soit main-
tenant X e Wk+1 un point fixe, x = ak+1(X) e M,w e TXM un vecteur arbitraire
et posons ω = vk+1(X)(w). Pour construire une variation infinitesimale admis-
sible φ telle que φ(X) = w, on prend une variete (locale) Ψ* transverse au
feuilletage defini par Ak+ι qui passe par le point X et on prend une section
locale λ0 du fibre Ek+ι\ir. La section λ0 s'etend localement en une section
admissible λ (i.e., constante le long des feuilles). Ceci demontre bien que H3

est verifie. Un argument plus direct est le suivant: on voit facilement que
7 e f H> im vk+ι(Y) est une application differentiate dans la Grassmannienne
de N done localement il est toujours possible de construire une application
difϊerentiable λ0 qui prend la valeur ω en X et telle que λo(Y) e im vk+ι(Y). On
etend ensuite λ0 en une application λ constante le long des feuilles. Remarquons
de passage que π2 o βk+1: Ψ* -> N est une submersion.

II est interessant de construire ffl(J?) = 9 ΐ(^) en utilisant directement la
formule (15.3). Si φ: C/-> TM verifie la condition [φ, θ~] = 0, θ e &, la discus-
sion precedente montre que la valeur de φ le long d'une courbe integrate γ de
$k+ιθ est entierement determinee par sa valeur en un point X. Plus precise-
ment on a la relation (cf. (30.10))

(30.11) φ(γ(t)) = φ o fi+\X) = Ut(X)[φ(X)] ,

qui exprime une condition necessaire et suffisante pour que le crochet soit nul.
Soit Πk+ι(J?) le sous-groupoϊde de Lie de Πk+1(M) obtenu par integration de
Γequation de Lie Jk+ιJ( (cf. hypothese H) ou encore par exponentiation de Jt
(on integre les champs de vecteurs sections locales de JC et on prend les
(k + l)-jets des transformations locales ainsi obtenues ceci engendre Πk+1(^)).
La relation (30.11) exprime que φ est un covariant differentiel par rapport a
Faction du groupoϊdeΠk + ι(Jί) sur les espaces deprolongement %k+1~Πk+1(M,
N) (action standard) et TM (action via pίtk+1 et Πλ(Jί) — pι,k+ιΠk+1(Jίί)).
Puisque Πk+1(J?) opere sans points fixes sur Πk+1(M, N) (dimM < dimN) on
peut construire les sections locales φ de 9ΐJ.+1(j£?) par un argument de covari-
ance. En effet, on prendra un relevement arbitraire <p0: i^ -^ TM au dessus de
ak+ί et on Γetendra localement par covariance. Remarquons en outre que la
connaissance de Πk+1(^£) est equivalente a la connaissance des trajectoires
de J f c + 1 (dim M < dim N).

Montrons ensuite que Γhypothese H3 est en fait toujours verifie pour k > 1
independamment de Γhypothese de regularite H. Pour le voir, prenons le
faisceau de Lie Jίf — TM et soit S£f le relevement horizontal canonique de
Jί'. Le faisceau ££' verifie Γhypothese H pour tout k > — 1 done, en parti-
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culier, le champ Δ[ est regulier et integrable (cf. corollaire 2 de la proposition
16.3). Par consequent if' verifie H3 pour k > 1 et β{%(£")) = TM. Puisque
les trajectoires de i f k sont toujours contenues dans les trajectoires de SP'k on
voit immediatement que ΐίik(&') C dik(^) par consequent β O ^ i f ) ) = TM.

Reprenons les notations introduites a la suite du corollaire 1 de la proposi-
tion 25.1. La discussion precedente montre que

(30.12) 9t(j2?) ~ % ® β l ^ ( i O ~ <g ® θ i ( j r / ) ^ ( ^ 0

au dessus de $r oύ Sl̂ dS?) (resp. St^ifO) est isomorphe au faisceau en $ Γ

modules (resp. ^$χ(if 0-modules) des germes de variations infinitesimales locales
d'ordre 1 qui sont Πx(Jί) (resp. Π^M)) covariantes ou, de faςon equivalente,
aux variations infinitesimales locales φ telles que vx-ψ est constant sur les
trajectoires de £gx (resp. ifQ ce faisceau etant remonte a °ll. En particulier,
lorsque dimM = dimiV, imvk+ι(X) = TZN et par consequent on obtient deja
un nombre suffisant de variations infinitesimales admissibles d'ordre 1 qui
remplissent TM en ne prenant que les applications X = ηoπ2°βι oύ η est un
champ de vecteurs local arbitraire de N (les trajectoires de i f x sont toujours
contenues dans les fibres de π2 oβ^. Ceci montre que, lorsque dimM = dimiV,
on a Γisomorphisme

(30.13) W(J?)~%(g)BNχ(BN) .

Donnons ensuite une faςon de construire les derivations admissibles δi (cf.
§ 25). Pour ceci remarquons que J o c HP et que si X e Jλ et dimM < dimN,
la condition X e °UX est equivalente a r l ί i HVP = 0 oύ y = /3(X). La proposi-
tion 25.3 entraine que tout X e ΰlίx admet un voisinage muni de variations in-
finitesimales admissibles (Φj), 1 < / < m, definies par exemplea Γaide d'une
sous-famille a m elements extraite d'un systeme fundamental quelconque
d'integrales premieres de HP; ce sont des invariants differentiels d'ordre zero
et en fait constituent les relevements, par π2, des systemes de coordonnees
locales de N. Les variations Φj sont egalement admissibles pour if' car dans
leur expression n' interviennent que les functions locales de N qui sont des in-
variants d'ordre zero de S£f. La construction ci-dessus n'est autre que Γaspect
algorithmique (calculatoire) des constructions intrinseques precisees auparavant
pour <£'.

A ce point il est interessant de relier la discussion precedente aux formules
(7.2) et faire un calcul en coordonnees pour redemontrer la proposition 30.2.
Ceci etablira un lien avec les textes de Sophus Lie. Pour eviter des calculs
excessivement longs nous nous bornons au cas oύ k = 1.

En efϊet, prenons des coordonnees locales (Λ4) au voisinage de ax{X) et des
coordonnees locales (yλ) au voisinage de π2oβγ(X). Ecrivons ψ = aj (g)d/dxj

oύ les aj (1 < / < m) sont des functions definies au voisinage de X. On trouve
que vX'ψ = y)a3 ® d/dyλ (1 < λ < ή) et Γhypothese faite sur v1-φ equivaut a
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dire que les fonctions y)aj sont des invariants diίϊerentiels d'ordre 1 de ££. On
a par consequent tyβiy)^) = 0 pour toute section locale θ de «£?. Or, si θ =
0*3/3**, alors (cf. (7.2))

pλθ = 0*3/3** - yλ

k{dθkldxi)dldy\

et par consequent la relation

o = wtya') = \_myxi)W + y](W-aj)

s'explicite par

(30.14) yk(βθ*/dχw - /Λftβ fl*) = o .

Calculons [<φ, 0 ] . On trouve

= a* (8) (β&l

= (a*dθk/dxj -

Or, Γexpression du cote gauche de (30.14) prise au point ττ2 o ̂ ( Γ ) n'est autre
que la composante suivant d/dyλ du vecteur

Ce vecteur est done nul. Si dimM < dimN Γapplication vγ{Y) est injective
par consequent \_φ, θ~\ = 0 .

Examinons finalement le cas dimM > dimN. Dans ce cas les elements de
9ΐ(j2?) verifient la condition necessaire de la proposition 30.1 mais il y a
d'autres conditions necessaires a rajouter. En efϊet, soit φ: U —> TM une varia-
tion infinitesimale d'ordre k + 1 (quelconque) et posons, suivant les notations
du § 5, formule (5.1),

Prenons en plus une tranformation locale ψ de M et indiquons par ψk+ι son
prolongement canonique a Jk+1 defini par

(oύ Γon identiίie Jk+1 a Jk+ι(M,N)). Definissons ensuite la variation infini-

tesimale ψ*φ par

(30.15) ψ*φ(X) =

On verifie facilement, a Γaide de diagrammes commutatifs, que cette definition
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est compatible avec le passage a la limite inductive, c'est-a-dire, on a la for-
mule

(30.16) V(φopk+lth) = (ΨV°^ + u , k + 1 < h .

En outre, les relations suivantes sont verifiees:

(30.17) (d,/)°Ψ* + I - (Ψk+1)*dφf = ^ ( / o f ) ,

(30.18) (Ψ*0*+i(*)

oύ / est une fonction locale quelconque dont le domaine est contenu dans
pktk+1U. Supposons maintenant que φ est admissible, que ψ est une transfor-
mation obtenue par exponentiation de Jί et que Δh est regulier et integrable
pour h> k. Puisque ψk preserve les invariants difϊerentiels d'ordre k, les for-
mules (30.16) et (30.17) montrent que ψ*φ est aussi admissible. Supposons
en plus que ψ est proche de Γidentite (par exemple pour la topologie Ck+1 dans
une carte, ou de faςon plus naϊve, prenons un voisinage V de Y = ρktlc+ιX
adapte au feuilletage et muni d'un systeme fundamental d'integrales premieres
et bornons nous aux transformations ψ telles que ψk est une transformation
locale de V). Dans ces conditions foψk — j pour tout invariant differentiel /
par consequent la formule (30.17) se reecrit par

(30.19) dφf = dΨ*φf

ou encore par

(30.20) ίφk + ι(X) ~ (Vφ)* + i(X)] f = 0 .

Compte tenu de (30.18) et de la regularite de Δk, la derniere formule se

transcrit par

(30.21) Tψk(φk + ιX) - φk + ι(V + 1X) 6 MVY) -

Or, ceci montre qu'une variation infinitesimale admissible ψ doit verifier la
relation (30.21) le long de petites courbes integrales done, par un argument
de compacite, le long de toute courbe integrale γ(t) = φk+\X) du champ pro-
longe pk+ιθ, θ e ££, c'est-a-dire, on a la relation

(30.22) Tφk(ψk+ιX) - φk+ι(φk+ιX) 6 MftY)

De meme les variations prolongees <popk+lth, k + 1 < h, etant admissibles,
doivent verifier les relations (30.21) et (30.22) au niveau h. En particulier,
lorsque ψk+ιX = X, la formule (30.21) se reduit a

(30.23) Tψ*(φt + ιX) - φk
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cette derniere formule etant valable sans restrictions sur ψ car il en est de
meme pour (30.19).

Nous pouvons ensuite restreindre les considerations ci-dessus aux (k + 1)-
jets. De faςon precise, puisque Txψ et Tγψ

k, Y = pk>k+1X, sont determines
par jk+1ψ(x) il en est de meme pour ψ*φ(X) ainsi que pour tous les termes des
formules precedentes calculees en X. Prenons done Z e Πk+ι(M) les formules
(30.15), (30.17) et (30.18) se transcrivent respectivement par

(30.24) Z*φ(X) =

(30.25) <ψk+ι(X.Z-'), df} = «Z*φ)k+1(X),

(30.26) (Z*φ)k

oύ Zj = /olffc+1Z est identifie a une application lineaire tangente, TZ = Tγψ
k,

Z*df = (Tyψψdf et (Z*φ)k+1(X) = λte+1(X,Z*φ(X)). Supposons maintenant
que φ est admissible. La formule (30.21) ou (30.22) se transcrit par

(30.27) TZ(ψk+ι(X) - ψk+ι(X.Z-i) e Δk{Y-Z"1) , Z € Πk+ιU) .

Soit Πk+ι(Jί)x le sous-groupe de Πk+1(Jί() forme par les elements Z tels que
XZι = X (Γisotropie en X). La formule (30.23) se reduit a

(30.28) TZ(ψk+ιX) - φk+ι(X) β Δk{Y) .

Plus generalement, si Z, W e Πk+ι(JK) sont des jets veriίiant la condition
XZι = XW\ les relations (30.27) ou (30.28) entraϊnent

(30.29) TZ(φk+ιX) - TW(ψk+ιX) 6 MY 'Z-1)

Puisque les trajectoires de «JδfΛ+1 sont toujours contenues dans les fibres de
2̂ ° βk+D la condition necessaire de la proposition 30.1 est une consequence de

(30.29). D'autre part il est facile de demontrer que si la variation infinitesimale
φ verifie la condition (30.27) pour tout X et Z (done aussi (30.22) pour tout
θ € j£f), alors φk+ι est admissible a Γordre k (i.e., transforme les invariants
differentiels d'ordre k en des invariants d'ordre k + 1). En effet, on prend une
carte feuilletante pour Δk et on remarque que la condition (30.27) entraine que
tous les vecteurs φk+ι(W), W variant dans une feuille de Ak+1, se projettent,
dans la composante transverse de la carte, suivant un meme vecteur v et que
les invariants differentiels d'ordre k contenus dans cette carte ne sont autres
(localement) que les relevements des fonctions locales de la composante trans-
verse. Nous obtenons ainsi la

Proposition 30.3. Une condition necessaire et suffisante pour que la varia-
tion infinitesimale φ: U—>TM d'ordre k + 1 soit admissible est que (Γanalogue
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de) la condition (30.27) soit verifiee pour toutes les variations prolongees

ψ°pk+ι,h, h> k + 1.
La condition ci-dessus n'est pas d'utilisation commode. II serait souhaitable

de demontrer qu'il existe un entier μ tel que si la condition est satisfaite a
Γordre μ elle le sera aussi a tous les ordres superieurs. Soit X e J^ et kx Γentier
a partir duquel Δh(Xh) devient stable. Supposons d'autre part que J[ est un
pseudogroupe infinitesimal de Lie (clos pour le crochet et les fibres vectoriels
JnJC sont reguliers pour h assez grand) et soit k2 Γentier a partir duquel les
noyaux Jh-lfhJl deviennent stables, autrement dit, k2 est Γentier a partir
duquel le groupoϊde Πh+ι(JK) devient (localement) le prolongement canonique
du groupoϊde Πh(Jί) (Theoreme du prolongement de Cartan-Kuranishi pour
les equations aux derivees partielles non-lineaires [30]). Dans ces conditions il
est vraisemblable que la propriete cherchee sera verifiee au voisinage de X
lorsqu'on prendra μ = m a x f t , k2} + 1. Supposons pour Γinstant qu'il en soit
ainsi a Γordre μ et cherchons a construire des variations infinitesimales admis-
sibles au voisinage de Xμ. Prenons tout d'abord une variete locale Ψ* passant
par le point Xμ et transverse aux trajectoires de <Pμ. Prenons ensuite un releve-
ment local <p0: Ψ* —> TM au dessus de aμ qui en chaque point V e Ψ* est com-
patible avec la condition (30.28) prise au niveau k + 1 = μ, X etant remplace
par V. Cette condition se traduit par la relation

(30.30) TZίλXV, ψϋV)] - iμ(V, ΨoV) ε Δ^iV^) , V e "T .

Propageons finalement le relevement φ0 le long des trajectoires de <£μ de telle
sorte a obtenir une variation infinitesimale locale admissible ψ d'ordre μ en
posant

(30.31) φ(W) = Taμ_γ o Tζ(W) o χμ(V, φQV) = UW)(φ*V) , W e IT ,

oύ V est le point de rΓ situe sur la trajectoire passant par W et ζ : iV —> Πμ(Jί)
est une application differentiable definie dans un voisinage T F de Xμ, adapte
au feuilletage, telle que F ζ(PF)"1 = W. L'application ζ s'obtient par des
arguments de rang constant relatifs au groupoϊde de Lie Πμ(J(). La variation
φ ainsi obtenue satisfait la condition (30.27) a Γordre μ car φ0 est compatible
avec (30.28). L'hypothese H3 sera verifiee en Xμ si et seulement si il est possi-
ble de construire un nombre suίfisant de relevements locaux φ0 que induisent
une base de TXM. Or ceci equivaut a dire que, pout tout F e f voisin de Xμ9

les orbites de Πμ(Jί)v dans le sous-espace τV (voir discussion precedant la
proposition 25.3) sont contenues dans les classes d'equivalence de τV modulo
τV Π Aμ_1(Vμ_1). On remarquera que Γaction du groupe d'isotropie complet
IJμ(M)w, via TZ, laisse toujours invariant le sous-espace τW et que si la con-
dition ci-dessus est verifiee en un point d'une trajectoire elle Test aussi en tout
autre point car les groupes d'isotropie correspondants sont conjugues et tout
Z ε Πμ(Jί) laisse invariant Δμ et transforme τW en τ(W-Z~ι). En particulier,



INVARIANTS DIFFERENTIELS. II 407

si τXμ Π Jμ_ι(Xμ_1) = 0, la meme propriete reste valable dans tout un voisinage
de Xμ par consequent le relevement φ0 devra prendre ses valeurs dans Γimage
par Taμ_ι des points fixes de τV9 V <= τ^\ par Γaction de Γisotropie Πμ{Jt)v,
c'est-a-dire, dans Γensemble des points fixes de TM par Faction de plfμΠμ(Jt)v.
L'hypothese H3 ne sera verifiee que lorsque Πμ(Jί)v opere de faςon triviale
sur τV et cette propriete sera en fait valable dans tout un voisinage 1V de Xμ.

A ce point il est interessant de reprendre la condition necessaire et suίfisante
(30.11) pour que la variation infinitesimale φ d'ordre k + 1 determine une
section locale de SΐJUiĈ O En termes du groupoϊde Πk+ι(^) cette condition,
ou le fait que φ est un covariant difϊerentiel, s'ecrit par

(30.32) ^(Z Z-1) = ZrΨ(X) , Z <= Πk

d'oύ, en particulier,

(30.33) φ(X) = Zx-φ(X) , Z, e PιΠk+ι{Jί)x .

Or, cette relation exprime que ψ{X) est un point fixe de TXM par Γaction a
Γordre 1 du groupe d'isotropie Πk+λ{Jt)x. Pour construire des elements φ de
S^+iC^O o n prendra une variete transverse "Γ et un relevement φQ: Ψ* —> TM
a valeurs dans Γensemble des points fixes par Γisotropie d'ordre k + 1 et, a
Γaide de (30.32), on propagera <p0 le long des trajectoires de «SfΛ+1 en une
variation locale φ.

Terminons cette section par Γetude d'un exemple qui satisfait trivialement
le theoreme de Lie mais qui se comporte de faςon peu satisfaisante du point
de vue de la theorie. Les hypotheses Hi9 1 < i < 3, seront verifiees (Hλ pour
k>0,H2 pour k > — 1 et Hz pour k > 1) pourtant on trouvera que 9ΐ°(if) Φ 0
et SFCS?) = 0.

Soit Jt = TM, <£ son relevement horizontal canonique et supposons que
dim M > dim N. Puisque Δk = HJk = ker T(π2 o ^fc) dans fyk (cf. corollaire 2
de la proposition 16.3), les invariants diίϊerentiels d'ordre k > 0 ne sont autres
que les relevements des fonctions locales de N par consequent $ = $0 = BN

et ^_! = 0. Ceci entraϊne en particulier que la condition necessaire de la
proposition 30.1 pour Γadmissibilite de ψ est egalement suίfisante. D'autre part,
puisque les trajectoires de Jδf k ne sont autres que les fibres de π2 o βk on voit
f acilement que la condition ci-dessus est equivalente a la condition plus generale
(30.27) (les transformations ψfc commutent avec π2oβk par consequent TZ
commute avec T(π2 o βk)). Remarquons ensuite que vk{X) a un noyau non trivial
de dimension m — n. Or les elements de 9ΐ°(o£?) sont les germes de variations
infinitesimales locales φ telles que φ(X) e ker vk(X) ou encore, les sections
locales du fibre vectoriel ker vk de base °l/k dont la fibre en X est ker vk(X)
par consequent 9ί°(if) Φ 0. II est maintenant facile de voir que fft\&) Q 9ΐ(^f).
En eίϊet puisque 9ΐo(J*?) c 9ΐ(^f) tout element φ e 9ΐ°(^f), φ Φ 0, qui est a
crochet nul peut, en vertu de la proposition 7.1, etre modifie par une function
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non invariante / de telle sorte que fφ € 9lo(if) ne le sera plus.
Montrons ensuite que Γhypothese H3 est satisfaite dans % pour k > 1. En

effect, fixons X e °llk, prenons un vecteur arbitraire v e TXM et posons w =
vk(X) v e TZN. Soit λ: U -+ TN un relevement local de τr2 o βk constant sur les
fibres de π2oβk (trajectoires de <gk) et tel que λ(X) = w. Un tel relevement
n'est autre que le compose ξ °π2o βkoύ.ξ est un champ local de N avec ξz — w.
Comme les valeurs de vk sont toutes des applications lineaires de rang maxi-
mum n, on peut choisir un inverse a droite differentiate v% de vk dans un
voisinage de X (vk(Y) vf(Y) = Id) tel que v*(X)w = v. Ceci revient a scinder
localement le fibre ker vk dans <%k X M TM. On prend finalement la variation
infinitesimale φ = v* λ qui sera admissible en vertu de la proposition 30.1.

Verifions maintenant que ffl(J?) — 0. En effet, si φ: U —> TM est a crochet
nul, le vecteur φ(X), X e U, doit etre d'apres la condition (30.33) un point
fixe par Faction de Πk+ι(M)Σ. Or, ce groupe d'isotropie est non trivial (car
m > n) et opere aussi de faςon non triviale sur TXM. Posons Jk+1π2(X) =
ik+Ax). On peut trouver des coordonnees locales (xl) en x et (zλ) e n z =
π2o βk(X) = s(x) tel que s lue dans ces coordonnees s'ecrit

s:(x\ . . . , x ™ ) ^ ( j t \ . . . , Λ » )

(theoreme du rang constant). Or, le groupe d'isotropie Πk+1(M)X est Γensemble
des jets Z G Πk+ι(M) tel que jk+ιs(x)-Z~ι = jk+1s(x) done e'est Γensemble des
jets Z = jk+ίf(x) oύ / est une application feuilletante par rapport h 1 , , xn,
e'est-a-dire, a pour expression locale en les coordonnees (xι)

f: (x\ . . . , JCTO) .-• (JC1, •• ,Jcn,/n + 1(jcO, •• , / m ( ^ ) ) , 1 <j <m

les fonctions f(xj) etant astreinte a la seule condition f(x) = xι. Le groupe
{TJ} est egal au groupe G des matrices m x m inversibles de la forme

/Idn 0 \

Le seul point fixe de ce groupe est le vecteur nul. II en resulte que Sΐ^^f) = 0.
D'autre part, puisque β(dϊk+1(g?)) = TM, les trajectoires de Πk+1(M)X dans
τX sont toujours contenues dans les classes d'equivalence modulo τX Π Δk

quelque soit X<ε<%k+ι. Ces trajectoires peuvent se determiner de la faςon
suivante. Posons X = jk+ισ(x). Puisque s = π2oσ est de rang maximum,
Γapplication lineaire T(π2oβk): τX-> TZN est surjective. En plus
ker [T(π2 o βk) \ TX] = τX Γϊ Jk done les classes d'equivalence modulo τX Π Δk

ne sont autres que les images reciproques des vecteurs de TZN. Remarquons
ensuite que Tak : τX —> TXM est un isomorphisme et que le diagramme suivant
est commutatif
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par consequent Tak transforme Γimage reciproque d'un vecteur w e TZN dans
τX en Γimage reciproque du meme vecteur dans TXM. De meme la commuta-
tivite de

Tak Tak

Z
TXM -Λ> TXM

montre que les trajectoires de Πk+ι(M)x dans τX se projettent par Tak sur les
trajectoires de p1Πk+ι(M)x ~ G dans TXM. Or, puisque les / sont des trans-
formations arbitraires qui commutent avec s ou, plus simplement, compte tenu
de la nature du groupe G, on voit immediatement que les trajectoires dans
TXM sont precisement les sous-ensembles {0}, ker Txs — {0} et (Txs)~\w) avec
w Φ 0. En remontant a τX, on trouve que les trajectoires de Πk+ι(M)x sont
les sous-ensembles {0}, τX Π Δk — {0} et les classes non nulles modulo
τX Π Δk.

Remarquons finalement qu'il est impossible dans cet exemple de construire
une famille de derivations admissibles non nulles δι au sens du § 25 car ffl(J?)
= 0. En outre, la construction d'une telle famille exigerait Γexistence d'au
moins m invariants differentiels independants tandis que cet exemple ne nous
fournit que n.

Les criteres d'admissibilite introduits dans ce paragraphe s'etendent, en
partie, a la theorie generale exposee au chapitre III.

31. Le faisceau canonique des invariants differentiels de S£

Donnons-nous un faisceau de Lie J£? sur la variete P. Pour pouvoir parler
d'invariants differentiels de Jίf il faut se donner une deuxieme variete M et la
encore nous aurons des theories differentes suivant la faςon d'accrocher M a
P. Une premiere faςon est celle de considerer une ίibration π: P —> M nous
obtenons la theorie generale developpee dans le chapitre III. Une deuxieme
faςon est celle de prendre la ίibration π: M X P^M et considerer les invariants
differentiels du faisceau J? relevement ττ-vertical canonique a M x P d u faisceau
Jδf. En identifiant Jk(M X P) a Jk(M, P) ceci revient a considerer les invariants
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differentiels du faisceau Jδf sur les varietes Jk(M, P) a Γaide du prolongement
par le but. Nous obtenons la theorie developpee au § 29. Lorsque dimM >
dim P la theorie de Lie est valable moyennant Γhypothese absolue H ne port ant
que sur j£f. En particulier si nous prenons M = P, le faisceau des invariants
differentiels $(if) ainsi obtenu est canoniquement attache a Jδf. Localement,
il revient a prendre M = Rp, p = dim P, et realiser $(if) comme faisceau
dont la base est le produit de Rp par la limite projective des espaces de reperes
de P. Finalement, une troisieme faςon est celle de prendre la fibration π: P X
M —> P et de considerer les invariants differentiels du faisceau i? relevement
^-horizontal canonique a P x M d u faisceau <£. Ceci revient a considerer les
invariants differentiels du faisceau Jδf a Γaide du prolongement par la source
c'est-a-dire la theorie developpee au § 30. Lorsque dim M < dim P la theorie
de Lie est valable moyennant Γhypothese absolue H sur if. Si, en particulier,
on prend M = P le faisceau des invariants differentiels $'(if) ainsi obtenu est
aussi canoniquement attache a if. Localement on realise $'(j£?) comme fais-
ceau dont la base est le produit de Rp par la limite projective des espaces de
coreperes de P. Les restrictions de $(<£?) et $'(<£?) a ΠSP) sont canonique-
ment isomorphes a Γaide de Γinversion X •-> X~ι. Le faisceau $(J£?), ou son
dual ^(J*?), joue un role important dans Γetude de la structure du faisceau de
Lie if.

32. L'exemple classique

Nous allons maintenant developper un exemple du a Sophus Lie [41, chap.
IV] qui a ete repris par Tresse, Medolaghi et Vessiot. II s'agit d'un exemple
tres simple qui pourtant contient en soi toutes les subtilites de la theorie.

Soit P = R3 muni des coordonnees (x,y,z) et M = R2 muni de (x, y). Con-
siderons la fibration evidente π: P -^M, (x, y, z) •->• (x, y), et (sur P) considerons
le faisceau de Lie Jδf forme par les germes de champs locaux Θ = fd/dx —
f'zd/dz, oύ / est une fonction arbitraire de la seule variable x, et f est sa derivee.
Un calcul direct montre que & est stable pour le crochet. En outre, ϋ? est un
faisceau π -projetable dont la projection Jδf_1 dans M est le faisceau de Lie
forme par les germes de champs locaux fd/dx. Les transformations finies du
pseudogroupe Γ obtenu par integration des transformations infinitesimales de
if ont Γexpression locale φ: X = f(x), Y = y, Z = z/f(x), oύ / est une fonc-
tion arbitraire a derivee non nulle. Le faisceau de Lie reduit est forme par les
germes de toutes les sections locales de TP qui sont de la forme

τ: (*, y) - f(χ)d/dχ - f(χ)g(χ, y)d/dz ,

oύ / et g sont des fonctions arbitraires, la fonction g correspondant a la section
arbitraire σ = qo τ de P. Plaςons nous desormais dans Γouvert °U = (Wk)k>-i
de / defini par la condition z Φ 0. On montre facilement que le fibre Lk,
k> —1, est regulier au dessus de %k, la dimension des fibres etant k + 2.
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Chaque fibre admet les parametres f(a),f(a), ,fk+ι)(a) oύ a est la source
du point de base de la fibre. Le faisceau de Lie reduit vertical est forme par
les germes de toutes les sections locales de la forme

τ: (x,y) -> \f(x)g(x,y) + Kx)(βg/dx)(x,y)]d/dz .

Soit X — jk+1σ(x). On demontre que la dimension de (Lv)k au point X est
k + 2 si et seulement si au moins une des derivees

est non nulle. Autrement cette dimension est k + 1. On voit ainsi que le fibre
(Lv)k a toujours des singularites dans <%k+1 et il faudrait restreindre davantage
le domaine ^ pour retrouver Γhypothese Hλ. Or cette hypothese sert a de-
montrer que les noyaux Δk_lyk sont stables pour k assez grand. Nous verrons
plus tard par un calcul direct que ceci est le cas pour k > 1 et au dessus de %.
Le meme resultat peut encore s'obtenir en developpant la demonstration du
theoreme de stabilite asymptotique sur le fibre Lk au lieu de (Lv)k comme a
ete fait dans [23]. Revenons a notre exemple; on a montre que Lk est regulier
sur (JUk pour k > 0 (ce qui assure Γhypothese H^^ de [23]) et nous verrons tout
de suite que pk : Lk -+ Δk est un isomorphisme (ce qui assure Γhypothese H2

de [23]).
Utilisons maintenant les formules (7.2) pour calculer quelques prolonge-

ments. Nous adoptons les notations de Monge pour les coordonnees de J19 J2

et / 3 : p = σX9 q — σy, r = σxx, s = σxy91 — σyy, a — σxxx, β = σxxy, γ = σxyy,

d = σyyy. On trouve les resultats suivants:

p_,θ = Kd/3x) ,

M = f(β/dx) - Πzd/dz) ,

pλθ = f(d/3x) - fXzd/dz + 2pd/dp + qd/dq) - f'(zd/dp) ,

p2θ = f(d/dx) - f'(zd/dz + Ipdjdp + qd/dq + 3rd/dr + 2sd/3s + td/dί)

~ fXzd/dp + 3pd/dr + qd/ds) - f"(zd/dr) ,

fcθ = Kd/dx) - f(zd/dz + 2pd/dp + qd/dq + 3rd/dr + 2sd/ds

+ td/dt + Aad/da + 3βd/dβ + 2γd/dγ + δd/dδ)

- f\zd/dp + 3pd/dr + qd/ds + 6rd/da + 3sd/dβ + td/dγ)

+ Apd/da + qd/dβ) - f'\zd/dά) ,

= Kd/dχ)-Σ
μ = l
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On remarque que les champs de vecteurs contenus dans les parentheses sont
independants de /, i.e., independants du champ particulier θ et leur nature
resulte seulement de la forme particuliere de Γensemle des champs θ. En outre,
le premier champ de chaque parenthese est un des champs d/dx, zd/dz, zd/dp,
zd/dr,zd/da, avec z Φ 0. On en deduit que le champ Δk, k > — 1, est
regulier de dimension const ante k + 2 en tout point de °Uk, L'hypothese H2

est ainsi veriίiee. En outre, puisque Δk et Lk ont le meme rang, Γapplication
pk: Lk —> Δk est un isomorphisme (k > 0).

Veriίions a present l'hypothese H3. Indiquons par dx et dv les derivees for-
melles associees aux champs d/dx et d/dy de M. Un calcul direct montre que

dy

pour tout θ e ££. On obtient ainsi deux derivations formelles admissibles \ =
(l/z)dx et \ = dy qui sont des sections globales de %0(J£) au dessus de °U. Les
variations infinitesimales correspondantes Φx = (1/z) ® d/dx et Φ2 = d/dy in-
duisent en tout point X € °U une base {Φ^Z), Φ2(Z)} de TXM, x = a(X), car
zφ 0 dans ^ . D'apres la proposition 25.1 les sections Φλ et Φ2 constituent une
base globale du ̂ -module ffl(J?) au dessus de °U. Nous verrons plus tard que
ffliJ?) = di(^). II est curieux de remarquer que pour k > —1 la famille de
tous les champs de vecteurs locaux de Jk qui sont invariants par S£k est le
faisceau de Lie {φd/dy} de Jk oύ φ est une fonction locale arbitraire qui locale-
ment ne depend que de la variable y. Tout champ φd/dy induit la derivation
formelle admissible ψdv = ψ\ (cf. § 21).

Reste finalement a calculer Γentier a partir duquel commence la stabilite.
Or, les formules des champs prolonges montrent que J_ l j 0 = [d/dz], J0,i —
[d/dp], Δlt2 = [d/dr], Δ2>3 = [d/da] et de faςon generale Δk_ι>k = [d/dω] oύ ω
est la coordonnee dkσ/dxk. On voit alors que (Δk_uk)Xk s'identifie au sous-espace
de SkT*M (g) VyP constitue par les ^-formes symetriques s dont le noyau
contient (d/dy)x c'est-a-dire telles que i(d/dy)xs = 0, x = α:(ZΛ), y = β(Xk).
Ce sous-espace est isomorphe a SkR* (x) I? car c'est Γ ensemble des formes
symetriques qui se factorisent a la composante [d/dx]x de TXM. Un raisonne-
ment analogue a celui du § 28 nous montre que Δk>k+1 = p(Δk_ltk) pour k > 1
et Δk-λ,k est involutif pour k > 1.

Calculons maintenant quelques invariants differentiels de S£. Par integration
de Δk, k < 3, on obtient les systemes complets d'integrales premieres inde-
pendantes

d'ordre - 1 : {y}
d'ordre 0 : {>̂ }
d'ordre 1: {y, q/z)
d'ordre 2: {y, q/z, t/z, (zs - pq)/z3}
d'ordre 3 : {y, q/z, t/z, (zs - pq)/z\ δ/z, (γz - pί)/z\
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β/z3 + 3p2q/z5 - (3sp + rq)lzA).

Posons y — μ, q/z = v, t/z = u, (zs — pq)/z3 = v. La liste des integrates
premieres independantes se transcrit par

ordre
ordre
ordre
ordre
ordre

I -
0:
1:
2 :
3 :

{μ}
{μ}
{μ^}
{μ>»>

{μ>»,

+ v
+ v\ \v, \u + uv, \v + Ί>w, —\v).

Nous pouvons simplifier cette liste en la suivante (en eliminant les termes
superflus v2, uv et 3w)

ordre
ordre
ordre
ordre
ordre

- 1 :
0:
1:
2:
3 :

w
{μ, v, \v,
{μ,v9ϊ)2V9

Nous retrouvons ainsi par un calcul direct et pour les ordres 1 et 2 le theoreme
de Lie qui est valable pour k > 1. On a la relation [ ,̂ ή2] = —v\ et

dxμ dyμ' \dxμ dυμ.

det(9* dΛ(dχV d

\dxv dyV/\dxμ dtft

Si φ e 3ί°(if), φ doit etre de la forme φ = λd/dx oύ ̂  est un germe de fonction
locale d'un certain Jk car dψ annule Γinvariant y. II en resulte que φ — (λz)\
d'oύ, en appliquant dφ aux invariants obtenus precedemment, on trouve λ = 0.
Ainsi 9ΐ°(if) = 0 et par consequent dt(J£) — ffl(J£). D'autres exemples se
trouvent dans la litterature [41], [42], [50], [67], [68] et notamment le faisceau
de Lie θ = fd/dx + fyd/dy + f'yd/dz, oύ / est une fonction arbitraire de la
variable x. Les transformations ίinies s'ecrivent X = f(x), Y = yf(x), Z = z
+ y(f/;(x) I f(x)) oύ / est une fonction arbitraire inversible.

33. Theorie des courbes gauches

Une courbe de R3 est un plongement d'un ouvert de R dans R3. Posons
P = R4 muni des coordonnees (ί, x, y, z) et M = R muni de la coordonnee t.
Soit π: P —• M la projection (ί, x, y, 2) -> ί. Une courbe de R3 se represente
par une section locale σ de π telle que la fonction π2 o σ a une derivee non nulle
en chaque point. Soit if le faisceau de Lie π -projetable defini sur P par
Γensemble des germes de tous les champs locaux f(t)d/dt + θ, oύ /(/) est une
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fonction arbitraire de t et θ = φ(x,y,z)d/dx + ψ(x9y,z)d/dy + r)(x,y,z)d/dz
est un emplacement infinitesimal generique de R3 muni de sa structure
euclidienne. On ajoute la composante f(t)d/dί pour tenir compte des change-
ments de parametrage des courbes. De la theorie des courbes gauches on
connaϊt tout de suite deux invariants difϊerentiels de if a savoir la courbure
(d'ordre 2) et la torsion (d'ordre 3) on sait en plus que deux courbes se trans-
forment une dans Γautre par un deplacement de R3 si et seulement si les
courbures et torsions, parametrees par la longueur d'arc se correspondent.
Soit % Γouvert de / forme par tous les elements dont le 1-jet est injectif et
le 2-jet est a courbure non nulle. Le resultat ci-dessus s'exprime en termes des
invariants de j£? de la fagon suivante: On montre que dans <% les invariants
courbure et torsion engendrent tous les autres au sens du theoreme de Lie e'est-
a-dire constituent un systeme fondamental d'invariants difϊerentiels de if. Cet
exemple s'etend aux courbes de Rn.

Dans [20] le lecteur trouvera une etude des invariants difϊerentiels des courbes
gauches relative au groupe des transformations projectives.

Bibliographie

[ 1 ] U. Amaldi, Introduzione alia teoria dei gruppi continui infiniti di trasformazioni,
Libreria delΓ Universita, Roma, 1942.

[ 2 ] R. Bkouche, Modules involutifs, Seminaire sur les structures infinitesimales, Brest,
1967.

[ 3 ] R. J. Blattner, A theorem of Cartan and Guillemin, J. Differential Geometry 5
(1971) 295-305.

[ 4 ] C. Buttin & P. Molino, Theoreme general d'equivalence pour les pseudogroupes de
Lie plats transitifs, J. Differential Geometry 9 (1974) 347-354.

[ 5 ] E. Cartan, Les sous-groupes des groupes continus de transformations, Ann. Sci.
Ecole Norm. Sup. 25 (1908) 57-194; Oeuvres completes, Partie II, Vol. 2, 719-
856.

[ 6 ] , Sur la geomέtrie pseudo-conforme des hypersurfaces de Γespace de deux
variables complexes, Ann. Mat. Pura Appl. 11 (1932) 17-90; Oeuvres com-
pletes, Partie II, Vol. 2, 1231-1304.

[71 , Leςons sur les invariants integraux, Hermann, Paris, 1922.
[ 8 ] , Les systemes differentiels extέrieurs et leurs application gέomέtriques, Her-

mann, Paris, 1946.
[ 9 ] C. Ehresmann, Introduction a la theorie des structures infinitesimales et des

pseudo-groupes de Lie, Colloq. Topologie Geom. Differentielle, Strasbourg,
1953, 97-100.

[10] , Esquisses d'un folklore de gέomέtrie differentielle, Secretariat Math. Paris,
1967.

[11] E. Ferreira, Prolongements et invariants essentiels des pseudogroupes de Lie,
These 3e cycle, Grenoble, 1970.

[12] F. Gallissot, Les formes exterieures en mecanique, Ann. Inst. Fourier (Grenoble)
4 (1952) 145-297.

[13] H. Goldschmidt, Existence theorems for analytic linear partial differential equa-
tions, Ann. of Math. 86 (1967) 246-270.

[14] , Integrability criteria for systems of nonlinear partial differential equations,
J. Differential Geometry 1 (1969) 269-307.

[15] V. Guillemin, A Jordan-Holder decomposition for a certain class of infinite di-
mensional Lie algebras, J. Differential Geometry 2 (1968) 313-345.



INVARIANTS DIFFERENTIELS. II 415

[16] , Infinite dimensional primitive Lie algebras, J. Differential Geometry 4
(1970) 257-282.

[17] V. Guillemin & S. Sternberg, An algebraic model of transitive differential geomet-
ry, Bull. Amer. Math. Soc. 70 (1964) 16-47.

[18] , Deformation theory of pseudogroup structures, Memoirs Amer. Math. Soc.
No. 64, 1966.

[19] M. Halphen, Sur les invariants diffέrentiels, These, Paris, 1878.
[20] , Les invariants differentiels des courbes gauches ,J. Ecole Polytech. 28 (1880)

1-102.
[21] H. H. Johnson, Classical differential invariants and applications to partial differen-

tial equations, Math. Ann. 148 (1962) 308-329.
[22] A. Kumpεra, Sur Γintegration d'une classe remarquable de systemes differentiels

automorphes par la methode de Sophus Lie, Cahiers Topologie Geom. Differen-
tielle 9 (1966) 255-280.

[23] Etude des invariants differentiels attaches a un pseudogroupe de Lie, These,
Paris, 1967.

[24] , Equivalence locale des structures de contact de codimension un, Canad. J.
Math. 22 (1970) 1123-1128.

[25] , Invariants differentiels d'un pseudogroupe de Lie, Lecture Notes in Math.
Vol. 392, Springer, Berlin, 1974, 121-162.

[26] , An introduction to Lie groupoids, Nύcleo de Estudos e Pesquisas Cientίficas,
Rio de Janeiro, 1971.

[27] , Sur Γintegration des equations differentielles invariantes par les groupes de
Lie, en preparation.

[28] A. Kumpera & D. C. Spencer, Lie Equations, Vol. 1: General Theory, Annals of
Math. Studies, No. 73, Princeton University Press, Princeton, 1972.

[29] , Systems of linear partial differential equations and deformation of pseudo-
group structures, Presses Universite de Montreal, 1973.

[30] M. Kuranishi, Lectures on involutive systems of partial differential equations, Publ.
Soc. Mat. Sao Paulo, 1967.

[31] , On the local theory of continuous infinite pseudogroups, I, II, Nagoya Math.
J. 15 (1959) 225-260, 19 (1961) 55-91.

[32] P. Libermann, Sur les pseudogroupes de Lie, Colloq. Topologie, Strasbourg, 1954-
55, 1-20.

[33] , Pseudogroupes infinitesimaux attaches aux pseudogroupes de Lie, Bull. Soc.
Math. France 87 (1959) 409-425.

[34] , Sur les prolongements des fibres principaux et des groupoϊdes differentiables
Banachiques, Presses Universite de Montreal, 1971.

[35] , Sur les groupoϊdes differ entiables et le "presque parallelisme", Symposia Math.
10 (1972) 59-93.

[36] S. Lie, Begrundung einer Invarianten Theorie der Berϋhrungstransformationen,
Math. Ann. 8 (1875) 215-303; Gesam. Abh. Bd. IV, 1-96.

[37] , Uber gewόhnliche Differentialgleichungen die eine Gruppe von Transfor-
mationen gestatten, Archiv for Math. 7 (1882) 443-444; Gesam. Abh. Bd. V,
238-239.

[38] , Uber Differentίalinvarianten, Math. Ann. 24 (1884) 537-578; Gesam. Abh.
Bd. VI, 95-138.

[39] , Allgemeine Untersuchungen uber Differentialgleichungen die eine kontinuier-
liche, endliche Gruppe gestatten, Math. Ann. 25 (1885) 77-151; Gesam. Abh.
Bd. VI, 139-223.

[40] , Uber die Gruppe der Bewegungen und ihre Differentialinvarianten, Leipzig
Ber. 45 (1893) 370-378; Gesam. Abh. Bd. VI, 376-383.

[41] , Zur allgemeine Theorie der partiellen Differentialgl&ichungen beliebiger
Ordnung, Leipzig Ber. 47 (1895) 53-128; Gesam. Abh. Bd. VI, 320-384.

[42] , Verwertung des Gruppenbegrίffes fur Differentialgleichungen, I, Leipzig Ber.
47 (1895) 261-322; Gesam. Abh. Bd. VI, 539-591.

[43] , Zur Invariantentheorie der Gruppe der Bewegungen, Leipzig Ber. 48 (1896)
466-477; Gesam. Abh. Bd. VI, 639-648.



416 A. KUMPERA

[44] , Geschichtliche Bemerkungen zur allgemeinen Theorie der partiellen Differ en-
tialgleichungen erster Ordnung, Gesam, Abh. Bd. VII, 175-216.

[45] B. Malgrange, Cohomologie de Spencer (d'apres Quillen), Secretariat Math. Orsay,
1965.

[46] , Equations de Lie. I, II, J. Differential Geometry 6 (1972) 503-522, 7 (1972)
117-141.

[47] L. Markus, Group theory and differential equations, Lecture Notes, University of
Minnesota, 1959-60.

[48] Y. Matsushima, Sur les algebres de Lie linέaires semi-involutives, Colloq. Topo-
logie, Strasbourg, 1954-55.

[49] P. Medolaghi, Sulla teoria del gruppi infiniti continui, Ann. Mat. Pura Appl. 25
(1897) 179-218.

[50] , Classificazione delle equazioni alle derivate parziali del secondo ordine, che
ammettono un gruppo infinito di trasformazioni puntuali, Ann. Mat. Pura Appl.
1 (1898) 229-264.

[51] P. Molino, Sur quelques propriέtes des G-structures, J. Differential Geometry 7
(1972) 489-518.

[52] , Platitude relative et probleme dy equivalence pour les structures infinitesimales
transitives, C.R. Acad. Sci. Paris 276 (1973) 293-295.

[53] N. Van Que, Du prolongement des espaces fibres et des structures infinitesimales,
Ann. Inst. Fourier (Grenoble) 17 (1967) 157-223.

[54] , Sur Γespace de prolongement differ entiable, J. Differential Geometry 2 (1968)
33-40.

[55] , Nonabelian Spencer cohomology and deformation theory, J. Differential
Geometry 3 (1969) 165-211.

[56] W. M. Oliva, Aspectos geomέtricos da teoria das equaςoes a derivadas parciais
invariantes por pseudogrupos de transformaςδes, Universidade de Sao Paulo, 1965.

[57] D. G. Quillen, Formal properties of over-determined systems of linear partial
differential equations, Thesis, Harvard University, 1964.

[58] A. A. M. Rodrigues, The first and second fundamental theorems of Lie for Lie
pseudogroups, Amer. J. Math. 84 (1962) 265-282.

[59] , Sur le noyau d'un pseudo-groupe de Lie infinitesimal involutif transitif par
rapport a une fibration invariante, C.R. Acad Sci. Paris 269 (1969) 1154-1155.

[60] , Sur le quotient d'un pseudo-groupe de Lie infinitesimal transitif involutif par
une fibration invariante, C.R. Acad. Sci. Paris 269 (1969) 1211-1213.

[61] I. M. Singer & S. Sternberg, The infinite groups of Lie and Cartan. I, J. Analyse
Math. 15 (1965) 1-114.

[62] D. C. Spencer, Deformaiion of structures on manifolds defined by transitive, con-
tinuous pseudogroups. I, II, III, Ann. of Math 76 (1962) 306-445, 81 (1965)
389-450.

[63] , Over determined systems of linear partial differential equations, Bull. Amer.
Math. Soc. 75 (1969) 179-239.

[64] W. J. Sweeney, The D-Neumann problem, Acta Math. 120 (1968) 223-277.
[65] A. Tresse, Sur les invariants diffέrentiels des groupes continus de transformations,

These, Paris, 1893; Acta Math. 18 (1894) 1-88.
[66] E. Vessiot, Theorie des groupes continus, Ann. Sci. ficole Norm. Sup. 20 (1903)

411-451.
[67] , Sur Γintegration des systemes diffέrentiels qui admettent des groupes continus

de transformations, Acta Math. 28 (1904) 307-350.
[68] , Sur une theorie nouvelle des problemes genέraux d'integration, Bull. Soc.

Math. France 52 (1924) 336-395.

CENTRO DI ANALISI GLOBALE, FIRENZE

UNIVERSITE DE MONTREAL




