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LA FORMULE DE LA VARIATION SECONDE DE LΈNERGIE
AU VOISINAGE D'UNE APPLICATION HARMONIQUE

E. MAZET

Introduction

Soit (M,g) une variete riemannienne compacte connexe. Nous aurons a
considerer sur (M,g) des tenseurs du second ordre, soit symetriques, soit
antisymetriques. Nous definissons des produits scalaires locaux de tels tenseurs
par

( 1 ) (h9k)

ainsi que les produits scalaires globaux correspondants:

(Π <h,k} = f(h,k) .
M

Si (M', g') est une autre variete riemannienne, connexe et complete, con-
siderons une application C°°, soit /, de M dans M'. Sur le fibre vectoriel j*TM\
de base M, nous pouvons mettre la structure riemannienne induite par g' (la
fibre de /*ΓM' enx e M n'etant autre que Tf{x)M'). Nous avons encore des
produits scalaires locaux et globaux pour les tenseurs sur f*TM', definis par
des formules identiques a (1) et (10, mais a Γaide de la metrique gf et non
plus de la metrique g. Ces produits scalaires etant definis sur des espaces dif-
ferents, ce qui ecarte toute ambiguite, nous les denoterons par la meme notation.

Cela etant, nous rappelons que Γέnergie de / est Γintegrale

Dans § 1, nous rappelons d'abord le calcul de la variation premiere de
Γenergie, et la notion d'application harmonique. Puis nous calculons la vari-
ation seconde. Plus precisement, si ^°°{M,Mr) designe Γensemble des ap-
plications C00 de M dans M\ on sait que cet ensemble muni de la topologie
C°° peut etre muni de faςon naturelle d'une structure de variete frechetique
dont Γespace vectoriel tangent en / est Γespace des sections C°° de f*TM\ Cet
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espace vectoriel sera note Γ(/*ΓM'). Soient u et v deux elements de Γ(j*TMf).
On appellera variation de / issue de (u,v) toute application λ,C°°, de M X
] — ε, ε[ X ] — ε, e[, avec ε > 0, dans M', notee (x, s, t) -• Λ(JC s, t), telle que

; 0 , 0 ) = / ( * ) , ^ ( X ; 0 , 0 ) UX9

as dt

pour tout x € M. Alors, appelant E(s, t) Γenergie de Γapplication x -> λ (x s, t),
on a en supposant que / est harmonique (i.e., un point critique de Γenergie)

'9t) =<u,Lv>,
dsdt

oύ L: Γ(j*TMf) -> Γ(f*TM') est un operateur diίϊerentiel lineaire d'ordre 2,
elliptique, autoadjoint.

On demontre que L admet un indice au sens des formes quadratiques,
c'est-a-dire qu'il existe dans Γ(f*TM') un sous-espace de codimension finie
sur lequel la forme quadratique u —> ζμ, Lu) est definie positive (Γindice est
alors defini comme le maximum des dimensions des sous-espaces sur lesquels
la dite forme est definie negative: c'est un entier >0).

Lorsque (M',gf) est a courbure sectionnelle non positive au voisinage de
/(M), / etant harmonique, on decrit le comportement de Γenergie au voisinage
de /, et on caracterise simplement les applications harmoniques voisines.
On obtient ainsi une version locale de resultats qui n'etaient connus que sous
des hypotheses globales. On obtient des renseignements sur le rang d'une appli-
cation harmonique, et sur le type d'homotopie de ^(M, M').

Dans la § 2, nous donnons les resultats homologues dans le cas complexe.
Dans § 3, on se place dans le cas particulier oύ (M', g') = (M, g) et oύ / est

Γidentite. On peut alors preciser le theoreme classique de Bochner sur les
isometries des varietes compactes a courbure negative par un resultat de rigidite.
On obtient egalement une caracterisation purement variationnelle des isometries
infinitesimales.

1. L'operateur de la variation seconde

Commencons par calculer la variation premiere de Γenergie. Soit u €
Γ(/*TM0, et considerons une variation λ(x; t) issue de u. On a

E(t) =
M

oύ

Xt(χ) = X(χ; t) .
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Choisissons un recouvrement de M par des ouverts {Sία}α6^ tels que sur chaque
SIα on puisse choisir un champ C°° de bases orthonormees de (M,g), soit
{X$, , Xa

n}. Alors, dans Sία, pour tout choix des Xa

t on a

ΓΣttpX;9λtJCi).

2 t=i

Nous ecrirons desormais, pour ne pas alourdir les notations

2M

etant entendu que λ* = λt*, et qu'il y a sommation de / = 1 a n.
Designons par D et Df respectivement les connexions canoniques de (M, g)

et (M',g'). On a alors

at
M M

puisque [d/dt, Z 4 ] = 0 sur M X ] — ε, ε[. Puis

A

Definissons une 1-forme sur M par ω£(X) = (dλ/dt, λ*X). Soit ω{ le vecteur
image de ωt par Γisomorphisme de Γ*M sur TM associe a g. Alors,
Xt-(dλ/dt, λ*Xi) = Xf(ω*t9Xi) = (DZiω\9X^ + (a/t,Dx.Xi). Dans cette som-
me, le premier terme est une divergence, qui disparait par integration. Le
second terme vaut (dλ/dt, λ^DZiX^).

II reste sous le signe d'integration le produit scalaire de dλ/dt par un vecteur
qui s'ecrit λ^Σi=i^zt^i ~ Σϊ=iD'ztλ*Xi9 dont on verifiera aisement qu'il
ne depend pas du choix des Xt. On notera ce vecteur, pour t = 0, par — τ(f).
Rappelons que c'est un element de Γr(/*ΓM/). On aura finalement

( 3 )

avec

dE

dt
= - Γ(κ,r(/))=

ί = 0 J

(30 τ(f) = Σ Vχh*i ~ hit DZi
i=l \ί=l

Ce τ(/) est le "champ de tension" selon la terminologie de [4].

Les applications / qui sont points critiques de Γenergie sont done celles qui

verifient Γ equation
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( 4 ) τ(/) = 0 ,

et on sait qu'on leur donne le non ά"applications harmoniques.
Soient maintenant u, v e Γ(f*TM') et soit λ(x; s, t) une variation issue de

d2E(s t)
(u,v). Soit a calculer la variation seconde — „ R^partons de la

dsdt

relation
dt

BE

dt

dΈ

dsdt

On a (cf. [1, theoreme II.5.12])

X Alors

ds x% dt ' ds dt \ds

oύ i?' est Γoperateur de courbure sur (M', g') Alors

(D' , dλ 3 y\_(n, D' dλ . γ \ κ,(dX

Le premier termes'ecrit

= div < ( + (^-^-,λjfDXtXι - D'̂
\ as dt

dλ

If

leurs,

W dλ D' y\_(jy dλ jy

Γ "IT' ̂ hXΊ - V XiΊi'D

dλ

dλ jy

di'D

dλ jy jy dλ

'D x P Xili

ds dt

oύ l'on a defini la 1-forme ω s > { sur M par ωM(.X) = 1 , /i^X). Par ail-
\ ds dt )

= d.v<( + \ — ,DBxjt—) - {—,DxpXt—) ,
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oύ Γon a defini la 1-forme as>t sur M par aSit(X) = (dλ/ds, D'x(dx/di)). II vient
enfin

oύ

at Σ ^ x t 9ί t=i at

(5')
— Σ ^ (Λ,£*^ΐ?—— Λs,ί*^ί

i=l \ dt /

Ici encore, on verifie aisement que Γoperateur LSyt ne depend pas du choix
des Xt. En particulier, pour s = t = 0, et f harmonίque,

( 6 )

avec

d2E = \{u,Lv) = ζu,Lv> ,
= ί = 0 J

dsdt J \ ds dt

( 6 0 Lv = Dr

n v — Σ D'xPxP — Σ R'(f*xi> v)f*xi

Du calcul precedent resulte en ontre la formule

C » p / Λ y M . y 8 i \

Un calcul en coordonnees locales, fastidieux mais standard montre que L
est un operateur differentiel lineaire elliptique du second ordre. II est auto-
adjoint car

82E d2E I

dsdt s=t=o = dtds |β=ί=o

Proposition 1. La forme quadratique u —• <κ, Lw) sur Γ(f*TMf) admet

un indice.

Observons que, puisque L est elliptique autoadjoint, la forme quadratique

consideree admet un indice si et seulement si les valeurs propres de L sont

bornees inferieurement. La demonstration s'inspire alors de [7, pp. 134-135].

Definissons une fonction continue θ sur M comme suit: pour x β M, soit
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Qx Γendomorphisme autoadjoint de TJ{x)M
f defini par

ί = l

Alors, on prend pour θ(x) la plus petite valeur propre de Qx (ces valeurs
propres etant reelles),

Soit β le minimum de θ sur le compact M. Supposons que L admette une
valeur propre a < β, et soit u Φ 0 un vecteur propre correspondant. D'apres
la formule (7), on a

= f f;
J i = l

0

Soit a(u, u) > (u, Qu). Or, de par le choix de a, on a a (u, u) < (w, Qu),
avec Γinegalite stricte partout oύ u n'est pas nul. Done a ζu, u) < (u, Qu),
d'oύ contradiction. Ainsi, toute valeur propre de L est au moins egale a β.

Etudions maintenant le cas oύ (M', g') est a courbure sectionnelle non
positive au voisinage de /(M). Auparavant, donnons une definition.

Definition 1. L'application f:(M,g)—>(M\g') sera dite localement
statistiquement incontractable (en abrege LSIC) s'il existe un voisinage 2ί de /
dans ^(ΛίjΛίO tel que pour toute A € SI, on ait E(h) > E(f). Elle sera dite
globalement statistiquement incontractable (GSIC) si pour toute h e ^°°(M, MO,
h homotope a /, on a E(h) > E(f).

Notes. 1) La definition de LSIC suppose le choix d'une topologie sur
^"(M,MO, et cet espace est suceptible de recevoir diverses topologies:
topologies Ck, avec k = 0 , 1 , , oo. Nous dirons done que / est LSIC au
sens Ck si le voisinage 21 dont il est question est un voisinage pour la topologie
CK

2) La terminologie "LSIC", "GSIC", se refere a 1'interpretation de l'energie
donnee en [4, p. 114]. II est clair que toute application LSIC est harmonique.
II est aise de voir que toute application GSIC est aussi LSIC, pour toute
topologie sur ^°°(M, MO

Proposition 2. Soit f: (M, g) —• (M7, gθ une application harmonique.
a) 5/ (M', g') est a courbure sectionnelle non positive sur /(M), Γoperateur

L est semi-defini positif, et son noyau est forme des champs paralleles le long
de f. En particulier si ξ est une isomέtrie infinitesimale de (M,g), f^ξ est
parallele le long de f, et si f7 est une isomέtrίe infinitesimale de (M',g'), ξ'of
est parallele le long de f.

b) 5/ (M', gθ est a courbure sectionnelle non positive au voisinage de /(M),
/ est LSIC au sens C°. // existe meme dans ^°°(M, MO un voisinage 21 de f au
sens C° tel que Von ait E(h) > E(j) pour toute h e 2ί, Vegalite etant atteinte
si et seulement si h est harmonique, auquel cas il existe un champ u e Γ (/*ΓM0,
parallele le long de f, tel que Von ait h = exp^ u; et de plus les applications
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ίntermέdiaires exp^ su, s € [0,1], sont harmonίques.
c) 5/ (Mf,gf) est a courbure sectionnelle strictement negative sur f(M), /

est isolέe dans Vensemble des applications harmoniques pour la topologie C°,
sauf peut etre si f est de rang < 1. Si en outre le premier nombre de Betti bλ(M)
est nul, f est isolέe dans Γ ensemble des applications harmoniques, sauf si elle
est constante. (Par exp^ u, nous entendons Γapplication x —> exp'f(x) ux. Nous
disons qu'un champ u e Γ (f*TMf) est parallele le long de f si Dxu = 0 pour
tout vecteur X e TM).

a) D'apres la formule (7), il est clair que pour tout u e Γ(f*TMf), (u, Luy

> 0. Alors Lu = 0 equivaut a (u, Lu) = 0, et cela entraίne

2 (Dr

x.u,Df

x.ύ) — o, d'oύ D'x.u = o pour tout choix des Xt. Done u est
M

parallele le long de /. Par ailleurs, posons

Γ/Cexps sξx) si ξ est une isometrie infinitesimale de (M, g) ,

\ sf'/u) si ξ' est une isometrie infinitesimale de (M\ gf) .

Dans les deux cas on a E(s) = cte, done en prenant la derivee seconde

</*f,i/*f> = 0 et <f'°/,Lf'o/> = 0 ,

done f#ξ et ξ' o / sont paralleles le long de /.
b) Choisissons ε > 0 tel que pour tout x € M, la boule de centre /(JC) et

de rayon ε dans (M',g') soit un voisinage normal de f(x). Un tel ε existe car
/(M) est compact. On peut en outre supposer ε assez petit pour que les boules
en question soient toutes dans un voisinage de /(M) sur lequel la courbure
sectionnelle est non positive.

Soit alors 21 la boule de centre / et de rayon ε dans ?°°(M, M') muni de la
metrique de la convergence uniforme. Soit h € 21. Pour tout x e M il existe un
arc geodesique minimisant d e i a f(x). Notons le s —> λ(x s). On a d'apres la
formule (5)

ds2

M

Par construction (D'/ds)(dλ/ds) = 0. II reste

d2E
J i=i \ 95 ds / J i=i \ ds as Ia s - _ - - • > «•- " - -,

M

Comme de plus dE/ds\s=0 = 0, on a dis/ds > 0 pour tout s. Done E(/z) >
et / est LSIC au sens C°.
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Si E(h) = E(f), alors h est aussi LSIC, done harmonique. En outre E(s) est
constant, et chacune des λs est harmonique. Posant ux = (dλ/ds)(x; 0), on a
ζtiy Liΐ) = 0, done u est parallele le long de /, et Γon a h = exp^ w.

c) II ressort de la demonstration de b) que, sous les hypotheses faites, /
est isolee si et seulement si L est defini positif. Supposons done que L ne soit
pas defini positif, e'est-a-dire que son noyau contienne un element u Φ 0.
Comme u est parallele le long de /, et que M est connexe, u est de norme
constante, que Γon peut supposer egale a 1. On a pour toute base {Xi\i=1 au
point x e M,

done f%Xi est colineaire a u. Alors / est partout de rang au plus egal a 1.
Pour tout x € M, il existe une forme lineaire ωx sur TXM telle que Γon ait

f^X = ωx(X) ux pour tout X € TXM .

La collection de ωx definit une 1-forme sur M. On a encore ω(X) = (f*X, u).
Pour deux champs X, Y sur M, on a

dω(X, Y) = Z ω(Y) - Y-ω(X) - ω([X, Y])

= φ'xUY - D'YUX - fJLX, Y], u) = 0.

Done, ω est fermee.
Ecrivons d'autre part la nullite de τ(f), en choisissant une base orthonormee

{Xi} en un point x de M, et en la prolongeant localement par parallelisme le
long des geodesiques issues de x, de sorte que DXiXt = 0. II vient 2?=i Dxj*Xi
= 0, d' oύ

0 = Σ Φ'xJ*Xi9ux) = Σ Xi (f*X»ux) = Σ I r Λ ) = Σ Xt'iω Xi)
i=l i=l i=l i=l

soit ίinalement 0 = Σ i (Pxfi>**Xd = —δω.
Done ω est aussi cofermee. Finalement, ω est harmonique. Si δ^M) = 0,

done ω = 0, /* est partout nulle, et / est constante.
Remarque 2.1. La partie a) donne une version locale de resultats pure-

ment globaux dus a Eells-Sampson [4] et Hartman [5] dans le cas oύ (M', g')
est a courbure sectionnelle non positive et complete. Dans ce cas toute ap-
plication harmonique est GSIC. Si deux applications harmoniques sont
homotopes, il existe une homotopie (x, s) —>• λ(x s) de Γune a Γautre telle que
toutes les courbes λx: s —> λ(x s) soit des geodesiques, et que toutes les ap-
plications λs: x —> λ(x s) soient harmoniques.

Si M est a premier nombre de Betti nul, et si Mr est compacte et a courbure
sectionnelle strictement negative, nous pouvons preciser le type d'homotopie
de #°°(M, MO La composante connexe des applications constantes a le type
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d'homotopie de Mr. Les autres sont contractiles. Dans chaque cas, une equi-
valence d'homotopie est fournie par Γ equation de la chaleur.

Remarque 2.2. On peut se demander si les deux types de champs envisages
a la partie a) engendrent le noyau de L. II n'en est rien. Par exemple, prenons
pour (M,g) le cercle (S\gQ) et pour (M',g') la bandle de Mcebius, (B,gQ),
quotient de (R2,gQ) par Γisometrie (x, y) -•(* + £, —y). Considerons Γap-
plication harmonique /: (S\ g0) —• (B, g0) deίinie par f(s) = (2s, 0).

Alors, les deux types de champs envisages engendrent le meme sous-espace,
formes des champs proportionnels a f^.(d/ds). Mais considerons le champ
defini par us = (0,1).

II est clair que u est dans Ker L, mais n'est pas colineaire a f*(d/ds).

Remarque 2.3. On peut se demander, dans le cas oύ (M', g') est a courbure
sectionnelle non positive au voisinage de /(M), si le noyau de L est exactement
Γ ensemble des champs paralleles le long de /. On verifie aisement qu'il en est
ainsi lorsque (M'? gθ est plate au voisinage de /(M). Mais prenons pour / une
geodesique fermee d'une variete a courbure strictement negative de dimension
paire orientable. Alors tout champ contenu dans le noyau de L doit etre tangent
a /. Or, le transport parallele le long de / induit une rotation de Γorthogonal
de /(0) dans Tf(0)M, lequel est de dimension impaire. Cette rotation laisse un
vecteur non nul fixe, et on en deduit Γexistence d'un champ parallele non nul
orthogonal a /, lequel n'est pas dans Ker L.

Remarque 2.4. Les resultats de c) sont a mettre en parallele avec certains
resultats de Licherowicz [9, p. 7]: sous nos hypotheses, et si de plus la courbure
de Ricci de (M, g) est non negative, toute application harmonique est totalement
geodesique; dans le cas correspondant a c), toute application harmonique est
constante, ou de rang constant 1. N'ayant plus de condition sur la courbure
de Ricci, nous devons nous attendre a ne pas avoir des resultats aussi forts.
Montrons le par un contre exemple.

Soit (M, g) une variete riemannienne compacte connexe, et ω une 1-forme
harmonique non nulle sur (M, g). Nous supposons de plus que la classe de
cohomologie de ω dans H\M,R) est rationnelle. Suivant [4, p. 128], on peut
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construire a Γaide de ώ une application harmonique de (M, g) dans (S\ g0): ω
coincidera, a un f acteur pres, avec la forme ω qui intervient dans la demon-
stration du c) de la proposition 2.

Soit (Mf,gf) une variete riemannienne compacte queclonque. On peut
toujours trouver une geodesique fermee (S1, g0) —» (M',gr). La composee des
deux applications est une application harmonique de (M,g) dans (M', g')> non
constante, de rang au plus egal a 1. La forme ω de proposition 2, c), propor-
tionnelle a ω, devra s'annuler si la caracteristique dΈuler-Poincare de (M,g)
est non nulle.

On peut conclure que si (M, g) est a premier nombre de Betti et a carac-
teristique dΈuler-Poincare difϊerents de 0, alors, pour toute variete compacte
(M', g') il existe une application harmonique de (M,g) dans (M', g'), non
constante, de rang au plus egal a 1, de rang non constant, et en particulier
non totalement geodesique.

2. Etude du cas Kahlerien

Ici (M, g, J) et (M\ g', J') seront des varietes kahleriennes (/ et /' designant
les operateurs de structure complexe: P = Jn = —Id). Alors toute application
holomorphe ou antiholomorphe de (M,/) dans (M\J') est une application
harmonique de (M,g) dans (M',g')

Soit / 6 ̂ °°(M, MO Si n designe la dimension complexe de M, soit {Xj}"=ι
un champ local ^°° de bases orthonormees complexes de (M, g,/). On lui
associe les vecteurs

Q ^(UX J/UJX)Q « χ + J'UJX)

/ = l, ••-,«.

Un calcul sans difficulte montre que les quantites J^"j=i{Qj->Q3) et
J=i {Qj, Qj) ne dependent pas du choix de la base orthonormee complexe

. On definit alors les energies partielles

EV) = \ Γ Σ (Ωj, Q,) , E"(J) = 1 {(Qj, QJ) .
M M
J j Z J
M M

On verifie trivialement que / est holomorphe (resp. antiholomorphe) si
seulement si les Qj (resp les Qj) sont nuls, ou encore si E"(f) (resp. E'(f)) est
nulle. On a d'autre part E'(f) + E"(f) = E(f) tandis que

E'(f) - E"(f) = - Γ Σ (UXj,J%JXj) = Γ Σ (J%Xj,UJXj)

Dans les calculs qui suivent nous supprimerons Σ"=i P a r abus de notation.
On a, le long d'une variation (x, s) —> Λ(* 5 ),
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dE' dE"

ds ds

La variete (M', g', J') etant kahlerienne, la derivation covariante D' commute
a J'. Done

dE' dE"

ds ds
M

soit

dE

ds
- — = — ( — λ * X j > J'

ds J L \ ds

Definissons une 1-forme reelle ωs sur M en posant ωs(X) = (dλ/ds, J'λ^JX).
On peut alors ecrire

-Xj.(dλ/ds,J'λ^JXj) + JXj'(dλ/ds,J'λ*Xj)

j \ar&, A j) — JΛ j {ars, JΛ j)

= -(DXjω\,Xj) - (DJXjω\,JXj) - (ω\,DxXj) - (a>lDJXJXj) .

Comme les {Xj, JXj} forment une base orthonormee reelle de (M, g), les deux
premiers termes valent δωs, et disparaissent par integration. II reste

dE' dE"

(On a ecrit deux integrates separees par abus de notation, tout devant entrer
dans un seul signe somme.) II vient
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dE' dE"

M

= o .

De ce resultat et de la relation E' + E" = E, on tire

dE'/ds = dE"\ds = \dE\ds .

On en deduit immediatement le lemme:
Lemme a) Les fonctionnelles E,E',E" sur Ή^iM^M') ont les memes

points critiques.
b) Si le long d'un chemin de ^°°{M,Mf), Γune de ces fonctionnelles est

constante, les deux autres le sont aussί.
Voyons maintenant comment s'exprime la formule de la variation seconde

dans des bases orthonormees complexes de (M,g, J), {AΓ̂ }J=1. Notons que les
Xj reunis aux JXό forment des bases orthonormees reelles de (M,g). On a
done d'apres la formule (7):

d2E
dsdt J \ds dt I

Nous allons transformer le dernier terme en nous plaςant dans les complexifies
des divers fibres envisages. Considerons d'abord les parties de type (1,0) et
(0,1) des Xj:

d'oύ
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Posant U=Σ R'U*Xj, - ^ A , - | f ) + Σ
j=ι \ as at J j=i

un calcul immediat montre que

ds d

Definissons une formebiquadratique sur TyM',y eΛf', par a(u,v) = Rf{u,v,U,v).
On a a(u, v) = R'(ΰ, v, u, v) = R'(u, v, ΰ, v) = a(u, v). Done a est reelle.
De plus a{λu, v) = a(u, λv) = \λf a(u, v) pour tout λ e C. Done a est biher-
mitienne.

On dit que a est la courbure kahlέrienne complete de (M7, /', gf). On a alors:

On a alors un resultat partiellement analogue a la proposition 2:
Proposition 3. Soit f: (M, g, J) —• (M'? g

;, Jf) une application holomorphe.
a) Si (M', J', g') est a courbure kάhlέrienne complete non positive sur /(M),

Γoperateur L est semi defini positif et son noyau est forme de champs paralleles
le long de j .

b) 5/ (M'? /', g') est a courbure kahlέrienne complete non positive au
voisinage de /(M), / est LSIC au sens C°. // existe meme dans ^°°(M, MO un
voisinage 21 de f au sens C° tel que Von ait E(h) > E{f) pour toute h € SI,
Γegalite έtant atteinte si et seulement si h est holomorphe, auquel cas il existe
un champ u e Γr(/*ΓM/), parallele le long de /, tel que Von ait h = exp^ u
et de plus les applications intermediates exp^ su, s e [0, 1], sont holomorphes.

La demonstration est la meme que pour la proposition 2. II suffit de re-
marquer en plus que si E est constante le long de Γhomotopie exp^ su, il en
est de meme de E", done que E" reste nulle le long de cette homotopie.

3. Cas oύ / est l'identite

Soit (M, g) une variete riemannienne connexe compacte. L'application
identique de (M, g) dans elle-meme est harmonique. Cherchons ce qu'est ici
Γoperateur L. Des bases orthonormees locales {Xi}"=1 etant choisies, on a
(formule (60)

Lu=Σ DDZiXiu - Σ DzpXiu - p(u) ,
ί = l l ΐ = l

oύ p est Γoperateur autoadjoint ponctuel associe au tenseur de Ricci. La forme

bilineaire correspondante1 sera aussi notee p. On a. alors
xDans ce qui suit, nous identifierons les divers espaces de tenseurs de meme ordre

mais de types differents, au moyen des isomorphismes canoniques entre ces divers
espaces resultant de la structure riemannienne. Comme celle-ci est fixee, il n'y a pas
d'ambiguite, et nous ne mentionnerons pas explicitement ces isomorphismes.
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Lu = Σ Xi ® D Xi <g> Du - 2 X, <g> D (X* <g> Dw) -

oύ le symbole (x) designe le produit tensoriel contracte. Done

Lu= -ΣXi®Xi®D2u- p{u) .
ί = l I I I I

En coordonnees locales,

(Lw)* = -D^DjU1 - p)u* = Δu1 -

D'apres [7, formule 1.6], on a Δu1 = (An)1 — p)uj, d'oύ

Finalement

( 8 ) Lu = Δu - 2p{u) .

D'autre part, d'apres [7, formule 2.1] on a

d' oύ

On obtient alors une forme un peu differente de la proposition 2.
Proposition 4. a) Si (M, g) est a courbure de Ricci non positive, Vopέrateur

L est semi-defini positif et son noyau est Γespace des champs paralleles sur
(M,g). En partίculier les isomέtries infinitesimales de (M,g) sont paralleles.

b) Si (M, g) est a courbure de Ricci definite negative, Γίdentitέ est LSIC au
sens de la topologie C1. // existe meme un voisίnage 21 de Id au sens C1 tel que
Von ait E(h) > E(ίά) pour tout h e SI, Γegalite etant atteinte si et seulement si
h = Id.

a) decoule trivialement de la formule (9). Pour b), soit K Γ ensemble des
(JC1? , JCW) € (TM)n qui forment une base orthonormee. Choisissons dans
(TM)n un voisinage Ω de K sur lequel on a

n

Σ R(Xi, v, XiV) < 0 pour tout (x19 , xn) € Ω et tout v e TM .
i = l

On raisonnera comme a la proposition 2 en prenant 21 assez petit pour que
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les C2S*CXΊ), , λs*(Xn)) soient dans Ω. On aura alors pour tout h e SI,
E(h) > 2s(Id), Γegalite etant atteinte si et seulement si h = exp u pour un
certain champ parallele u. Mais si (M,g) est a courbure de Ricci definie
negative, il n'y a pas de champ parallele non nul, done h = Id.

Remaque 4.1. Une variete a courbure de Ricci non positive telle que
Γidentite ne soit pas LSIC au sens C° doit etre bien etrange.

Remarque 4.2. Si la courbure de Ricci est definie negative en un point au
moins, il ne peut pas exister de champs paralleles non nuls et toute isometrie
infinitesimale est nulle. On retrouve le resultat suivant, dύ a Bochner [3]:

Soit Aut (M, g) le groupe des isometries d'une variete riemannienne (M, g).
Si (M, g) est compacte et a courbure de Ricci non positive, il existe un tore

T et un groupe fini F tels que Γon ait une suite exacte

Si de plus la courbure de Ricci est definie negative en un point, Aut (M, g)
est fini.

Nous pouvons preciser ce resultat par la propriete de rigidite suivante:
Proposition 5. Soient g et gf deux mέtriques a courbure sectionnelle non

positive sur la variete differentiable connexe compacte M. Dans les suites exactes
de Bochner 0 -> T -> Aut ( M , g ) - > F - + 0 et 0-> T ' - * Aut (M, g')-> F ' - + 0 ,
les tores T et V ont meme dimension. Ou encore les espaces P et Pf de champs
paralleles sur (M, g) et (M\ g'), algebres de Lie de T et V ont meme dimension.

Soit ^Q{M) Γespace des applications C°° de M dans M homotopes a Γiden-
tite. Soit H0(M, g) Γespace des applications harmoniques de M dans M ho-
motopes a Γidentite. D'apres la theorie de Eells-Sampson-Hartmann, ^S°(M)
et HQ(M,g) ont meme type d'homotopie. Par ailleurs d'apres Hartmann, si
h β H0(M, g) il existe une homotopie λ de Id a h telle que pour tout x € M,
Γ application λx: s —> λ(x,s) est alors constante, de sorte que le champ u =
(dλ/ds)s=0 est parallele. Alors h = exp u est dans T. Done' H0(M,g) = T.
Ainsi T et V ont meme type d'homotopie, done meme dimension.

Remarque 5.1. Supposons meme que (M, g) et (M', gf) soient deux varietes
riemanniennes connexes compactes a courbure sectionnelle non positive, M et
Mr ayant meme type d'homotopie. Dans ce cas M et Mf ont meme type
d'homotopie differentiable, en ce sens qu'il existe des applications C°°,φ:
M —> M7 et Ψ: M' —• M telles que Ψ o φ et φ o W soient differentiablement
homotopes a Id^ et lάM, respectivement. Par suite ^ ( M ) et ^ °(M0 ont meme
type d'homotopie, done dim T = dim T. La dimension du plus grand groupe
connexe d'isometries est done, pour les varietes riemanniennes considerees,
un invariant du type d'homotopie. Par des methodes tout a fait differentes,
Lawson et Yau [6] ont encore precise ce resultat, en montrant que cet invariant
est egal au rang du centre du groupe fundamental.

Donnons maintenant une caracterisation variationnelle des isometries in-
finitesimales.
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Proposition 6. Soit u un champ de vecteurs sur (M, g). Les trois propriέtέs
suivantes sont έquivalentes:

i) u est une isometrie infinitέsimale.
ii) u satis fait les έquations Lu = o, δu = o.

iii) u rend la variation du volume stationnaire au premier ordre et la
variation de Vέnergie stationnaire au second ordre au voisinage de Γidentite.

Rappelons d'abord que si SC(M) designe Γespace des champs de vecteurs
sur M, et Sf\M) Γespace des 2-formes difϊerentielles symetriques sur M muni
du produit scalaire defini dans Γintroduction, on a les operateurs δ': ^\M)
-> %(M) et δ'* : &(M) -> ό?2(M), adjoints Γun de Γautre, definis par

(10) (δ'h\ = -Djhji ,

(11) (δ'*u)ij = DiUj + DjUt .

Rappelons qu'on a

(12) δ'*u = &ug ,

oύ S£u designe la derivee de Lie relative au champ u. Alors les isometries
infinitesimales sont exactement les elements du noyau de δ'*. On a

(δ'δ'*uy = -DtφjU* + Dιu^ = Δu1 -

= (ΔuY - p*u* - DWuj - 9\u*

= (LuY + D'δu ,

d' oύ

(13) δ'δ'*u = Lu + dδu ,

(130 <δ'*u, δf*U) = <u, Lu} + {δu, δu} .

i) :=> ii) Si u est une isometrie infinitesimale, δu = 0 et δ'*u = 0 d'oύ par
la formule (13), Lu = 0.

ii) => iii) II est classique que δu = 0 equivaut a dire que u rend la variation
du volume stationnaire au premier ordre. D'autre part, si Lu = 0, (u,Lu}
= 0, ce qui equivaut a dire que u rend la variation de Γenergie stationnaire
au second ordre.

iii) => i) L'hypothese equivaut a δu = 0 et (u, Lu) = 0, d'oύ par la
formule (130, ζδ'*u,δ'*uy = 0, d'oύ δ\u = 0, et u est une isometrie in-
finitesimale.

Remarque 6.1. Inequivalence i) <=> ii) a ete prouvee par Lichnerowicz
en [7, p. 129].

Considerons le cas d'une variete kahlerienne compacte (M,g,J). Pour de
telles varietes on a un resultat analogue au theoreme de Bochner: Si la premiere
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classe de Chern C^M) est non positive pour la structure complexe /, le plus
grand groupe connexe de transformations holomorphes de (M, /) est un tore
complexe. Son algebre de Lie s'identifie a celle des champs de vecteurs com-
plexes de type (1,0) holomorphes. Voir [8, theoreme 1].

Nous obtenons un resultat de rigidite analogue a la proposition 4.
Proposition 7. Soient (g, J) et (g', /') deux structure kdhlέriennes a courbure

sectionelle non positive sur la variέtέ differentiate connexe compacte M. Si
T et V sont les plus grands groupes connexes de transformations holomorphes
de (M,J) et (M,J;), alors T et V ont meme dimension. Ou encore, si #F et
2/?' sont les espaces de champs de vecteurs complexes de type (1,0) holomor-
phes sur (M, /) et (M, /'), J? et 2tff ont meme dimension.

Le raisonnement est le meme qu'a la proposition 5, mis a part qu'ici il
s'agit de montrer que toute application harmonique h homotope a Γidentite
est une transformation holomorphe. Choisissant une homotopie dΉartman de
la forme exp su, s e [0,1], on voit d'abord que h est inversible. D'autre part
E" est constamment nulle le long de Γhomotopie, done h est holomorphe.

Pour voir un exemple oύ L n'est pas semi defini positif, etudions le cas des
spheres.

Proposition 8. a) Sur (S2, g0), L est semi defini positif et son noyau est
de dimension 3.

b) Sur (Sn,g0), n>3,L admet Vunique valeur propre negative 2 — n,
avec la multiplicitέ n + 1. Les autres valeurs propres sont strictement positives.

On a L = Δ — 2(n — l)Id de sorte que les vecteurs propres de L sont
aussi ceux de Δ. D'apres [7, p. 134], ces vecteurs se partagent en fermes et
cofermes, et pour les cofermes on a une minoration des valeurs propres cor-
respondantes:

λ > 2(n - 1) .

d'oύ λ — 2(n — 1) > o. L est semi defini positif sur les vecteurs cofermes,
ce qui est d'ailleurs absolument general d'apres la formule (130- Considerons
maintenant un vecteur ferme. Les spheres etant simplement connexes il
s'ecrit df oύ / est une certaine function que Γon peut supposer d'integrale
nulle.

On a Δdf = λdf, soit encore d(Δf — λf) = 0 car d et Δ commutent. Done
Δf — λf est une constante, qui est nulle d'apres le choix de /. On en conclut que
les vecteurs propres de L susceptibles de corresponds a des valeurs propres
negatives sont les gradients des fonctions propres du laplacien.

Le spectre du laplacien sur les fonctions est calcule pour les spheres dans
[2, proposition C.I.I du chapitre III]. La premiere valeur propre est n avec
la multiplicite n + 1. La premiere valeur propre de L correspondant a des
vecteurs fermes est done 2 — n avec la multiplicite n + 1. Pour n = 2 on
trouve bien que L est semi defini positif et que son noyau est de dimension 3.
Pour n > 3, on trouve la valeur propre negative 2 — n, avec la multiplicite
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n -f- 1. La valeur propre suivante est 2(n + 1) — 2(n — 1) = 4.

Remarque 8.1. Toujours d'apres [2], les vecteurs propres relatifs a la

valeur propre negative de L sont les gradients des functions / definies comme

suit: (Sn, g0) etant plongee dans (Rn+1,g0), choisissons un vecteur ze/?T O + 1.

Alois fz(x) = go(x,z).

Si u est un tel vecteur propre, on peut meme montrer que Γenergie du

diffemorphisme exp ίu tend vers 0 quand / tend vers Γinfini (cf. [4, p. 130]).

Bibliographie

[ 1 ] M. Berger, On geodesies in Riemannian geometry, Tata Institute, Bombay, 1965.
[ 2 ] M. Berger, P. Gauduchon & E. Mazet, Le spectre d'une variete riemannienne, Lec-

ture Notes in Math. Vol. 194, Springer, Berlin, 1971.
[3 ] S. Bochner, Vector fields and Ricci curvature, Bull. Amer. Math. Soc. 52 (1946)

776-797.
[ 4 ] J. Eells Jr. & J. H. Sampson, Harmonic mappings of riemannian mannifolds, Amer.

J. Math. 86 (1964) 109-160.
[ 5 ] P. Hartman, On homotopic harmonic maps, Canad. J. Math. 19 (1967) 673-687.
[ 6 ] H. B. Lawson, Jr. & S. T. Yau, Compact manifolds of nonpositive curvature, J.

Differential Geometry 7 (1972) 211-228.
[ 7 ] A. Lichnerowicz, Geometrie des groupes de transformations, Dunod, Paris, 1958.
] 8 [ , Varietes kahlέriennes et premiere classe de Chern, J. Differential Geometry 1

(1967) 195-223.
[ 9 ] , Applications harmoniques et varietes kdhleriennes, Rend. Sem. Mat. Fis.

Milano 39 (1969) 1-12.

ECOLE POLYTECHNIQUE, PARIS




