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EQUATION DE LIE. II

BERNARD MALGRANGE

6. Equations de Lie: forme finie

Soit Ik(ά) 6 Qk(a, a) le jet d'ordre k en a de Γidentite, et soit Ik la section
d e β f c : « H > Ik(ά). Soit ξ e Γ(X, Jk(T)) et soit Ft e Γ(X, Sk), avec FQ = Ik,
(d/dt)Ft\t=Q = ξ (teR, voisin de 0); on peut aussi considerer (d/dt)Ft(ά)\t=0

en tant que vecteur de Qk(a) en Ik(ά), et Γon s'assure aisement que ce vecteur
ne depend que de ξ; d'oύ un isomorphisme entre Jk(T)(ά) et Γespace des
vecteurs de Qk(a) en Ik(d). Designant par V(Qk) Γespace des vecteurs verticaux
de Qk pour la projection "source", cela revient a dire qu'on a un isomorphisme
P(T)(a) ~ V(Qk)(Ik(a)).

Soit F e Qk(a, b) Γapplication G^GF est un isomorphisme Qk(b) -> Qk(a)
cet isomorphisme fait correspondre a ξ, vecteurs de Qk(b) en G(= vecteur
vertical de Qk en G) un vecteur de Qk(a) en GF, que nous noterons ξF; en
particulier, si Γon prend G = Ik(b), on obtient une application ξ\->ξF: Jk(T)(b)
— V(Qk)ψ). Soit ί 6 Γ ( Z , Jk(T)) pour F e Qk, posons fF = f (6)F, b = but F ;
Γapplication F ^> ξF definit un champ invariant a droite sur Qk, que nous
noterons τk(ξ) il revient au meme de construire τk ainsi: considerons pour un
instant Qk comme fibre sur X par la projection "but" si g est un automor-
phisme de X, associons-lui Γautomorphisme de Qk (qui, pour tout a, est un
automorphisme de Qk(ά)): F —• (}kg)(b)F, avec b = b u t F ; en passant aux
automorphismes infinitesimaux, on obtient une structure de prolongement
d'ordre k sur X de Qk qui definit precisement τk en particulier, τk est un
morphisme d'algebres de Lie. Soit maintenant Rk une equation de Lie; les
RkF, F eQk forment un systeme de Pfafϊ completement integrable et transverse
a Ik, puisque forme de vecteurs verticaux; Γensemble des sous-varietes
integrables passant par Ik definit done un germe de sous-variete de Qk au
voisinage de Ik, que nous noterons Pk; nous designerons aussi par Pk un
representant du germe precedent, que Γon sera amene a restreindre au besoin
pour que les proprietes qui suivent soient vraies.

II resulte immediatement du theoreme des functions implicites que la restric-
tion a Pk de Γapplication "source", et de Γapplication "but" sont des
submersions; par contre, la restriction a Pk de Γapplication (source, but) est
une submersion si et seulement si Rk est formellemenί transitif, ce qui, par
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definition signifie que la projection Rk —> T est surjective (dans le cas general,
on ne peut absolument rien dire; nous n'avons meme pas suppose Rk —> T de
rang constant). On demontre, comme dans la theorie des groupes de Lie, que
Pk est un germe de sous-groupoϊde de Qk le long de Ik, c'est-a-dire que si Γon
a F e Pk, G e Pk, source (G) = but (F), et si F et G sont assez voisins de Ik,
on a F " 1 e Pfe et FG € P* (nous laissons les details au lecteur). Comme Qk, Pk

sera muni sauf mention explicite du contraire de la projection "source" nous
noterons alors £Pk le faisceau de ses sections, et &k le faisceau de ses sections
etales. Dans la suite nous supposerons k > 1, le cas k = 0 etant trivial par
Frobenius.

On peut considerer Pk comme une equation difϊerentielle (non lineaire)
d'ordre k dans les germes d'applications X —» X; nous allons done utiliser dans
ce cas particulier la theorie formelle des equations diίϊerentielles non-lineaires,
en prenant pour reference [10]. Dans toute la suite de cet article, nous sup-
poserons que Rk est une aquation de Lie formellement integrable.

Commenςons par rappeler une proposition connue (cf. [21]). Pour F e <2(1>fc)

et ξ 6 Γ(X, / ( 1 ' f e )(Γ)), on peut definir ξF, vecteur vertical de g ( 1 fc) en F de la
meme maniere que nous avons defini τk ci-dessus; designons par J\Pk) (resp.
J\Pk) C (2(1'fc)) Γensemble des jets d'ordre 1 de sections (resp. de sections
etales) de Pk\ il est facile de voir que, au voisinage de JιIk = λιlk+ι, Jι(Pk)
peut etre construit au moyen du systeme de Pfafϊ F —• Jι(Rk)F de la meme
maniere que Pk a ete construit au moyen de Rk; d'autre part, du fait que
ji : Qk+ι _^ Q(hk) e s t u n homomorphisme de groupoϊdes, resulte que λ1 commute

a Γoperation ( f , F ) - ^ f F ; ces faits, joints a l'egalite Rk+1 = U1)" ιJK&k)
entrainent, au voisinage de Ik+1, la relation Pk+1 = U 1 ) " 1 ^ 1 ^ ) .

D'autre part, Qk+1 s'identifie naturellement au prolongement d'ordre 1 de
Qk (puisque k > 1, un jet d'ordre k + 1 d'application X —» X dont la projec-
tion d'ordre k est inversible, est lui-meme inversible) par la meme argument,
on a aussi J\Pk) Π λι(Qk+ι) = J\Pk) Π HQk+ι). Par consequent, (PΛ) ( 1 ) =
(yί1)"1/1^*) est le prolongement d'ordre 1 de Pk, et Γon a le resultat suivant:

Proposition (6.1). Au voisinage de Ik+1, on a Pk+1 = (P fe)(1) en particulier
la projection (Pkyι) —> Pk est surjective.

Le dernier point resulte du theoreme des functions implicites, et de Γhypo-
these "Λ*+1 est un fibre, et πk: Rk+ι -> Rk est surjectif".

Dans la suite, nous noterons (έPk)ω [resp. (^k)ω] le faisceau des sections
(resp. des sections etales) de (P fc)(1), considere comme sous-fibre de Qk+1.

La fin de ce paragraphe sera consacree a Γetude du complexe de Spencer de
Pk. Pour cela nous aurons besoin de reprendre les considerations qui conduisent
d'habitude a la definition de la "forme fondamentale sur les espaces de reperes"
(cf. notamment [2], [15]), et de donner leur lien avec leformalisme developpe
au § 3.

Soit G une section de &k pour aeX, Γapplication F -> G(b)F (F € Qk(ά),
but F = b) est un automorphisme de Qk(ά) cet automorphisme transforme
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ξ € V(Qk)(F) en un vecteur de V(Qk)(G(b)F) que nous noterons Gξ; en par-
ticulier, prenant F = lk(ά), Fapplication ξ —> Gf est une bijection Jk(T)(a) =
V(Qk)(Ik(a)) -» F(β fc)(G(α)). On verifie que Faction a gauche des automor-
phismes diagonaux definie ici sur V(Qk) commute a Faction a droite definie au
debut de ce paragraphe; alors la bijection Jk(T){d) —* Jk(T)(b) definie par
ξ »-• GξG(ά)~ι (que nous ecrirons aussi ξ *-+ GξG~ι) provient de Faction
naturelle des automorphismes diagonaux sur les champs diagonaux: pour s'en
convaincre, il suffit de remarquer que, si Ft est une famille a un parametre de
sections de £k, avec F o = Ik, (d/dt)Ft\t=0(ά) = ξ, on a (dldi)GFtG-ι\t=Q(a) =
GξG'1. Nous poserons GξG'1 = G(ξ), ou quelquefois G[ξ] pour eviter les
confusions.

On verifie aisement que G(ξ) ne depend que de ξ et du jet d'ordre 1 de G en
a; d'oύ une application

que nous noterons encore (H, ξ) —>
Prenons maintenant Hλ e Qk+1(ά), et posons H = TΓfĉ  e β fc(α), 6 = but H ;

nous allons calculer tfH^ξ, pour ξ € Jk(T)(a) pour cela prenons un germe
/€ Aut(Z) α , avec jk+1f(a) = Hλ\ par definition de Λ1, on a jιjkί{a) = M l 5

d'oύ, par definition de {XΉ^ξ\ {λιH^)ξ = (Jkf)ξ', par suite, on a (λfl^ξH'1 =
(J*/)^/*/)" 1 = (/*/)(?)> Faction naturelle de /fc/ sur f mais / fc/ est la partie
principale d'ordre k de Fapplication diagonale F definie par y' = f(x'), y = f(x)
comme F preserve la structure de produit de X2, done commute a v, on a aussi
(J*f)(ξ) = F(f) = y-ψ^f) = v-\Jk+ιf)(vξ), cette derniere egalite resultant du
fait (deja note au § 5) que Faction d'une transformation diagonale sur Jk(T)
ne depend que de sa partie principale d'ordre k + 1 or cette derniere action
s'efϊectue fibre par fibre sur les deux facteurs, comme on le verifie immediate-
ment. Finalement, on trouve la formule suivante:

On en deduit la proposition suivante:
Proposition (6.3). Soit Fx e £>k

a

+\ avec πkFλ = F, et soit ξ e Jk(T)(a) on a
F-'CλΨJξ = ξ - (pξ) A ®FX.

En effet, on a F-'iλΨ^ξ = F-'CλΨJξF'Ψ = F-ιu-ψι(vξ)F par (6.2), et le
dernier terme est encore egal a F~ι[v~Ψλ(vξ)] la formule resulte alors immedi-
atement de (5.8).

Du fait que v~ι — i'iβF) et v + if(βF) sont inverses Fun de Fautre, on
deduit de proposition (6.3) qu'on a aussi

(6.4) (λΨJ-ψξ = ξ +

oύ 2ff est defini par la remarque (5.13).
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A noter que, dans la proposition (6.3) et (6.4), on aurait pu aussi bien ecrire
dans le terme de gauche jΨ au lieu de F; a noter aussi que, pour a fixe,
Qk+1(ά) est "Pespace des reperes d'ordre k + 1 de source <z" et que Γapplica-
tion qui a ξeV(Qk+1)(F),FeQk+\ά) fait corresponds v(λιFYιπkξ definit sur
Qk+1(ά) une forme a valeurs dans Jk(T)(ά), qui est precisement la forme fonda-
mentale de Cartan sur Qk+\a).

Les formules precedentes peuvent s'ecrire un peu autrement. Soit J\Qk)
Γespace des jets d'ordre 1 de sections de Qk; on a une injection canonique
<2<i,*> -*J\Qk) l'image etant formee des elements inversibles de J\Qk); soit
Jl(Qk) le sous-ensemble des FeJι(Qk) qui se projettent dans Qk sur Ik, et
posons encore Q^k) = J\(Qk) Π β ( 1 *>; on sait (cf. [10]) que J\Qk) est un
fibre affine sur Qk, de fibre vectoriel associe Γ * ® F ( 2 f c ) ; par un point
F eJ](Qk) passe une section canonique, a savoir }ιIk, d'oύ un isomorphisme

Proposition (6.5). Pour Fe Qfrk\a) et ξ e Jk(T)(a), ona Fξ = ξ + ξ7\dF.
Prenons G, section de Qk au voisinage de α, avec JιG(a) = F; en co-

ordonnees locales, G est defini par yf = g{x,x'), y — g{x,x), modulo
(x/ — x)k+1; on a G(α) = Ik(ά), done g(α, Λ:7) — xf modulo (xf — a)k+1; a
Γordre 1 au voisinage de a, i.e., modulo (x — a)2, (x' — x)k+\ on peut alors
ecrire g(x, x;) = c7 + 2 {Xi — a^h^a, x'), les αf etant definis modulo (JC7 —fl)fc+1;
on verifie alors facilement, en developpant g suivant les (x' — x)a, puis les
coefficients ga(x) suivant les puissances de (x — a) que Γon a

(6.6) (id (x) v)dG = 7! ĴC7- ® A? (α, JC7) = dx (x) —^-(a, xr) .

Soit alors ^ une famille a un parametre de sections de J f c , avec HQ = Ik,
(d/dt)Ht\t=0(ά) = f en coordonnees locales, Ht est defini par / = A ^ J C 7 ) ,
y = At(;c, JC) = AJ(jt), avec A0(Λ:, Λ7) = xr, et

dt dt

Alors Gofl, est defini par

et Γon a

(a, x')
\,x=a dt dx dt dxf

comme (dg/dx')(a9 x;) = identite, le second terme vaut (dho/dt)(a, x') = vξ; et,
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d'apres les formules donnant dG et ξ, le premier vaut v(ξ A dG); d'oύ le
resultat.

Corollaire (6.7). Soit Fx e J f c + 1 , et posons πkF1 = F; on a

y'CλΨ,)] = -(p*®id)®Fι(=9'FJ .

Cela resulte immediatement de la proposition (6.3) et de la proposition
(6.5): on deduit aussi de (6.4) et de la proposition (6.5) qu'on a, sous les memes
hypotheses

(6.8) d[(λΨ1)-KjΨ)-1] = (id ® v-*)9Fx

(cf. [21], oύ cette derniere formule est prise comme definition de ΘFλ).
A noter que ces formules peuvent facilement se verifier en coordonnees

locales en utilisant (5.3), (5.10) et Γexpression de 3, qu'on obtient en rem-
plaςant dans (6.6) (a, x, x') par (x, x', x"). A noter aussi qu'elles sontl'analogue
"non lineaire" de la formule (4.5).

Proposition (6.9). Soit Fe@k+1, avec πkFe^k', les propriέtέ suivantes
sont έquivalentes:

i) F e (^fc)(1) ii) ®F 6 .T* (g) W iii) 9F e J\3Γ)* ® &*.
En effet, J\Pk) est un sous-fibre affine de J\Qk) (restreint a Pk), de fibre

vectoriel associe V(Pk); par suite, on a dJ\(Pk) = T* <g) Rk. Alors, la formule
(6.7) montre que iii) equivaut a λιF €Jl(gPk), done a i). L'equivalence i) ^ ii)
s'etablit de meme, en utilisant (6.8). On peut aussi demontrer directement
Γequivalence ii) ^ iii) en utilisant le fait que v + i'{βF} et v'1 — i'iβF) sont
inverses Pun de Γautre, et la remarque elementaire suivante: soient E un
espace vectoriel, F un sous-espace de E, u une application lineaire E —• E,
avec u(E) C F,I + u inversible, alors, si Γon pose (/ + u)~ι = / — ύ, on a
encore ύ(E) C F.

De la proposition precedente resulte que le complexe (5.12) donne par
restriction un complexe

oύ (Sol) designe la faisceau des / e Aut (X) verifiant j kf e &k (e'est un germe
au voisinage de Ik, dans la topologie fine ^k, de sous-groupoϊde de Aut (X),
que Γon designe souvent sous le nom de "pseudogroupe de Lie"). Ce complexe
est exact en (^ fc)(1); par ailleurs, si Rk est contenu dans le prolongement
d'ordre 1 d'une equation de Lie R10'1, on peut remplacer le dernier terme par
A2P(^)* ® &k~ι. De meme, le complexe (5.5) donne par restriction un
complexe analogue, que nous n'ecrirons pas.

Remarque (6.11). Les considerations qui conduisent a la proposition (6.3)
se "restreignent" a Pk; en particulier, si Fe^k, on aura F(βk) — 0tk\ si
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Fζ(^>kyι\ on aura F{βtk) = &k (cette derniere egalite ay ant aussi un sens
"fibre par fibre") nous laissons les details au lecteur.

Passons a P etude du "complexe de £-cohomologie" de Pk; soit γk le noyau
de πk_λ: P(T) -» Jk~\T)\ a noter qu'on a un isomorphisme f ~ SkJ°(T)* (x)
J°(T) commutant aux automorphismes diagonaux de X2. Soit d'autre part v(Qk)
le sous-espace des vecteurs de V{Qk) dont la projection dans V(Qk~ι) est nulle;
soit F e Qk, de source a et de but b, avec k > 1 la theorie formelle des equa-
tions difϊerentielles (cf. [10]) donne un complexe

0 > v{Qk) (F) -U T*(a) <8> v(Qk~')(F) ^->
(oΛ2)k

> ΛnT*(ά) <8> v(β f c-w) • 0 .

D'autre part, la theorie des equations lineaires (cf. § 1) donne un complexe

0 > f(a) - 1 > Γ*(β) ® ^ ( β ) -i->
(6.13)* ^

) r*"" • 0

Le passage de Pun de ces complexes a Pautre peut s'effectuer ainsi: prenons
/ β Aut (X)a, avec jkf(ά) = F; alors Papplication ξ —> (}kf)ξ, ξ = v"1? envoie
bijectivement Jk(T)(ά) sur K(βfc)(F) il est visible que la restriction de cette
application a γk ne depend que de F et meme de T^F on opere de meme pour
γι, I < k\ on obtient ainsi un diagramme (6.12)Λ —> (6.13)fc.

Lemme (6.14). Ce diagramme est commutatίf.
Tout d'abord, pour F = /^(a), la demonstration se fait immediatement, par

exemple en coordonnees, et peut etre laissee au lecteur. Pour passer de la au
cas general, notons pour un instant E le fibre X2 —* X defini par la projection
(x, z) —> x, et considerons le germe d'automorphisme fibre (x, z) —> (x, ί~\z))
de E au voisinage de (a, b),b = b u t F ; il definit un germe d'automorphisme
de Jι(E), done de V(Jι(E)) (0 < / < k) au-dessus d e l ; en particulier on
obtient un isomorphisme V(Jι(E))(F) ^ V(Jι(E))Iι(a) ou encore, dans nos
notations V(Qι)(F) qp V(Qι){It{a)) ~ Jι(T)(a), dont on verifie (par exemple
en exprimant les vecteurs a partir de families a un parametre) qu'il coincide
avec Pinverse de Papplication | «-> (Jkf)ξ consideree ci-dessus; il suffit alors
d'appliquer un lemme de Goldschmidt [10] qui assure que le complexe (6.12)^
commute aux automorphismes fibres de E.

Remarquons que, pour 1 < I < k, on a γι C Jι

0(T), done v~ι induit Pidentite
sur γι; on peut alors definir Papplication γι(ά) -> v(Qι)(F) par ξ ι-> Gξ, avec
Ge &*(<*), G(a) = F (en eίfet, Gf ne depend que de G(a) si ξeJξ(T)(a),
puisqu'alors ξ est un vecteur de Qk(a, a) en /fcίίϊ)). Par contre, cela serait faux
pour / = 0 (cf. formules (6.2) et suivantes).

Posons maintenant gk = γk Π # f c , v(P*) = F(Pfc) Π v(Qk).



EQUATION DE LIE. II 123

Lemme (6.15). Soit F ζPk, de source a Γisomorphisme precedent γk(ά) ^
v(Qk)(F) donne par restriction un isomorphisme gk(ά) >̂ v(Pk)(F).

On a k > 1, done la remarque precedente s'applique; soit alors G e ^l,
avec G(a) = F; on a GΆk(ά) = F(P fc)(F), d'oύ par restriction Ggk{d) =
v(Pk)(F), ce qui demontre le lemme.

Theoreme (6.16). Supposons gk 2-acyclique. Alors Pk est formellement
integrable.

En efϊet, il resulte des lemmes precedents que v(Pk) est 2-acyclique, et que
v(Pk)ω = Ker {Γ* <g) v(P*) -> Λ2T* <g) KG*"1)} est de rang constant puisqu' il
est isomorphe a gk+1 x z P k , avec gk+1 = Ker {πk: Rk+1 -> Rk}.

D'autre part, on a vu que (P fc)(1) -» Pk est surjectif, done (Pk)m est un fibre
afϊine sur P fc, de fibre vectoriel associe v(Pk)ω. Le theoreme resulte alors de
Goldschmidt [10].

Remarque (6.17). Puisque Rk est suppose formellement integrable, il existe
un prolongement Rι (/ > k) qui soit 2-acyclique, ou meme involutif (i.e.,
ft-acyclique; cf. [22], [9]). Quitte a restreindre Pk une fois de plus, on deduit
alors de la proposition (6.1) et du lemme (6.15) que Pι est formellement integra-
ble, et Pι->Pk surjectif. D'oύ Γexistence de solutions formelles (et, dans le cas
analytique, de solutions) de Γequatίon Pk dont le jet d'ordre k soit n'importe
quel element donne de Pk.

7. Le complexe de Spencer "sophistique"

Rappelons d'abord la version "sophistiquee" du complexe de Spencer ([24]
ou [25]; voir aussi [22] et [9] pour le cas lineaire). Soit δ la restriction de — D
a ΛJ\3Γ)* ®f(k>l), et posons

BkiP = Λ*JXT)* (g) Jk(T)/δ(Λp-ψ(T)* (x) γk+ι) Bk = ®Bk>p .

A noter que (toujours pour k > 1), 8&k (le faisceau des sections de Bk) est un
faisceau d'algebres de Lie graduees pour le crochet quotient de celui defini au
§ 3 sur ΛJ\3Γ)* (x) Jk{3Γ): cela resulte immediatement de (3.12) et du fait que,
pour k > 2, AP{βΎ (g) f est un ideal de Λ1\$Ύ (x) Jh{T) (par contre, pour
k — 1, cette derniere propriete n'est plus vraie car 6{f) n'opere pas trivialement
sur P(jT)*\ seul subsiste le fait que f est un ideal de J\^)). On a alors un
complexe

(7.1) o • 3Γ J^> ^fc'° -^-> J'^'1 - ^ > *U @k'n • 0

obtenu de la maniere suivante; soit u e «^fc'p, on releve w e n w ' e AvP{βΎ (x)
/ f c + 1 (5 r ) , et on prend pour Du la classe de Du' dans &k>p+1 (il est immediat
qu'elle ne depend que de ύ); il est connu que ce complexe est acyclique; par
passage au quotient, on voit que la formule (3.12) sera encore vraie ici, avec
D remplace par D, le crochet etant celui de &k.
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La version "non-lineaire" de (7.1) s'obtient ainsi: toujourspour k > 1, soit
Ql+\a) Γensemble des G e Qk+1(ά), avec πkG = Ik(ά) on sait que Qk+1 est un
fibre affine sur Qk, la fibre du fibre vectoriel associe etant v(Qk); en Ik(ά), ce
fibre a un element canonique, i.e., Ik+1(ά), d'oύ un isomorphisme d: Ql+1(ά) >̂
γk+1(a), qui s'interprete d'ailleurs aussi comme un isomorphisme du groupe
Ql+1(ά) sur son algebre de Lie. On verifie que le diagramme suivant est
commutatif:

χi

G k + l v /^)(l,λ)
k > kfo

<"' | ]•
γ^ + l > J * (g) yk

De la et du corollaire (6.7) on deduit ceci

(7.3) S/ G ε lk+\ onaDG == -5g, avec g = dG.

Soit maintenant F <ε<2k; relevons F en Fx <~ 2>k+1, et soit ΘF la classe de ^ F x

dans J ^ ' 1 ; cette classe ne depend que de F: soit en eίfet F2 un autre relevement
de F; on a F2 = FjG, G e ^ + 1 , d'oύ, par (5.6) et (7.3),

et, comme G" 1 opere trivialement sur J\&Ύ ® Jk(^), on trouve finalement

2 g + x

Pour u e &k>\ posons maintenant &xu = Du — |[w, u]; on obtient ainsi un
complexe, exact en 2>k :

(7.4) Aut (X) - A J f c - ^ > J**'1 - ^ > ^ f c ' 2 ,

qui est la "version sophistiquee" de (5.12).
Notons que, si nous avions voulu partir de (5.5) au lieu de (5.12), nous

aurions eu des difficultes; notamment, on aurait trouve un quotient de
T* (x) Jk(T) par un groupe affine, et non plus par un sous-espace vectoriel, et
la version "sophistiquee" de Q)λ serait alors peumaniable; ceci est notre raison
majeure de travailler avec (4.12) plutόt que (4.5).

Comme # est un operateur differentiel d'ordre 1, il definit un morphisme de
fibres pιφ): Q(1>k) -> Bk\ que la formule (6.7) permet facilement d'interpreter :
soient F' e β ( 1 ' f e ), F = π0F' € Qk et Fλ un relevement de F a Qk+ι alors p0)F'
est la classe dans Bkl de — (i^*"1 (g) i d ) ^ ^ - 1 ^ 1 ^ ) , classe independante de Fx

comme on vient de le voir; on en deduit que la relation pxΦ)Ff = 0 equivaut
hF'eλiQ**1.

Soit BkΛ Γensemble des u € Bkl dont la projection πou dans / 0 ( ^ ) * ® T soit
telle que Γapplication v~λ — ί'(πQu): J0(T) -> T soit inversible; Γimage de



EQUATION DE LIE. II 125

Q(1'fe)-et meme Γimage de β ^ - d a n s Bkl par pιφ) est egale a BkΛ (parce que
dQ^k) est Γensemble des u e Γ* <g) Jk(T) tels que Γapplication id + ϊ(πQu): T
—> T soit inversible; ce dernier fait resulte de (6.6)). En resume:

Proposition (7.5). Pour k > 1, la suite

exacte, au sens suivant: λ1 est injectif, pxφ) surjectif, et Von a Im (λ1) =
le meme sens, la suite

—> 0

exacte.

Proposition (7.6). Pour k > 1, la suite <2k -?-> J ^ ' 1 - ^ > J'^'2 ^
Considerons, pour tout k > 0, Γassertion suivante:

(7.7)» 5σft u € A ^ ) * ® / f c ( ^ ) ? avec v~ι - i'(πou): J\T) -* T inversible, et
Du — \πk_^u, ύ\ — 0; alors il existe F e J * + 1 tel qu'on ait 9F = w.

On a d'abord (7.7) fc+1 => (7.6)fc puisque si u e J^^'1 verifie ^ w = 0, on pourra
relever w e n u ' e / 0 ( ^ ) * (g) / f c + 1 ( ^ ) verifiant 9xu' — 0. Demontrons (7.7)* par
recurrence sur k. Pour k — 0, cela resulte des faits suivants:

i) L'application d: Q\ —• T* (x) Γ est un isomorphisme de β j sur le sous-
ensemble des u <= T* (g) T ^ End (Γ) tels que id + u soit inversible.

ii) Pour F € J2J, on a 9F = - (y*" 1 (g) id)9F.
Si w verifie Γhypothese de (7.7)0, on pourra meme choisir F e &\ tel qu'on

ait 9F = u.
Supposons maintenant (7.7)fc demontre, et demontrons (7.7) f c + 1; soit u

comme dans Γenonce, avec k remplace par k + 1, et soit ur = πku; prenons
F<ε J f c + 1 , avec 9Ff = u!\ et relevons Ff en Fx€ Jfc+2; cherchons F = ^ G ,
G 6 Ά\χ\, tel qu'on ait ^ F = u il revient au meme de resoudre ^ G = u — 9Fλ

(cf. le calcul qui suit (7.3)), ou encore — δg — u — 9FX. Posons v = u — 9Fλ\
on a πkv = 0, done v G / ° ( Γ ) * (X) ^ f c + 1; de plus, on verifie facilement qu'on a
encore Dv — jπk[v, v] = 0, ce qui s'ecrit encore δv = 0 (puisque TΓJJΪ;, ^ ] =
0); le resultat est alors consequence de Γ exactitude de (1.3).

Remarque (7.8). Le raisonnement precedent montre qu'on peut en fait
remplacer «§* dans (7.7) par {F e 2>k \ π0F = /„} = §k d'autre part, Γapplication

J j _ ? ^ J>fc,i est injective, puisque, pour F etGeQk, Γegalite 9F == ^ G (ou

ΦF = ^ G ) equivaut a F G " 1 e 7 fc Aut (Z) il en resulte que la suite des sections

Γ{x, &i) -^> r(x, J ^ 1 ) - ^ nx, ^2)

est exacte, et de meme avec le premier terme remplacee par Γ(X, 2>k).
Soit maintenant Rk une equation de Lie formellement integrable (avec
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k > 1); soit Ck>p l'image de /°(Γ)* ® £ f c dans B*»», et posons C*'1 = C*'1 Π
Bkl; on a C*'1 = /°(Γ)* <g) Rk/δgk+1; comme gfc+1 est de rang constant, C*'1

est aussi de rang constant; de la surjectivite de Rk+1 —* Rk, on deduit alors
que D: J ^ 0 -> J ^ ' 1 envoie <f* dans ^k^\ de meme, la surjectivite de (Pk)ω -+
Pk et (6.10) montrent que (7.4) donne par restriction un complexe

(7.9) (Sol) J i * <?* JL> &w -ϋi> @k>2

et que ce complexe est exact en &k. La proposition (7.5) donne alors par
restriction le resultat suivant:

Proposition (7.10). Les suites

exactes (on pose Jl(Pk) = Jι(Pk) Π Q£'k)).
(Pour Γanalogue dans le cas lineaire, voir [9].)
Remarque (7.11). Sup posons gk 2-acy clique; on aura alors

C*'2 = ΛΨ(T)* ® Rk/δ(J°(T)* (x) gfc+1)

et Γon verifie facilement que Cfc'2 est de rang constant. De la surjectivite Rk+1

-> i?fc, on deduit alors qu'on a DV16*1 C ^ fe'2, d'oύ ^ i ^ ^ 1 C #* 2, et le com-
plexe (7.9) peut s'ecrire

(7.12) (Sol) -?1> ^ f c - ^ > ^ f c 'x - ^ > ^ f c '2 .

Pour terminer les generalites sur le "complexe de Spencer non-lineaire
sophistique", notons ceci: soit FeQk, avec k > 1; alors Faction de F'1 sur
Λ / 0 ^ ) * (8) J * ( ^ ) passe au quotient pour donner une action de F1 sur έ%k\
pour s'en convaincre, il suffit de remarquer ceci: soit u e Av~lJ\^)^ ® γk+1,
et soit F1 un relevement de F a lk+1; alors F^\u) ne depend que de F; et, en
le notant F~\u), on a ^F~ι(u) = p-^δu) (cette derniere formule resulte de
(3.10. iii) et de (5.6)). Pour F et G e J f e , on a alors

(7.13) 9{FG) = 9G+ G~\9F)

qui resulte de la formule analogue pour Θ (cette derniere resultant immediate-
ment de (5.6)).

Pour u e @k>\ posons uF = 9F + F~\u); on a

(7.14) ( O G = uFG

formule qui, pour u = 0, se reduit a (7.3), et
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(7.15) 9λu
F = F'\9λu) .

Enfin, si ug J**1, o n a / e J* ' 1 .
Ces resultats s'etablissent comme les precedents, et nous laissons les details

au lecteur.
Notons enfin que, pour Fε0>k, de F~ι(βk) = ^ f c , on deduit F~\^k^) =

#*•*, d'oύ une "restriction" des formules precedentes a ^ f c , # f c ' p et #*'1.

III. PROBLEMES DΈQUIVALENCE

8. Generalites

Soit Y une variete de classe °̂° sur R, avec dim Y = dim AT = n soit
g'* = QχY Γensemble des jets d'ordre k inversibles d'applications X —• Y\
nous utiliserons dans cette nouvelle situation les memes notions que dans le
cas X — Y, sans expliciter les definitions. Soient Rk une equation de Lie
formellement integrable sur X, avec k > 1, Pk C Qk sa forme finie, et soit
Θ>fk une sous-variete de β / f c. Posons Pk(.,a) = {F ePk\butF = a}, a eX et
definissons de meme P/fc(.,b), ft € Y. La definition suivante est classique.

Definition (8.1). Nous dirons que Pfk est une Pfc-structure (ou une .Re-
structure) si les conditions suivantes sont verifiees.

i) Sur P'k, les projections "source" et "but" sont des submersions.
ii) Pk opere principalement sur P'k, au sens suivant: soit F eP'k, de source

a, et de but b; alors un voisinage de F dans P'k(.,b) est forme par Γensemble
des FG, G <= Pk(.,ά), G voisin de Iu(a).

La premiere condition equivaut a ceci: par tout F e P'k passe un germe de
section etale de Pfk en fait, parmi les Fλ e J\P'k), de projection F°, Γensemble
de ceux qui sont inversibles forme un ouvert dense.

Cette condition etant supposee verifiee, la seconde equivaut a ceci: soit
PΠk = {F € Q\x I F~ι e P/k} alors, pour tour F e Pffk de source 6 et de but α,
on a F(P//fc)(F) = jRfc(α)F.

En considerant Q'k comme un ensemble de jets de sections du fibre trivial
X x Y —> X, on interprete P'k comme une equation difϊerentielle d'ordre k
dans ce fibre qui est Γ analogue d'une equation lineaire avec second membre,
Pk etant Γanalogue d'une equation homogene. Donnons quelques mots
d'explication, sans entrer dans des definitions "en forme"; une telle equation
intervient lorsqu'on cherche a comparer deux "structures infinitesimales" σ sur
X et a' sur Y (par exemple deux tenseurs, deux operateurs difϊerentiels, etc...
cf. Γexemple (4.2)): Rk (respP*) est alors Γequation des automorphismes
infinitesimaux (resp. des automorphismes) de σ, et P'k Γequation des diffeomor-
phismes X —> Y qui transforment σ en σ'; trouver des germes de solutions de
Ptk revient a montrer Γequivalence locale σ et σ'\ si X = Y, trouver une solu-
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tion inversible de Pfk revient a montrer Γ equivalence globale de a et af (mais
nous n'aborderons pas ce probleme ici).

Soit FeP'k, de source a, et soit G e ^ J ; avec G(a) = F; Γapplication
ξ H^ Gξ (ξ<zRk(ά),ξ = I T 1 ? ) permet, en raisonnant comme au lemme (6.14)
et au lemme (6.15), de definir un isomorphisme du complexe (6.12) fc+i (/ > 0)
sur le complexe de <5-cohomologie de P'k en F. D'autre part, on a le resultat
suivant

Proposition (8.2). Soit F eP/k; les propriέtέs suivantes sont έquivalentes.
i) // existe F1 e (P/ f c) ( 1 ), avec πkFλ = F;

ii) Pour un (ou, pour tout) F2 <= J\P'k), avec πλF2 = F,ona p0)F2 eC f c ) 1 .
Supposons qu'il existe un F2 e J\Pfk), qui verifie ii) on a en fait px{β)F2 e

C*'1; d'apres la proposition (7.10), il existe G e Jl(Pk)(a), avec p\9)F2 =
p\9)G\ on a alors G~lF2<iJ\P'k) et p0)(G-lF2) = 0, done par (7.5),
G'ΨteλW**1 Π J\P'k) et par consequent ϋ 1 ) - 1 ^ - 1 ^ e (P/ f c) ( 1 ). L'implication
i) => ii) se demontre en renversant le calcul.

De la, en raisonnant comme au theoreme (6.16), on deduit le theoreme
suivant:

Theoreme (8.3) ("2e theoreme fundamental"). Supposons que Rk soit 2-
acyclique et que, en tout point F e P/k, la condition dΊntegrabilite (8.2. ii) soit
satisfaite. Alors P'k est formellement intέgrable.

Dans le cas analytique (i.e., si X,Y,Pk et Pfk sont analytiques), on en
deduit, par le theoreme de Cartan-Kahler-Kuranishi Γ existence, pour tout
F eP/k, d'une solution / de Pfk au voisinage de a = source F verifiant j kf(a)
= F (voir, par exemple [16] ou Γappendice du present article).

Definition (8.4). Nous dirons que P'k est integrable s'il est formellement
integrable et si, pour tout F eP'k, il existe /<=Diff (X, Y) ( = l e faisceau des
germes de difϊeomorphismes de X dans Y) verifiant jkf e # / f c et j kf(a) = F
(a = source F).

Etudier Γintegrabilite de P/k revient a etudier la 1-cohomologie du complexe
(7.9); pour le voir, il est commode de travailler dans les germes en un point
fixe (ce qui revient a etudier les problemes d'equivalence locaux "avec points
marques"). Le germe de variete (P/k,F), avec a = source F sera appele un
"germe de Pfc-structure en a; deux tels germes (P/fc, F) et (P//fc, G), avec P"k

C QχiZ (Z une variete de dimension ή) sont dits "equivalents" si la condition
suivante est satisfaite: notons b (resp. c) le but de F (resp. G); alors il existe
un germe de difϊeomorphisme φ: (Y, b) —> (Z,c) verifiant }kφ(P/k, F) =
(P//fc, G). Soit H\&ka) Γensemble des classes d'equivalences de germes en a de
Pfc-structures formellement integrables; pour qu'un germe (P/k, F) soit
equivalent a (Pk,Ik(a)) il faut et il suffit que P/k soit "integrable en F " , i.e.,
qu'il existe / e Diff (X, Y)a, avecjkf(a) = F, jkf e ^ / f c .

Soit ^ * f 0 Γensemble des Fe^l, avec F(a) = Ik(a); e'est un groupe qui,
d'apres (7.14) et (7.15) opere a droite dans Γensemble &Ύ des u e %)? verifiant
9xu = 0; posons H\&\) = ^
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Supposons Rk 2-acyclique, et soit (P/lc,F) un germe de Pfc-structure
formellement integrable (ou, ce qui revient au meme, verifiant la proposition
(8.2, ii) en tout point G voisin de F). Soit H e &%, avec H(a) = F, et soit u
la classe de 9H dans H\^k

a) cette classe ne depend pas du H choisi en efϊet,
si Γon en prend un autre, soit H', on aura ΈL' = HG, avec G e &k

a^\ d'oύ, par
(7.13) ΦH' = φH)G si l'on prend φ e Diff (Y, Z)δ, b = but F, de Φ(Jkφ, H)
= ^//, on deduit que Γimage du germe }kφ(P'k, F) dans ff(^a) e s t ^a πieme
que celle de (P'k, F). On obtient ainsi une application H\0>k

a) -> i / 1 ^ * ) , dont
on voit qu'elle est injective en renversant les calculs precedents; la proposition
(7.6) montre qu'elle est surjective. En resume, on a le theoreme suivant:

Theoreme (8.5). Si Rk est 2-acyclique, Γapplication prέcέdente &(&>%) —•
Hι(έPk

a) est un isomorphisme.
Si Γon se place dans la categorie des varietes et morphismes analytiques, ou

formels, ce resultat, joint au theoreme (8.3) montre qu'on a H\^ka) = 0. Ce
resultat aurait d'ailleurs pu etre obtenu directement, par une etude de Γequation
9F = u analogue a celle faite par Goldschmidt [9] dans le cas lineaire.

9. Generalisation du theoreme de Newlander-Nirenberg

Nous nous plaςons ici dans la "categorie ^°°"; Γequation Rk sera dite
analytique si elle provient d'une equation analytique sur X (suppose analytique-
reel) par "oubli de la structure analytique".

Theoreme (9.1). Soit Rk une aquation de Lie 2-acyclique, analytique, et
elliptique. En tout point aeX, on a Hι(^l) = 0.

Autrement dit: dans les hypotheses precedentes, soit P'k C Qk(X,Y) une
Pfc-structure de classe °̂°, verifiant la condition d'integrabilite proposition
(8.2, ii); alors Pfk est integrable. Ce resultat avait ete conjecture par Spencer
[24].

En vertu du theoreme (8.5), il suffit pour cela de demontrer le resultat
suivant: soit ue^1, verifiant Φλu = 0; il existe F e l f t

M verifiant ΦF = u.
Nous allons demontrer ce resultat par une generalisation de la methode
employee dans [18] pour demontrer le theoreme de Newlander-Nirenberg [20]
(qui en est le cas particulier suivant: X = R2n 2̂  Cn, k = 1, P1 est Γequation
des germes d'automorphismes holomorphes de Cn, consideres comme germes
de difϊeomorphismes de R2n, et R1 est done Γequation des automorphismes
infinitesimaux de Cn, en tant que variete analytique-complexe. Alors, Pn est
une structure presque-complexe et (8.2. ii) sa condition d'integrabilite).

Le theoreme etant local, on peut supposer que X est un ouvert de Rn, et
qu'on a a = 0; on peut aussi, en restreignant au besoin X, choisir une triviali-
sation analytique X x L - Rk (resp. X x M - C*'1, resp. Z x Λ ί ^ O 2 ) du
fibre vectoriel Rk (resp. CkΛ, resp. Cfc'2, voir remarque (7.11)) sur X, oύ L, M
et N sont des j?-esρaces vectoriels de dimension finie; dans la suite, nous
identifierons Rk etc... a leurs trivialisations on peut alors choisir des adjoints
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a coefficients analytiques des operateurs differentiels D: $k —• ̂ k^ et ^kΛ —>
^ ' 2 , adjoints qui sont respectivement un (M,L) et un (N,M) operateur
diίϊerentiel lineaire sur X d'ordre 1, et seront tous deux notes Z>*.

Soit z = (z1? , Zι) un systeme lineaire de coordonnees dans L; soit d'autre
part a la projection "source": Pk->X; comme a est une submersion, et
compte-tenu des isomorphismes X x L ~ Rk ~ V(Pk)(Lk), on peut, pour
tout ouvert U dd X, avec 0 e U, trouver un ouvert W C. L, avec 0 e W et un
isomorphisme analytique de fibres sur U, φ: U X W —> (un voisinage de Ik

dans) a~\U) possedant les proprietes suivantes:

1) φ(U x {0}) = Ik;
2) pour tout x <=. U, Γisomorphisme (dφ/dz)(x, 0): L -> V(Pk)(Ik(x)) coincide

avec Γ isomorphisme ci-dessus.
Les sections de Pk au-dessus de U (et assez voisines de Ik) s'identiίient done

aux applications x ι-> Z(x) de U dans W, ceci dans le cas analytique comme
dans le cas ̂ °° en restreignant au besoin W, on peut supposer que les sections
qui veriίient, pour tout x e U et pour / = 1, ,n: (3Z/dXi)(x) € W sont etales
(puisque toute section de Pk, ^^voisine de Ik est etale).

Cela pose, revenons a notre probleme; comme Γequation ΦF = u,F(0) =
/fe(0) admet une solution formelle en 0, on peut par une transformation
preliminaire se ramener au cas oύ jιu(O) = 0 (on pourrait meme supposer que
u s'annule en 0 a un ordre arbitrairement grand, voire infini, en 0, mais peu
importe). En restreignant au besoin X, U, e t c . , on peut supposer que u est
defini sur X entier et y veriίie Qixu = 0; enfin, en remplaςant F par F~\ on
remplace Γequation 9F = u par uF = 0. Nous allons demontrer d'abord le
resultat suivant, en apparence plus faible:

Proposition (9.2). Si ϋ est assez petit, ίl existe F 6 Γ(U, έ?k), avec jΨ(0)
= /^(O), tel quΌn ait D*(uF) = 0.

Dans notre systeme de coordonnees, Γapplication F »-> uF s'ecrit

oύ Φ est une fonction de classe ^~ sur U X Wn+1, a valeurs dans M; la con-
dition /^(O) = jιlk(θ) s'ecrit Z(0) = (3Z/3^)(0) = 0. Posons

(9.3)
j tέί "\ dχkl dxjxj \ dχk

Lemme (9.4). Uopέrateur differentiel {lineaire, de L dans L)

z->ΣM w (o,o,θ)-^-
i&j ύXiOXj

est elliptique.
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Considerons Γoperateur linearise de F\-+D*(uF) le long de Ik, i.e., prenons
une famille a un parametre Ft avec Fo = Ik, (d/dt)Ft\t=0 = ξ e Γ(U, Rk) et
considerons Γapplication ξ ι-* (d/dt)D*(uFt)\t=0; on trouve immediatement que
cette application vaut ξ ι-> D*ί)ξ + D*θ(ξ)u; comme fw(0) = 0, son symbole
e n i = 0 coincide avec celui de D*D, qui est elliptique puisque D est elliptique
(cf. [22] ou [9]). D'autre part, en calculant cet operateur linearise en
coordonnees, a partir de (9.3), on trouve que son symbole en x = 0 coincide
avec celui de (9.4). D'oύ le lemme.

La demonstration de la proposition (9.2) est alors une application usuelle de
la theorie des equations elliptiques; il suffit meme de recopier, avec des
modifications mineures, un raisonnement de Agmon-Douglis-Nirenberg [1,
Theoreme 12.6]. Pour la commodite du lecteur, nous allons detailler un peu.

Soit s β ]0, 1[, fixe une fois pour toutes. Soit B une boule fermee de Rn (pour
la norme euclidienne, notee | |) pour kzN, designons par <ί£8+k(B) Γensemble
des functions sur B, a valeurs reelles, continues ainsi que leurs derivees d'ordre
< k, les derivees d'ordre k verifiant une condition de Holder d'ordre s; muni
de la norme

sup
\a\<Jc x<ZB \«\<,k x,yζ.B | JC — V |'

xφy

cet espace est complet. On trouve de meme Γespace ^s+k(B) (x) L, qu'on notera
^s+k(B, L) dans la suite, nous supposerons B centree en 0, et nous designerons
par ^s

0

+k(B,L) le sous-espace du precedent forme des Z verifiant Z(0) =
(dZ/dXiXO) = 0.

Lemme (9.5). Voperateur diffέrentiel (9.4) est surjectif direct (i.e., admet
un inverse a droite linέaire continu) de ^S

Q

+2(B,L) dans ^S(B,L).
Soit ψ une fonctione ^(R71), a support compact dans 2B, avec ψ = 1 au

voisinage de B. Etant donne f^^s(B,L), soit / le prolongement de / defini,
pour x^B, par f(x) = φ(x)f(xr2/\x\2), r = rayon de B; il est facile de verifier
que Γapplication / —> f est continue de ^S(B, L) dans ^S(2B, L) de plus, / est
evidemment a support compact dans IB.

Soit alors E une solution elementaire a droite de Γoperateur (9.4), i.e., une
distribution sur Rn a valeurs dans Horn (L,L), verifiant

δ la masse + 1 en 0, et soit Z la restriction de E*f a B. Si Γon choisit con-
venablement E, il est connu qu'on a, avec K > 0 convenable: Z € (£2+s(B, L)
et | | Z | | 2 + ί < K\\f\\s (voir [4], demonstration du theoreme 2; en fait, a posteriori,
le choix de E est inutile, puisque deux telles solutions elementaires different
par une fonction ^°°, et meme analytique, mais peu importe ici); on a pour
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ramener Z dans tfs

Q

+2(B,L), il suffit alors de le remplacer par Z — Z(0) —
Σ (dZ/dXi)(P)xi9 puisque les polynόmes de degre 1 sont annules par (7.4);
d'oύ le lemme.

Fixons B une fois pour toutes, avec B c U, et soit 3$ une boule de
tfs+2(B,L), centree en 0, et telle qu'on ait, pour Ze 3», xz B: Z(x) <= W19

£ W19 avec W1dCZ W. Considerons Γapplication

Ψ: [0,1] x a->W(B,L)

definie par

dZW(t, Z)(x) = Σ Λtj Itx, tZ, t^λ -lξ- + B Itx, fZ, t
uXjc I oXiϋXj \ dXt

Cette application possede les proprietes suivantes:
1) Elle est de classe ^ 1 (et meme ^°°): ceci est un exercice de calcul

differentiel banachique qui peut etre laisse au lecteur.
2) On a ^(0,0) = 0. En effet, on a par definition de Φ: Φ(x, 0, 0) =

u(x), done, puisque fw(0) = 0, Φ(0, 0, 0) = (dΦ/dxJφ, 0, 0) = 0. D'autre
part, si Γon pose D* = Σ fyid/dXi) + aQ (les at etant des fonctions analytiques
a valeurs dans Horn (M, L)), on a:

3Z

dxk I i dXi \ dxk I i dz \ dxk

r, dZ

d'oύ

5(0,0,0) = 2 fl<OΦ/3jc4)(0,0,0) + α0Φ(0,0,0) = 0 .

3) La derivee partielle (d¥/dZ)(0, 0) est surjective directe, d'apres lemme

(9.5).
D'apres le theoreme des fonctions implicites, il existe, pour t voisin de 0,

un Zt e & veriίiant W(t, Zt) — 0. Alors la fonction Z definie au voisinage de 0
par Z(x) = t2Zt(x/f) satisfait (7.3), de plus, elle verifie bien Z(0) =
(dZ/dxd(0) = 0.

Reste a voir que Z est de classe °̂° au voisinage de 0 cela se voit par un
raisonnement classique sur les equations quasi-lineaires que nous allons repeter
posons atj(x) = Aijix.Z.dZ/dx), b(x) = B(x,Z,dZ/dx); alors Z verifie
Γequation lineaire
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rP Ύ
Σ atjOc)-/^- + Hx) = o

OXiϋXj

comme Z est de classe tfs+2 dans un voisinage Uλ de a, les au et b y sont de
classe ^ s + 1 ; en particulier notre equation, etant elliptique en 0, est elliptique
dans un voisinage U2 de 0; on peut supposer Uι = U2; appliquant [4, theoreme
4] on trouve que Z est de classe tfs+i dans U19 done at et b de classe ^s+\ et
ainsi de suite. Ceci acheve la demonstration de la proposition (9.2).

Pour demontrer le theoreme (9.1), posons maintenant v = uF\ on a v(0) =
0 puisque w(0) = 0,fF(0) = JιIk(0); d'autre part, on a D*v = 0 d'apres
(9.2) et Φλv = Q)v — \\v, v] = 0 d'apres (6.16); par suite, on a

(9.6) DD*v + D*Dv - £D*[<y, v] = 0 .

Cette derniere equation est visiblement a coefficients analytiques en x, v, v'i9
v'/j (elle est meme polynomiale du second degre par rapport a (v, v'i9 v'/j)).
Montrons que, au voisinage de 0, v est une solution elliptique de cette equa-
tion, i.e., que Γoperateur linearise de (9.6) le long de v est elliptique; ce
dernier s'ecrit en efϊet:

w -> DD*w + D*Dw — D*[>v, v] .

II suffit de verifier Γellipticite en 0; or, du fait qu'on a v(O) = 0, on voit
facilement que cet operateur a meme symbole en 0 que w —> ί)D*w + D*Dw;
on sait par ailleurs ([22] ou [9]) que ce dernier est elliptique; d'oύ le resultat.
II est alors connu que v est analytique au voisinage de 0 (voir par exemple
[6]); d'apres (8.3) et (8.5), il existe G, germe de section analytique ^,0?
verifiant vG = uFG = 0, d'oύ 9{G~λF~ι) = u, ce qui demontre le theoreme.

Remarque (9.7). Si Γon cherche a demontrer le meme resultat avec un
minimum d'hypothese de regularite sur u, la demonstration precedente doit
etre un peu modifiee, du fait que Γapplication F —* F~\u) ne possedera pas de
bonnes proprietes de difϊerentiabilite dans les espaces ^s+k; on obtiendra une
meilleure equation en travaillant avec H = F~ι au lieu de F et en etudiant
l'equation H'\D%uF)) = H~\D*)(u - DH) = 0 au lieu de D*(uF) == 0;
nous n'entrerons pas dans les details (voir [18], pour le cas des structures
presque complexes).

Signalons pour terminer deux consequences du theoreme (9.1) que nous ne
developperons pas:

1) La theorie des deformations des Pfc-structures integrables, lorsque Rk

est une equation de Lie 2-acyclique, analytique et elliptique sur une variete
compacte, notamment la construction de 'Tespace de Kuranishi" des Pk-
structures integrables voisines d'une Pfe-structure donnee. Nous renvoyons pour
cela a Que [21], oύ la question est traitee dans le cas transitif (le cas general
est analogue).
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2) L'existence de coordonnees analytiques pour une equation de Lie de
classe °̂° elliptique et formellement transitive, i.e., Rk^>T surjectif (d'oύ
resulte que, dans le cas formellement transitif, le theoreme (9.1) est vrai sans
faire a priori d'hypothese d'analyticite). Ce resultat s'obtient en combinant le
theoreme (9.1) et le "troisieme theoreme fundamental" de E. Cartan; voir [11].

APPENDICE

SUR LE THEOREME DE CARTAN-KAHLER

1. Introduction

Le but de cet appendice est de donner une demonstration rapide du theoreme
d'existence des solutions d'une equation diίϊerentielle dans le cas analytique,
une fois obtenus le resultats formels necessaires, que nous ne reprendrons pas
ici. Nous nous appuierons pour cela sur une majoration de Grauert [12], plutόt
que sur les majorations pour la "d-cohomologie", a la Spencer [5]; d'ailleurs
ces dernieres avec un choix convenable de normes, sont essentiellement un cas
particulier du theoreme de Grauert.

2. Polydisques distingues

Soit p — (p17 , pn) un systeme de n nombres > 0 , et soit Pp le polydisque
de Cn defini par les equations \zt\ < pt. Soit Hι(Pp) Γespace des functions
holomorphes sur Pp, F = 2] fap

a pour lesquelles on a

11*1 = Σ\fa\pβ< + ° °

si E est un espace vectoriel sur C de dimension finie, on le munira d'une norme
I \E, et pour F = Σ faz

a e E (g) Hι(Pp), on posera encore

ll^ll, = Σ \fa\Epa

Soient E et Eλ deux espaces vectoriels sur C, de dimensions finies, et soit
U = Σ uaZa-> ua £ L(E, Et) une fonction holomorphe au voisinage de 0 dans
Cn, a valeurs dans L(E,Eλ) pour p sufϊisamment petit Γapplication Up: F *-+
UF envoie continuement E (x) H\Pp) dans Eλ (x) H\Pp). Nous dirons par defini-
tion que "p est U-privilέgiέ" si Γimage de cette application est fermee, et
formee de tous les G^EX® H\Pp) qui, au voisinage de Γorigine sont de la
forme UFλ, F1 holomorphe a Γorigine (comme il est bien connu, il revient au
meme de dire qu'il existe une serie formelle en 0, soit F2, telle qu'on ait
Γegalite entre series formelles G = UF2).

Theoreme (2.1) (Grauert). Les Pp tels que p soit U-privίlέgiέ forment un
systeme fondamental de voisinages de 0.
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Pour la demonstration, nous renvoyons a Grauert [12] (en fait, Grauert
travaille avec la norme L°° et non L1, mais la demonstration est identique).
Notons aussi qu'un resultat analogue a ete demontre par Douady [3] pour
Γespace B(Pp) des functions continues sur Pp et holomorphe sur Pp, muni de
la norme

sup |F(z) | ,

et que la demonstration de Douady pourrait aussi bien etre adaptee a Γespace

H\PP).
Si p est U privilegie, il existe C > 0 tel que, pour tout G e Im (Up), on puisse

trouver FeE®H\Pp) verifiant UF = G, \\F\\p < C\\G\\P; cela resulte du
theoreme "des homomorphismes" de Banach (et en fait, peut se demontrer
directement en meme temps que le theoreme precedent).

Nous n'aurons besoin de ce resultat que dans le cas oύ U est un polynome
homogene de degre k, auquel cas il est clair que, si G est homogene de degre
k + /, et si UF = G,\\F\\P < C\\G\\P, on a encore UF, = G9\\Ft\\ < C\\G\\,

en designant par Ft la composante homogene de degre / de F (pour un degre /
fixe, une telle majoration est evidente; Γessentiel est qu'ici, C est ίndέpendant
del).

Nous allons transposer ces resultats, soit Σι l'espace des polynomes homo-
genes de degre / a n variables sur C; son dual peut etre identifie a J f au
moyen du produit scalaire

<F,F'>= Σ fβfβ
I / 3 I = Z

si Γon munit Σι ^ e ^a norme || ||p, la norme duale est alors:

avec ri — 1/pi (ce que nous ecrirons brievement: r — 1/p). On definit de
meme la norme || \\'r sur E* ® Σt (E*, dual de E, muni de la norme duale).
La transposee de £/(/), restriction de F >-» UF a E (x) J]ι est Γ application

ainsi definie:

si F = Σ fX , U(J)*F = Σ gβz
β , avec gβ = Σ ^fa+β

(w*, le transpose de ua) .

En transposant les resultats precedents, on obtient done le
Corollaire (2.2). Etant donnέ U e L(E,Eλ) (x) Σ t , U existe r = (r1? . , rn),

rx > 0 et C > 0 possedant la propriέtέ suivante:
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Pour tout UN et tout Gelm L/(7)*, on peut trouver FzEf <g) Σk+ι tel
qu'on ait U(l)*F = G, | |F| | ' r < C\\G\\'r.

Nous dirons alors que r est U-distingue; dans ce cas, pour λ > 0, λr est
evidemment encore £/~distingue, avec C remplace par Cλk.

3. La norme "de Laplace" formelle

Pour des raisons de commodite, nous permuterons dans la suite les roles de
E et £ * pour

F= Σ faz
aeE®Σι,

\a\ = l

nous poserons
J?F = Σ (oc]- /\a\ \)faz

a (J£? est plus ou moins une transformation de Laplace-
Borel), et

Si F est une serie formelle a n variables sur C (a coefficients dans E), nous
noterons Ft sa composante homogene de degre /, et nous poserons

Fι = Fo + + Ft ,

\F\r=Σ\Fl\r.

Pour X = (X19 , Xn)9 on a

(jrx + ... + x γ = Σ -ILxt

d'oύ en faisant ^ = 1:

a\

on en deduit que, si Γon a | F | r < + oo, F est convergent au voisinage de
Γorigine; inversement, de Γinegalite evidente a I < \a\\9 on deduit que, si F
est convergente au voisinage de Pr, on a | F | r < +00.

Si Fo = 0, on a immediatement

(3.1) | F | r < ]

Si i 7 est homogene de degre /, on a

d'oύ par recurrence



EQUATION DE LIE. II 137

(3.2) \D"F\r<
 l\ l j F | r .

( / - | α | ) ! ra

Proposition (3.3). Si F etG sont a valeurs scalaires, on a \FG\r < \F\r \G\r.
Pour X = (X19 , Xn)9 Y = (Y19 , Yn), on a la formule du binόme

(X +Y)r= Σ -^--XaYβ .
! 9!

Prenons les Xi egaux a x, et les Yx a 1 on a alors ( ^ + Y) r = (Λ: + l ) l r l ;
en calculant de deux manieres le coefficient de xι (I < \γ\) dans cette derniere
expression, il vient

(3 4) 2 !rϋ
« : % r a\β\ U(\r\-t)l

Demontrons maintenant la proposition (3.3) il suffit de traiter le cas oύ F et
G sont homogenes, disons de degres / et m.

On a alors

p/^ V ( V f

DΌύ, d'apres (3.4):

-firr- Σ fagβ r7 < \F\τ\G\r-p- Σ 4 - ( l r l ~ ° ! - | F U G | r ,
I T Ί ! «+β \γ\\ <*+β=r a\ β\

ce qui demontre la proposition.
La norme introduite ici etant "homogene", les inegalites precedentes peuvent

etre interpretees en termes de series majorantes: si Γon Ά F — Σ faz
a> /« e E>

g = Σ 8az
a >Sa > OJ n o u s ecrirons F < G; si Γon #, pour tout α: \fa\E < ga;

nous dirons alors que G est une majorante de F.
Soit alors X une indeterminee posons | F | X r = Σ \Fι\rX

ι'9 les inegalites
(3.1), (3.2) et la proposition (3.3) seront encore vraies avec r remplace par Xr,
et le signe < par < . Soient d'autre part

Φ e C [ [ Y l 9 - - , Y P ] ] , e t F ( 1 ) , . 9 F ™ e C [ [ z l 9 •• , z j ] ,

les F(ί) etant sans terme constant, il resulte de la proposition (3.3), interpretee

en termes de series majorantes que, si Φ est une majorante de Φ, on a

(3.5) |Φ(F(1\ ,F^)|z r « Φ(\F™\Xr, , |F^|Z r)

si F ( 1 ) , , F ( p ) sont a valeurs dans des espaces vectoriels de dimension finie,
disons FU) a valeurs dans E(ί), et si Φ est une serie formelle sur Eω X X
Eip), en choisissant convenablement les normes dans les E{i) (ce qui ne change
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essentiellement rien), on voit qu'on pourra encore trouver une serie
Φ e C[[Yλ, - -, Yp]]; a coefficients > 0 , qui veriίie (3.5) quels que soient les
F(ί) si Φ est convergente, on pourra supposer Φ convergente (nous laissons
les details au lecteur).

4. Equations differentielles

Soient E et Ex deux espaces vectoriels de dimension finie sur C; considerons
une fonction Φ holomorphe au voisinage de

(z. ,/ . )eC"X Π E
\a\£k

a valeurs dans Eγ avec Φ(zo,y
o

a) = 0 et considerons Γequation difϊerentielle:

(E) Φ(z,D"F(z)) = 0 .

Soit

F= Σ fa(z-zoy
\a\<.k + l

un polynome de degre < k + I, a valeurs dans E, avec (a\ fa = )DaF(zQ) = y°a,
pour \a\ < k; nous dirons que F est un jet d'ordre k + I de solution de E,
prolongeant le jet

Fk = Σ fa(z - zoy
\a\<k

si le developpement de Φ(z, DaF(z)) en z0 ne contient pas de termes de degre
< /, ce que nous ecrirons Φ(z,DaF(z)) = 0 mod (z — zo)

α. Pour V > I, et F'
jet de solution d'ordre k + /', nous dirons de meme que Ff prolonge F si les
coefficients d'ordre < k + I de Ff sont ceux de F.

Definition (4.1). Nous dirons que Fk est fortement prolongeable si v/ > 0,
tout jet de solution d'ordre k + / qui prolonge Fk est lui-meme prolongeable
al 'ordre k + / + 1.

La partie analytique du theoreme de Cartan-Kahler (compte non tenu des
questions de donnees de Cauchy) est contenue dans le theoreme suivant:

Theoreme (4.2). Si Fk est fortement prolongeable, il existe une serie
F = Σ fa(z — £o)% convergente au voisinage de 0, avec DaF(z0) — y°a9 \a\ < k,
qui soit solution de Γ equation (E).

On peut toujours se ramener au cas oύ zQ = 0, y°a = 0, ce que nous sup-
poserons. Posons, pour a — k:

dΦ ,E1) , et Ψ(z,ya) = Σ Ky« - Φ .
dya

Supposons trouve un jet Fk+ι~ι d'ordre k + I — 1 de solution de E, et
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cherchons a le prolonger a Γordre k + I; dans Γequation que nous devons
resoudre les termes DaFk+ι n'interviennent que lineairement, et, en posant

c + l — Σ fa*-" 5
\a\=k+l

notre equation s'ecrit:

uja+β

(a

\β\ = l P'

Par hypothese, un tel Fk+ι existe. Posons U = Σ u*za, et choisissons une
fois pour toutes u n r = (r1, ,rB) qui soit [/-distingue. II resulte alors du
corollaire (1.2) que, si Γon pose

i - ^SβZ ,

on pourra trouver Fk+t verifiant

sup α ! | / α | r α < C s u p / 3 ! | ^ | r ^ ,
|α |=fc+Z \β\=l

ce qui s'ecrit encore

(If i Γ\ !
V* ~T" *•/

d'oύ, d'apres (3.2)

"Ozlr avec \a\
ra

Soit Ψ une fonction holomorphe au voisinage de 0 dans

cn x π c ,

a coefficients positifs, telle que (3.5) soit satisfaite avec Φ remplacee par ψ\ on
peut supposer qu'on a Ψ(0) = 0 et (df /3yα)(0) = 0 pour \a\ = k; on aura
done, avec les notations du § 3, pour \a\ < k

\DaFk+ \Xr

Ecrivons ces inegalites en y remplaςant successivement / par 1,2, •,/, et
remarquons qu'on a evidemment, si /; < /:

done
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en ajoutant, il vient, pour \a\ < k

\D"F*+ι\Xr « CIΛΓ*-'

Posons

Λ* + ί (*) = Σ \D"Fk+ι\Xr

de (3.1) on deduit qu'on a, pour K > 0 convenable, independant de F :

d'oύ finalement, avec C2 =

II existe ra > 0 et C3 > 0 tels qu'on ait, pour \z\ = sup |z^| < m, \ya\ < m

I ^ , Λ ) I < C 3 [ | Z | + Σ \y.\+ Σ I Λ I 2 ] .

Par suite, il existe m! et C4, independants de I tels qu'on ait, pour 0 < λ <

m', QtAk+ι~\λ) <m':

Ak+ι(λ) < C4U + λAk+ι~\λ) + Ak+ι-Kλ)2] .

Soit A(X) la solution de l'equation A(λ) = C4[^ + λ4U) + ^(^)2] qui tend

vers 0 avec λ; choisissons λ de maniere a avoir λ < m\ et A(X) < m'\ pour

0 < a < A(λ), on a 0 < C4U + λa + a2) < C£λ + λA(λ) + A(λ)2] = A(λ);

de Ak(X) = 0, on deduit alors par recurrence qu'on a Ak+ι(X) < A(λ) pour

tout /; done la serie Σt Fk+ι est convergente ceci demontre le theoreme.
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