J. DIFFERENTIAL GEOMETRY
7 (1972) 117-141

EQUATION DE LIE. II

BERNARD MALGRANGE

6. ]f)quations de Lie: forme finie

Soit I,.(a) € Q*(a, a) le jet d’ordre k en a de I’identité, et soit I, la section
de Q*: aws I(a). Soit £e I'(X, J¥(T)); et soit F, e I'(X, Z%), avec F, = I,
(d/dDF,|,_, = & (te R, voisin de 0); on peut aussi considérer (d/df)F,(a)|;_,
en tant que vecteur de Qy(a) en I;(a), et ’on s’assure aisément que ce vecteur
ne dépend que de &; d’ou un isomorphisme entre J¥(T)(a) et I’espace des
vecteurs de Q*(a) en I,(a). Désignant par V(QF) I’espace des vecteurs verticaux
de O* pour la projection “source”, cela revient a dire qu’on a un isomorphisme
JUT)(a) = V(Q)I(a)).

Soit F e Q*(a, b); I’application G +— GF est un isomorphisme Q*(b) — Q*(a);
cet isomorphisme fait correspondre a &, vecteurs de Q%(b) en G(= vecteur
vertical de Q% en G) un vecteur de Q*(a) en GF, que nous noterons &£F; en
particulier, si 1’on prend G = I,(b), on obtient une application & — &F : J*(T)(b)
— V(Q*)(F). Soit £ e I'(X, J¥(T)); pour F e QF, posons &F = &(b)F, b =but F,
P’application F — &F définit un champ invariant a droite sur Q*, que nous
noterons z*(£); il revient au méme de construire <* ainsi: considérons pour un
instant Q* comme fibré sur X par la projection “but”; si g est un automor-
phisme de X, associons-lui I’automorphisme de Q* (qui, pour tout g, est un
automorphisme de Q%(a)): F — ( 7*g)(b)F, avec b = but F; en passant aux
automorphismes infinitésimaux, on obtient une structure de prolongement
d’ordre k sur X de Q* qui définit précisément z*; en particulier, z* est un
morphisme d’algebres de Lie. Soit maintenant R* une équation de Lie; les
R*F, F e Q% forment un systéme de Pfaff complétement intégrable et transverse
a I,, puisque formé de vecteurs verticaux; l’ensemble des sous-variétés
intégrables passant par I, définit donc un germe de sous-variété de Q* au
voisinage de I, que nous noterons P*; nous désignerons aussi par P* un
représentant du germe précédent, que 1’on sera amené a restreindre au besoin
pour que les propriétés qui suivent soient vraies.

11 résulte immédiatement du théoréme des fonctions implicites que la restric-
tion a P* de l’application ‘“‘source”, et de l’application “but” sont des
submersions; par contre, la restriction a P* de I’application (source, but) est
une submersion si et seulement si R* est formellement transitif, ce qui, par
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définition signifie que la projection R* — T est surjective (dans le cas général,
on ne peut absolument rien dire; nous n’avons méme pas supposé R¥ — T de
rang constant). On démontre, comme dans la théorie des groupes de Lie, que
P* est un germe de sous-groupoide de Q* le long de I, c’est-a-dire que si I’on
a F e P¥,G ¢ P*, source (G) = but (F), et si F et G sont assez voisins de I,
on a F~'e P* et FG ¢ P* (nous laissons les détails au lecteur). Comme QF, P*
sera muni sauf mention explicite du contraire de la projection “source”; nous
noterons alors #* le faisceau de ses sections, et Z* le faisceau de ses sections
étales. Dans la suite nous supposerons k > 1, le cas k = 0 étant trivial par
Frobenius.

On peut considérer P* comme une équation différentielle (non linéaire)
d’ordre k£ dans les germes d’applications X — X ; nous allons donc utiliser dans
ce cas particulier la théorie formelle des équations différentielles non-linéaires,
en prenant pour référence [10]. Dans toute la suite de cet article, nous sup-
poserons que R* est une équation de Lie formellement intégrable.

Commengons par rappeler une proposition connue (cf. [21]). Pour F ¢ Q%®
et £e ['(X, J“¥(T)), on peut définir £F, vecteur vertical de Q>* en F de la
méme maniere que nous avons défini ¢* ci-dessus; désignons par J'(P*) (resp.
J(P¥) C Q®"®) I’ensemble des jets d’ordre 1 de sections (resp. de sections
étales) de P*; il est facile de voir que, au voisinage de 7' = I, 1 J'(P*)
peut étre construit au moyen du systtme de Pfaff F — JY(R®F de la méme
maniére que P* a été construit au moyen de R*; d’autre part, du fait que
' Q¥+ — QWk est un homomorphisme de groupoides, résulte que ' commute
a Popération (&, F) — £F; ces faits, joints a DIégalité R**' = (1)~'J(R¥)
entrainent, au voisinage de I, ,, la relation P**! = A1 J(PY).

D’autre part, Q**! s’identifie naturellement au prolongement d’ordre 1 de
QF (puisque k£ > 1, un jet d’ordre k£ 4+ 1 d’application X — X dont la projec-
tion d’ordre k est inversible, est lui-méme inversible) ; par la méme argument,
on a aussi JY(P*) N (Q**Y) = JI(P¥) N I(Q**Y). Par conséquent, (P¥)® =
(AH~1J'(P*) est le prolongement d’ordre 1 de P%, et ’on a le résultat suivant:

Proposition (6.1). Au voisinage de I,,, on a P**' = (P¥); en particulier
la projection (P*¥)®’ — P* est surjective.

Le dernier point résulte du théoréme des fonctions implicites, et de 1’hypo-
thése “R**! est un fibré, et x;: R**' — R* est surjectif”.

Dans la suite, nous noterons (#*)® [resp. (Z*)®] le faisceau des sections
(resp. des sections étales) de (P*)®, considéré comme sous-fibré de Q%+

La fin de ce paragraphe sera consacrée a 1’étude du complexe de Spencer de
P*. Pour cela nous aurons besoin de reprendre les considérations qui conduisent
d’habitude a la définition de la “forme fondamentale sur les espaces de reperes”
(cf. notamment [2], [15]), et de donner leur lien avec le formalisme développé
au § 3.

Soit G une section de Z%; pour a e X, ’application F — G(b)F (F ¢ Q%(a),
but F = b) est un automorphisme de Q%(a); cet automorphisme transforme
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&e V(Q*)(F) en un vecteur de V(Q*)(G(b)F) que nous noterons G¢; en par-
ticulier, prenant F = I(a), I’application £ — G¢ est une bijection JH(T)(a) =
V(U (@) — V(Q¥)(G(a)). On vérifie que I’action a gauche des automor-
phismes diagonaux définie ici sur V(Q*) commute a I’action a droite définie au
début de ce paragraphe; alors la bijection JYT)(a) — JT)(b) définie par
& — G&G(a)™' (que nous écrirons aussi §+— GEG™!) provient de 1’action
naturelle des automorphismes diagonaux sur les champs diagonaux: pour s’en
convaincre, il suffit de remarquer que, si F, est une famille 2 un paramétre de
sections de 2%, avec F, = I, (d/d0F,|,_(a) = &, on a (d/dGF,G|,_,(a) =
GEG™'. Nous poserons GEG™! = G(§€), ou quelquefois G[&] pour éviter les
confusions.

On vérifie aisément que G(§) ne dépend que de & et du jet d’ordre 1 de G en
a; d’ou une application

20,6 § jk(T) — V(QF)

que nous noterons encore (H, &) — H(&).

Prenons maintenant H, e Q**'(a), et posons H = n;H, ¢ Q*(a),b = but H;
nous allons calculer (2'H,)&, pour £e JT)(a); pour cela prenons un germe
fe Aut (X),, avec j**'f(a) = H,; par définition de 2!, on a j'j*f(a) = 1'H,,
d’oul, par définition de (1'H,)é: (I'H)& = ( TEE; par suite, on a (L, H)EH™' =
G*PEG )" = (F*)(&), ’action naturelle de j*f sur &; mais j*f est la partie
principale d’ordre k de I’application diagonale F définie par y’ = f(x"), y = f(x);
comme F préserve la structure de produit de X*, donc commute a v, on a aussi
(f"f)(&) = F(&) = v'F(v&) = v f k+1f)(vé), cette derniere égalité résultant du
fait (déja noté au § 5) que I’action d’une transformation diagonale sur J*(T)
ne dépend que de sa partie principale d’ordre k + 1; or cette derniére action
s’effectue fibre par fibre sur les deux facteurs, comme on le vérifie immédiate-
ment. Finalement, on trouve la formule suivante:

(6.2) (ALH)EH™ = v H (V6) .

On en déduit la proposition suivante:

Proposition (6.3). Soit F, e ', avec n,F, = F, et soit £ ¢ JY(T)a); ona
F"(TF;)S =&— (05 AN @Fl'

En effet, on a F-'\({'F,)&é = F-'(A'F)&F'F = F~ 'y 'F,(v&)F par (6.2), et le
dernier terme est encore égal a F~'[v~'F,(v€)]; la formule résulte alors immédi-
atement de (5.8).

Du fait que v=! — I’(9F) et v + I'(2F) sont inverses 'un de l’autre, on
déduit de proposition (6.3) qu’on a aussi

(6.4) (WF)'FéE =&+ wERNDF) =6+ ER DF,,

ou 2’ est défini par la remarque (5.13).
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A noter que, dans la proposition (6.3) et (6.4), on aurait pu aussi bien écrire
dans le terme de gauche j'F au lieu de F; a noter aussi que, pour a fixé,
Q**!(a) est “I’espace des reperes d’ordre £ + 1 de source a” et que 1’applica-
tion qui & & e V(Q**')(F), F e Q**'(a) fait correspondre v(A'F)~'r,& définit sur
Q**!(a) une forme a valeurs dans J*(T)(a), qui est précisément la forme fonda-
mentale de Cartan sur Q**'(a).

Les formules précédentes peuvent s’écrire un peu autrement. Soit J'(Q%)
I’espace des jets d’ordre 1 de sections de Q*; on a une injection canonique
Q%P — JY(QF) I'image étant formée des éléments inversibles de J'(Q¥); soit
J3(Q%) le sous-ensemble des F e JY(Q*) qui se projettent dans QF sur I, et
posons encore Q% = Ji(Q¥) N Q™% ; on sait (cf. [10]) que J'(Q*) est un
fibré affine sur Q%, de fibré vectoriel associé T* @ V(Q*); par un point
F ¢ J}(QF) passe une section canonique, a savoir j'I,, d’oll un isomorphisme

9: JNOY) = T* ® JXT) .

Proposition (6.5). Pour F e Q{"P(a) et £ ¢ J¥(T)(a), ona F¢ =& + & K oF.

Prenons G, section de 2* au voisinage de a, avec 7'G(a) = F; en co-
ordonnées locales, G est défini par y = g(x,x’), y = g(x,x), modulo
(' — x)¥*'; on a G(a) = I(a), donc g(a,x’) = x’ modulo (x' — a)**'; a
I’ordre 1 au voisinage de a, i.e., modulo (x — a)? (x” — x)**!, on peut alors
écrire g(x, x) = x" + X, (x;—ayh(a, x’), les a; étant définis modulo (x’—a)*+!;
on vérifie alors facilement, en développant g suivant les (x' — x)*, puis les
coefficients g,(x) suivant les puissances de (x — a) que ’on a

0
ox

6.6) (d®»5G = 3 dx, ® hy(a, ¥)-0— = dx @ %(a, x)

0
ox’

Soit alors H, une famille 3 un paramétre de sections de 2%, avec H, = I,
(d/dt)H,|,_,(a) = &; en coordonnées locales, H, est défini par ¥’ = h,(x, x'),
y = hy(x,x) = h%(x), avec hy(x, x’) = X/, et

dng

& (@),

‘Zh" (a, x’)) .

= (0.2

Alors G o H, est défini par
ye = 8(h(x), hy(x, %)) , ¥, = g(h(x), hy(x))

et ’on a

dh, n. 08 ’
7 (a, %) o (a,x)

7 0
WGE) = Y - %’?(a)%(a, ¥) +

dt t=0,z=a

comme (dg/dx’)(a, x’) = identité, le second terme vaut (dh,/d?)(a, x') = v¢; et,
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d’apres les formules donnant oG et &, le premier vaut w(&é A 9G); d’ou le
résultat.

Corollaire (6.7). Soit F, e 2**', et posons n,F, = F; on a
A(JIF)(IF)] = —(* ®id)IF(=2'F) .

Cela résulte immédiatement de la proposition (6.3) et de la proposition

(6.5) : on déduit aussi de (6.4) et de la proposition (6.5) qu’on a, sous les mémes
hypothéses

(6.8) L(AF)-Y(F'F)'] = (id ® v ") F,

(cf. [21], ou cette derniére formule est prise comme définition de 9F)).

A noter que ces formules peuvent facilement se vérifier en coordonnées
locales en utilisant (5.3), (5.10) et I’expression de 9, qu’on obtient en rem-
plagant dans (6.6) (a, x, x’) par (x, x’, x”’). A noter aussi qu’elles sont I’analogue
“non linéaire” de la formule (4.5).

Proposition (6.9). Soit F ¢ 2%*!, avec =,F ¢ P*; les propriété suivantes
sont équivalentes :

i) Fe (P9)DV; ii) 9F e T* Q #*; iii) IF ¢ IN(I)* Q@ Z*.

En effet, J'(P¥) est un sous-fibré affine de J'(Q*) (restreint a P*), de fibré
vectoriel associé¢ V(P*); par suite, on a dJ3(P*) = T* ® R®. Alors, la formule
(6.7) montre que iii) équivaut a 1'F ¢ J'(£*), donc a i). L’équivalence i) & ii)
s’établit de méme, en utilisant (6.8). On peut aussi démontrer directement
I’équivalence ii) & iii) en utilisant le fait que v + #(2F) et v~! — {'(9F) sont
inverses 1’'un de I’autre, et la remarque élémentaire suivante: soient E un
espace vectoriel, F un sous-espace de E, u une application linéaire £ — E,
avec u(E) C F,I + u inversible, alors, si ’on pose (I + u)™* =1 — @, on a
encore #(E) C F.

De la proposition précédente résulte que le complexe (5.12) donne par
restriction un complexe

6.10)  (Sob) 25 @90 2, p @ B B £I(7)* @ Fe)

ou (Sol) désigne la faisceau des f e Aut (X) vérifiant f kf e P* (C’est un germe
au voisinage de I, dans la topologie fine ¢*, de sous-groupoide de Aut (X),
que I’on désigne souvent sous le nom de “pseudogroupe de Lie”). Ce complexe
est exact en (P¥)V; par ailleurs, si R* est contenu dans le prolongement
d’ordre 1 d’une équation de Lie R*~!, on peut remplacer le dernier terme par
AI(T)* ® Z*. De méme, le complexe (5.5) donne par restriction un
complexe analogue, que nous n’écrirons pas.

Remarque (6.11). Les considérations qui conduisent a la proposition (6.3)
se “restreignent” & P*; en particulier, si Fe 2%, on aura F(#*) = %*; si
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F e (%™, on aura F(#*) = #* (cette derniére égalité ayant aussi un sens
“fibre par fibre”); nous laissons les détails au lecteur.

Passons a I’étude du “complexe de -cohomologie” de P*; soit y* le noyau
de 7,_,: J¥(T) — J*~X(T); a noter qu’on a un isomorphisme y* ~ S*J%(T)* ®
J%(T) commutant aux automorphismes diagonaux de X?2. Soit d’autre part v(Q*)
le sous-espace des vecteurs de V(Q*) dont la projection dans V(Q*"?) est nulle;
soit F e Q*, de source a et de but b, avec kK > 1; la théorie formelle des équa-
tions différentielles (cf. [10]) donne un complexe

0 — v(Q) (F) ——> T*(@) ® v(Q*)(F) —> - .-

(6.12), \
s A*T*(@) @ v(Q* ™) —— 0 .

D’autre part, la théorie des équations linéaires (cf. § 1) donne un complexe

s F)
(6.13), 0 — 7%(@) —> T*@) ® 7" (@) —> - - -

s ITH@) ® P —— 0.

Le passage de I’'un de ces complexes a 1’autre peut s’effectuer ainsi: prenons
fe Aut (X),, avec j*f(a) = F; alors ’application & — (F*f)&, & = v~'¢ envoie
bijectivement J¥(T')(a) sur V(Q¥)(F); il est visible que la restriction de cette
application a y* ne dépend que de F et méme de n,F; on opére de méme pour
r*, 1 < k; on obtient ainsi un diagramme (6.12); — (6.13),.

Lemme (6.14). Ce diagramme est commutatif.

Tout d’abord, pour F = I;(a), la démonstration se fait immédiatement, par
exemple en coordonnées, et peut étre laissée au lecteur. Pour passer de la au
cas général, notons pour un instant E le fibré X? — X défini par la projection
(x,2) — x, et considérons le germe d’automorphisme fibré (x, z) — (x, f7'(2))
de E au voisinage de (a, b), b = but F; il définit un germe d’automorphisme
de JYE), donc de V(J'(E)) (0 < I < k) au-dessus de X; en particulier on
obtient un isomorphisme V(J'(E))(F) ~ V(JYE))I,(a) ou encore, dans nos
notations V(QY(F) = V(Q)I,(a)) =~ JUT)(a), dont on vérifie (par exemple
en exprimant les vecteurs a partir de familles & un parameétre) qu’il coincide
avec inverse de ’application & > (7*f)& considérée ci-dessus; il suffit alors
d’appliquer un lemme de Goldschmidt [10] qui assure que le complexe (6.12),
commute aux automorphismes fibrés de E.

Remarquons que, pour 1 < I < &, on ay C JYT), donc v~! induit I’identité
sur 7*; on peut alors définir I’application 7(a) — v(Q)(F) par & — G¢&, avec
G e 2%(a),G(a) = F (en effet, G& ne dépend que de G(a) si &eJXT)(a),
puisqu’alors £ est un vecteur de Q%(a, a) en I,(a)). Par contre, cela serait faux
pour I = O (cf. formules (6.2) et suivantes).

Posons maintenant g* = y* N R*, v(P*) = V(P¥) N v(Q%).
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Lemme (6.15). Soit F ¢ P*, de source a; I'isomorphisme précédent y*(a) =
v(Q*)(F) donne par restriction un isomorphisme g*(a) = v(P*)(F).

On a k > 1, donc la remarque précédente s’applique; soit alors G e 2%,
avec G(a) = F; on a GR*@) = V(P¥)(F), d’ou par restriction Gg*(a) =
V(P*)(F), ce qui démontre le lemme.

Théoreme (6.16). Supposons g* 2-acyclique. Alors P* est formellement
intégrable.

En effet, il résulte des lemmes précédents que v(P*) est 2-acyclique, et que
V(P¥)® = Ker {T* @ v(P*) — A*T* @ v(Q* "} est de rang constant puisqu’ il
est isomorphe a g**' X x P¥, avec g¥*! = Ker {r;: R*¥*' — RF*}.

D’autre part, on a vu que (P*)®’ — P* est surjectif, donc (P*)® est un fibré
affine sur P*, de fibré vectoriel associé v(P¥)V. Le théoréme résulte alors de
Goldschmidt [10].

Remarque (6.17). Puisque R* est supposé formellement intégrable, il existe
un prolongement R! (I > k) qui soit 2-acyclique, ou méme involutif (i.e.,
n-acyclique; cf. [22], [9]). Quitte a restreindre P* une fois de plus, on déduit
alors de la proposition (6.1) et du lemme (6.15) que P’ est formellement intégra-
ble, et P' — P* surjectif. D’ou I’existence de solutions formelles (et, dans le cas
analytique, de solutions) de 1’équation P* dont le jet d’ordre k soit n’importe
quel élément donné de P*.

7. Le complexe de Spencer ‘‘sophistiqué’’

Rappelons d’abord la version “sophistiquée” du complexe de Spencer ([24]
ou [25]; voir aussi [22] et [9] pour le cas linéaire). Soit 4 la restriction de —D
a AT )* ®I’° (k > 1), et posons

BY? = A2J(T)* @ JHT)[8(4*-IT)* @ 1**) ;  B* = @B .

A noter que (toujours pour k > 1), #* (le faisceau des sections de B*) est un
faisceau d’algébres de Lie graduées pour le crochet quotient de celui défini au
§ 3 sur AI"(I)*® J¥(T): cela résulte immédiatement de (3.12) et du fait que,
pour k > 2, AI(J)* @ r* est un idéal de AJ(I)* ® J*(T) (par contre, pour
k =1, cette derniére propriété n’est plus vraie car §(y") n’opere pas trivialement
sur J%(7)*; seul subsiste le fait que 7:1 est un idéal de J'(27)). On a alors un
complexe

- A A A

ik
1) 00—t ge Lign Dy Dogun g

obtenu de la maniére suivante; soit u e #%?, on reléve u en u’' € APJ(T)* Q
JE(T), et on prend pour Du la classe de Du’ dans #*?*! (il est immédiat
qu’elle ne dépend que de u); il est connu que ce complexe est acyclique; par
passage au quotient, on voit que la formule (3.12) sera encore vraie ici, avec
D remplacé par D, le crochet étant celui de #*.
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La version “non-linéaire” de (7.1) s’obtient ainsi: toujours pour k > 1, soit
Q%*'(a) I’ensemble des G € Q**'(a), avec n;G = I,(a); on sait que Q**! est un
fibré affine sur Q%, la fibre du fibré vectoriel associé étant v(Q*); en I,(a), ce
fibré a un élément canonique, i.e., I, ,(a), d’oll un isomorphisme 3: Q¥*'(a) =
r**!(a), qui s’interpréte d’ailleurs aussi comme un isomorphisme du groupe
Qf*Y(a) sur son algébre de Lie. On vérifie que le diagramme suivant est

commutatif :

Al
0t o 0§

(7.2) al la

Tk+1 o > T* ® Tk
De 1a et du corollaire (6.7) on déduit ceci
(7.3 Si Ge 2%, on a DG = —3dg, avec g = 0G.

Soit maintenant F ¢ 2*; relevons F en F, e Z%*', et soit 9F la classe de ZF,
dans #*!; cette classe ne dépend que de F': soit en effet F, un autre relévement
de F; onaF,=F\G, Ge 2", d’ou, par (5.6) et (7.3),

9F, = 9G + G"(JF,) = —dg + G'(IF))

et, comme G~' opere trivialement sur J%(J)* ® J k(J7), on trouve finalement
9F, = —og + IF,.

Pour u e #*', posons maintenant Pu = Du — $[u, ul; on obtient ainsi un
complexe, exact en J*:

A A

T
(7.4 Aut (X) ——> 7t D, gren D, g ’

qui est la “version sophistiquée” de (5.12).

Notons que, si nous avions voulu partir de (5.5) au lieu de (5.12), nous
aurions eu des difficultés; notamment, on aurait trouvé un quotient de
T* ® J*¥(T) par un groupe affine, et non plus par un sous-espace vectoriel, et
la version “‘sophistiquée” de 9, serait alors peu maniable; ceci est notre raison
majeure de travailler avec (4.12) plutdt que (4.5).

Comme 9 est un opérateur différentiel d’ordre 1, il définit un morphisme de
fibrés p'(9): Q¥ — B®', que la formule (6.7) permet facilement d’interpréter :
soient F’ ¢ Q¥ F = r,F’ ¢ Q% et F, un relévement de F & Q*'; alors p,(9)F’
est la classe dans B%! de —(v*~!' ® id)a(F’'~'A'F)), classe indépendante de F,
comme on vient de le voir; on en déduit que la relation P(DF =0 équivaut
AF e 11Qk+l.

Soit B*! ’ensemble des u ¢ B*! dont la projection m,u dans J(T)* ® T soit
telle que I’application v' — ¥(mu): J(T) — T soit inversible; I’image de
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Q"¥-et méme 'image de Qf-®-dans B*' par p'(9) est égale a B*' (parce que
80 est ’ensemble des u e T* ® J*(T) tels que 1’application id + (zu): T
— T soit inversible; ce dernier fait résulte de (6.6)). En résumé:

Proposition (7.5). Pour k > 1, la suite

Ly gt 2y guw P i 0

est exacte, au sens suivant: 2* est injectif, p(9) surjectif, et on a Im (1Y) =
Ker p'(9). Dans le méme sens, la suite

be ) 4
L — 0 5 00 P8 g0

est exacte.

Proposition (7.6). Pour k > 1, la suite 2* —ﬂ B —gil—> AB** est exacte.

Considérons, pour tout k > 0, I’assertion suivante:

(7.7 Soit ue T )* ® J*(T), avec v=* — i'(zu): J(T) — T inversible, et
Du — im,_[u, u]l = 0; alors il existe F ¢ 2%+ tel qu’on ait IF = u.

On a d’abord (7.7)y,, = (7.6), puisque si u e Z*! vérifie 9,u = 0, on pourra
relever u en ' € JN(I)* @ J&+'(F) vérifiant I’ = 0. Démontrons (7.7), par
récurrence sur k. Pour k = 0, cela résulte des faits suivants:

i) L’application 9: Qf — T* @ T est un isomorphisme de Q} sur le sous-
ensemble des u e T* @ T ~ End (T) tels que id + u soit inversible.

ii) Pour Fe 2}, ona 9F = —(v* ' ® id)oF.

Si u vérifie I’hypothese de (7.7),, on pourra méme choisir F e 25 tel qu’on
ait 9F = u.

Supposons maintenant (7.7), démontré, et démontrons (7.7),,; soit u
comme dans 1’énoncé, avec k remplacé par k£ + 1, et soit &' = z;u; prenons
Fe 2% avec 9F = u’', et relevons F’ en F, e 2%*?; cherchons F = F,G,
G e 2%%% tel qu’on ait IF = u; il revient au méme de résoudre 9G = u — 9F,
(cf. le calcul qui suit (7.3)), ou encore —dg = u — JF,. Posons v =u — IF,;
on a n;v = 0, donc v e JU(T)* ® y**'; de plus, on vérifie facilement qu’on a
encore Dv — imi[v,v] = 0, ce qui s’écrit encore 6v = 0 (puisque 7:[v, v] =
0); le résultat est alors conséquence de I’exactitude de (1.3).

Remarque (7.8). Le raisonnement précédent montre qu’on peut en fait
remplacer 2* dans (7.7) par {F € Z* | n,F = I,} = 2%; d’autre part, I’application
9k 2, Gt est injective, puisque, pour F et G ¢ O%, I’égalité IF = G (ou
9F = 9G) équivaut a FG'e f k Aut (X); il en résulte que la suite des sections

A

', 70 -2 rx, 292 rx, 49

est exacte, et de méme avec le premier terme remplacée par I'(X, 2%).
Soit maintenant R* une équation de Lie formellement intégrable (avec
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k > 1); soit C*? I’image de JY(T)* ® R* dans B*?, et posons Cel = Chi N
B%1; on a C! = J(T)* @ R*/5g*+!; comme g**' est de rang constant, C*!
est aussi de rang constant; de la surjectivité de R**' — R*, on déduit alors
que D: &% — Z%! envoie Z#* dans ¥*'; de méme, la surjectivité de (PH)® —
P* et (6.10) montrent que (7.4) donne par restriction un complexe

- A A

(1.9) Sol) > 7% 2, Hra Py g

et que ce complexe est exact en #*. La proposition (7.5) donne alors par
restriction le résultat suivant:
Proposition (7.10). Les suites

P1(9) 0

Ik+1 IR (Pk)(l) A I(Pk)

Pl(@) 0

Iy — (POY™ N Q8 — Ji(PH) —>

sont exactes (on pose JY(P¥) = Ji(P¥) N Q®»).
(Pour I’analogue dans le cas linéaire, voir [9].)
Remarque (7.11). Supposons g* 2-acyclique; on aura alors

C? = A(T)* ® R¥[6(1(D)* ® g+

et ’on vérifie facilement que C*? est de rang constant. De la surjectivité R***
— R*, on déduit alors qu’on a D¥*! C ¢*?, d’ou 9,%*! C ¥**, et le com-
plexe (7.9) peut s’écrire

% A
P, D, grn B, g

(7.12) (Sol)

Pour terminer les généralités sur le “complexe de Spencer non-linéaire
sophlsthu’” notons ceci: soit F e Qk, avec k > 1; alors I’action de F~! sur
AT )* ® J*(7") passe au quotient pour donner une action de F~! sur #*;
pour s’en convaincre, il suffit de remarquer ceci: soit u e A?"J(I)* @ y**,
et soit F, un relévement de F a .@’““ alors F7'(u) ne dépend que de F; et, en
le notant F~(u), on a 6F '(u) = F~'(8u) (cette derniére formule résulte de

(3.10. iii) et de (5.6)). Pour F et G ¢ 2%, on a alors

(7.13) 9(FG) = 9G + G"Y(IF)

qui résulte de la formule analogue pour 2 (cette derniére résultant immédiate-
ment de (5.6)).
Pour u e #*, posons u¥ = 9F + F-'(u); on a

(7.14) Wh)¢ = uf¢

formule qui, pour u = 0, se réduit a (7.3), et
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(7.15) Puf = FY (D) .

Enfin, si ue #%!, on a uf e #*1.

Ces résultats s’établissent comme les précédents, et nous laissons les détails
au lecteur.

Notons enfin que, pour F e #*, de F-(%*) = Z*, on déduit F-Y(¥*?) =
#*?, d’ol une “restriction” des formules précédentes & FP*, €:? et Gl

III. PROBLEMES D’EQUIVALENCE

8. Généralités

Soit Y une variété de classe €~ sur R, avec dimY = dim X = n; soit
Q' = Q% , I’ensemble des jets d’ordre k inversibles d’applications X — Y';
nous utiliserons dans cette nouvelle situation les mémes notions que dans le
cas X =Y, sans expliciter les définitions. Soient R* une équation de Lie
formellement intégrable sur X, avec k > 1, P* C Q* sa forme finie, et soit
2% une sous-variété de Q’*. Posons P*(.,a) = {Fe P*|butF = a}, aec X et
définissons de méme P’*(.,b), b ¢ Y. La définition suivante est classique.

Définition (8.1). Nous dirons que P’* est une P*-structure (ou une Rx-
structure) si les conditions suivantes sont vérifiées.

i) Sur P’*, les projections “source” et “but” sont des submersions.

ii) P* opere principalement sur P’*, au sens suivant: soit F ¢ P’*, de source
a, et de but b; alors un voisinage de F dans P’*(.,b) est formé par 1’ensemble
des FG, G ¢ P¥(.,a), G voisin de I,(a).

La premiére condition équivaut a ceci: par tout F ¢ P’* passe un germe de
section étale de P’*; en fait, parmi les F, e J'(P’*), de projection F°, I’ensemble
de ceux qui sont inversibles forme un ouvert dense.

Cette condition étant supposée vérifice, la seconde équivaut a ceci: soit
P"% = {F e Q% x|F~'e P'*}; alors, pour tour F ¢ P”* de source b et de but q,
on a V(P"¥)(F) = R¥a)F.

En considérant O’ comme un ensemble de jets de sections du fibré trivial
X X Y — X, on interprete P’* comme une équation différentielle d’ordre &
dans ce fibré qui est I’analogue d’une équation linéaire avec second membre,
P* étant D’analogue d’une équation homogeéne. Donnons quelques mots
d’explication, sans entrer dans des définitions “en forme”; une telle équation
intervient lorsqu’on cherche a comparer deux “structures infinitésimales” ¢ sur
X et ¢’ sur Y (par exemple deux tenseurs, deux opérateurs différentiels, etc...;
cf. I’exemple (4.2)): R* (resp P*) est alors 1’équation des automorphismes
infinitésimaux (resp. des automorphismes) de g, et P’* I’équation des difféomor-
phismes X — Y qui transforment ¢ en ¢’; trouver des germes de solutions de
P’* revient & montrer 1’équivalence locale ¢ et ¢’; si X = Y, trouver une solu-
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tion inversible de P’* revient a montrer 1’équivalence globale de ¢ et ¢’ (mais
nous n’aborderons pas ce probléme ici).

Soit F e P’*, de source a, et soit Ge P%; avec G(a) = F; l’application
& GE (EeR¥a), & = v permet, en raisonnant comme au lemme (6.14)
et au lemme (6.15), de définir un isomorphisme du complexe (6.12),,, (I > 0)
sur le complexe de §-cohomologie de P’* en F. D’autre part, on a le résultat
suivant

Proposition (8.2). Soit F ¢ P'*; les propriétés suivantes sont équivalentes.

i) 1l existe F, e (P'*)®, avec n,F, = F,

ii) Pour un (ou, pour tout) F, e JU(P'%), avec mF,=F,ona pl(Q?)F2 e Ck1,

Supposons qu’il existe un F, e J'(P’¥), qui vérifie ii); on a en fait p,(9)F, e
Cr1; d’aprés la proposition (7.10), il existe G e JY(P¥)(a), avec p'(D)F, =
p(9)G; on a alors G™'F,e J'(P'®) et p,(9)(G~'F,) = 0, donc par (7.5),
G~'F, e 2'Q'k+' N JY(P'®) et par conséquent (1) "'G~'F, e (P’*)®. L’ implication
i) = ii) se démontre en renversant le calcul.

De 1a, en raisonnant comme au théoréme (6.16), on déduit le théoréme
suivant:

Théoréme (8.3) (‘“2e théoréme fondamental’®). Supposons que R* soit 2-
acyclique et que, en tout point F e P'*, la condition d’intégrabilité (8.2. ii) soit
satisfaite. Alors P'* est formellement intégrable.

Dans le cas analytique (i.e., si X,Y,P* et P’* sont analytiques), on en
déduit, par le théoreme de Cartan-Kéhler-Kuranishi 1’existence, pour tout
F ¢ P’*, d’une solution f de P’* au voisinage de a = source F vérifiant 7 *f(a)
= F (voir, par exemple [16] ou I’appendice du présent article).

Définition (8.4). Nous dirons que P’* est intégrable s’il est formellement
intégrable et si, pour tout F e P’*, il existe fe Diff (X, Y) (=le faisceau des
germes de difféomorphismes de X dans Y) vérifiant J¥eP* et j*f(a) = F
(a = source F).

Etudier ’intégrabilité de P’* revient a étudier la 1-cohomologie du complexe
(7.9); pour le voir, il est commode de travailler dans les germes en un point
fixé (ce qui revient a étudier les problemes d’équivalence locaux ‘“‘avec points
marqués”). Le germe de variété (P’*, F), avec a = source F sera appelé un
“germe de P*-structure en a; deux tels germes (P’%, F) et (P"%,G), avec P"’%
C Q%  (Z une variété de dimension n) sont dits “équivalents” si la condition
suivante est satisfaite: notons b (resp. ¢) le but de F (resp. G); alors il existe
un germe de difféomorphisme ¢: (Y, b) — (Z,c) vérifiant J Eo(P'®, F) =
(P"*, G). Soit H'(#%) ’ensemble des classes d’équivalences de germes en a de
Pk-structures formellement intégrables; pour qu’un germe (P’*, F) soit
équivalent a (P, I (@) il faut et il suffit que P’* soit “intégrable en F”, i.e.,
qu’il existe f e Diff (X, Y),, avec j*f(a) = F, jf e Z'.

Soit Z% , I’ensemble des F e &%, avec F(a) = I;(a); c’est un groupe qui,
d’apres (7.14) et (7.15) opere a droite dans I’ensemble F kldesue @ k.1 vérifiant
9,u = 0; posons H'(P%) = $%1|F% .
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Supposons R* 2-acyclique, et soit (P’*,F) un germe de P*-structure
formellement intégrable (ou, ce qui revient au méme, vérifiant la proposition
(8.2, ii) en tout point G voisin de F). Soit H ¢ 2%, avec H(a) = F, et soit u
la classe de 2H dans H'(#%); cette classe ne dépend pas du H choisi; en effet,
si ’on en prend un autre, soit H’, on aura H' = HG, avec G ¢ % ,; d’ou, par
(7.13) 9H' = (ZH)%; si I’on prend ¢ ¢ Diff (Y, Z),, b = but F, de 9(j*¢, H)
= 9H, on déduit que I’image du germe 7 ko(P’*, F) dans I?l(g”;) est la méme
que celle de (P’%, F). On obtient ainsi une application H'(#%) — H(#*), dont
on voit qu’elle est injective en renversant les calculs précédents; la proposition
(7.6) montre qu’elle est surjective. En résumé, on a le théoréme suivant:

Théoréme (8.5). Si R* est 2-acyclique, I’application précédente H\(P%) —
H Y(P%) est un isomorphisme.

Si I’on se place dans la catégorie des variétés et morphismes analytiques, ou
formels, ce résultat, joint au théoréeme (8.3) montre qu’on a ﬁ‘(@’;) = 0. Ce
résultat aurait d’ailleurs pu étre obtenu directement, par une étude de 1’équation
9F = u analogue a celle faite par Goldschmidt [9] dans le cas linéaire.

9. Généralisation du théoréme de Newlander-Nirenberg

Nous nous placons ici dans la “catégorie €=”’; 1’équation R* sera dite
analytique si elle provient d’une équation analytique sur X (supposé analytique-
réel) par “oubli de la structure analytique”.

Théoreme (9.1). Soit R* une équation de Lie 2-acyclique, analytique, et
elliptique. En tout point ae X, on a H'(#%) = 0.

Autrement dit: dans les hypothéses précédentes, soit P’* C Q*(X,Y) une
P*-structure de classe ¥, vérifiant la condition d’intégrabilité proposition
(8.2, ii); alors P’* est intégrable. Ce résultat avait été conjecturé par Spencer
[24].

En vertu du théoréme (8.5), il suffit pour cela de démontrer le résultat
suivant: soit u e ¥%*, vérifiant 9,u = 0; il existe F e Pt , vérifiant 9F = u.
Nous allons démontrer ce résultat par une généralisation de la méthode
employée dans [18] pour démontrer le théoréme de Newlander-Nirenberg [20]
(qui en est le cas particulier suivant: X = R*® ~ C", k = 1, P' est I’équation
des germes d’automorphismes holomorphes de C”, considérés comme germes
de difféomorphismes de R*", et R' est donc I’équation des automorphismes
infinitésimaux de C”, en tant que variété analytique-complexe. Alors, P’ est
une structure presque-complexe et (8.2. ii) sa condition d’intégrabilité).

Le théoréme étant local, on peut supposer que X est un ouvert de R", et
qu’on a a = 0; on peut aussi, en restreignant au besoin X, choisir une triviali-
sation analytique X X L ~ R* (resp. X X M ~ C*", resp. X X N =~ C*?) du
fibré vectoriel R* (resp. C*!, resp. C*?, voir remarque (7.11)) sur X, ou L, M
et N sont des R-espaces vectoriels de dimension finie; dans la suite, nous
identifierons R* etc... 4 leurs trivialisations ; on peut alors choisir des adjoints



130 BERNARD MALGRANGE

a coefficients analytiques des opérateurs différentiels D: Z* — @*! et @*! —
%*?, adjoints qui sont respectivement un (M, L) et un (N, M) opérateur
différentiel linéaire sur X d’ordre 1, et seront tous deux notés D*.

Soit z = (z,, - - -, z;) un systeme linéaire de coordonnées dans L ; soit d’autre
part « la projection ‘“‘source”: P* — X; comme « est une submersion, et
compte-tenu des isomorphismes X X L ~ R* ~ V(P*)(L,), on peut, pour
tout ouvert U C C X, avec 0 ¢ U, trouver un ouvert W C L, avec 0 e W et un
isomorphisme analytique de fibrés sur U, ¢: U X W — (un voisinage de I,
dans) a~(U) possédant les propriétés suivantes:

1) oU x {0p =1;

2) pour toutx e U, I'isomorphisme (3¢/0z)(x, 0): L — V(P*)(I;(x)) coincide
avec I’isomorphisme ci-dessus.

Les sections de P* au-dessus de U (et assez voisines de I,) s’identifient donc
aux applications x — Z(x) de U dans W, ceci dans le cas analytique comme
dans le cas ¥~; en restreignant au besoin W, on peut supposer que les sections
qui vérifient, pour tout xe Uetpour i = 1, - - ., n: (3Z/ox;)(x) € W sont étales
(puisque toute section de P*, ¥'-voisine de I} est étale).

Cela posé, revenons a notre probleme; comme I’équation 9F = u, F(0) =
I,(0) admet une solution formelle en O, on peut par une transformation
préliminaire se ramener au cas ou j'u(0) = O (on pourrait méme supposer que
u s’annule en 0 4 un ordre arbitrairement grand, voire infini, en 0, mais peu
importe). En restreignant au besoin X, U, etc..., on peut supposer que u est
défini sur X entier et y vérifie 9,u = 0; enfin, en remplagant F par F~', on
remplace I’équation 9F = u par u” = 0. Nous allons démontrer d’abord le
résultat suivant, en apparence plus faible:

Proposition (9.2). Si U est assez petit, il existe Fe I'(U, P*), avec j'F(0)
= j'I(0), tel qu’on ait D*(uf) = 0.

Dans notre systéme de coordonnées, 1’application F — u” s’écrit

Z o {x - (D(x, Z(), jf (x))} :

ol @ est une fonction de classe ¥~ sur U X W"*!, a valeurs dans M; la con-
dition j'F(0) = j'I(0) s’écrit Z(0) = (6Z/ox;)(0) = 0. Posons

E)Z)

0x;

oz ) oz ( oz )
= A ,Z - B X, Z, .
Z,Au (x ox;0x, +

©.3) D*® (x, Z, :
i< 00Xy,

k
Lemme (9.4). L’opérateur différentiel (linéaire, de L dans L)

7z
0X,0X;

Z 3 4,,0,0,0)
i<y

est elliptique.
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Considérons 1’opérateur linéarisé de F+—s D*(u¥) le long de I, i.e., prenons
une famille a2 un paramétre F, avec F, = I, (d/dDF,|,_, = ée I'(U, R¥) et
considérons ’application & — (d/df)D*(u”*)|,_,; on trouve immédiatement que
cette application vaut & — D*DE& + D*6(&)u; comme j'u(0) = 0, son symbole
en x = 0 coincide avec celui de D*D, qui est elliptique puisque D est elliptique
(cf. [22] ou [9]). D’autre part, en calculant cet opérateur linéarisé¢ en
coordonnées, a partir de (9.3), on trouve que son symbole en x = 0 coincide
avec celui de (9.4). D’ou le lemme.

La démonstration de la proposition (9.2) est alors une application usuelle de
la théorie des équations elliptiques; il suffit méme de recopier, avec des
modifications mineures, un raisonnement de Agmon-Douglis-Nirenberg [1,
Théoréeme 12.6]. Pour la commodité du lecteur, nous allons détailler un peu.

Soit s € 10, 1[, fixé une fois pour toutes. Soit B une boule fermée de R™ (pour
la norme euclidienne, notée | - |); pour k € N, désignons par €***(B) I’ensemble
des fonctions sur B, a valeurs réelles, continues ainsi que leurs dérivées d’ordre
< k, les dérivées d’ordre k vérifiant une condition de Holder d’ordre s; muni
de la norme

Ifllssx = X3 sup |Df(x)| + Y sup [D*f(x) — DfQ)|
la|<k x€B

lal<k x:t‘y*eyB |x — y‘s

cet espace est complet. On trouve de méme I’espace ¢°**(B) ® L, qu’on notera
€***(B, L); dans la suite, nous supposerons B centrée en 0, et nous désignerons
par €5*%(B, L) le sous-espace du précédent formé des Z vérifiant Z(0) =
(0Z /0x;)(0) = 0.

Lemme (9.5). L’opérateur différentiel (9.4) est surjectif direct (i.e., admet
un inverse a droite linéaire continu) de €5**(B, L) dans ¥°(B, L).

Soit ¢ une fonction € #=(R"™), & support compact dans 2B, avec ¢ = 1 au
voisinage de B. Etant donné fe ¢*(B, L), soit f le prolongement de f défini,
pour x ¢ B, par f(x) = @(x)f(xr*/|x[?), r = rayon de B; il est facile de vérifier
que I’application f — f est continue de €*(B, L) dans ¥*(2B, L); de plus, f est
évidemment a support compact dans 2B.

Soit alors E une solution élémentaire a droite de 1’opérateur (9.4), i.e., une
distribution sur R™ a valeurs dans Hom (L, L), vérifiant

3. 4,,0,0,0) aazf —5.id,

X0

6 la masse +1 en 0, et soit Z la restriction de Exf & B. Si ’on choisit con-
venablement E, il est connu qu’on a, avec K > 0 convenable: Z ¢ ¢***(B, L)
et | Z|l,,s < K||f||s (voir [4], démonstration du théoréme 2; en fait, a posteriori,
le choix de E est inutile, puisque deux telles solutions élémentaires différent
par une fonction ¥>, et méme analytique, mais peu importe ici); on a pour
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3 A00,0,0— % (Exp) =7 ;
0x;0%,

ramener Z dans %3**(B, L), il suffit alors de le remplacer par Z — Z(0) —
2. (0Z/0x,)(0)x;, puisque les polynémes de degré 1 sont annulés par (7.4);
d’ou le lemme.

Fixons B une fois pour toutes, avec B C U, et soit # une boule de
%**%(B, L), centrée en 0, et telle qu'on ait, pour Ze %, xe B: Z(x) e W,,
0Z|ox, e W,, avec W, C C W. Considérons I’application

¥:[0,1] X # — %(B, L)

définie par

V1, 2)(0) = 3 A, (tx, #7,1.92 ) rZ_ B(tx, #7192 ) .
X axian axk

Cette application posseéde les propriétés suivantes:

1) Elle est de classe €' (et méme %*): ceci est un exercice de calcul
différentiel banachique qui peut étre laissé au lecteur.

2) On a ¥(0,0) = 0. En effet, on a par définition de @: &(x,0,0) =
u(x), donc, puisque j'u(0) = 0, @(0,0,0) = (39/dx;)(0,0,0) = 0. D’autre
part, sil’on pose D* = }] a,(0/0x;) + a, (les a, étant des fonctions analytiques
a valeurs dans Hom (M, L)), on a:

B(x,Z, gZ)ZZaiad) (x,Z aZ)-I—Za 09 (x,Z GZ)GZ

X5 0x; " ox, T oz " oxy, 0x;
+ a,d <x~Z, 0Z ) R
X

B(0,0,0) = Y, a,(8®/9x,)(0,0,0) + a,(0,0,0) =0 .

3) La dérivée partielle (0% /3Z)(0, 0) est surjective directe, d’apres lemme
9.5).

D’aprés le théoréme des fonctions implicites, il existe, pour ¢ voisin de O,
un Z, e & vérifiant ¥'(z, Z,) = 0. Alors la fonction Z définie au voisinage de 0
par Z(x) = £Z,(x/f) satisfait (7.3), de plus, elle vérifie bien Z(0) =
©Z/6x;)(0) = 0.

Reste a voir que Z est de classe ¥~ au voisinage de 0; cela se voit par un
raisonnement classique sur les équations quasi-linéaires que nous allons répéter;
posons a;;(x) = A,;,(x,Z,3Z[dx), b(x) = B(x,Z,9Z[ox); alors Z vérifie
I’équation linéaire
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°Z
0x;0x;

2 ag;(x) + bx) =0

comme Z est de classe ¥**% dans un voisinage U, de a, les a;; et by sont de
classe #**'; en particulier notre équation, étant elliptique en O, est elliptique
dans un voisinage U, de 0; on peut supposer U, = U,; appliquant [4, théoréme
4] on trouve que Z est de classe ¥*** dans U,, donc a; et b de classe €**3, et
ainsi de suite. Ceci achéve la démonstration de la proposition (9.2).

Pour démontrer le théoréme (9.1), posons maintenant v = u¥; on a v(0) =
0 puisque u(0) = 0, j'/F(0) = j*I;(0); d’autre part, on a D*v = 0 d’apres
9.2) et 9,0 = 9v — }[v,v] = 0 d’aprés (6.16); par suite, on a

9.6) DD*v + D*Dv — {D*[v,v] =0 .

Cette derniére équation est visiblement a coefficients analytiques en x, v, v},
v}; (elle est méme polynomiale du second degré par rapport a (v, v;, v;})).
Montrons que, au voisinage de O, v est une solution elliptique de cette équa-
tion, i.e., que l’opérateur linéarisé de (9.6) le long de v est elliptique; ce
dernier s’écrit en effet:

w — DD*w + D*Dw — D*[w, v] .

Il suffit de vérifier Uellipticité en O; or, du fait qu’on a »(0) = 0, on voit
facilement que cet opérateur a méme symbole en 0 que w — DD*w + D*Dw;
on sait par ailleurs ([22] ou [9]) que ce dernier est elliptique; d’ou le résultat.
11 est alors connu que v est analytique au voisinage de O (voir par exemple
[6]); d’apres (8.3) et (8.5), il existe G, germe de section analytique @’;,0,
vérifiant v¢ = uF¢ = 0, d’ou 2(G"'F~') = u, ce qui démontre le théoréme.

Remarque (9.7). Si ’on cherche a démontrer le méme résultat avec un
minimum d’hypothese de régularité sur u, la démonstration précédente doit
étre un peu modifiée, du fait que 1’application F — F~'(u) ne possédera pas de
bonnes propriétés de différentiabilité dans les espaces €°**; on obtiendra une
meilleure équation en travaillant avec H = F~! au lieu de F et en étudiant
I’équation H-'(D*(u¥)) = H'(D*)(u — DH) = 0 au lieu de D*(u?) = 0;
nous n’entrerons pas dans les détails (voir [18], pour le cas des structures
presque complexes).

Signalons pour terminer deux conséquences du théoreme (9.1) que nous ne
développerons pas:

1) La théorie des déformations des P*-structures intégrables, lorsque R*
est une équation de Lie 2-acyclique, analytique et elliptique sur une variété
compacte, notamment la construction de “I’espace de Kuranishi” des P*-
structures intégrables voisines d’une P*-structure donnée. Nous renvoyons pour
cela a Qué [21], ou la question est traitée dans le cas transitif (le cas général
est analogue).
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2) L’existence de coordonnées analytiques pour une équation de Lie de
classe €= elliptique et formellement transitive, i.e., R* — T surjectif (d’ou
résulte que, dans le cas formellement transitif, le théoréme (9.1) est vrai sans
faire a priori d’hypothése d’analyticité). Ce résultat s’obtient en combinant le
théoréme (9.1) et le “troisiéme théoréme fondamental” de E. Cartan; voir [11].

APPENDICE
SUR LE THEOREME DE CARTAN-KAHLER

1. Introduction

Le but de cet appendice est de donner une démonstration rapide du théoréme
d’existence des solutions d’une équation différentielle dans le cas analytique,
une fois obtenus le résultats formels nécessaires, que nous ne reprendrons pas
ici. Nous nous appuierons pour cela sur une majoration de Grauert [12], plut6t
que sur les majorations pour la “§-cohomologie”, a la Spencer [5]; d’ailleurs
ces derniéres avec un choix convenable de normes, sont essentiellement un cas
particulier du théor¢me de Grauert.

2. Polydisques distingués

Soit p = (g, - - -, p») un systtme de n nombres >0, et soit P, le polydisque
de C™ défini par les équations |z;| < p;. Soit H'(P,) I'espace des fonctions
holomorphes sur P,, F = 3 f,p* pour lesquelles on a

1Fll, = 2 fado® < + o0

si E est un espace vectoriel sur C de dimension finie, on le munira d’une norme
| - |z, et pour F = 3, f.z°e E® H'(P,), on posera encore

”F“p = Z IfalEpa .

Soient E et E, deux espaces vectoriels sur C, de dimensions finies, et soit
U= > uxzu,eL(E,E) une fonction holomorphe au voisinage de O dans
C", a valeurs dans L(E, E,); pour p suffisamment petit I’application U,: F
UF envoie continuement E @ H'(P,) dans E, ® H'(P,). Nous dirons par défini-
tion que “p est U-privilégi¢” si 1’'image de cette application est fermée, et
formée de tous les G ¢ E, ® H'(P,) qui, au voisinage de I’origine sont de la
forme UF,, F, holomorphe a I’origine (comme il est bien connu, il revient au
méme de dire qu’il existe une série formelle en 0, soit F,, telle qu’on ait
I’égalité entre séries formelles G = UF,).

Théoreme (2.1) (Grauert). Les P, tels que p soit U-privilégié forment un
systeme fondamental de voisinages de 0.
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Pour la démonstration, nous renvoyons a Grauert [12] (en fait, Grauert
travaille avec la norme L> et non L', mais la démonstration est identique).
Notons aussi qu’un résultat analogue a été démontré par Douady [3] pour
I’espace B(P,) des fonctions continues sur PP et holomorphe sur P,, muni de
la norme

sup [F(2)] ,

2EP,

et que la démonstration de Douady pourrait aussi bien étre adaptée a 1’espace
H'(P,).

Si p est U privilégi¢, il existe C > 0 tel que, pour tout G ¢ Im (U,), on puisse
trouver Fe E ® H'(P,) vérifiant UF = G,||F|, < C||G|,; cela résulte du
théoréme ‘“‘des homomorphismes” de Banach (et en fait, peut se démontrer
directement en méme temps que le théoreme précédent).

Nous n’aurons besoin de ce résultat que dans le cas ou U est un polynome
homogene de degré k, auquel cas il est clair que, si G est homogene de degré
k + 1, et si UF = G,|F|, < C||G|,, on a encore UF, = G, | F,|| < C|G|,
en désignant par F, la composante homogéne de degré [ de F (pour un degré [
fixé, une telle majoration est évidente; 1’essentiel est qu’ici, C est indépendant
del).

Nous allons transposer ces résultats, soit >, ’espace des polynomes homo-
genes de degré I & n variables sur C; son dual peut étre identifié a ), au
moyen du produit scalaire

FFy = 3 fify s
181=1
si ’on munit }}; de la norme || - ||,, la norme duale est alors:

F|l, = sgplf;lr”

avec r; = 1/p; (ce que nous écrirons brievement: r = 1/p). On définit de
méme la norme || - ||, sur E* ® 3, (E*, dual de E, muni de la norme duale).
La transposée de U(J), restriction de F — UF a E® 3, est 1’application

UD*: Ef® Jvu — E*®@ Y,
ainsi définie:
si F= 2%, UWD*F = z#, avec = *
|a|=Zz:c+zf @ lﬂl=lgﬂ & |§=ku"f“+'e
(u¥, le transposé de u,) .
En transposant les résultats précédents, on obtient donc le

Corollaire (2.2). Etant donné U e L(E,E)) @ >, il exister = (r,, - - -,1,,),
r; > 0 et C > 0 possédant la propriété suivante:
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Pour tout le N et tout G elm U(D)*, on peut trouver FeE¥ @ >, tel
qu’on ait UD*F = G, ||F|, < C||G|..

Nous dirons alors que r est U-distingué; dans ce cas, pour A > 0, 2, est
évidemment encore U-distingué, avec C remplacé par CA*.

3. La norme ‘‘de Laplace’’ formelle
Pour des raisons de commodité, nous permuterons dans la suite les rbles de
E et E*; pour
F= % f2eEQ X1,

lal=1

nous poserons
LF = 3, (a!/|a|Nf.z* (& est plus ou moins une transformation de Laplace-

Borel), et
|Fl, = | ZF]; .

Si F est une série formelle a n variables sur C (a2 coefficients dans E), nous
noterons F; sa composante homogene de degré /, et nous poserons

F'=F,+ - +F,

|Fl, = 2 [Fil, -
120
Pour X =(X,,---,X,),ona
!
X4 x) =3 Ly,
lal=l @

d’ou en faisant X; = 1:

on en déduit que, si I’on a |F|, < + o, F est convergent au voisinage de
P’origine; inversement, de I’inégalité évidente a! < |«|!, on déduit que, si F
est convergente au voisinage de P,, on a |[F|, < + .

Si F, = 0, on a immédiatement

3.1 |F|, < 3, r;|0F |0z, -
Si F est homogene de degré [, on a

oF
0z;

<L,
r;

r

d’ou par récurrence
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1! 1
3.2 DF, < ——— =

Proposition (3.3). Si F et G sont a valeurs scalaires, on a |FG|, < |F|,|G|,.
Pour X = (X, ---,X,),Y =(Y,, ---,Y,), on a la formule du bindme

|Fl,

X+Yr= 5 _I' xeys,

atp=r a! ‘3'

Prenons les X; égaux a x, etles Y, a 1; on a alors (X + Y)" = (x + 1)'"};
en calculant de deux manicres le coefficient de x* (I < |y|) dans cette derni¢re
expression, il vient

! [7]!
3.4 r- 7 .
3.4 'ﬂ%}:{ a! B! Ny —n!
Démontrons maintenant la proposition (3.3); il suffit de traiter le cas ou F et
G sont homogenes, disons de degrés ! et m.

On a alors
FG = ( fagﬂ) .
Irl=l+m \a+B=r
D’ou, d’apres (3.4):
! ! Al - D!
o A T e B Ll
7|l Vavs 71! aip=r a! B!

ce qui démontre la proposition.

La norme introduite ici étant ‘“homogene”, les inégalités précédentes peuvent
étre interprétées en termes de séries majorantes: si ’'on a F = Y f.z*,f, ¢ E,
g = ), 828, > 0, nous écrirons F € G; si’on a, pour tout a: |f,|z < &.;
nous dirons alors que G est une majorante de F.

Soit alors X une indéterminée; posons |F|y, = > |F,|,X"; les inégalités
(3.1), (3.2) et la proposition (3.3) seront encore vraies avec r remplacé par X,
et le signe < par . Soient d’autre part

QGC[[YU"‘;YP]], et F(l),"',F(p)GC[[Zl,"',Zn]],

les F® étant sans terme constant, il résulte de la proposition (3.3), interprétée
en termes de séries majorantes que, si @ est une majorante de @, on a

(35) IQ(F(I)’ v 'aF(p))er << @(IF(I)LY,-’ tt |F(P) IX,) 5

si FO, ... F® sont a valeurs dans des espaces vectoriels de dimension finie,
disons F® 3 valeurs dans E®, et si @ est une série formelle sur EV X -.- X
E®, en choisissant convenablement les normes dans les E (ce qui ne change
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essentiellement rien), on voit qu’on pourra encore trouver une série
deCllY,, ---,Y,]]; a coefficients >0, qui vérifie (3.5) quels que soient les
F®; si @ est convergente, on pourra supposer @ convergente (nous laissons
les détails au lecteur).

4. Equations différentielles

Soient E et E, deux espaces vectoriels de dimension finie sur C; considérons
une fonction @ holomorphe au voisinage de

(zpYDeC" X [] E

lal<k
a valeurs dans E, avec @(z,, ") = O et considérons 1’équation différentielle:
®) &(z, D°F(2)) =0 .
Soit

F= 7 flz—2)°
la|<k+1l
un polynome de degré < k + [, a valeurs dans E, avec (a! f,=)D*F(z)) = %,
pour |«| < k; nous dirons que F est un jet d’ordre k£ + I de solution de E,
prolongeant le jet

F¥t = 3 f(z — )"
lal<k
si le développement de @(z, D*F(z)) en z, ne contient pas de termes de degré
< 1, ce que nous écrirons @(z, D*F(z)) = 0 mod (z — z,)*. Pour I’ > I, et F’
jet de solution d’ordre k + I, nous dirons de méme que F’ prolonge F si les
coefficients d’ordre < k + [ de F’ sont ceux de F.

Définition (4.1). Nous dirons que F* est fortement prolongeable si v/ > 0,
tout jet de solution d’ordre k + [ qui prolonge F* est lui-méme prolongeable
alordre k + | + 1.

La partie analytique du théoréme de Cartan-Kihler (compte non tenu des
questions de données de Cauchy) est contenue dans le théoréme suivant:

Théoreme (4.2). Si F* est fortement prolongeable, il existe une série
F = 3 f.(z — z)", convergente au voisinage de 0, avec D*F(z,) = )%, |a| < k,
qui soit solution de I’équation (E).

On peut toujours se ramener au cas ou z, = 0,)% = 0, ce que nous sup-
poserons. Posons, pour o = k:

L]
0y,

0) =u,e L(E,E), et ¥@y)= Y uy,— 9.
|

al=k

Supposons trouvé un jet Fé*!~! d’ordre k + I — 1 de solution de E, et
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cherchons a le prolonger & ’ordre k + I; dans 1’équation que nous devons
résoudre les termes D“F,,, n’interviennent que linéairement, et, en posant

Fk+l = Z faza H

lal=k+1

notre équation s’écrit:

)X u«fw(“—;ﬂzﬂ — W(z, DF*+iY), .

Par hypothese, un tel F,,, existe. Posons U = ] u¥*z®, et choisissons une
fois pour toutes un r = (r, - - -, r,) qui soit U-distingué. Il résulte alors du
corollaire (1.2) que, si ’on pose

w'(z’DaFk+l—l)l — Z gﬁzﬁ R

181=1

on pourra trouver Fy,, vérifiant

sup a!lf.|r* < Csup p!g|r*,
181=1

lal=k+1

ce qui s’écrit encore

A . _
[Fral < CWIW(Z’D Fr+l l)Llr ’
d’ou, d’apres (3.2)
IDFy,|, < C,|¥(z, DFF-1-Y),|, avec |a| <k, C,=sup S .
lal<k 1

Soit ¥ une fonction holomorphe au voisinage de 0 dans

ctx Il C,

lal<k

a coefficients positifs, telle que (3.5) soit satisfaite avec @ remplacée par ¥'; on
peut supposer qu’on a ¥(0) = 0 et (37 /dy,)(0) = O pour || = k; on aura
donc, avec les notations du § 3, pour |a| < k

|D*F iy, € CX* VT (X,, [ DPFE+71 ),

Ecrivons ces inégalités en y remplagant successivement / par 1,2, --.,1, et
remarquons qu’on a évidemment, si I’ < I:

IDﬂFk+L’—llxr << IDﬂFk+l—1|X’ s

donc
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T(X,,|DPFe+" X ) L TX,, [DPF** 7 g w5
en ajoutant, il vient, pour |a| < k
IDFey, & CX\T(X,, | DRy )

Posons

A¥YX) = Y |DF*+ly, ;
!

a2k
de (3.1) on déduit qu’on a, pour K > 0 convenable, indépendant de F:
|DFFE+1-l, & KX*18I4%Y(X) , (B < k
d’ot finalement, avec C, = C, X,z 1,
A X)) € C,T(X,, KX*1414*+1-(X)) .

11 existe m > 0 et C, > O tels qu’on ait, pour |z| = sup|z;| < m, |y,| < m
(0.€0),

Tyl <Clizl+ 5 Ivl+ % Iv1.

Par suite, il existe m’ et C,, indépendants de [ tels qu’on ait, pour 0 < 2 <
m', et A¥ V) < m':

AR < Cl2 + 24%71 Q) + AT

Soit 4(2) la solution de ’équation A(2) = C,[21 + 24(2) + A(2)?] qui tend
vers 0 avec 1; choisissons 2 de maniére a avoir 2 < m’, et A(Q) < m’; pour
0<a< AW, ona 0 < CA+ 2a + @) < Cla+ 24D + AW] = A();
de A*() = 0, on déduit alors par récurrence qu’on a A**!(1) < A(2) pour
tout /; donc la série 3, F,,, est convergente; ceci démontre le théoréme.
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