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Introduction

Soit X un espace analytique réduit de dimension plus grande que 2.
Soit D un ouvert relativement compact de X avec sa frontiére fortement
pseudoconvexe B. On met souvent I’hypothése; (0.1) B est une sous-variété
différentiable de codimension 1 dans la partie réguliére de X.

Soient 2% le complexe de faisceaux des formes holomorphes sur X,
et 2; le complexe de faisceaux des formes différentielles de type (p, 0)
sur B vérifiantes 1’équation de Cauchy-Riemann induite sur B, celui-ci
est défini sous ’hypothése (0.1). Pour un complexe différentiel (C’, 9),
on désigne par h?(C’) sa p-éme cohomologie;

ker o: C*—— C?*!

E)= 507

Pour un complexe de faisceaux K de base Y, on désigne par
H(Y, K°)
I’hypercohomologie sur Y du K°. On désignera par H, F la cohomologie

locale du faisceau F' relatif au bord B. On trouvera démontrés dans cet
article les résultats suivants:

THEOREME 4.1.5. Sous l’hypothése (0.1), on a
H' (B, C)=H'(B, H}2%) .
Si en outre D est de Stein on a
H?(B, C)=h*I'(B, H;2%)

pour p=m—2, o m=min, codh 2%.
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THEOREME 5.8.2. Sous U’hypothese (0.1), on a
H'(B, C)=H'(B, 23) .
St en outre D est une variété de Stein, on a (dans Théoréme 6.1.5)
H?*(B, C)=h*I'(B, 253)
pour p=dim X — 2.

THEOREME 6.3.2. Si B satisfait a (0.1) et si chaque point de D a un
voisinage holomorphiquement comtractible d ce point, on a -

H'(D, C)=H'(D, 2«(B)) ,

ou 2%(B) est le faisceau des p-formes holomorphes dans D qui sont lisses
Jusqu’d la frontiére B. Si de plus D est une variété de Stein on a

H*(D, C)=h*I'(D, 2x(B))
pour p=dim X—2.

Le probléme de valeurs au bord cohomologiques d’un faisceau analy-
tique a été étudié par de nombreux auteurs, surtout la théorie de résidues
et celle d’hyperfonctions de Sato sont importantes et bien développées.
Un intérét de telle étude est qu’on peut avoir une nouvelle classe des
fonctions généralisées sur le bord, qui réfléchit I’obstruction de passer
réguliérement par la frontiére, et 'un autre est qu’on peut envisager
comment un object sur la frontiére domine son correspondant a I’intérieure.
Nous faisons la recherche de ce probléme sur la frontiére d’un ouvert
fortement pseudoconvexe, 14 on trouve une cohérence entre des objets au
bord et ses correspondants intérieures, par exemple, le lien entre la
famille universelle de structures partiellement complexes sur la frontiere
et les déformations de singularités isolées d’aprés M. Kuranishi [16], ou
la représentation intégrale des fonctions holomorphes d’aprés G. M. Henkin
[14].

On donnera ici un sommaire de chaque section. Dans la section 2 on
cherche des faisceaux H,F' de cohomologies locales d’un faisceau cohérent
F relatif a B et ses cohomologies. D’aprés Andreotti-Grauert [1] on
peut montrer

H3F=0, pour 2<p=<codh F—1.
D’autre part, d’aprés un théoréme de Malgrange-Siu, on voit que

H:F=0, pour p=dim F+1
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done, si F est de Cohen-Macaulay, on a
HiF=0, p+1, dim F .
On va montrer que, si I’ouvert D est de Stein et si codh F=2, ona
(D, F)=I'(B, H\F)
et
H*(B, HiF')=0 pour 1<p<codh F—2 et p=dim F ,

(Proposition 2.8.3).
On remarque la relation suivante pour un faisceau cohérent tel que
codh F=2;

(4)«(F|D)|B=H\F|B,

ou j_:D—X est I’inclusion canonique. Cette relation joue un role
important dans ce travail.

Dans la section 3 on traitera propriété d’Hartogs de prolongement
d’une classe de cohomologie d’un faisceau cohérent F. On montrera que
I’homomorphisme '

H"(X—-D', F)— H»X—D, F), pour un D'cD )

est surjectif pour p<codh F—2. Cette section est presque indépendant
des autres.

Apres la section 4 on supposera toujours (0.1). On montrera que la
suite suivante est exacte;

0— Co— Hi 0% — H}2Y s —— H325—0,

ou n=dim X et C, est le faisceau constante sur B prolongé par 0 en
debors de B. D’oti la premiére partie du Théoréme 4.1.5 cité au dessus.
Dans le cas ou D est de Stein, on en déduit un isomorphisme '

(*) H*(D, C)=H"(B, C),

pour p<=min, codh 2%—2. C’est aussi une preuve de la cohérence entre
un domaine fortement pseudoconvexe et sa frontiére.

La section 5 est consacrée pour une étude des variétés e.r. (cauchy-
riemannienne); une variété différentiable M munie d’un sous-fibré vectoriel
S du fibré tangent qui est linéairement disjoint du conjugué S et
formellement intégrable. Le fibré tangent holomorphe sur la variété c.r.
est défini d’aprés N. Tanaka [27] par
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T(M)= T<(M)/S .

Etant donné le fibré tangent holomorphe, on peut définir le type d’une
forme différentielle. Une forme de type (p, 0) @ est dite holomorphe si
elle satisfait aux équations de Cauchy-Riemann;

X®=0 pour tout XeI'(S).

? est le fibré des p-formes holomorphes. Faisant des calculs différentiels
on montre le lemme de Poincaré holomorphe, ce qui entraine la premiére
partie du Théoréme 5.3.2 ci-dessus.

Dans la section 6 on considére la variété B munie du fibré des
vecteurs holomorphes (dans X) tangents & B comme une variété c.r.

B étant fortement pseudoconvexe, une p-forme holomorphe (au sens
c.r.) dans un voisinage d’un point x€ B se prolonge a une forme
différentielle dans un voisinage U (dans X) de a2 de telle maniére qu’elle
soit holomorphe dans UN D, et le prolongement est unique (Bochner-
Lewy), voir 6.2 pour une démonstration. On a donc un morphisme
injectif

g: 2, —(3)«(2%|D)| B=H3;2'| B .

On trouve que ce morphisme est un quasi-isomorphisme. Le faisceau

2(B) des p-formes holomorphes dans D qui sont lisses jusqu’a B est
aussi défini par ce morphisme, et 2%(B) et (j_)«(2%|D) sont quasi-
isomorphes, d’ou le Théoréme 6.3.2.

Il me reste & remercier ici M. M. Noumi a qui est due l’idée de la
démonstration de la Proposition 4.1.3. M. A. Fujiki m’a signalé une
exemple ou, sans ’hypothése de contractibilité locale holomorphe de D,
on perd ’isomorphisme (x), & qui va également ma reconnaissance.

§1. Cohomologie locale.

Les résultats de cette section sont bien conus. Nous les exhibons
pour les utilisations ultérieures.

1.1. Soit X un espace topologique. Nous travaillons dans la
catégorie Ab(X) des faisceau abéliens, i.e., faisceaux de groupe abélien,
sur X. Soit Z une partie localement fermée de X, on définit le foncteur
I'; comme suit: ', F, F e Ab(X), est le faisceau U~~1I"yn4(U, F|U)=: sous-
groupe de I'(U, F|U) formé des sections & support contenu dans UNZ.
On dénote par H,F le foncteur dérivé en F du I';F. L’image directe
d’un faisceau F par une application continue f: X—Y est notée f,F, ses
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foncteurs dérivés sont notés R'f,F. Soient Z une partie localement
fermée de X, Z’ une partie fermée de Z et Z”"=Z—2Z'. On a la suite
exacte;

(1.1.1) 0— I, F— I, F— I F— H} F—>
.- ”_—-)—E_%T/lF_—_)_gglF—' ’E‘ZF'—_—)E_;NF——) AR

Comme un corollaire on a, pour toute partie fermée Z, une suite exacte
(1.1.2) 0— [ ,F— F— f(F|X—Z2)— H;F—0,
et des isomorphismes canoniques;

Hy ' F=Rf(F|X—-2), pzl,

ou f: X—Z—X est Pinclusion.
Ce qui nous intéresse est la situation suivante. Soient D un ouvert
relativement compact de X et B sa frontiére.

ji (DyY—X, j:D—X et j:X—B—X
désignent les inclusions naturelles. On a, pour tout Fe Ab(X),
R?j (F|X—B)=ZR*(j+)(F| D )YPR*(§_)«(F|D) .
On pose
H,F=HF, et H,F=H3F.

Les supports des faisceaux H,F et H.F' sont contenus dans B.
Les versions des (1.1.1), (1.1.2) pour les ensembles fermés B et D
sont évidentes. On a en particulier les suites exactes suivantes:

(1.1.3) 0— [, F— F— j(F|X—B)— HiF —0,
113y = 0— I, F— F—()«(F|X—D)— Hi,F—0
(1.1.4) O0—DF— L F—— () (F|D)— HiF — Hi,F— -+ .

Ainsi que des isomorphismes
(1.1.5) H ' F=R?(j.+)«(F| D )YPBR*(§_)(F|D)

pour p=1.

On définit I',(X, F'), Z étant localement fermée, comme le sousgroupe
de I'(V, F) formé des sections & support dans Z, ou V est un ouvert
contenant Z tel que Z soit fermé dans V. (La définition ne dépend pas
du choix de V.) H, (X, F) désignent les foncteurs dérivés en F de
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I' (X, F'). On les appelle cohomologies locaux d& Z de F.
Le théoréme d’excision dit qu’il y a un isomorphisme

(1.1.6) Hi(V, F)=H} X, F)
pour tout voisinage ouvert V de Z et tout faisceau abélien F.

1.2. Dans ce paragraphe on suppose que X soit paracompact. Soient
UcCV des ouverts dans X. On désigne par @,(U) ’ensemble des parties
fermées de V contenues dans U. On pose, pour tout faisceau abélien G
sur U,

I's,n(U, G)=; sous-groupe de I'(U, G) formé des sections 3 support
dans 2,(U) .
Si U est un ouvert relativement compact ce n’est autre que le groupe
I'y(U, G) formé des sections i support compact dans U.

Soient Z une partie fermée de X et F un faisceau abélien sur X.
Il existe une suite exacte

0—L;x-0(X—Z, F)—I'(X, F)—>I(Z, F) .

Si F' est un faisceau mou, la suite reste exacte en mettant—0 3 droite.
Soient F' un faisceau abélien sur X et F— I une résolution injective
de F. X étant paracompact tout faisceau injectif est mou et la suite

0— T, x-0(X—2, I''—>I'(X, I')'—T(Z, I')—>0
est exacte, ce qui donne naissance a la suite exacte de cohomologie;
(1.2.1) 0— Iy (X—-2Z, F)—>I'(X, F)—I'(Z, F)

—HYX—Z, F)— -« — > H"Y(Z, F)—>
H}(X—2Z, F)——H"X, F)— H"(Z, F)—> - - -

ou O=90.(X—2).
Dans le cas ou B est la frontiére d’un ouvert relativement compact
D on a

(1.2.2) H3yx-»(X—B, F)=HXD, FYPH, x5(X—D, F) .

Soient Z une partie fermée de X, et 4, 5 les inclusions de Z, respec-
tivement de X—Z, dans X. Le foncteur j, est défini par

UWF(U, j!G)=F0U(U—Z)(U—Z9 G),

G étant un faisceau abélien sur X—Z. On voit que la suite
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(1.2.3) 0— j(F|X—2Z)—> F—1,(F|Z2)—0
est exacte pour tout faisceau abélien sur X, de sorte qu’on ait
R?j(F|X—Z)=0, pour tout p=1.

Dans le cas ol Z=B est la frontiére d’une partie ouverte relativement
compacte D, appliquant le (1.2.8) au faisceau (j_).(F'|D) on a

(1.2.4) 0—— (j W(F| D)—> (§_)5(F| D) —i,((5_)«(F| D)| B)—0 .

1.3.a. Soient Z une partie fermée d’un espace topologique X et
i: Z— X Vinelusion. On a

(1.3.1) HY(X, i,G)=H"Z, G)
pour tout faisceau G sur Z et tout ¢=0.

b. Le théoréme de la swite spectrale de Lelay s’énonce comme suit.

(1.8.2) Soient f: X—Y une application continue et F' un faisceau abélien
sur X. Il existe ume suite spectrale aboutissante d la cohomologie
H' (X, F), et dont le terme initial est

Ep=H*(Y, R'f,F) .
On a, en particulier,
HAY, fu)=H"X, F), p=1,
si R?f,F’=0 pour tout p=1.

c. Soit Hi(X, F) la cohomologie locale & Z, c’est a dire, le p-éme
foncteur dérivé du foncteur F-—I',(X, F).

(1.8.8) Il existe une suite spectrale aboutissante a H,(X, F) dont le terme
wnitial est

Ept=H*X, HYF) .
La version locale de la suite spectrale de Leray se dit comme suit;

(1.3.4) Soient f: X — X' une application continue. Z' une partie fermée
de X' et Z=f"%Z'). Soit F un faisceau abélien sur X. Il existe alors
une swite spectrale aboutissante d

H/X, F),
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et dont le terme initial est donné par
EZP.G=H5,(X', qu*F) .

Il en résulte que, si Y et Z sont fermées dans X et si F est un
faisceau sur X a support dans Y, on a

H2..(Y, F|Y)=H%X, F) pour tout p=1.

d. Soient X un espace paracompact et Z une partie fermée de X.
L’inclusion X—Z— X est désignée par 5. Pour tout faisceau abélien F
sur X, on a un isomorphisme

(1.3.5) H*X, j(F|X—-2)=H}y»x »(X~Z, F),

pour tout p=0.
En effet, si 'on tient compte d’une suite exacte de cohomologie
associée a la suite exacte (1.2.3) on voit immédiatement que

H*(X, j(I| X—-Z))=0

pour tout faisceau injectif I et tout p=1. Donc on a une suite spectrale
aboutissante

Er'=H"X, Rj(F|X—2))~— H; x_»(X—2Z, F) .

D’autre part RY%(F|X—Z)=0 pour tout ¢=1, de sorte qu’on ait un
isomorphisme

H*X, j(F|X—-Z)=H" x »(X—Z, F) .

En particulier, si Z est le complémentaire d’un ouvert relativement
compact, on a

(1.3.6) H)X—-Z, F)=H* X, j,(F|X—2Z)) .

e. Soient X un espace topologique et Z une partie fermée. Soit j
I’inclusion X—Z— X. Envisageons la suite spectrale

Er=H*X, Rj,(F|IX—Z)—H(X—Z, F) .
On sait qu’il y a des {edge-homomorphisms)
EM=H"X, j(F|X—-Z))— H"(X—Z, F)
et |
HX—2Z, F)y—E"=I'(X, R*j ,(F|X—Z)) .
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Maintenant on suppose que H$F=0, et on envisage une autre suite
spectrale

'Ep=H"X, H{F)— H,X, F) .
On a alors des (edge-homomorphisms)
'Ept=H"X, HYyF)— H}* (X, F) ,
et
H (X, F)—'Ep"'=I'(X, H;*'F) .
Or, il y a un morphisme canonique (1.1.2)
Ry (F|\X—-Z)— H{V'F,

qui est bijectif pour ¢g=1. On en déduit un morphisme entre les termes
initiaux des deux suites spectrales

Ere— m—0 'Ezp.q+1 ,
et puis, un morphisme entre les aboutissements:
H~X—Z, F)— H}(X, F).

Enfin on a obtenu les diagrammes commutatifs;

(1.3.7) HYX—2Z, F)—I'(X, R"j (F| X—2))

l l

Hi (X, F) —I'(X, H7;"'F),

et
(1.3.8) H*X, j (F|X—Z))— HY(X—Z, F)
HY(X, HF) — H3* (X, F) .

En vertu d’une résolution injective de F', on vérifie immédiatement que
ces morphismes viennent du {connecting homomorphism}.

1.4. Soit B la frontiére d’un ouvert relativement compact D. On
suppose que, 4 chaque point de B, on puisse trouver un voisinage de ce
point tel que le couple (BN V, V) soit homéomorphe au couple ((BN V) x
{0}, (BN V)X RY). Sous cette condition on peut calculer la cohomologie
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locale du faisceau constant;

(1.4.1) Hi;C=H;, (R, C)=0 pour »p>1,
=Cy pour p=1,
ou C; est le faisceau constant C sur B prolongé par zéro en dehors de

B.
D’apreés (1.3.1), (1.8.3) et (1.4.1) on a un isomorphisme

(1.4.2) Hi* (X, C)=H?*(B,C) pour tout p.

§2. Cohomologie locale au bord d’un ouvert pseudoconvexe.

2.1. Soit (X, Z%) un espace analytique réduit, <7, étant le faisceau
structuel. m, désigne ’idéal maximal de ~;...
Soient D un ouvert relativement compact de X et B sa fronticre.
On sait, d’aprés [3], que, quel que soit 2 € B, il existe une fonction f,
définie et indéfiniment différentiable dans un voisinage V de z, telle que
I’on ait
DNV={ye V; f(y)<fl=)} .

Nous supposons désormais que D soit fortement pseudoconvexe. Ii existe
un voisinage U de B et une fonction fortement pluri-sousharmonique @
sur U tels que

DNU={zxe U; p(x)<0} .

On désigne par k(x) la dimension de plongement au point z, c’est a
dire, celle de 1’espace tangent de Zariski au point z. Pour tout faisceau
du Z5-module cohérent F on a la relation

(2.1.1) d(x)+prof, F,=k(z),

ou d(x) est le plus petit entier tel qu’on ait une résolution de F de long-
ueur d(x) par des faisceaux libres dans un voisinage convenable de . On
pose

codh F'=inf,., prof,_ F,,

et on 1’appelle codimension homologique de F.
Andreotti-Grauert [1] ont montré les résultats suivants.

(2.1.2) R*(j_)(F|D)=0, pz1,
(2.1.3) R*(j.)(F|X—-D),=0, pour l<p<prof, F,—2.
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(2.1.4) (J)5(F|\X—D),=F,, si prof, F,=2 au point ze¢B.
La dérniére assertion n’est autre que la propriété d’Hartogs.

PROPOSITION 2.1.5. Pour tout faisceau cohérent F sur X tel que
codh FF’=2, on a

(2.1.5.1) IF=0,

(2.1.5.2) HiF=R*"(j,)(F|X—D) pour tout p=2, et
(HYF),=0 pour 2=<p<prof, F,—1,

(2.1.5.3) HiF=i,((3.)«(F|D)|B) .

En effect, la deuxiéme égalité découle de (1.1.5), (2.1.2) et (2.1.3).
D’aprés (2.1.4) et (1.1.8Y on a I',,F|B=H},F|B=0, d’ou et d’aprés (1.1.4),
LWF=0 et (j_).(F|D)|B=H}\F|B.

REMARQUE. Ci-dessus on a montré que [I,,F est un faisceau qui
induit F sur D et 0 dans X—D, donec par l'unicité de tel faisceau on a
L. F=(j_)(F|D), pour F cohérent tel que codh FF’=2. Comparer (1.1.4),
(1.2.4) et (2.1.5.3).

LEMME 2.1.6. Soient F un faisceaw cohérent, codh FF’=2, sur X et
F—1I une résolution imjective de F. Alors le complexe 1,((3_)«(I | D)|B)
domne une résolution flasque de H;F'.

DEMONSTRATION. D’abord on note le fait suivant: la restriction a
Pouvert D d’un faisceau injectif I est un faisceau injectif (vu comme
(&% | D)-module) et puis ’image directe (j_),.(I|D) est aussi un faisceau
injectif. B étant fermée, le faisceau %,.((7_),.(I|D)|B) est un faisceau
flasque. Soit FF— I’ une resolution injective de F. On a

R (3 )«(I"| D)=R*(j-)«(F'| D)=0

pour g=1, d’aprés (2.1.2). Done (5_),(I'| D) est une résolution injective
du (4_).(F|D). Ensuite :

14((4_)«(F| D)| B) —i,((5-)«(I"| D)| B)

donne une résolution flasque. De 1la et d’aprés (2.1.5.3) on conclut le
lemme.

PROPOSITION 2.1.7. Soit F'— I une résolution injective du faisceau
cohérent F'. Pour toute famille du support @, on a

H3(X, HiF)=h*T'o(B, (5-)«(I'| D)) .
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Ainst que pour toute partie localement fermée Z de X,
HiX, HiF)=h"T ;,5(B, (5_).(I'| D)) .

2.2. Appliquant des suites spectrales de 1.3, on tire quelques relations
entre des cohomologies envisagées.
D’abord, comme une conséquence immédiate de (2.1.2), la suite spectrale

Ep'=H*X, R(j_)«(F|D))=— H'(D, F)
est dégénérée et on a
(2.2.1) H'(X, (3_)(F|\D)=H'(D, F) .
Il résulte aussi de (2.1.8) que
(2.2.2) H*(X, (j+)«(F|X—D))=H*(X—D, F)
pour p=codh F'—2, et qu’on a une suite exacte des {edge-homomorphisms)

2.2.2) 0—H"Y(X, (j.)«(F|X—D))—> H*(X—D, F)
—— I'(B, R*"(§.)+(F| X—D))— H™(X, (j+)(F|X—D)),

ou m=codh F.
On passe maintenant au faisceau H,F. En vertu de (2.1.5), la suite
spectrale

Ep*=H"X, HiF)=— Hy(X, F)
est dégénérée pour ¢=0, 2, ---, codh F—1. On a donc des isomorphismes
(2.2.3) HyX, F)=H*> (X, H:F)
pour 1<p=<codh F'—1, et une suite exacte

(2.2.3) 0— H™Y(B, HiF)— H3(X, F)—I'(B, H*F)
—— H™(B, HiF)— H3+*(X, F),

ou m=codh F.
On va envisager ’homomorphisme canonique entre les suites (2.2.2)
et (2.2.3)'. Soit, pour tout g,

R(j4)(F|X—D)— H{*'F
I’homomorphisme obtenu par composer les deux homomorphismes

R(j+)o(F|X—D)—> R} (F| X~ B)— H{*'F .
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Le premier d’eux est I’injection canonique. D’apreés une discussion pareille
au (1.3.8) on déduit un homomorphisme:

0— H" (X, (j1)«(F|X—D))— H"YX—D, F)
(2.2.4) 1 1
0— H™ (X, HiF) s (X, F)
— (B, R"(j.1)(F| X — D))— H™(X, (j+)x(F|X— D))

1 l

— H™(X—D, F)

1

— H3*(X, F)

Si m=codh FF=2 on a l’isomorphisme
I'(B, R™Y(j.)(F|X—D))— I'(B, HyF) ,

mais pour les autres lignes verticaux ils ne sont en général pas bijectifs.
Rappelons le (connecting homomorphism}

B H(X—D, F)——I'(B, R*(j.).(F| X — D))

qui apparait dans (2.2.2). Soient x€ B et V un voisinage de z, alors on
a ’homomorphisme de restriction

H»(X—D, F)— H?(V—D, F),
ce qui entraine un homomorphisme
H*(X—D, F)— R*(j.).(F|X—D),,

car le faisceau R*(j,),(F|X—D) n’est autre que le faisceau associé au
préfaisceau

Ve H*(V—D, F) .

Ainsi on a déerit p*.
On obtient la méme déscription pour

v HY(X, F)—I'(B, H}F) .

2.3. Le but de ce paragraphe est le calcul de cohomologies
H'(B, H;F").
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Soit F' un faisceau cohérent sur X tel que codh FF’=2. D’aprés (1.2.4)
et (2.1.5.3), on a la suite exacte de faisceaux;

(2.3.1) 0—> (JW(F|D)—(§)s(F| D)— H} FF—0 .
Ce qui découle aussi de (1,1.4) et des faits que
rwry=0, I,F=(G)(F|D) et H;F=0,

voir la remarque aprés (2.1.5).
Considéront la suite exacte de cohomologies associée a (2.8.1):

0—I(X, (j_)(F|D)— (X, (§_)(F'| D)) —

I(X, HiF)— - - - — H*(X, (j_)(F| D))— H*(X, (j_),(F| D))
— H*(X, HiF)— - -+

D’aprés (1.3.6) et (2.3.1), on voit que la suite ci-dessus s’écrit selon
(2.3.2) 0——I'(D, F)—>I'(D, F)—> I'(B, HiF)

» H*~\(B, HiF)— H* D, F)— H?*(D, F)

— H*(B, H}F)—> - .

PROPOSITION 2.3.3. Si D est de Stein et si codh FF’=2, on a
I'\D, Fy=I'(B, H}F) ,
H: (X, F)=H*(B, HiF)=0, pour 1=<p=<codh F—2,
et
H?*(B, HiF')=0 pour p=dimF,

ot dim F'=sup,.y dim,_ F,=Sup ,cx SUP,c1ssr, dim 7,/p, Ass F, étant les
wdéauxr premiers associés d F,.

En effet, D étant de Stein, on a
H?*(D, F)=0 pour p=1,
et
(2.3.4) H?(D, F)=0, pour p<codhF et p»p>dimF,

[25, 21]. Donc la proposition découle de la suite (2.3.2).
On dit qu’un faisceau cohérent de ~”;-module F est de Cohen-Macaulay
si codh FF’=dim F'.

COROLLAIRE 2.3.5. St F est un faisceau de Cohen-Macaulay, on a
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H*(B, H}F)=0 pour p+0, dim F—1 .

On a une version locale de la proposition sans I’hypothése que D soit
de Stein. D’abord on note le fait que; :

(2.8.6) chaque point xc B posséde un voisinage de Stein V tel que
H3}VND, F)=0, pour p<prof, F, et p>dimF,,
ot @ est la famille des parties fermées contenues dans VN D.

~ L’assertion (2.8.6) est démontrée dans [1] pour p<prof,, F,, et dans
[21] pour p>dim F,.

Le méme raisonnement que dans la Proposition 2.8.8 montre la
proposition suivante.

PROPOSITION 2.3.7. Soit xc B. Si prof, F,=2, il existe un voisinage
de Stein V de x tel que

r<vnbD, Fy=I'(VNB, HiF) ,
Hit(V, Fy=H»(VN B, HiF)=0, pour 1<=p=prof, F,—2,
et
H*(VNB, HiF)=0 pour p=dimF, .

Soit F un faisceau cohérent aveec codh F=2. Soit o =(U,);c; un
recouvrement ouvert et fini de B tel que

H*(U,, HiF)=0 pour 1<p<codh F—2.

Un tel recouvrement existe d’aprés la proposition ci-dessus, et on peut
le prendre aussi fin que I’on veut. Or, il existe une suite spectrale about-
issante au groupe gradué de cohomologie H (B, HiF'), dont le terme initial
est

Epi=H"%, 52 (HiF)) ,

ou Z7%G) désigne, pour un faisceau abélien G sur B, le préfaisceau sur
B;
V—H(V, Q).
D’apreés 1’hypothése on a
EP*=0 pour 1<g=codh F—2, .

done on a montré

(2.3.8) H*(7, HiF)=H*(B, HiF) pour p<codh F—2 .
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2‘4.

LEMME 2.4.1. Sotent F un faisceau cohéremt sur X et Z une partie
Jermée de X. Pour tout xe€ X, il existe un voisinage V de x tel que

Hz.,(V, F)=0
pour tout p>dim,  F,.

DEMONSTRATION. Soit Y le support de F. Y est un sous-ensemble
analytique de X de dimension dim, Y=dim,,  F,. On a, d’aprés (1.3.4),

Hioror( YNV, F)=HgW(V, F)

pour tout ouvert V de X. Cela est ainsi, on peut supposer que x€ ZN Y,
et que les ensemble Y et X définissent un méme germe d’ensemble
analytique au point «, donc que dim,, F,=dim, X. Pour un voisinage
de Stein du z, on a

H(V, Fy=H"(V—Z, F) .
On sait d’apres [21]
H*(V—Z, F)=0

pour p>dim V. D’autre part, d’aprés un théoréme de Malgrange étendu
par Siu [26] pour un espace analytique, il existe un voisinage ouvert U
de « tel que, pour tout ouvert W dans U, on ait

H*W, F)=0, n=dim, X .
De la sorte on peut trouver un voisinage V de x tel que
H2.(V, F)=0 pour p>dim,X.

Soit « un point situé sur la frontiére B. Grace au lemme -ci-dessus
on trouve un voisinage V de x tel que, pour tout faisceau cohérent F
sur X, on ait

H2.(V, F)=0, pour p>dimF,,
de sorte que
(H?F),=0 pour p>dimF,.
En particulier, si F, est un module de Cohen-Macaulay, on a

R §,)(F|X—D),=(H:F),=0, pour p=l, dimF,.
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Appliquant ce fait au faisceau de Cohen-Macaulay de dim F=u, on
voit que le diagramme (2.2.4) des suites exactes peut étre prolongé plus
a droite respectant I’exactitude:

o+ ——H?(B, R*(j4), F)—> H**(X, (j 1) F)—>
(2.4.2) lg 1

.- — H*B, HiF) — S HPX, HiF) —

H**X—D, F)—> H** (B, R* (] ,) F)—> - - -

| -

HE#Y(X, F) —— H*YB, H}F) ——-.- .

Notons que F n’est nécessaire d’étre de Cohen-Macaulay que sur un
voisinage de B.

PROPOSITION 2.4.8. Soient D un ouvert de Stein relativement compact
et B sa frontiere. Soit F un Jaisceau cohérent sur X qui est de Cohen-
Macaulay dans un voisinage de B. On a

Hy™(X, Fy=H*(B, H;F), »pzl,
el une suite exacte;
0— H"(B, HiF)— H¥X, F)— F(B, H;F)—0,
ol n=dim F.
La proposition découle de la Proposition 2.3.3 et de (2.4.2).

PROPOSITION 2.4.4. Soit x € B. Soit F un Jaisceau de Cohen-Macaulay
dans un voisinage de x. Il existe alors un voistnage V de x ‘tel que

H*(BNV, H;F)=0 pour p»p=1,
o n=dim F.
DEMONSTRATION. Soit V un voisinage de Steinlde x tel que
H*(VNB, HiF)=0 pour p=n, (Proposition 2.3.7).
Le méme raisonnement que dans la Proposition 2.4.3 montre que
sno(V, F)=H"(BNV, HyF) pour pzx=l.
On a d’autre part d’aprés le Lemme 2.4.1

Hi\w(V, F)=0 pour i>n,
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done
H*(BNV, H;F)=0 pour p=1.
COROLLAIRE.
H*(BNV, R*'(j)«(F| X—D))=0
pour p=1.

§3. Probleme d’extension.

3.1. Soient X un espace topologique et D un ouvert relativement
compact avec sa frontiére B. Soit F' un faisceau abélien sur X.

Les donnés d’un recouvrement ouvert ' ={U,; 1<i<t} de B et d’une
suite décroissante d’ouverts D?; 0<j<t, sont appelés systéme de p-
Hartogs s’ils satisfont aux conditions suivantes;

(i) D=DD>5D'D---DD% D' est relativement compact dans D, et
D — D+, pour chaque j, est relativement compact dans U,,,,

(ii) H*Y(U,NU;—D, F)=0 pour tous % et j.

On a des suites exactes de Mayer-Viertoris:

311  -.--—HY(X-Dj, F)~— H(X—-D'", F)x H(U;— D, F)
— H(U;— D', F)—— H**(X—D?, F)— -

pour 5;=0,1,2, ...

LEMME 3.1.2. Supposons qu’on soit donmé un systéme de p-Hartogs
pour un p=2. Soit ue H?(X—D, F) telle que, quel que soit j, 1<j<t,
la classe u restreinte & U;—D soit la classe nulle de H*(U,—D, F).
Alors uw admet un prolongement au X— Dt;

u=v|X—D pour une ve H*(X—D: F).

DEMONSTRATION. Comme u|U,—D°=0, la classe nulle sur U,— D' a
méme restriction & U,—D° que u. De la suite (8.1.1) on tire qu’il existe
u, € H?(X— D", F) telle que u,| X—D=wu et que u,|U,—D'=0. Considérons
la suite suivante de Mayer-Viertoris;

H*~YU,n U,—D, F)— H*(U,— D%, F)
'—?H’(Ulﬂ U,—D!, F)xH*(U,— D, F) .

D’aprés I’hypothése (ii) » est injective. Puisque u,|U,N U,—D'=0 et
u,|U,— D=0, on a w,|U,—D*'=0.
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On opére sur X—D', U,, X—D* comme sur X-D°, U, X—D et on
trouve w,e H(X—D* F) telle que u,|X—D'=u, et que wu,|U,—D*=0.
Ainsi de suite on construit une classe

v=u,e H*(X— D', F) telle que v|X—D=u.

PROPOSITION 3.1.8. Soit p=2 et on suppose qu’d chaque point xe€ B

il existe un systéme fondamental de woisinages V de x tels que

H"Y(V—D, F)=0. Soit we H*(X—D, F). Pour que u soit la restriction

d’une w' € HH(X—D', F) au X—D, D' étant un ouvert relativement com-

pact dams D, il est mécessaire et suffisant que B*u soit nulle dans
I'(B, R*(j+)«(F| X—D)), on Vapplication B* est celle & la fin de 2.2.

DEMONSTRATION. Soit 8*u=0. Pour tout z € B on trouve un voisinage
V de « tel que B*u donne naissance i la classe nulle de H?*(V'—D, F)
pour tout ouvert V'C V. On recouvre B par une famille finie 7" de tels
ouverts V, et on choit un systéme de p-Hartogs (%, {D}) plus fin que 7,
ce qui est possible d’aprés I’hypothése. Cela faisant on conclut d’aprés
le Lemme 38.1.2 que % se prolonge au X— D.

Soit en revanche  obtenue en restreinant quelque u’'e H "X — D’ F),
ou D'eD. Soit xe B, on prend un voisinage V de « assez petit que
VND'=®, done (X— D)UVcX—D'. Onale diagramme commutatif;

H"X-D',F)—H*(V,F) ——lim H¥V, F)=0
H*(X—D, F) — H?*(V—D, F)— R*(j.)(F|X—D), .
D’ou (B*u),=(8"(w'| X—D")),=0.

REMARQUE: L’argument ci-dessus est valable non-seulement pour B
mais aussi pour une partie de B, c’est a dire, on peut montrer que la
donnée d’une w de H?(V—D, F) pour un ouvert V, VNB#Q, est la
restriction d’une w’' e H?(V—D', F), D'cD, si et seulement si B*u=0 sur
VN B.

3.2. Soit (X, @) un espace analytique réduit et soit D un ouvert
relativement compact dans X a frontiére B fortement pseudoconvexe.

Soit ' un faisceau cohérent de <7;-module. D’aprés [1], quel que
soit € B, il existe un systéme fondamental de voisinage de Stein de z
tels que

(3.2.1.1) H*(V—D, F)=0 pour l<ps<prof, F,—2,
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et que, si prof, F,=2, ’homomorphisme
(3.2.1.2) r«v,F)—I(V—-D, F)
soit bijectif.
LEMME 3.2.2. On peut choisir un recouvrement Z ={U;1<i<t} de
B dans X, ausst fin qu’on veut, et une suite décroissante {D?; 0<j=<t}
d’ouverts relativement compacts et fortement pseudoconvexes tels que;
(i) D=DDOD'S.--DD% D'DD* Di—Di**cU;y, pour 0<j<t—1.

(ii) opour tout faisceau cohéremt F sur X et pour tout r, 1<r=<

codh F'—2, on ait
H"(U,—Ds, F)=0, 1<i<t, 0sj<t,

et, 81 codh F=2, I’homomorphisme
r, Fy—I(U,—Di F)
soit bijectif.

La démonstration se fait avec le méme raisonnement qu’aux lemmes
dans n° 17 et n° 20 de [1]. _

De ce lemme et de la suite exacte (8.1.1) on déduit que, pour tout
J, ’homomorphisme

H»(X—Dé, F)—> H*(X— D, F)

est bijectif pour 2<p=<codh F'—2, et surjectif pour p=1. D’ailleurs, si
codh F'’=2, I’homomorphisme

F(Ui; F)—_)F(Ui_-l-)"s F)
est bijectif, en particulier, la suite

0—I'(X—-D’, F)—>I'(X— D', F)xr(U,—Ds, F)
—I'(U,— DY, F)—>0

est exacte pour tout 5. Il s’ensuit que I’homomorphisme
HYX—Dj, F)— H(X—D", F)

est injectif, done bijectif.
De 1a on obtient le

THEOREME 3.2.3. Il existe un ouwvert D', D'cD, a frontiéré ferte-
ment pseudoconvexe tel qu’on ait un isomorphisme
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H*(X—D', F)—=— H*(X—D, F)
pour p=codh F—2.

‘Sur l’ouvert fortement pseudoconvexe D on a une fonction continue
>0, fortement plurisousharmonique hors d’un compact K de D, telle
que ’ensemble {®@>¢} soit relativement compact dans D pour tout ¢>0.
On pose ¢,=supx P, et B,={p<c}.

THEOREME 3.2.4. L’homomorphisme de restriction
H*(X-B,, F)— H*(X—D, F)
est surjectif pour tout p<codh F'—2.

DEMONSTRATION. Le théoréme ci-dessus entraine l’existence d’un
c>e¢, tel que

H*(X—B,, F)— H?(X—D, F)
soit isomorphisme. Envisageon l’ensemble 4 des nombres e=¢, tels que
H*(X—B,, F)— H*(X—D, F)

soit surjectif pour tout p<codh F—2. Pour montrer ¢, € 4 il suffit de
vérifier les suivantes:

(i) siaed et ¢>b>a alors be 4,

(ii) si a,\ et a,€ 4 pour tout =, alors ae€ 4,

(iii) si aed, a>e, il existe un ¢>0 tet que a—c€ 4.
(i) est évidente, (ii) découle du lemme dans n° 18 de [1] et (iii) est une
conséquence du théoréme ci-dessus.

8.3. Soit D un ouvert relativement compact i frontiére B fortement
pseucoconvexe dans un espace analytique X. Soit F un faisceau cohérent
sur X. On cherche maintenant des obstructions de prolonger la coho-
mologie H*%(X—D, F') pour m=codh F'

Soit .7 la famille des ouverts relativement compact dans D a
frontiére fortement pseudoconvexe, étant ordonnée par l’inclusion. La
famille des cohomologies

H*(X—A, F); Ae 7,
si I’on définit le morphism par la restriction

H(X—A, F)— H*(X—A'", F), AcCA’,
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forme un systéme inductif. Désignons

H}X—D, F)=limH*(X—A, F).

&

On sait que HY(X—D, F)=H*(X—D, F). Désignons I’homomorphisme
a*: H(X—D, F)— H*X—-D, F).

THEOREME 3.3.1. Il y a une suite exacte

0— Hr(X—D, F)X S H*YX—D, F)

£ 1B, B™(5,)(F| X~ D) .

DEMONSTRATION.  On a déja montré que ker g™ '=Ima™* dans 3.1.3.
Montrons que a™™ est injectif. Soit we H*YX—A, F) telle que
u|X—D=0. On recouvre B par une famille d’ouverts (U,) du Lemme
3.2.2 de telle facon que U.NA=0, i=1, ---, ¢, et que chaque U, est
un ouvert de Stein. Soit DJ, 0<j<t, la suite décroissante d’ouverts
du Lemme 3.2.2; D’=D, AcD'cD’, Di—D+'cU,,,. Or on a la suite
exacte

H™U;— D', F)— H*(X~D")U U,, F)
— H"(X— D", F)x H*X u, F),
donc on a des homomorphismes injectifs
H™(X—-D YU U, F) — H™ Y (X—D"*, F)

pour tout j. Faisant j=1 on voit que w|(X—D)U U,=0, donc w|X—
D'=0. Ensuite, faisant j=2 on trouve w|X—D*=0. Ainsi de suite on
a u|X—D'=0. D' étant relativement compact dans D, on a montré
’injectivité de a™*.

COROLLAIRE 3.3.2. Il y a un isomorphisme
H" (X, J)«(F|X—D)=H"X~—D, F) .

En effet, le corollaire est une conséquence immédiate du théoréme
ci-dessus et de (2.2.2)".
§4. Cohomologie de de Rham sur la frontiére fortement pseudo-

convexe.

4.1. Soit (X, ~%) un espace analytique réduit équidimensionnel, de
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dimension n. Soit D un ouvert relativement compact dans X avec la
frontiére fortement pseudoconvexe B.

On désigne par 2%, p=0, le faisceau des p-formes holomorphes avec
la différentielle extérieure d. On a Q%= 7%, et un complexe différentielle

Qx=(2%, d) .

On suppose qu’il y ait un voisinage de B, constitué par des points lisses
de X, donc une variété complexe de dimension n, et que B soit une sous-
variété (différentiable) de codimension 1 dans ce voisinage.

Sous I’hypothése ci-dessus on a, d’aprés 1.4,

=0, p#0

—0, 1,
4.1.1)  HiC P
=CE ’ p::O ’

e, goi R"(j_)*(C!D){

ol C,, pour Z fermée, est le faisceau constant C sur Z prolongé par 0
hors de Z.

Par I’hypothése faite ci-dessus tout faisceau 2%, p=0, est localement
libre dans un voisinage de B, et on a, dans ce voisinage, la suite exacte;

(4.1.2) 0— C— % > 2% > 2% >0 .

Rappelons enfin que,
HiF=0,

pour tout faisceau cohérent F' qui est localement libre prés de B et pour
tout entier p sauf 1 et =.

LEMME 4.1.3. La suite

0—— C5—(§_) (2% | D)— (§_) (2% D) oo —— (5 ) (2% | D)—0
est exacte dans un voisinage de B.

DEMONSTRATION. On considére la suite spectrale associée 4 1’hyper-
cohomologie de (j_), par rapport au complexe (£2%);

Epi=h*(R'(j_)x(2%| D)) = R'(§_)«("@%| D) .

D’abord on note que, le complexe de faisceaux (2%) étant quasi-isomorphe
au complexe

(€); 0—C—0
| dans un voisinage de B (4.1.2), on a
R (§_)«(2x | D)=R'(§_)«(C| D) .

v
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Cette suite spectrale est dégénérée;
Ef*=0 pour ¢q+#0 (2.1.2).
On a done
k*((3-)+(2% | D))= R*(5_),(C| D) E
D’ou et d’aprés (4.1.1) découle le lemme. |
PROPOSITION 4.1.4. Les suites suivantes sont exactes:

00— Cp— H O — HIQ% s —— H3i25—0,

0— H3;2%— H} 2% > H3y 2% ——0 .

DEMONSTRATION. On considére la suite spectrale associée 3 I’hyper-
cohomologie de I'; par rapport au complexe (25);

Ept=h"(HiQy) —— R'[,2% .
D’aprés (4.1.2) on a
RIQ2:=H,C.
D’une part cette suite épectrale est dégénérée;
E*=0 pour gq+#l1,n.
D’autre part on a
HiC=Cy; pour =1, et 0 pour i%1.
Donc on a
h*(H}Q2%)=0 pour 1<p<n-—1,
h*(Hi Q%) =h(H32%) ,
et
h* " (Hi2%)=h*(H3Q%)=0 pour p=1.
Il reste a vérifier
h*(Hi02%)=0 .
On a vu que, pour tout faisceau cohérent F, Phomomorphisme

(G)«(F|D)— H}F
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est surjectif, (2.3.1). On a donec le diagramme commutatif suivant dont
les lignes sont exactes:

(12)+(2% | D)— H}Q% ' —0
(G| B
(3-)x(Q%| D) — Hi2% —0.
(7_)«@d étant surjective d’aprés le Lemme 4.1.3, I’homomorphisme
Hid; H2%7'— HiQ%

est surjectif, d’ou A*(HiQ%)=0.
On pose

m=min inf prof, 2% ,, V étant un voisinage de D .
P 4

THEOREME 4.1.5. Sous Uhypothése enoncée au debut, on a un iso-
morphisme

H*(B, C)=H'(B, Hi%) .
Si, en outre, D est un ouvert de Stein, on a, pour p<=m—2,
H?*(B, C)=h*I'(B, Hi2%) .
La démonstration du théoréme suit les Propositions 4.1.4 et 2.8.3.
THEOREME 4.1.6. Supposons que D soit de Stein. On a
hI'(D, 2x)=H?*(B, C), pour p=m—2.

St, en outre, chaque point de D a un voisinage holomorphiquement con-
tractible d ce point (condition de Reiffen [22]), on a

H?*(D, C)=H*(B,C), pour p=m—2.
DEMONSTRATION. D’aprés la Proposition 2.3.1 on a un isomorphisme
I'(D, 9x)—TI'(B, Hi2%) ,

si m=2, que I’on peut supposer. Le morphisme F— HLF étant fonctoriel,
on voit que le diagramme suivant est commutatif;

I'(D, %) —TI'(B, Hi%)

ld l Hid

(D, 22— (B, H:Q%") .
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D’ot un isomorphisme
h*I(D, 2%)— h*I'(B, H}2%) .

La premiére partie est montrée par le théoréme ci-dessus. Si D est de
Stein et satisfait 4 la condition de Reiffen on a

H?*(D, C)=h*I'(D, 2%) pour tout p.

D’ou la deuxiéme assertion.

§5. Cohomologies de de Rham sur des variétés c.r.

Soit (V, &7,) une variété analytique complexe de dimension %. Soit
B une sous-variété différentiable 4 codimension 1 dans la variété différenti-
able réele sous-jacente & V. Alors la variété B admet une structure dite
partiellement complexe;

S(B)=T*(V)NT¢B) ,

ou T*(V') est le fibré tangent holomorphe de V et T¢(B) est le complexifié
du fibré tangent T(B) de B. Sur une variété munie d’une structure
partiellement complexe on peut espérer faire I’analyse des objects (partiel-
lement) holomorphes. On montrera, en effet, le lemme de Poincaré
holomorphe et, appliquant des résultats bien conus de M. M. Kohn,
Andreotti, Hill, Naruki et Tanaka [2, 7, 19, 27], on fait dans la section
suivante un calcul de la cohomologie H?(B, C) par la cohomologie de de
Rham des formes holomorphes sur B.

5.1. Soient M une variété différentiable et T(M) le fibré tangent de
M. On appelle structure partiellement complexe sur M la donnée d’un
sous-fibré vectoriel complexe S de T¢(M), le complexifié de T(M), satis-
faisant aux conditions suivantes: . '

(PC. 1) SNS=0, ou S est la conjugée de S,

(PC. 2) S est formellement intégrable; autrement dit si X,, X, sont
deux sections de S, le crochet [X,, X,] est encore une section de S.

Une variété différentiable munie d’une structure partiellement com-
plexe s’appelle variété c.r. (cauchy-riemanniene).

Soient (M, S) et (M’, S’) deux variétés c.r. et soit f: M— M’ une ap-
plication différentiable. On dit que f est un morphisme c.r. si 1’
homomorphisme (de fibrés vectoriels)

df@1c: T(M)— T(M’)
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se restreint au homomorphisme de S dans S’;
dfR1(S)cS' .
Une variété complexe V est une variété c.r. si 1’on pose
S=T*(V); fibré tangent holomorphe de V .

Sur la ligne droite R' il n’y a qu’une structure partiellement com-
plexe S=0. On voit R'=(R!, 0) comme une variété c.r.

L’image réciproque d’une variété c.r. par une application différen-
tiable existe toujours. En particulier, soit B une sous-variété différen-
tiable d’une variété complexe V et ¢: B—V l’inclusion, alors

P*(V, T*(V))=(B, T*(V) N T°(B))

est une variété c.r.

On peut former le produit des deux variétés c.r.; il y a une structure
partiellement complexe sur le produit (dans la catégorie des variétés
différentiables) des deux variétés c.r. telle que les projections canoniques
sont des morphismes c.r.

Le fibré tangent holomorphe d’une variété c.r. (M, S) est défini
comme le fibré quotient

T(M)=T<M)/S, [27].

Une forme différentielle @ sur un ouvert U de M est dite de type (p, q)
si, pour tout xe U, on a

?as(le Xz, Sty Xp+q):O

dés que p+1 des vecteurs X, appartiennent a ’I‘g(M ) ou que g+1 des
vecteurs X, appartiennent a S,. '

On note par E*‘M) le fibré vectoriel des formes différentielles de
type (p, @). E**(M) est un sous-fibré vectoriel du E**(M); fibré vectoriel
des formes différentielles de degré »p+q. ‘

La différentielle extérieure d’une forme différentielle ®w est notée
dw. Pour une forme différentielle de type (v, @) @ sur un ouvert, d'w
(resp. d”’w et Bw) se désigne la composante de type (»+1,q) (resp.
(p, g+1) et (p+2, g—1)) de la différentielle extérieure dw, les autres
composantes de dw sont nulles.

On a
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d'w(Xo, <o, Xm Yl, cee, Yq)
=3 (X0, -+, By -+, X))
+ 3 (—De(X, X, -, X’" oo, X"., e, Y

0st<sjsp

+ ‘ZS (—1)i+jw(X07 MY Xi; %y Xp) [Xi’ Y:']’ Tt YJ’ % Yq) ’
0sisy
15939

d”w(Xu DY Xm Yo; tt Yq)
=(—1) g(—lﬁyj(w(&, ey Voo, Y)
+ > (—D%o(X, 0 X, [Y, Y], -, Py ooe, By ---, YY)

0si<jsq

+ > (—D*¥e(X, Y, -, Xy oo, ¥y o0, )

1sisp

Bw(le Tty Xp+2, Yly Tt Yq—-l)
= Z (=D a(X,, -0y Xy o0y Xy o0 0y X, [X,, X5, Y, -- Y,

1si<jsp+2
ou les X, sont des sections de 'f‘(M ) et les Y; sont celles de S.

Par définition on a d=d'+d”+B3. Pour la variété c.r. R' on a
d=d'.

Soient M, M’ deux variétés c.r. et f: M— M’ une application différen-
tiable. Pour que f soit un morphisme c.r. il faut et il suffit que le
diagramme

E» (M) LEP.G(M')

1(1// ld/l

Epyq+1(M) € f* EP7¢I+1(M')

soit commutatif pour tous p et q.
Une forme différentielle @ de type (p, 0) s’appelle p-forme holomorphe
si d”w=0.

5.2. Soit (M, S) une variété c.r. On fait l’identification de T<(M)
et T(M)EPS.

Le produit intérieure d’un champ de vecteur X est noté i(X), et la
transformation infinitésimale (la dérivée de Lie) est notée 6(X), [5]. On
a alors

0(X)=di(X)+i(X)d ,

et, pour une forme différentielle @ de degré =,
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OX)PUX,, « -+, X)=X(P(X,, + -+, Xo))
_§¢(Xn v [X, X, -, X
Soit @ une forme différentielle de type (p, @) sur un ouvert U et X un

champ de vecteur sur U. On a les formules suivantes si l’on envisage
les composantes de 1’égalité ci-dessus:

(5.2.1) Si X est un champ de vecteur holomorphe; Xel (U, T(M ),
on a :

O(X)®) 0 =i X)0+i(X)d'® ,
O(X)0) (51,040 =" U X)@+U(X)d"® ,
O(X)®) (p41,0-0=BUX)@+ U X)Bw ,

les autres composantes sont nulles.
(5.2.2) St XeI'(U,8), on a

O(X)®) (. =8"1(X)w+ (X )d"® ,
O(X)®) (pt1,0-» =" UX)0+U(X)d'® ,
les autres composantes sont nulles.

Soient M,, M, deux variétés différentiables. L’applieation j,: M,—
M, x M,, pour yc M, fixé, désigne ’injection canonique :

J(@)=(2, ¥) .
Ainsi que
jz: Mz—"M1XM2 ’ gz('y)z(w; y) ’

pour z€ M,. Soit X un champ de vecteur sur M,. On verra X comme
un champ de vecteur X sur M, XM, par (dj.)scu,s -

X(r,ﬂ) = (djs)(Xﬂ) ’

et on emploi Vabréviation X=X. Soient @ une forme différentielle de
rang n sur M,xXM, et X un champ de vecteur sur M, On peut faeile-
ment verifier que,

(5.2.8) (GO X)P)w; X, -+, X)=X(P((®, ¥); dj, Xy -+, 53 X0)

pour (x, y)€ M, x M, et les champs de vecteurs X, sur M,.



66 TOSIAKI KORI

Soient maintenant M, et M, deux variétés c.r. Soient
d d' d"+ﬁ

la différentielle exteneure et ses composantes sur la variété c. . M, (5.1),
ainsi que

dxlxuz dquy,"" dquu,"‘/gulxxz ’

sur la variété c.r. M,xM,.

Pour ye M, Vapplication j,: M,— M, x M, est évidemment un mor-
phisme c.r., ainsi que j,: M,— M, X M,, pour x € M,. De sorte que le type
d’une forme différentielle est conservé par j*:

Jy: B (M, X M,)— E**(M,) ,
et on a
S dupa=d'3} , ete. .

Pour un champ de vecteur X sur M, et une forme différentielle de
typve (p, @) ® sur M, X M,, la formule (5.2.3) entraine que

7¥0(X)p € E»I(M,) .
D’ou et d’aprés (5.2.1) on a le

LEMME 5.2.4. Soit X un champ de vecteur holomorphe sur M, On
a, powr toute ¢ € E*(M, X M,),

X(G3P)=d' 379 X)P+ 53 i(X)du, xu, P
et

0=d"j; U X)P+ 53U X)d¥, xx,P

5.3. Soit M une variété c.r. On désigne par 2°(M) le fibré des p-
formes holomorphes; ' I
(M) ={w e E**(M); d"0=0} .

~ (2(M), d) donne un complexe différentiel. Le lemme de Poincaré
holomorphe se dit comme suit. T S

LEMME 5.38.1. Le complexe dzﬁe'rentwl (2(M), d) est homotopu]ueme'nt
trivial.

DEMONSTRATION. Le probléme étant local on considére sur une carte
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locale (U, u) telle que I’ouvert w(U )CR™, m=dim; M, soit un voisinage
convexe de l'origine O. On pose Z,=u"'(0). On définit I’application
différentiable .

B IxU—U, I=(—¢c¢),
par
ht, z)=w"'(ta’, - -+, tx™) , si w(@)=(, -- ., x™) .
Il est facile a vérifier que % est un morphisme c.r. de I X U dans U;
| dn({0}xS)cS
et que
(B - Go)(@)=h(0, x)=1, ,
(b - 3)(®)=hQ1, v)=2,

ou ji: U-IXU; j(x)=(t, x), —e<t<e.
Comme drp=d%, on a

d;tx M= d;t +d’ ’
;t’x M= ar ’
avec une convention évidente. On a done
Arxuxh*=h*d" et dY. . h*=h*d" .

On définit ’'opérateur d’homotopie comme suit. On pose, pour une
forme différentielle de type (p, 0) @ sur U,

d

d—t->h*codt .

Ko={ jri(

Ko est une forme differentielle de type (p—1,0) sur U. D’aprés le
Lemme 5.2.4 on a

Ko+ Kd'o= S:diii(j;"h*a))dt
= j)*o—(h- j)o=0,
et
d"Kw+Kd"o=0 .

En particulier si @ est une p-forme holomorphe, K est une (p—1)-forme
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holomorphe.
THEOREME 5.3.2.
- H'M,C)=H (M, 2.),

ou 2y est le complexe de faisceaux associés au fibré 2°'(M).

§6. Cohomologie du complexe des formes holomorphes qui sont
lisses jusqu’au bord.

Soient (X, ~7) un espace analytique réduit équidimensionnel de di-
mension 7, et D un ouvert relativement compact dans X dont la frontiére
B est une sous-variété différentiable de codimension 1 dans la partie
réguliére de X. Il existe en particulier un voisinage ouvert V de B qui
est une variété complexe de dimension n.

6.1. La frontiére Bde D est une variété c.r. munie de la structure
partiellement complexe

S=T*(V)NTB) .

Soient &2¢ le faisceau associé au fibré vectoriel E?%B) des formes
différentielles de type (p, ¢) sur la variété c.r. B, et 2% le faisceau associé
au fibré 27(B) des p-formes holomorphes.

(6.1.1) [2] S7 B est fortement péeudoconvexe, le complexe de Dolbeault
dll

0— 2 — g2, g s gopa
est exact.
27 étant un faisceau fin, il découle de (6.1.1) la proposition suivante.
PROPOSITION 6.1.2. Si B est fortement pseudoconvexe on a
H'(B, 2%)=h'I'(B, &F"), pour q=n—2.

D’aprés [2, 7, 27] on sait que
(6.1.3) 89 D est une variété de Stein, on a

hI'(B, &5)=0 pour q+0, n—1.
D’ou l’analogie du théoréme B de Cartan sur la frontiére:

PROPOSITION 6.1.4. Si D est une variété de Steim,
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H*(B, 2%)=0 pour 1=q¢=n—2.
Le Théoréme 5.3.2 et la Proposition 6.1.4 entrainent le
THREOREME 6.1.5. Si D est une variété de Stein,
H*B, C)=h'['(B, 23)
pour q=n—2.

6.2. Le probléme du prolongement d’une fonction définie et holo-
morphe sur le bord d’un domaine U a une fonction holomorphe dans U
est conu au nom de Bochner et Lewy. La version globale est résolue
dans [2] pour U (n—1)-convexe, et la version locale pour U l-convexe a
été obtenue dans [17]. Ici on montrera la version locale pour U (n—1)-
convexe.

LEMME 6.2.1. Soient V une variété complexe de dimension n et B
une sous-variété différentiable & codimension réele 1. On suppose qu’il
existe une fonction différentiable @ dans un voisinage W d’un poimt
x, € B, telle que

BN W={xe W, &(x)=90(x,)} ,

et que la forme de Lévi de @ restreinte au T*(V),,NT(B),, ait au moins
une valeur propre strictement positive. Alors il existe un voisinage U
de x, tel que toute p-forme holomorphe sur BN U (au sens de c.r.) admet
un prolongement unique d& wune forme différentielle de type (p, 0) dans

U_=fre U, 0(x)<D(x,)} qui est holomorphe dans fL::{a: e U; O(x) <P(x,)}.

DEMONSTRATION. D’aprés notre hypothése sur la frontiére WN B, on
voit qu’il existe un voisinage de Stein U tel qu’on ait

rw, en=rw-u., %), I[1l.

Soit we I'(UN B, 2%). 11 existe une forme différentielle de type (p, 0) ¥
dans U qui prolonge ® telle que d® s’annule sur BN U a l'ordre infinie
(Lemme 2.2 dans [2]). On pose

_ op dans U_
0 dans U—-U_.

On a av=0, et, U étant de Stein, il existe une " € I'(U, &>°(V)) telle
que v==0v", de sorte que " restreinte au U— U_ est holomorphe. Soit
4’ la p-forme holomorphe dans U qui prolonge "' |U—U.. On pose

v
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Pp=+"—a'. On a alors
Op=0y" =,

et le support de 4 est contenu dans U_. D’ou on trouve que la forme
différentielle de type (p, 0) ®—+|U_ donne le prolongement de @ dans U._
et que sa restriction au U_ est holomorphe. L’unicité du prolongement
est facile 2 montrer.

Soient X, D et B comme au début de cette section.

1:B—X, et j:D—X

désignent les inclusions canoniques. Le Lemme 6.2.1 entraine I’existence
d’un morphisme de faisceaux sur B;

5—— (1 )(2%|D)|B .

Ce morphisme composé avec le morphisme (1.1.4) donne un morphisme de
faisceaux sur X;

(6.2.2) e i —— HIOY
Le diagramme
. &P
1,02 —— H 0%
i*dn‘l lﬂédx
Pt
,i*92+1 3 E%Q}-}-l

est commutatif pour tout p, c’est a dire que & =(¢?) est un morphisme
du complexe de faisceaux.

6.3. On suppose désormais que la frontiére B de D est fortement
pseudoconvexe et que tout point de D admet une contraction holomorphe
d’un voisinage de ce point au ce point [22].

PROPOSITION 6.3.1.
e* 1,25 — H} 2%
est injective, et le morphisme
€' 14— HiQ%
est um quasi-isomorphisme;

h*(1,25)=h*(H}R2%) , pour »=0.
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En effect, I’unicité du prolongement 2% — (5_),(2%|D) et 1’isomorphisme
(2.1.5.3)

(5)x(Q%|D)| B=H32% ,

montrent que ¢? est injective. . D’aprés la Proposition 4.1.4 et le Lemme
5.8.1. On a ‘ ‘

hP(1,2y) =h*(Hi)=0, pour p=1,
=~Cyz, pour p»p=0.

Done ¢ est un quasi-isomorphisme.

On introduit maintenant le faisceau des formes holomorphes dans D
qui sont lisses jusqu’a la frontiére B.

On a envisagé dans (2.8.1) la suite exacte suivante;

. . ar
0— (J_)(2% | D) — (§_)x(2% | D)— H} Q% —0 .

On définit un sous-faisceau 2%(B) du (5_).(Q%|D), appelé faisceau des
p-formes holomorphes lisses jusqu’au bord, et un morphisme

p: Q%(B)— 2%,
comme.Sﬁit;
2%(B)={8 € (§_).(2%| D); il existe un ¢ € 2% tel que N?s=¢?t},
et
p*s=t pour scf%B), ou N\s=e"t.
On a alors le diagramme commutatif suivant des deux suites exactes;
0— (G (2| D) — QK(B) —5— 05 —0
| - |-
0— (1 2% | D)— (§)+(2% | D) —> Hi25— 0,
6? étant l’injection canonique.
THEOREME 6.3.2.
H (D, C)=H (X, 2%(B)) .

DEMONSTRATION. Du diagramme ci-dessus et de la Proposition 6.3.1
découle que
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0'=(0%): Qx(B)—(3-)+(2% | D)

est un quasi-isomorphisme, donc il y a un isomorphisme de I’hyper-
cohomologie de complexes 2%(B) dans celle de (5_),.(R2%|D):

H'(X, 23(B)— H'(X, (j_).(2%| D)) .

Le premier terme d’une suite spectrale associé a la derniére hyper-
cohomologie est '

Pi=H'(X, (j_)«(2%|D)) ,
et celui associé 4 H'(D, 2%) est donné p#r
HD, 2%) .
On a d’autre part
H(X, (§_)«(@2% | D))=H*(D, 2%) ,
d’aprés (2.2.1). Donc
H'(X, (7_)«(2%|D)=H (D, 2%) .

D’aprés le lemme de Poincaré [22] qui est valable grace a I’hypothése
faite au début, on a

H (D, 2y)=H'(D,C) .
c.q.f.d.

LEMME 6.3.8. Si¢ D est de Stein, on a
H(X, 2%(B)=H'B, 2%), pour q#+n—1, n.
DEMONSTRATION. On a vu l’exactitude de la suite
0—> (7_)(2%|D)— 2%(B)— 25 —0 .
I1 en découle, grace aux (1.3.1) et (1.3.6), la suite exacte de cohomologies;

-« — HY(D, 2%)— H(X, 2%(B))—— H'(B, 2%)

—— Hi¥(D, 93) — -+ .
D’aprés (2.8.4) et (2.4.9) on conclut
H(X, 2%(B))=H*(B, 2%) , g#n—1, n.

THEOREME 6.8.4. Si D est une variété de Stein avec bord B, on a
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H?(D, C)=h*I'(D, 2%x(B))
pour p=n—2.
DEMONSTRATION. Considérons la suite spectrale d’hypercohomologie
| Eri=HY(X, 2%(B))— H'(X, 2x(B))=H'(D, C) .
D’aprés le lemme ci-dessus et la Prdposition 6.1.4.
E?»1=0 pour 1l=qsn—2.
On obtient donc
H*(D, C)=h*I'(X, 2x(B)), pour p=n—2.
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