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Le but de cet article est d’étendre en dimension n=1 la théorie
des fonctionnelles analytiques 4 porteurs non compacts déja étudiée en
détails en dimension un par le deuxiéme auteur dans [7] et [8].

Ces fonctionnelles ont été introduites par Sebastiad e Silva ([13]) sous
le nom de “ultra-distributions de type exponentiel”. On étend égale-
ment en dimension n=1 les résultats de Morimoto et Yoshino ([11}])
concernant la transformation introduite par Avanissian et Gay dans [1].

L’espace de base que l’on considére, noté Q(L; K’), ou L est un
convexe fermé de partie imaginaire bornée de C", et K’ un convexe
compact de R", est formé des fonctions holomorphes sur les e-voisinages
de L, a décroissance exponentielle de type hg. Son dual Q'(L; K')
s’identifie 4 un sous-espace de Q; des Fourier ultra-hyperfonctions définies
par Zharinov dans [16], et 4 un sur-espace des fonctionnelles analytiques
(au sens de Martineau ([6])) portables par un convexe compact de L.

Des rappels sont faits dans le §1 sur la transformation de Fourier
dans les espaces Q(R"+iK; K') et @Q,. Dans le §2, on démontre la densité
de Q, dans l’espace Q(L; K’) (théoréme 2.8.1.). Au §3, on définit une
notion de valeur au bord dans @Q;, et on démontre dans ce cadre, par une
méthode directe, un théoréme du type “the edge of the wedge”, et qui
contient le théoréme du §1.3 de [16].

Le §4 est consacré i la transformation de Cauchy des fonctionnelles,
limitée au cas ou L=F+iK est de type produit, préparant ainsi une
définition plus générale de cette transformation, par une méthode die a
Martineau ([6]), et qui sera donnée dans un travail ultérieur. On repré-
sente 1’espace Q'(F+iK; K') comme un quotient d’espaces de fonctions
holomorphes, ou comme une limite projective de tels quotients; ce dernier
cas prépare I’étude de la transformation de Laplace, faite au paragraphe
suivant.
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On définit au §5 la transformation de Fourier-Borel qui établit un
isomorphisme entre ’espace Q'(I'*+S+1K) et ’espace Exp(R*+4I"; K+1S)
des fonctions holomorphes dans le cone R"+iI'. Ce théoréme a été
démontré dans un cadre plus général par de Roever ([12]). L’injectivité
de cette tranformation, qui est donnée dans [12] par une méthode longue
et difficile, peut, dans notre cas, étre démontrée simplement par des
moyens de valeurs au bord et de transformation de Fourier, grace au
théoréme de densité du §2.

Enfin, au §6, on étudie la transformation d’Avanissian-Gay, et on
démontre, entre autre, que le théoréme de Yoshino ([15]) sur le prolonge-
ment analytique des fonctions arithmétiques se généralise au cas de =
variables. : :

Nous tenons a exprimer ici notre profonde reconnaissance au Pro-
fesseur R. Gay qui a bien voulu inviter le deuxiéme auteur a Bordeaux
et lui donner ’occasion de connaitre le premier auteur. Sans ses encoura-
gements, la distance géographique nous aurait génés dans la réalisation
du présent article.

§1. Préliminaires.

1.1. Notations.

On désigne par z=x+1y ou par {= §+z7] les éléments de C*=R"+iR",
par ||z||[=C21 |2;|)" la norme hermitienne dans C", par ||x|| =} 3)*
la norme euclidienne dans R". On pose également {{, z)=>1,{;z; pour
{ et zeC™ ou R*, et 22=(z,2>. S"' est la sphére unité dans R", et B=
{xe R |z;|<1, j=1, ---, n} est la boule unité fermée de R" pour la
norme produit. On pose, pour z€C" |z|=>1,|%;|.

Si AcCR" (resp. C") et €>0, A,=A+eB (resp. A+e{zeC™; |2;|<1, j=
1, ---, n}) est ’e-voisinage ouvert de A dans R" (resp. C") au sens de la
norme produit. En particulier, si A=A4,x-.-- XA, A,=A4,.X -+ XA,,..
Comme R"cC", si ACR" le contexte expliquera s’il faut considérer A,
comme un voisinage réel ou complexe de A. On désignera par 04 la
frontiére de A, et si A est un ensemble produit, par 9,4 sa frontiére
distinguée. Enfin, pour AC R", on pose A_.={xec A; x+cBCA}; si A est
fermé, A_, est encore fermé.

On considére deux ensembles produit de C" A AX.--- XA, et A=
A x---xA, avec A’cA. On pose A% A =T]r, (A,\A) et Af, A=
(AI\A{)><- - X (A;_\AG_ ) X A; X (Aj \Aj) X -+ - X(A\A,). Dans le cas ou
ces ensembles sont réguliers, la frontiére distinguée ao(A#A') sera
toujours orientée selon les conventions habituelles.
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Soit K un convexe compact de R"; la fonction h, est définie pour
x € R" par hy(x)=sup{<{¢, ); te K}. On rappelle que h, est une fonction
convexe et que, pour tout scalaire A >0, 2 (Ax)=Ahz(x). Enfin on remarque
que hg (2)= hx(x)+5lx}

'Si I" est un cone de R" (de sommet zéro), son cone dual F*—{seR"
(&, x)=0,xel} est un cone fermé de R*. Si I' est un cdne convexe de
R", ouvert ou fermé, de sommet l'origine, tel que I" et I'* soient tous
deux d’intérieur non vide, on dira que I" est un cone propre. Si I est
un coéne propre, I'**=1I"; de plus (I',NI)*=co(l'*UT¥), ol co(A) est
P’enveloppe convexe de A. ] ~

Soient 2 un ouvert de C" tel que 2=2 et v une fonetion continue
sur C* a valeurs réelles. On désigne par ¢ le faisceau des fonctions
holomorphes, et par H,(2; v) ’espace des fonctions f e&’(Q) continues
sur 2 et vérifiant 1’inégalité

sup {| f(2)] exp (—7(2)); 2€ 2} <+ oo .

Muni de la norme correspondante, H,(2; ) est un espace de Banach. Les
limites inductives et les limites projectives de tels espaces ont été étudiées
par plusieurs auteurs (cf. par exemple [18], §5.6 et 5.7). Dans les cas
qui nous intéressent, les espaces obtenus sont du type Dual-Fréchet-
Schwartz ou du type Fréchet-Schwartz; nous affirmerons, sans les dé-
montrer, les résultats de ce genre, qui sont maintenant trés classiques.

1.2, L’espace de base Q(L; K’).
DEFINITION 1.2.1. Soient L un convexe fermé de C", de partie im-
aginaire bornée, et K’ un convexe compact de R". On pose

Q(L; K')=lim ind Hy(L,; —hg(x)—e|x]) .

Cet espace de “fonctions-test” a été défini en [7] et est du type Dual-
Fréchet-Schwartz. Son dual Q'(L; K’) est du type Fréchet-Schwartz et
est réflexif; il constitue 1’espace des fonctionnelles analytiques dont nous
allons étudier les propriétés et les transformations. On remarque que si
L est compact, Q(L; K') est ’espace (L) des germes de fonctions holo-
morphes au voisinage de L, muni de sa topologie habituelle; si L=R" et
si K'={0}, Q' (R")=Q'(R"; {0}) coincide avec l’espace (N&’(l)”))’ des Fourier-
hyperfonctions qui a été défini dans [4], ou D" est le compactifié radial
de R"; enfin, si L=R"+4K, ou K est un compact convexe de R", H,(R" -+
iK; hg(x)) coincide avee ’espace O(K, K') étudié dans [16] et [17].

On définit également. I’espace '
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Q,=lim proj H,(R"+1K; —hg.(x))
K,K'GR"®

(gﬁ Kc R signifie: K est compact dans R" et a en plus la signification

K=K 3 cause de la définition de H,). Cet espace est un Fréchet-Schwartz
et son dual @, est un Dual-Fréchet-Schwartz; il a été défini dans [16] et
les éléments de Q; y sont appelés les Fourier ultra-hyperfonctions.

1.83. Transformation de Fourier dans les espaces @, et Q(R"+
1K; K').

On s’intéresse plus particuliérement aux espaces Q(L; K’) lorsque L
est de la forme L=F+1K, ou F est un convexe fermé et K un convexe
compact dans R"; on peut alors écrire de facon trés simple, quand elles
sont définies, les transformations de Fourier et de Fourier-Borel (cf. §5).
On prend ici L=R"+1K et on rappelle la définition et les propriétés,
données dans [7], de la transformation de Fourier.

Soit p € Q(R"+iK; K'); pour un ¢>0 et un &'>0, ¢ est dans H(R"+
iK,; —hg,(x)). Alors 'intégrale

| P@+ivexp(—iC, 2)ds

est définie pour tout { e R"+iK. et ne dépend pas de y € K,. La fonction

t— |, P@exp(—idC, B)ds

est notée F @. On définit de méme

F P0)= Lﬁ(z)exp(i@, zy)da .
On a le résultat donné dans [7]:
THEOREME 1.3.1. Les applications F et F
QR"+iK; K') -2 QR +iK'"; —K) ,
QR +iK; K') s QR*—iK’; K)

sont des isomorphismes topologiques. On a de plus la formule de réci-
procité de Fourier

FF p=F F p=12n)"p .

Les applications transposées seront notées *F et ‘& :
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QR +iK; K') -2 Q(R"—iK’; K) ,
Q(R*+iK; K') - Q(R"+iK'; —K) .

On définit de la méme facon la transformation de Fourier dans @, et on
a les isomorphismes ([16], §2.3)
T

Qo—_’QO;

F

Qo—’—’Qo-

§ 2. Propriétés générales des espaces @ et Q'.

Dans tout ce paragraphe, L est un convexe fermé de partie imaginaire
bornée dans C*, et K’ est un convexe compact de R".

2.1. Représentation des fonctionnelles par des mesures.

Selon un procédé classique, le résultat ci-dessous nous permettra,
dans la suite, d’utiliser, et sans avoir 4 le mentionner, les opérations
usuelles de ’intégration.

PROPOSITION 2.1.1. Soit TeQ'(L; K’). Pour tous € et €' >0, il existe
une mesure bormée p sur L, telle que

(T, py=|_ (0 exp (he(@+('12) 1D

pour @ € Hy(L,; —hg(8)—e'|&]).

DEMONSTRATION. Pour un ouvert 2 de C*, tel que 2=, et pour
une fonction v continue sur C* et 3 valeurs réelles, on désigne par
Cy(2; —v) V’espace des fonctions g, continues sur 2, et telles que les
fonctions: {—g(&) exp (v(C)) tendent vers zéro a l'infini (i.e., pour tout
6>0, il existe un compact M de 2 tel que |g({) | exp(v({))=<0 pour { € Q\M);
on munit cet espace de la norme

llg||=sup{|g)| exp(7()); L€ 2} .

On désigne par H,(2; —v) le sous-espace fermé de C,(2; —v) formé
des fonctions g qui sont en outre holomorphes dans 2. D’apreés un résultat
classique d’analyse, les formes linéaires continues sur C,(2)=Cy({2; 0) sont
les mesures bornées sur £2.

On. choisit ici () =hg(&)+('/2)|£], et 2=L,. Comme la topologie de
Hy(2; —v) est plus fine que celle induite par H,(2; —v), la restriction de
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T a H(L,; —v) est continue et admet un prolongement T, e (C(L.; —7))'-
On vérifie que la forme linéaire exp(—v({))T, est définie et continue sur
Cy(L,), et donc est représentable par une mesure bornée g sur L,; on a

(T, )= 9©) exp (b (@)+('/2)| DO

pour g€ Cy(L,; —7), done pour g e Hy(L,; —hg(&)—¢'|£]), d’ol le résultat.

2.2. Approximation de la fonction z— —hg(x) par des fonctions
plurisousharmoniques.
(“p.s.h” sera ’abréviation de plurisousharmonique).

PROPOSITION 2.2.1. Soit 2 un ouvert borné de R*. KEtant donnés un
compact convexe K de R* et €>0, il existe des fonctions a4, - - -, 4, holo-
morphes dans R*+12, et une constante C>0 telles que

hg(x)< iIklf Re ¥ (2)<hx(x)+e|z|+C, ze R"+192 .
isksm
LEMME 2.2. Soient a>0, @ et B deux reéls. Il existe une fonction
Va,s € P(R+1]—a, a[) telle que
lim &, ,(2)=8 et limqp, (2)=0a,

x—-+tco x—+—00

ces deux limites étamt obtenues uniformément en ycl—a, af.

DEMONSTRATION. On se raméne au cas ou a=7n/2 et 8=—7/2 en
posant

Vas@®)=a+EZZT/24 e en(@)] -
Par une homothétie de centre 0, on peut supposer a<<1. L’extension
holomorphe de la fonction Arctg x convient alors.

LEMME 2.2.3. Pour tout >0, on peut trouver des parallélotopes
P, ..., P, de R* qui contiennent K, de facon que

inf hp (@)=hg(x)+e|z|, € R".
1sksm
(Par parallélotope, on entend l'image linéaire d’um ensemble de R",

produit d’intervalles compacts.)

DEMONSTRATION. Pour tout £e€ S*?, on désigne par H, I’hyperplan
de R" d’équation <{x, £) =hx(£), et on choisit un parallélotope P, contenant
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K et dont ’une des faces est portée par H,. Notons que, comme H,N P,

est dans la frontiére du convexe P,, celui-ci est entiérement contenu

dans le demi-espace {xc R"; {x, &) =hx(&)}. En particulier, k. (&)="hg(&).
Choisissons également un voisinage V, de & dans S"* de facon que

§'e Ve——sup{[<t, &—&)|; te P}<e.

Par compacité de S*!, on peut trouver &, ---, &, de S™' tels que les
V., A1=k=m) recouvrent S*~*. Montrons que les parallélotopes P, -, P,
répondent & la question (on pose P,=P,).

Soit € R*, x+#0. Pour au moins un k, &'=w/|x| eV, et hp ()=
hp (@' —&,)+hp(&). Par construction de V,,, hp (2'—&,)<¢e; de plus,

th(Ek) =hx(E) Shg(§—2")+he(a') .

Comme hx=<hp, on a finalement montré h, (x)<h.(x)+2¢| x|, ce qui'
démontre le lemme.

m

LEMME 2.2.4. Soit P un parallélotope de R*. Etant donné >0, il
existe une fonction +rp€ & (R"+182) telle que

hp(®)<Re Pp()Shp(x)+c|2x|+C* 2ze R*+12 .

DEMONSTRATION. 1) On suppose d’abord n=1, P=[a, 8] et L2cC

]—a, a[. On choisit une fonction V(z)=ry_.s,5_c2(2) donnée par le lemme
2.2.2. Soit A>0 tel que

|v(z)-—(,8+e/2)]§e/2 pour x=A et |y|=Za,
et
|v(z) —(a—¢e/2)|<e/2 pour z=—A et |y|=Za,

et soit M,=sup{|Imv(z)|; ze R+1]—a, a[}.
’ Pour x=A, on a

ar=Re(zv(z))+aM,=ax+e|x|+2aM, pour z=<—A,
Br=Re(zv(z))+aM,<px+e|x|+2aM, pour x=A.

Si maintenant on pose +r5(2)=2v(z) + M, ou M est une constante convenable,
on obtient

hp(x)=ax<Re yp(2)<ax+e|x|+C* pour xz=0,
hp(x)=pRr<Re y(2)<Rx+¢c|x|+C* pour =0,

et +, répond a la question.
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2) On suppose ensuite n quelconque, P=P, X --- X P, et 2cC]—a, al.
Comme hy(%)=}-; hp(2) et |2|=37 |x;], il suffit de choisir ¥ p=3" 5,
ol les +p, sont définis comme ci-dessus.

3) On se place maintenant dans le cas ou P est un parallélotope:
P=wuP’, o u est un isomorphisme de R" et P’ un produit d’intervalles

~

compacts. On désigne par w* l’adjoint de u, et par #* I’isomorphisme
de C*, complexifié de u*. On prend un &’>0 assez petit pour que &'||u*||<
g, et un a>0 assez grand pour que u*(2)]—a, a[*; on choisit une fonction
Jrpr € O(R"+1]—a, a[™) qui vérifie

he(x)<Re ¥p () Shp(w)+€ ||+ C*

pour z € R*+i]—a, a[*. On pose «rp=qfrpo%*. Grace a la relation h,(u*s)=
hp(&) pour £€ R", on vérifie que 4, répond a la question. Le lemme est
démontré.

La proposition 2.2.1 est une conséquence immédiate des lemmes 2.2.3
et 2.2.4. On en déduit le

COROLLAIRE 2.2.5. Soit 2 un ouvert borné de R". Pour tout €>0,
il existe ume fonction + p.s.h. dans R"+1iQ telle que

—hx(x)—2¢|2| S (2)S —hg(x)—elx|+C*, zeR"4i2.
2.3. Un théoréme de densité.
THEOREME 2.3.1. L’espace Q, est séquentiellement dense dans Q(L; K').

Ceci signifie que si @ € Q(L; K’), il existe une suite (¢,)CQ, qui con-
verge vers @ dans Q(L; K'). La démonstration s’inspire du théoréme
2.3.5 de [2].

LEMME 2.3.2. Soient P un compact convexe de R™ et «=0. On a
|hp (+8)—hpo(x+&)|sa x| +C(|&|+[&'D, =,§ & eR".
DEMONSTRATION. D’aprés les propriétés de la fonction h,, on a
=M &+ e)= —hp(¢'—8)=hp(@+E) —he(x+&)=hp(E—EN)=ME[+]E])
pour A>0 assez grand. On conclut en remarquant que
hp (®+&)=h(x+&)+ajx+¢| .

LEMME 2.3.3. Soit L’ un convexe de C", de partie imaginaire bornée.
Pour tout >0, il existe . € C~(C") telle que
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(2.1) o, est strictement p.s.h. dans C" ,
(2.2) <0 dans L' et +.>0 hors de L.,
(2.83) pour tout A>0 et tout 6>0, la fonction z— exXp(—02°+r.(z))

est bornée dans R™-+i\B.

DEMONSTRATION. Soit d la distance euclidienne dans C"=R*, et U,,
la boule unité associée. Pour tout a>0, I’ensemble L'(a)=L'+aU,, est
convexe et la fonction g (2)=d(z, L'(a)) est convexe sur C".

Soit X e 2(C") (&2 est l’espace des fonctions C* a support compact)
vérifiant: X=0, supp X U,, et S AdV=1, et qui ne dépend que de |z,

cn
«++, |2.]. On pose ha(z)zg g.(z—al)X({)d. On fixe a assez petit pour
cn
que L'Qa)cL!. Par la proposition 2.6.8 de [3], on sait que A, est C~ et
p.s.h. dans C", et que h,=g,. On montre facilement que h.(2)=a hors
de L!, que h,=0 dans L’ et que h,(2)<g.(2)+a. Pour que les propriétés
(2.1) et (2.2) soient vérifiées, on modifie légérement h, en posant

«/rs(z):ha(z)—,eJrv(gl y,) (8 et v>0) .

Soit M=sup {31, ¥%; z=«x+1iy € L.}. 1l suffit de prendre g<a et v<g/M.
Le lemme est démontré.

Soient @ un ouvert de C" et ¢ une fonction continue sur w, a
valeurs réelles. On pose, en suivant les notations de [2],

LYw, p)= {u € Li..(w); Swl ulle™tdV < + oo}

et on définit H*w, ¢)=L*w, ) N ker 3, muni de la topologie induite par
Lo, ®).

LEMME 2.3.4. Soient L’ un ouvert convexe de C*, de partie imaginaire
bornée, P un convexe compact de R". Soient >0 et €¢>0, avec N assez
grand pour que R*+i\NU,DLj et NBDP,. Alors H}R"+i\U,, —\|z|)
est dense dans H*(L;, —hp, (%)) quand on munit ce dernier de la topologie
induite par LYL', —hp(x)).

DEMONSTRATION. On pose 2=R"+i\U,.
1) On veut construire une fonction @ e C=(2), strictement p.s.h.,

vérifiant

(2.4) —hp, (®)=P(R)< —hp(x)+C* dans 2,



466 PATRICK SARGOS ET MITSUO MORIMOTO

et

(2.5) 302 5230
i'k=1 02,02, i=
On construit, au moyen du corollaire 2.2.5, une fonction ++ p.s.h.
dans un voisinage assez grand de 2, vérifiant dans ce voisinage,

—hp, () SY(2) S —hp () +C* .

On prend X comme dans le lemme précédent, et on pose, pour a>0

yu@)=|_¥(z—adXOIL .

Si a est assez petit, «, est définie au voisinage de 2; d’aprés la
proposition 2.6.3 de [3], +, est C~, p.s.h au voisinage de 2 et

0=yu@)—¥@)=s|_|vz—al)— 4@ | 0L

=sup {|y(z—al)—y(2)]; { € U,,}
<elx|+C*,

d’aprées le lemme 2.3.2.

Si on pose @(z)=qr.(2)+D.7-1 ¥%, @ répond a la question.

2) Soit T'e (H¥(L'; —hp(x))) qui s’annule sur H*Q, —\|xz|) et on
veut montrer que (T, v)>=0 pour toute v € H*(L;,, —hp, (%)), en utilisant la
proposition 2.3.2 de [2], ce qui démontrera le lemme 2.8.4.

Soit u € L*(L’, hp(x)) qui représente T en ce sens: si w € H¥ (L', —hy(%)),

{u, wY=<{T, w) —S uwdV. En prolongeant w par 0 hors de L', u devient

un élément de L*(Q2, hp(x)), donc de L* 2, —p) d’aprés (2.4).

Soit =4+, la fonction définie par le lemme 2.8.3. Si \’>0 est donné
et si we H¥Q, p+Nyt), 4ot =sup(+, 0), on a encore {u, w)=0. Cela tient
au fait que, d’aprés (2.3), e**w est dans H*(2, —\|x|) pour tout §>0, et
que {u, wd=lim, , {u, e*w).

De la proposition 2.3.2 de [2], on déduit qu’il existe f=>1,f;dz;e
L5, (2, loc), nulle hors de L,, telle que u=—>%, (3f;/0z;) (égalité dans
2'(2Q)) et

S zf,f,, 'p e“’dVSS lulterd V.

2 k,j=1 a_

D’aprés (2.5), cette derniére inégalité signifie que chaque f; est dans
LX2, —p). ’
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3) Il reste & montrer que si ve H*(Li, —hp,(®), on a {u, v>=
ng?d V=0.
On choisit dans ='(2) une suite (4,) vérifiant

0<6,<1, sup

Vi2,3

—ai(z) ‘ <M, supp 6,C L;,
0%;

et 6,=1 sur LN{z; ||z||=v}.

Soit v € H¥(L;., —h,,(%)); par (2.4), ve H*(L,, ). On remarque que,
comme % est nulle hors de L/, {u, v)=lim, ... {u, 6,v). D’autre part, comme
0ve 2(2), on a

(u, e,v>=s uﬁfb’dv.:—z"',g af"ﬂdV=ﬁ‘,§ 9,54V .
2 i=1J0e0%7; =1 naz:.

Mais, pour tout z ¢ L/, lim,_., (86,/02;)(z)=0, et comme f est nulle hors
de L!, on a, pour tout ze€ R, lim,_., (06,/0%;)f;7(2)=0. Enfin, les conditions
de croissance imposées a (36,/0z,), & f; et & v permettent, par le théoréme
de Lebesgue, de montrer que <{u, v>=0, d’ou le lemme.

LEMME 2.3.5. On a les égalités d’espaces vectoriels topologiques.

Q(L; K')=lim ind H*(L.; —hg (%))

et
Qozlimzproj H*R"+i\U,; —2)|2]) .
DEMONSTRATION. On traite le cas de Q(L; K’), en remarquant qu’on
a une injection continue évidente
Q(L; K')=—lim ind H(L,; —2hg (%)) .
e>0
Il suffit de montrer que pour tout >0 et tout 6>0, on a une injection
continue
H*(Lyys, —2hg (%)) = Hy(L,, —hg (@) .
Comme la fonction z— |u(2)e**|* est sous-harmonique dans L,,,CR*™, ou

4 € H*L,.s, —2hg,(x)), on a la majoration pour ze L,

|u(2)e® P

ALY I
- 521:. VO]. ( Uzn) Sz+6U2,,[ u(C)e I C

Comme h,K;(a:)=sup‘,'e x; (Reda, 23), il suffit de prendre la borne supérieure
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des deux membres pour obtenir 1’inégalité

. — 1 . 1/2
up(|u(2) exp (hai@) s 2 € LIS 5rmzrp([, | 1@ exp @R o)

qui est le résultat cherché.

DEMONSTRATION DU THEOREME 2;3.1. Pour simplifier les écritur?/sz,
1/2
on pose llu]]$=<s lulzexp(ZhK')dV> et |]u]|‘=(§ lulze“"'dV> .
Lg €

On choisit une suite croissante convenable (A,) de réeﬁs%%’éilifs, qui tend
vers + oo, A

Soit v € Q(L; K'); par le lemme 2.3.5, il existe un ¢ et un a>0 tels
que v soit dans H*L,,,, —2h,,, (x)). Le théoréme sera démontré si on
prouve que, pour tout >0, il existe v,€ @, de facon que |[|v—wv,;|.<é.

On sait d’aprés le lemme 2.3.4 qu’il existe v, dans H*(R"+i(\,+a)U,,
—2(\+a)|x|) tel que ||v—,|.=<6/2. On construit alors par récurrence une
suite (v,),z:, 00 v, € H¥(R*"+i(\,+a)U,, —2(\,+a)|x]) vérifie ||v,_,—v, |41
279, I'existence d’une telle suite étant assurée par le lemme 2.3.4. On
voit que la suite (v,) converge dans chacun des H*R™+1i\v,., —2M\,|2)),
donc dans Q,, et sa limite v, vérifie ||v—v,||<8. Le théoréme 2.3.1

est entiérement démontré.

REMARQUE 2.3.6. Si L=R"+:K, la densité de Q, dans Q(R"+1K; K')
résulte immédiatement des résultats du §2.5 de [16]. La démonstration
dans ce cas n’utilise que la transformation de Fourier (théoréme 1.3.1)
et D'existence du multiplicateur exp (8z?).

2.4. Notion de porteur.
Soient L,CL deux convexes de C" de parties imaginaires bornées,
K;c K' deux convexes compacts de R". Les injections continues

Q= Q(L; K") = Q(Ly; Ky)
sont denses. Par transposition, on obtient les injections canoniques
Q'(L,; Ko)=—Q'(L; K') = Qs .

Dans toute la suite, on identifiera tous les espaces Q'(L; K’) 4 des sous-
ensembles de Q;. Remarquons, inversement, que @), est la réunion de
tous les Q'(L; K'). Ceci nous améne a poser la

DEFINITION 2.4.1. Une Fourier ultra-hyperfonction T ¢ @; est portable
par L g’il existe K’ tel que TeQ'(L; K'). Les éléments de Q'(L; K’)
sont les T'e @; qui sont portables par L et de type k..
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En particulier, si L, est compact, Q'(L,) coincide avec I’espace classique
A'(L,) des fonctionnelles analytiques portables par L, selon la définition
usuelle (ef. par exemple, [8] §4.5, ou [1] §1.1), et A'(L,) s’identifie a
I’ensemble des T € @; qui sont portables par L.

§3. Valeurs au bord dans Q.
3.1. L’application b.

DEFINITION 3.1.1. Soient @ un ouvert connexe de R" et K’ un com-
pact convexe de R". On définit 1’espace:

(R +iw; K')= lim proj Hy(R"+iP; hx(®)) -
Sw

(Pour la signification de Pcw, cf. §1.2). L’espace O(R"+iw; K') est
du type Fréchet-Schwartz. Dans le cas ou K’'={0}, I’espace & (R"+1iw;
{0}) coincide avec l’espace (D" +iw) défini dans [4]. Dans ([16], §3.1)
I’espace ﬁ’N(R"—kfia); K') est noté /f(a); K.

DEFINITION 3.1.2. Soit feZ (R"+iw; K'). On définit une forme
linéaire continue sur @, en posant, pour ¥ € w,

), P =\ _f@+inp@tide

R”

(Par le théoréme de Cauchy-Poincaré, cette intégrale ne dépend pas de
). On l’appelle valeur au bord de f dans Q.

LEMME 3.1.8. Soit a €ow; alors b(f) est dans Q'(R"+1i{a}; K').

En effet, la fonctionnelle définie par ¢——>S . f@+1y,)P@+iy,)dx, ou
Y, est choisi dans , suffisamment voisin de 2, représente un élément
de Q' (R"+1{a}; K") qui prolonge b(f).

Remarquons qu’on a aussi 1’écriture, pour @ € Q(R"+1{a}; K'): <b(f), )=
lim,_, S f@+iy)P(x+ia)de, qui justifie, pour ’application b, la dénomina-

ew JR™

tiorg d’ “application de valeur au bord”.
3.2. Un théoreme du type “Fdge of the wedge”.

THEOREME 3.2.1. Soient 2, et 2, deux ouverts conmexes de R*, 2=
co(2,URy), et f;e P(R*+i2;; K')(5=1, 2). On suppose que b(f,)=b(f,).
Alors il existe f € 7 (R*+1i2; K') qui prolonge f, et f,.
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DEMONSTRATION. Il suffit de montrer la propriété suivante:

(3.1) “Pour tout compact P de £2 et tout &>0, il existe une fonction
fr.. € P(R*+1iP), vérifiant

Sup {| fr,.(2) | exp(—h g () —2¢|x|); 2 € R*+iP}< + oo

et qui coincide, pour j=1, 2, avec f; sur R”+i(.9,-ﬂl°’).”

En effet, la fonction f, obtenue par recollement des f,., sera néces-
sairement dans Z(R"+i2; K'), et répondra i la question. On fixe un
compact P de 2 et un ¢>0 jusqui 4 la fin de la démonstration.

Soient a>0 et w=]—a, a[*; on choisit a assez grand pour que P soit
contenu dans @ et que @ rencontre 2, et 2,. On prend également deux
compacts connexes P, et P, de 2, et 2, respectivement, qui sont contenus
dans w et tels que Pcco(P,UP,). On pose w,=2,N®.

Par la proposition 2.2.1, il existe des fonctions vy, --
7 (R"+1iw) vérifiant

-, YV, dans

hg(x)+e|x|< igf Re v, (2)=hg(x)+2¢|2|+C*, zeR"+iw .
1sksm

On définit les fonctions g, ; € Z(R"+1w;) par g, ;(2) =f;(z) exp(—v,(2)).
Pour tout 0>0, on peut trouver une constante C(9, ¢/2) pour laquelle

|94.5(@ + 1Y) | = C(9, &/2) exp (kg () +(¢/2)| x| —Re vy(2))

pour z€R"+iw;,_,. Si on pose g,,;,(*) =g, ;@+iy)(®xeR", yecw,), on
obtient la majoration:

(3.2) 190s@|5C exp(—22) @e R, yew, ..

Par la formule intégrale de Cauchy, toutes les dérivées de g,;,
vérifient une majoration du type (3.2) avec une constante qui ne dépend
pas de y € w;,_;; autrement dit, pour tout yew;, g.,;, est dans S (R"),
et la famille (g,,;,,),.»; est bornée dans .>“(R"). On pose, pour ¢¢ R"

S .
i.in(§)= Snngk.,-,y(w) exp (—i<&, §))dx .
La fonction g, ;, est dans S“(R") et on a la formule de réciprocité

S
9:.5(2)= (27r)“"snngk,,-..,(5) exp (i€, §))d¢ (ze R*+iw;) .
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Par le théoréme de Cauchy-Poincaré, l’intégrale

A~ .

Ry, i (&) =€V0g,,5,,(8) = Smgk,j(z) exp (— i<z, &))da
est indépendante de y € w;. La formule de réciprocité s’écrit
(3.3) gk,j(z)=(ZW)""SMe_(”’”hk,j(E) exp (i{x, £))d¢ (€ R"+iw;) .

La démonstration de (8.1) se fait en deux parties.

1) Supposons avoir montré que h,,=h,, et notons k, cette fonction.
L’image par la transformation de Fourier de la famille (g,,;,,)ycr; €St un
borné de .&(R"), ce qui prouve l’existence d’une constante M telle que

A~ \
190,50 @ IS MA+[2)™ ((eR",yeP),
d’ou I’'inégalité
3.4 |hi(8) | S Me®(1+1)™ (teR,yePUP,).

Pour chaque ¢ fixé, I’ensemble des y vérifiant (3.4) est un demi-espace
fermé II,, et l’intersection de tous les II, est un convexe qui contient
P,UP, On en déduit que (8.4) est encore vrai pour tout y € P. Definis-
sons la fonction ~

gu+in)=@n)| | exp(— W, £hi(@) exp (i, )it .

D’aprés la majoration (3.4), g, est définie, holomorphe et bornée dans
R*+iP. Par (8.3), g, concide avec g, ; dans R"+'£P°,-. On pose fp,.=
g, exp (v,); fr.. concide avee f; dans 2, N P. Soit

M= sup sup{|g.(2)]; z € R"+iP} .

On a la ma;joration, pour ze R*+iP
| fr.(2)|= M’ exp (Rev(2)) (k=1,---, m),
d’ou
|fe.(2)| =M’ inf exp(Re v,(2)) <M’ exp (hx(2)+2¢| 2] +C*),

ce qui prouve (3.1). Il reste & montrer
2) Pour tout 2e R", h, (&) =h,.(8).
On veut montrer 1’égalité des distributions h,, et h,,. Pour cela,
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on fixe € Z(R"); le théoréme sera entiérement démontré, si on prouve
que

SR* hi (E)(8)de= gknhk,g(f)q/p(e)dg .

Pour tout p>0, on pose
—_ —-n/2 - 1 —+\2
¥o(8)=(2m )™ SM wlf(t)eXp( - ()] )dt .

Pour un certain a'>0, supp yc[—a’, @']", et par un calcul simple, on
obtient la majoration

”

2 — i e )2
¥ @lserexp| 70— 20 1~a]

J

qui prouve que v, €@, et done, par le théoréme 1.8.1, que & v, est
dans Q,.

Comme @ rencontre 2, et 2,, on peut trouver un compact convexe
K de @ qui rencontre 2, et 2,. Par le lemme 3.1.3, b( [ eQ(R*+1K; K')
(4=1,2). Or la fonction e** 5 4, est dans Q(R"+iK; K’). L’hypothése
b(f)=>b(f.) se traduit par 1’égalité

<b(f2), XD (—vu(2))F 9o(2)) = (b([>), eXP(—V4(2))F o(2)> .
Mais

B, exp(—@)F o= [ Fiw+in,) exp(—vile+ iy el
X exp(—1<§, x+1y;))dxds
(avee y;€e KN 2,) et comme
| Fie+ i) exp(—vit@+iv,) exp(—ie, o+ iy))de=hu (6 ,
on a finalement
| P O©de=_vo@hu©)ds .

Pour achever la démonstration du théoréme, il suffit de montrer que

(3.5) lim | @i ©de =+ (@O (@)de .

Au moyen d’un changement de variables, on écrit
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vi@=@m | ye—tv/pexn(—thit

V@1 @) exp(— )it ,

B(§/vp,a’| VD)

ou B(&, r) est la boule de centre &, et de rayon r pour la norme produit
x—|x| dans R". Donc pour tout A>0, il existe une constante c¢(\) qui
ne dépend ni de &, ni de p (p<1) telle que

|Po(8) | (Ve e .

Comme on sait que lim,_,4,(&)=+(£), en prenant A>0 assez grand,
on peut appliquer le théoréme de convergence de Lebesgue pour montrer
(3.5), ce qui achéve la démonstration du théoréme.

Si dans les hypothéses du théoréme 3.2.1, on prend 2,=2, et fi=7,,
on obtient un théoréme de prolongement avec croissance dans les domaines
tubulaires.

COROLLAIRE 3.2.2. Soit Q2 un ouvert de R*. L’application de restric-
tion
(R +ico(2); K')— O (R"+i2; K

est un isomorphisme d’espaces vectoriels topologiques.

4. 'Transformation de Cauchy.

Dans tout ce paragraphe, K’ est un convexe compact de R", K=
K, x--+-xK, est un produit d’intervalles compacts, F=F,x --- X F, est
un produit d’intervalles fermés, et L=F-++K s’éerit L,x---XxL,, ol
L;=F;+1iK;.

Si et zeC™, on pose également

exp(—(C—2)) _ frexp(—(E;—2)")

C"“z J Cj—‘Zj

4.1. Calcul du noyaw de ’application b.
Par la lettre » on désignera un nombre positif ou+ . Rappelons
que L, est I’r-voisinage de L pour 7 positif si =+ -, on pose L,=C".

DEFINITION 4.1.1. On pose
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R(L,.$L; K")= lim,poroj Hy(L,_ . % L,; hg(x)+¢€'|2]),

et
R(L, %;L; K')=lim proj Hy(L,_. #;L.; hg(x)+¢€"|x|) ,

&,e’>0
ol, par convention, r—&=+ oo 8i r= -+ oco.

Ces deux espaces sont du type Fréchet-Schwartz. Si L=R"+iK, on
a l’identité

RC*#L; K)=2(C % L; K') .
DEFINITION 4.1.2. Soit fe R(L,% L; K'). On définit la forme linéaire
b(f) continue sur Q(L; K') en posant, pour ¢>0 assez petit,
@), Py =(-1r| @@z
. o~e

(Par le théoréme de Cauchy, cette intégrale ne dépend pas de ¢).
L’application b ainsi définie est une application bornée de R(L, % L; K')
dans Q'(L; K'). '

THEOREME 4.1.8. Soit feR(L,4L; K'). Il y a équivalence entre

4.1) Pour toute 9 € Qs K), | 7Qp@dc=0,
et
@2 F=3fn ol fieRL KL K.

Autrement dit, Kerb=31_, R(L, %; L; K').

DEMONSTRATION. Si f vérifie (4.2), il résulte du théoréme de Fubini
et du théoréme de Cauchy que feKerb. On suppose maintenant que f
vérifie (4.1).

Par la formule intégrale de Cauchy, on a

)
(2¢m)" JogtL, ke

£ exp(—(—2)) dc .
) {—2z

Cette formule vaut pour tout ze L, ¥ L, en supposant qu’on choisit
¢ assez petit pour que z soit dans L, . $L,. (Pour plus de détails, on
pourra consulter [8], théoréme 3.1, dans le cas d’une variable, le cas
de n-variables s’en déduisant aisément).

D’autre part, en raison des orientations, on a

f(2)=
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SE(L,-,,._S\L,-,;) Sa(Lj,,-__g) SaLj,g

Si @ est intégrable sur o(L,_. % L,)=T11",0(L;,,_\L;., on peut écrire,
grace au théoréme de Fubini,

POAL=3 (—1)f-1S PQdC+(—1)| PO)dL ,

Sao(Lr_esLe) iy 9Ly, x-+XIL

5= JL 9L ) % 0Ly o ( JT 9L, \Lu)) -
On applique cette décomposition a la fonction f(§) exp (—(E—2)?)/(—2), en
remarquant que si z€ L, %L, la fonction: {—exp(({—2)?)/({—2z) est dans
Q(L; K'). De plus, ’hypothése (4.1) s’écrit

f(‘:) exp(—(E—2)") dz=0 .

SaL,,,x---xaLﬂ,, {—z

On obtient donec la décomposition finale pour ze€ L, £ L

_w (—=1) exp(—(E—2))
=2 o Sa,-,,,ef o

On pose

oy (1) S yexp(—(E—2)°) 4
5i(®) 2im)™  Joy,, sf(C, —2 ¢
pour z€ L, # L (La encore, on suppose € assez petit pour que z soit dans

L,_.#L,). D’aprés l’écriture 9,,,., le domaine naturel de définition de f;
est

(C\L1) Xoeee X (C\Lj—1) X L:',r X (L:i+1,r\La'+1) XX (Ln.r\Ln) ’

ce domaine contient en particulier L, #; L et, par des arguments classiques,
on montre que f; est holomorphe dans L,#; L. Le théoréme 4.1.3 sera
démontré si on prouve que f; est dans R(L, #,; L; K').

On fixe j 1=<j=mn),e>0 et ¢>0. On cherche une constante M, . =0
telle que |f;(2)|=M,,. exp(hy (x)+2¢'|x|) pour z¢€ L, s #; L.

On sait qu’il existe une constante C,. telle que

| FOI=C.,exphe (@) +€'|E]) CeL, . 3L,

d’ou la majoration
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1 ’ 2
17i®)| S e O |, XD Thr(®) +6' 61 —Re(C— )1

Comme 7 et y varient dans des ensembles bornés, on obtient

| fi(2)|=C* sup exp[he(§)+2¢'|¢| —(6—2)] (z¢ L, .4 L) .

Il reste donc a prouver l’'inégalité

(4.3) sup (he(8)+26" |&]| —(E—2)) =C* + hy () +26 | 2] .

Soit P=K.... L’inégalité (4.3) équivaut a la suivante:
Sup, (1hp(§)—hpx) | —(—2) )<+ o ,

que l’on peut déduire du lemme 2.3.2. Le théoréme 4.1.3 est démontré.
On en déduit un résultat du type Phragmén-Lindelof:

COROLLAIRE 4.1.4. On pose K=[a,, b,]X --- X[a,, b,]. Etant donnés
des mombres a,, ---, a, 0<a;<7w/(b;—a;(S+ =) et feRL,$L; K'). On
suppose que dans un certain L,%L (0<r'<r), f séerit 1. f; ou
fi€ @(L, #; L) vérifie la majoration:

(4.4) Pour tout >0, il existe deux constantes M, et A, telles que
1@ |SM.exp| A, 3 explaslmD | (el ¥ L.

Alors fedi,R(L,%;L; K).

DEMONSTRATION. Par une translation sur les imaginaires, on peut
se ramener au cas ou K=[—a, a]X: - X[—a,, a,] (@;=0). On veut
montrer que f vérifie (4.1). On fixe donc ® € Q(L; K').

On choisit des nombres B; et un nombre p 0<p<r') tels que a;<

B;<m/(2a;) et Bia;+p)<m/2. Pour t>0, on pose
h(z)= exP[ —t ki___‘al (exp(Biz:) +exp(—2 kzk))] .

Par le choix des B, et de p, on peut trouver un 6>0 tel que cos B,y,>0
pour z€ L,, d’oi la majoration

@) <exp| —td 3 (exp(Bim)+exp(—@sen) | e L,).

Comme la fonction z— 32_, (exp(B.%:) +eXxp(— B:%;)) se comporte a ’infini
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comme la fonection z— 3%, exp(B:.l«.]), la fonction f;()h,() est dans
R(L,%; L; K') pour tout ¢>0.
On déduit du théoréme 4.1.8 que

|, . FOROP@E=0 ¢>0).

Mais la fonction h, est majorée en module par 1 sur L, et converge
simplement vers 1 quand ¢t tend vers zéro. On conclut alors par le
théoréme de convergence de Lebesgue.

4.2. La transformation de Cauchy.
Par le théoréme 4.1.3, ’ensemble >*., R(C" #; L; K') est un sous-espace
fermé de R(C"#L; K'). On note HF(C" R; K') ’espace quotient

R(C"%L; K" g R(C %, L; K') .

Comme quotient d’un espace Fréchet-Schwartz par un sous-espace fermé,
H?(C", R; K') est encore du type Fréchet-Schwartz. On note encore b
P’application de H?(C*, R; K') dans Q'(L; K'), déduite de la précédente
par factorisation, ce qui donne le diagramme commutatif:

RC " #L; K') —— @ (L; K') .
AN /
\ b
HxC", R; K"

LeMME 4.2.1. Soit TeQ'(L; K'). La fonction

2— T(z)= (_2:;[1_)" <, XK = _(zc— &)

est dans R(C"#L; K').

DEMONSTRATION. Si ze L, $ L, (0>2¢), on a, d’aprés la proposition
2.1.1, la représentation

7= |, ZREED exp (o) +e16DdRO

ol /¢ est une mesure bornée sur L..
On en déduit la majoration

| T(2)| < C* sup exp[ —(z—&)*+hxe (@) +€' €11,
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qui devient, d’aprés (4.3),

| T(z) | <C* exp (hx(®) +¢€'|2]) (2€ Lo} Lu)
d’ou le lemme.

DEFINITION 4.2.2. On appelle transformation de Cauchy de la fonc-
tionnelle T e Q'(L; K'), la classe de la fonction T dans HZ(C", R; K').

THEOREME 4.2.3. La transformation de Cauchy
Q(L; K") -5 Hy(C", R; K)
est un isomorphisme topologique, inverse de ’application b.

DEMONSTRATION. On sait déji par le théoréme 4.1.3. que b est injec-
tive. Il reste 4 montrer que si TeQ'(L; K'), alors 5(T)=T. Or si ¢
est dans Q(L; K'), on a

<5(T>,¢>=(—1)"Sa @(z)<T;,(2 )exP( @=C") 4z

z—¢

=<Tc, R §30Lc (2) exp(— (Z C)z)dz>

0 &

et ceci, d’aprés la formule intégrale de Cauchy, est égal 3 (T, #), d’ou
le résultat.

4.3. L’espace H?(C", R; K').
LEMME 4.3.1. Si¢ K,cK,, Uapplication naturelle
3C*, B; Ki) -2 Hy(C", B; KO)
est continue et imjective.

DEMONSTRATION. Si feR(C"#L; K/) a une image nulle par .7 alors
f est dans 337, R(C" §; L; K,), et vérifie (4.4). Par le corollaire 4.1.4, f
est dans 3\, R(C"#%; L; K;), d’ou le lemme.

Utilisant les applications .# du lemme 4.3.1, on définit I’espace
HC" R; K')=lim proj H}C", R; K..) .
e'>0

Un élément [g] de H3(C", R; K') est la donnée d’une famille (g.).., de
fonctions vérifiant
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(4.5) . g eR(C"#L; K et
si 0<6<6,, gy—g‘,ez,lR(C" #j L; K,;r). :
i=

Il existe une dualité naturelle entre H7?(C*, R; K') et Q(L; K'): soit
[gle H2(C", R; K"); si @ € Q(L; K') il existe un é>0 et un &'>0 tels que
pe Hy(L,; —hg(x)—¢'|2|). Alors d’aprés le théoréme 4.1.3 et la condition
(4.5), 'intégrale

D, py=(—1r| _a@e@dz

0
ne dépend pas de & (0<6<¢’). On définit ainsi une application linéaire
bornée de H}(C", R; K') dans Q'(L; K’), notée b.

Considérons le diagramme

H2C", R; K') —>— H»C" R; K') .
(4.6) | N b4
Q'(L; K')

Le résultat suivant est encore une conséquence du théoréme 4.1.3.

PROPOSITION 4.3.2. Le diagramme (4.6) est commutatif et formé
d’isomorphismes topologiques.

Ceci signifie en particulier que, si (g.).-, vérifie (4.5), alors il existe
une fonction f e R(C"# L; K') telle que, pour tout &, la fonction g.—f
soit dans 3\, R(C"#L; K.), et cette fonction est unique modulo
S, R(C™#%; L; K'). On sait construire f au moyen de la transformation
de Cauchy.

4.4. Cas ou L=R" comparaison avec les hyperfonctions.
Soient # le faisceau des Fourier-hyperfonctions (cf. [4]) et <& le
faisceau des hyperfonctions (cf. [14]):
B (D")=Hm(C", &) (o0 C"=D"+iR") ,
G (R™)=Hpz(C", &) .

Au moyen de l’isomorphisme de Leray, on construit (cf. [14], ch. IV,
§2) une application b’ de valeur au bord

o R = Z (R,
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qui est surjective et de noyau >}, Z(C" §; R") ([14], théoréme 4.2.1).

En utilisant ([4], §2, remarque 1 et théoréme 2.1.4), on peut reprendre
cette construction pour définir une application de valeur au bord, notée
encore b’

Fwr+il" -2 (DY
qui est surjective et de noyau >}, (D" +I") £; D).

Si on prend r=1 et =+ o, et si on raisonne comme dans le théoréme
4.2.3, on voit que ’application naturelle

RC 4 B [ (3 RC" 4, B)) — BB+l § B") | (3 R(B*+iI) 4, BY)

(ou R(C*# R") signifie R(C"# R"; {0})) est un isomorphisme. Comme
R(C™ ¢ R"=(C™ # D*), on obtient canoniquement un isomorphisme

RC"§ B [ (3 RC™ #; B)) (D" .
On considére alors le diagrammé
@n RC 4R [(SRC 4, B)) Lo 4R [ (3 o€ 4 BY)

v |

(D) SN 5

ou % est D’application naturelle et p 1’application de restriction du
faisceau A#.

LEMME 4.4.1. Le diagramme (4.7) est commutatif.

La démonstration de ce lemme n’est en fait qu’une vérification, qui
s’effectue en réécrivant la construction de 1’application b'.

THEOREME 4.4.2. L’application naturelle
’ i ’ ‘fK' J
R(C" £ R"; K") / (2 R(C" §; R K')) =5 2(C" 4 R) / (z P(C" #; BY)

est surjective et mon imjective.

DEMONSTRATION. L’application p est surjective, puisque le faisceau
# est flasque ([4], corollaire 3.2.3). D’autre part, il est connu que p
n’est pas injective (on pourra trouver un exemple d’un élément non trivial
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du noyau de p dans [11]). On en déduit le théoréme dans le cas ou
K’'={0}.
Au moyen de ’isomorphisme
(4.8) e': Q(L; &+ K')— Q(L; K')
défini par @P——exp(K&, 2))P(2) ,

on se rameéne au cas ou K’ contient 0.
Le diagramme commutatif

R(C"§ B [ (3 R(C" 4 R)) TS RC" 4 B K') [ (3, RC" 4, R™ K) )
N\ /
N T
7C 5B [ (B4 RY)

prouve que % est surjective. Mais comme _%., est injective d’aprés
le lemme 4.3.1, on voit que % ne peut étre injective, d’ou le théoréme.

§5. La transformation de Fourier-Borel.

5.1. Transformation #, et valeurs au bord.
Soient K et S deux convexes compacts de R", I’ un cone ouvert
propre; I'* son cone dual. On écrira Q(L) pour Q(L; {0}).

DEFINITION 5.1.1. Si w est un ouvert convexe de R", on pose

Exp (R"+iw; K+iS)=1im proj H,(R"+iw_.; hg (%) +hs,¥)) -
&,6’>

L’espace Exp(R"+iw; K+14S) est du type Fréchet-Schwartz, et on a

I’injection continue
Exp(R"+iw; K+iS)=— (R +iw; K) .

L’application b de valeur au bord définie au §3 est donc continue sur
Exp(R"+1iw; K+1S) a valeurs dans Q;. Si w=I, par le lemme 3.1.3, b
est en fait a valeurs dans Q'(R"; K).

LEMME 5.1.2. Etant donnés ¢ et ¢'>0, on a la majoration

sup {|exp (—<z, {))|exp (¢'|&]); £ I'*+8S,, e K.}
=C¥explhg,(x)+hs(y)] (eR"+il_.).

DEMONSTRATION. Si &'el*, yel_. et |[t|<e' (teR"), on a y+tel
et <&, =< ¢, y+tdD—<¢, t), dou ¢, yp<—¢'|¢'|. Par conséquent,
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sup {<§, ¥> +<m, @) +¢&'|E]; §e " +8, ne K}
= sup (<&, 9> +¢'| &' +sup (K&, ¥) +€'|¢"]) +5up (7, @)
Shs,W)+C" +hg (@) ,

d’ou le lemme.

DEFINITION 5.1.3. Soit Te @(I'*+S+1K). Pour tout ze R+, on
pose

T(a)= (T, 6} .

Par le lemme 5.1.2, la fonction 7 est dans Exp(R"+il"; K+1i8S), et
I’application T— 7' est la transformation de Fourier-Borel, notée .&;.

THEOREME 5.1.4. La transformation de Fourier-Borel
Fp: Q(I'*+S+1K)—— Exp(R*+1I"; K+1S)
est um isomorphisme topologique.

La transformation de Fourier-Borel des fonctionnelles analytiques
portables par des convexes non bornés a été étudiée par de Roever dans
[12], dans un cadre plus général que celui des espaces Q. Le théoréme
d’Ehrenpreis-Martineau y est démontré en deux parties: d’une part
le théoréme 3.3 (surjectivité de .£,) et d’autre part le théoréme 3.5
(injectivité de .#,). Ce dernier théoréme y est donné avec une dé-
monstration trés longue et difficile; dans le cas des espaces @, on peut
déduire l’injectivité de .#, du théoréme 2.8.1 et calculer les valeurs de
“#; (g) sur un sousespace dense, c’est-ia-dire, pour @ cQ(R*+1K), en
termes de transformation de Fourier et de valeurs au bord (cf. (5.2)).

Soit le diagramme (ou on pose L=I*+S+iK)

Q'(L) =% Exp(R"+il"; K+iS)

(5.1) l lb

QR +iK) > QR K) .
LEMME 5.1.5. Le diagramme (5.1) est commutatif.
DEMONSTRATION. Soit TeQ'(L). Si € Q(R"; K), on a
CF T, p)=[(T, F
‘ =<T;, SR”¢(x+iy)e“‘<"'>dx> (avec |y| assez petit)
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=§ (x4 1y){T,, e *>da (avec yeI',|y| assez petit)
Rn

et ceci, d’aprés le lemme 3.1.3, est égal & <&(T), ), d’ot le lemme.
L’injectivité de .#; découle immédiatement du lemme 5.1.5. De plus,
si ge Exp(R"+4I"; K+1S), et si e QR"+1K), on a

(5.2) (Fi7g, =) g@+inds | ee+imesods

(avec yel', |y| assez petit).
On déduit aussi du lemme 5.1.5 une sorte de “surjectivité” de I’applica-
tion b:

THEOREME 5.1.6. Soit (I".)«es une famille de comes ouverts propres de
R tels que la réunion des I'* soit demse dans R*. Omn suppose que S
admet 0 comme point intérieur. Alors, pour toute u € Q' (R, K), il existe
des fonctions f,cExp(R"+il,; K+1S) telles que la famille (b(f.))xes 801t
sommable dans Q' (R"; K) et de somme u.

DEMONSTRATION. Soit U un voisinage de 0 contenu dans S. Par
I’hypothése faite sur les I'¥, la famille des V,= U+ 1y forme un recouvre-
ment ouvert de R". Soit (f.)... une partition continue de l'unité sub-
ordonnée a ce recouvrement. Pour tout ze€C", on pose 4.(2)=60,(x). On
définit I’espace de Banach C,(R*+iK,; —¢'|x|) comme étant I’ensemble des
fonctions continues sur R*+iK, qui vérifient '

sup {|P(2)|e'*; z€ R*+iK} <+ oo,
et muni de la norme correspondante. On pose

Co(R*+iK)=lim ind C,(R"+1K,; —¢'[x]) .
£,8’>0

Soit T=(27)" % u, qui est un élément de Q' (R*+¢K). Comme Q(R"+1K)
est un sous-espace vectoriel topologique de Cy(R"+¢K), on peut trouver
un prolongement T de T & Cy(R"+iK) qui est continu. On définit alors
1’élément ,T de C,(R"+iK) en posant :

<¢‘aT; ¢> = <T) "l’\a¢> ¢

On définit enfin T, e Q' (R"+:K) comme étant la restriction de v,T &
Q'(R*+1K). On vérifie alors que

1) la famille (T,).,.. est sommable dans Q'(R"+1K), et de somme T;

2) T, est portable par I'*+S+iK, de type nul (cf. définition 2.4.1).
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Enfin si on pose f,=T,, on vérifie par le lemme 5.1.5 que la famille
(fu)eecs Tépond a la question, d’ou le théoréme.

5.2. La transformation de Laplace.

On prend maintenant I'=]0, + [, K=T]%, K; et S=TI’-.S;; le cone
dual s’écrit I'*=]—o0, 0]". On pose L=I*+S+iK=L,%x---xL,, ol
L;j=]—o00,0]4+8;+7K;. On utilisera également la variable w=wu+14v e C".

On veut définir la transformation .&¥ de Laplace, de facon a obtenir
le diagramme commutatif

QUI'* +8+iK)=Q (L) —Z> . Exp(R*+iI'; K+iS) .
(5.8) b /
N Sz
2(C* R)

Pour chaque =@, ---, 6,) €{1, 7, —1}*, on pose

Wo=]_’i[W05CC“ ’

Wi;={w; e C; Im 6,w;>hg (Re ;) +hs,(Im 6,)} .
De méme, on pose W;=I[},W;,, ol
Wi, ={w; e C; Im 6;w;>hx(Re 8,)+hs (Im 6,) +¢} .
On a la propriété:

(54) W0=UW5 et U Wa‘:Cn # L.

>0 fe{1,t,—-1}7

Pour tout &’>0 et chaque 6€({1, 7, —1}*, on pose
(5.5)  Gu(w; 0)=(27f)"'§ g(Q)etdg
ie'+I'g

=Q<(277:)_"X0" So .. So g<i§’ +,§; t,-0,-e,-> exp (i{w, ie'+3 t,6,¢;>)

xdt,---dt, ,

ol on a utilisé les notations suivantes:

——e¢; est le j-éme vecteur de la base canonique de C*:¢;=(0, ---, 0,
17 0, %y 0)
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—— I'y est le cone {i t;0;e;; t,-;O} cR+il’
. i=1
—¢&'=E, -, e)eR".

Nous sommes maintenant en mesure de définir la transformation de Laplace
grice au résultat suivat:

THEOREME 5.2.1. Soit g € Exp(R"+iI"; K+1S).

(i) Si we W,, Pintégrale (5.5) converge absolument, et on a la
majoration:

Pour tout >0, il existe une comstante C, . telle que

(5.6) |G, (w; 6)| <C... exp (—e' ;; u,.) (we W) .

(ii) Si we Won Wor, §o(w; 6)=§.(w; 6'), et la fonction §.(w) obtenue
par recollement des fonctions §.(w; 6) est dans R(C" % L; &'B).

(ili) La famille de fonctions (§.)eso vérifie (4.5) et définit donc un
élément de Hi(C", R), moté <Zyg.

(iv) Fpeb(F9)=g.

DEFINITION 5.2.2. L’application &#: Exp(R"+1I; K+iS)— H*C*; R)
définie en (iii) est la transformation de Laplace.

COROLLAIRE 5.2.3. Le diagramme (5.8) est commutatif et formé
d’isomorphismes topologiques.

DEMONSTRATION DU THEOREME 5.2.1. On ne développera pas certains
points de la démonstration qui sont une extension immédiate des résultats
du §5 de [8].

On obtient (i) par une simple majoration. Si we W, N Wy, on montre
que §.(w, §)=§..(w, 8") par une application répétée du lemme 5.2 de [8].
Par (5.4) et (5.6), on en déduit que §.. est dans R(C" % L; ¢'B).

Le partie essentielle de la démonstration est résumée dans le résultat
suivant:

LEMME 5.2.4. Soient ¢ et ¢'>0 fixés. Si ze R"+4il'_,,, on a

!

Jo(w)e *?dw=g(2) .
(2
DEMONSTRATION DU LEMME 5.2.4. On définit 9,, comme étant la
demi-droite ou le segment orienté de oL;. contenu dans W,,. Etant
donné un entier & (1=<k=<mn), on fixe z,, ---z, dans R+1J¢’, + o[ et {'=
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(Ck+1y Y Cn) dans (R+?:[E', + <><’[)ﬂ_k-
On veut montrer la formule

—1\*

2w / 1$5sk 0;€11,1—1) Su'+0 R+ Su'+0 R+
f] 1 %

67 9@, -+, 2 O=( 0y =1 G €)

X (Saolx---xaak exp (zg w,-(C,-—z,-))dwl- . -dw,,)dcl- «dg, .

Pour démontrer la formule (5.7) dans le cas ou k=1, ou pour passer
du “stade k” au “stade k+1” dans la formule (5.7), il suffit de reprendre
la démonstration de la proposition 5.2 de [8]; ceci prouve (5.7) par récur-
rence, et si on prend k=mn, on obtient

g(Z) - %‘n—o € u;‘—n b S it_'+I‘og (C)( Saalx ceeX 30y ot c")d’W)dC

(-1 3 S §u(w, B)e—“duw .
fe{1—i,—1}" Jafyx---x30,,

Pour conclure le lemme 5.2.4, il suffit de remarquer que

[ Sal?lx---xa&,‘ SaoL‘ .

On revient d la démonstration du théoréme 5.2.1. Soient 0<d<d' <¢’.
On veut montrer que §,—§,€> ), R(C*#;L;¢'B). 11 suffit, d’aprés le
théoréme 4.1.83 de montrer la relation

5.8) |, svwewidw=|  amw)p@wdw

0
pour toutes les fonctions @ d’un sous-ensemble dense de Q(L; ¢’B). Par
le lemme 5.2.4, on sait que la relation (5.8) est vraie si @ est de la forme
p(w)=e "= ot z€ R*+iI"_,.. Or la densité des fonctions exponentielles
ci-dessus résulte de la commutativité du diagramme:

Q' (L; ¢B) -2 Bxp(R"+il_,; K+iS) .

| [

’ ‘f ’

Q0 — @
On a donc prouvé (iii) (une extension du lemme 5.5 de [8] aurait amené
une démonstration directe et élémentaire, mais trés lourde, de (iii)).
Comme (iv) est une conséquence immédiate du lemme 5.2.4, le théoréme

5.2.1 est démontré. Le corollaire 5.2.3 résulte de (iv) et de ’injectivité
de &#,.
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§6. Transformation d’Avanissian-Gay.

6.1. Notations.

Soient a=(a,, -++, a,)eR*, K=K, x ---xK, ot les K; sont des inter-
valles compacts de R" vérifiant |K;|<2x (| K;| désigne la longueur de K}),
et '=(;, -, k,) avec 0=Fk;<1.

On pose: L=L,x-++-xL,, o L;=]—o0, a;]; I*={z€C"; Re 2;>0} et
K +II*={zeC"; Re z;>k}; exp (— L) =exp (— L,) X --- x exp (—L,), ou
exp(—L;)={exp(—w;,); w; € L;}CC;

QUL; —K)=Q(; {— k) =lim ind Hy(Ly; — 3, (ks-+e) ;1)

Le but de ce paragraphe est d’étudier le comportement de certaines
fonctions holomorphes f connaissant les valeurs f(v), ou ve N*(N*=

N\{0}). Pour cela, on modifie les notations concernant la transformation
de Fourier-Borel.

Si TeQ'(L; —k'), on pose

FH DO =T()=(T,, exp({w, £>)>
et

Exp(k’+IT+; L)=lim proj H,(k'+¢&'+1II*; h_g(y)+<a, ) +¢&lz]) .

e,e’'>0

On a l’isomorphisme .#;: Q'(L; —k) 5 Exp(k’+IT*; L); ceci est connu si
k=0, d’aprés les résultats du §5. On passe au cas ou k' est quelconque
au moyen du diagramme commutatif:

QL) = Exp(I+; L)

ol 14 rl ¢
Fy
Q'(L; —F)— Exp(¥'+1I'; L),

ot les applications o et = sont définies comme suit:

(oT, py=(T,, exp(—<K', w))p(w)>
et
7f(2)=f(z—K) .

Enfin on pose

O(z, w)= ﬁ 2; exp(w;) )
i=11—zexp(w;)
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(Cette modification du noyau de la transformation G par rapport i celui
donné en [1] et en [10] n’a pas d’autre but que de remplacer les dé-
veloppements en série entiére au voisinage de l’infini par des développe-
ments au voisinage de zéro.)

6.2. La transformation G.

Cette partie est une extension & = variables des résultats de [10].
Le passage de une a plusieurs variables ne présentant pas de difficultés
particuliéres, on ne donnera pas la démonstration des énoncés qui suivent,
mais simplement la référence des résultats correspondants de [1] et de [10].

LEMME 6.2.1. Si zeCrexp(—L), la fonction w—®(z, w) est dans
QL; —K).

LEMME 6.2.2. Soient ¢ et ¢'>0 donnés, avec e<2rn—|K;|(7=1, ---, n).
Il existe ume constante C(e, &') telle que

|D(2, w) |exp(—<Kk', u) +&'|u) S Cle, )|z, |5+ X - - - X |2z, |+
od w=wu+iveL,, et zeC*#exp(—L,). (cf. [10], proposition 3)

DEFINITION 6.2.8. On désigne par &7(C" $exp(—L); k') ’ensemble des
fonctions g holomorphes dans C" # exp(—L) satisfaisant la condition

(6.1) Pour tous ¢ et ¢'>0, il existe une constante C(e, ¢') telle que
19(2)|=Ce, &) |2, [+ X - - - X |z, |5t .

On déduit canoniquement des inégalités (6.1) une famille de semi-
normes. Muni de la topologie vectorielle associée 4 cette famille de
seminormes, 1’espace <7(C" 4 exp(—L); k') est du type Fréchet-Schwartz.
Remarquons que C"fexp(—L) contient ]—oo, 0]* et que si g€,
(C 4exp(—L); K), 9(z, « -+, 2;_1, 0, 2545, -+ +, 2,)=0. Par conséquent, d’aprés
la majoration (6.1), le seul polynéme appartenant i &(C" % exp(—L); &)
est le polynome nul.

On définit maintenant la transformation d’Avanissian-Gay au moyen
du lemme 6.2.1.

DEFINITION 6.2.4. Si TeQ'(L; —k'), on pose, pour zecC"# exp(—L),
GT(Z):‘—G(T)(Z): <Tw9 ¢(z’ w)>‘

Par le lemme 6.2.2, la fonction G, est dans Z,(C" % exp(—L); k'), et
on désigne par G la transformation T -G, de Q' (L; —Fk') dans

2(C" $ exp(—L); k').
THEOREME 6.2.5. La transformation G: Q' (L; —k')—,(C"$exp(—L); k')
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est un isomorphisme topologique. L’application imverse est dommée par
la formule:

62) (T, Py=@im™ | @@Gdexp(—2), - -, exp(—2.)dz,: - -dz,

vour @ € Hy(L.; <K', x> —¢'|z|). (cf.[10], théorémes 4 et 6, et [1], théorémes
1.4.1 et 1.5.1)

6.3. La transformation Go F, .

L’application 4=Go-.#, ' a pour effet de transformer une fonction
feExp(k'+II"; L) en une série de Taylor >, .~ f(¥)2* qui se prolonge
en une fonction ge Z(C" % exp(—L); k).

En effet, on a le développement en série

D(z, w)= 3, zexp({w, v)),
yeN*
la convergence ayant lieu dans Q(L; —k’), uniformément par rapport a z,
lorsque z reste dans un compact quelconque du polydisque 4,={ze€C™;
|z;| <exp(—a;)}.
Si on pose pu=.%#, (f), on a
Gu(z)= > Sty exp(Kw, ¥))) = %ﬂﬁ(v)z”= Af(2)=g(z)
pour tout ze 4, ce qui assure le prolongement de la série de Taylor,
avec les conditions de croissance annoncées.

Inversement, si la série 3, .y @,2°, de domaine de convergence non
vide, admet un prolongement ge (C"#exp(—L); k'), la fonction f=
A7'g vérifie f(v)=«a, ve N**. TUne telle fonction f est unique dans
Expk'+1II*; K) et, d’aprés (6.2), est donnée par la formule

63)  FO=@m| glexp(—w), -, exp(—w)exp((w, {)dw .

0

On a donec montré le

THEOREME 6.3.1. So0it Sy 2’ une série entiére a domaine de
convergence non vide. Il y a équivalence entre:

(i) il existe f eExp(k’+1II*; L) telle que f(v)=a, (v N*");

(ii) la série S, . nn a2’ admet un prolongement g € & (C*$exp(—L); k).
Si de plus (ii) est vérifié, on sait calculer f en fonction de g au moyen
de la formule (6.3).

Dans le cas n=1, la partie (i)= (ii) est le théoréme de Leroy-Lindelof
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(cf. [5D.

COROLLAIRE 6.3.2. Soit feExp(k'+1I*; L). On suppose que f(v)=0
pour tous les v € N**, sauf peut étre un mombre fini d’entre eux. Alors

f=0.

DEMONSTRATION. L’hypothése signifie que Af est un polyndme. On
a remarqué qu’aucun polynome non nul n’est dans Z,(C* % exp(—L); k).
Done Af=0, et par injectivité de 4, f=0.

6.4. Prolongement des fonctions arithmétiques.

Pour un compact F de C, on désigne par v(F') le diamétre transfini
de F. On trouvera dans [15] des exemples de calculs ou de
majorations de ~(F') permettant de préciser et d’illustrer 1’énoncé
suivant:

THEOREME 6.4.1. Soit feExp(k'+=n*; L). On suppose que f est
arithmétique (i.e., f(N**)C Z) et que, pour chaque j, v(exp(L,)<1l. Alors
la fonction f(z) est une somme finie de fonctions entiéres de la forme
P(z)cir- - -ci», ou P est un polymime, et c; un entier algébrique situé, ainsi
que tous ses comjugués, dans exp(L;).

DEMONSTRATION. Soient pu=.%,"'(f)eQ (L; —k') et g=G.,=A4f. La
fonction z—g(1/z, -+, 1/2,) est holomorphe dans C"#exp(L), nulle a
Pinfini, et admet a I’infini le développement & coefficients entiers
Senn f(¥)2z™. Par un résultat de Martineau-Seinov (cf [1], p. 366) la
fonction g(1/z,, ---, 1/z,) est de la forme A(2)/(B,(2)---B.,(z,)) ou A et B;
sont des polynomes i coefficients entiers.

On peut donc écrire g(z)=P(2)/(Q\(2.)- - -Q.(2,)), ou P et Q; sont des
polynomes. Les zéros des polynomes Q; sont en nombre fini et, 3 cause
du domaine de définition de g, on peut supposer, aprés une éventuelle
simplification de la fraction, que ces zéros sont dans exp(—L;). On peut
donc trouver un compact convexe L,=L,,X---XL,, contenu dans L, tel
que g soit holomorphe dans C" # exp(— L,).

Soient p; le degré de P par rapport a la variable z; et ¢; le degré
de Q;. La majoration (6.1) est vérifiée par g(z) pour z¢cC" ¥ exp(—L,),
donc pour z€]— <o, 0]*, comme cela a déja été remarqué. Ceci prouve
que, pour chaque j, on a p;=gq;.

La fonction g est donc bornée dans chaque C" # exp(—L,,) (¢>0), et
la fonction w— g(exp(—w,), - - -, exp(—w,)) est bornée dans L, L,.. Par
(6.2) on a
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<, 9y =(@im)™ |

3L

P(w)g(exp(—w,), « -+, exp(—w,))dw (e QL; —Kk'))

et cette égalité devient par le théoréme de Cauchy

( Py=@im™ | pw)glexp(—w), -+, exp(—w)dw .

oLo,¢

Ceci prouve que gt est portable par L, au sens de la définition 2.4.1;
1 est donc une fonctionnelle analytique protable par L, au sens usuel,
et sa transformée de Fourier-Borel au sens de Martineau co’ncide avec

H.

Si maintenant on fait le méme raisannement pour la fonction f,(z)=
f@+1D)=f(z+1, ---,2,+1) qui est dans Exp(k'—1-+1I*; L), on montre
I’égalité f,=.7,(¢,), ou p, est une fonctionnelle analytique portable par
un compact L, de L. La fonction f; est un élément de & (L,) (notation

38.2.2 de [1]). Le théoréme 3.2.3 de [1] permet alors de conclure.
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