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37. Sur une inégalité de la théorie probabiliste des nombres
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(Communicated by Shokichi IYANAGA, M. J. A., April 18, 1987)

1. Introduction. L’une des inégalités les plus utilisées en théorie
probabiliste des nombres est I’inégalité dite de “Turan-Kubilius” (2]). Sous
sa forme originale aussi bien que sous sa forme duale, elle a joué un role
important et continue & é&tre utilisée avec succés. On se propose ici d’en
fournir une extension & des semi-groupes plus généraux que ceux habitu-
ellement considérés.

2. Position du probléme et résultats.

i) Soit 4 un semi-groupe normé par N(° ), engendré par un ensemble
P de “nombres premiers” p, sur lequel on fait les hypothéses suivantes:
H: > 1<Az, A absolue.

Neez”

H,: N(ﬂ)s 1+1/N(@)<Blogx, x>2, B étant uneconstante absolue.
)<z
pPEP

H,: > logN®<Cu, C absolue.

N(p») <z
pPEP

Remarque 1. H, a pour conséquence que
2 vm<a 1/ (N(p)) <log log +log B+O0(1).
Pour tout p € P, on définit une fonction ¢, : 4—{0, 1} par:
ep(@)=1 si p divise a exactement, 0 sinon,
et on dit qu’une application f: 4—C est une fonction additive si pour tout
a s’écrivant a=[].@0)-1 9", On a:

J= >, f).

ep¥(a)=1
N.B.: Sieu(a)=1, on notera v=v:(a), analogue de la valuation p-adique
usuelle.
ii) Le résultat est le suivant:
Théoréme. A satisfaisant aux hypothéses H,, H, H,, il existe une
constante absolue C telle que :
Pour toute fonction additive f: A—C, et pour tout x, on a:

1 _ JS@) | S
;Ng_)‘-‘sx N(z;):st_(—p;) SCWZS:I N(p”) ’

iii) Applications.

a) La forme duale de I’inégalité de Turan-Kubilius pouvant s’obtenir
par la méthode développée par P. D. T. A. Elliott ([1]) & partir de I'inégalité
ci-dessus, il est & souligner que cette relation de type “grand crible” de-
mande trés peu pour étre obtenue.

b) Si A satisfait a:
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HWM): N(Z):s 1=Lx+o(x), L>0, x— 4 oo,
HC): 2. logN®<Kz,
N <z

alors, le lemme C. 3 dans [3] page 112 donne
>7 1/(N(p))=log log x+0().

N(p») <z
Par conséquent, si w(a) est définie par:

(@)= >, 1,

vp(a)>0
on a une inégalité de Hardy-Ramanujan, i.e.: il existe K absolu (mais

dépendant de 4) tel que:
1/2) >, |w(a)—log log z*<K log log .
N

(@) <z
Remarque 2. Le role de la fonction de dénombrement de 4 est de peu

d’importance dans I’établissement de la relation. En outre, la méthode de
démonstration est susceptible d’adaptation a des contextes plus généraux.
Signalons que 3-b, oil I’on se raméne & f>0, peut étre évité ; on utilise a la
place une inégalité classique.

3. Schéma de la démonstration. Afin de simplifier les notations, on
donne la démonstration dans le cas A=N*, en se référant cependant a
H,H, H,

a) On fixe £>0. Alors, on définit E, par:

E,={n>0|,(n)>0)=>(p<0)l,
on pose: u(p»)=0 si p">z,
1 1-1/p N _[logx A
__1;;.__,_1_1/10”’“ , ol 7,= [logp]’ si p<ew.
[ 1étant ici le “crochet de Gauss”. Par un calcul direct et sans subtilité,
on établit le lemme suivant, qui correspond a I’indépendance statistique:
Lemme. Pour tout p et q premiers, v et p entiers>0, on a :
i) Z Spv(n)'—#(’p”) =0,

n€Eg n
ii) GZE A /7)(ep(m) — p(P))(egp(n) — (@) =0 st pq,
w(p*)- (l—y(p"))neZE 1/n) st pr=gq’,
— @) 2, (1/7) sip=q etv+p.

Remarque 3. H, nous donne que } ., (1/7)=0 (log ).

b) Une utilisation (immédiate) de I’inégalité de Cauchy-Schwarz-
Bouniakovsky montre que si I’inégalité est vraie pour f>0, elle est vraie
en général pour f & valeurs complexes. On suppose donc f>0.

¢) On pose S(@) =3 <. p(®) (D).

A(x)= %jzlf(n)—S(x) logn, i.e.
= 2| 2 U@ epm)—S@)F X eqew) log ¢*

nEr Pz

= > log q"né‘_"; |pl§r e4o(M)ep(M) f(0*) — e o(M)S () |

qP<T

= qéﬁ log @ %Szleqp(mq")f (@")+ pszjmep»(n)f »)—S@)P
(m,q)=1 P#q
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=q§zlog q 2 If(qp)+péepu(mvw”)—s(w)lz

MIL/qP

(m,q) =1
=2l 2, QL@+ Z epm)f @) —S@T).
(m,q)=1

On majore cela en otant la condition (m, ¢)=1, et par H,, on peut écrire que
§ log ¢ SZ/ 2y <2 PZS] S(g*)* log ¢°[A X (x/q)]
QP m<x/q qP<x

<2Ax log ® 2 pe<s (F(@°))] Q.
Pour ce qui est du second terme, on écrit que

Zlogqs 3 2 3 ep(m) ;@) —S@l
=221 3 ep(m)f@)—S@I 3, logg’
Széx[péxepy(m)f (»)—S@)*-C(x/m), par H,
<20z 3, ( /m)[pé ep(m) f (1) —S(@)I*

car m<x entraine que me E,, et 'on a

m%% a/m) [p»‘::x J (@) (m)—S(@)]
=m§ a/m) [MZ; (ep(m) — (0") f (P
= 2 J@)F@) 5 (1)) (e ) = D)) o) — (0*))

=p§x f(p”)zp(p")(l—ﬁ(p”))ng (1/”)+p,§ — (@) f(@°) - (0" 11(D*) -neZEIw(I/n),

Pz
v#Ep

par le lemme, et comme f>0, le second terme est négatif, et ’on majore
donc par

Tg, J@)u()(1—u(p?) 4? a/m< ZS] J@Yu@)-K'logx  par H,

i< ngx Pz
J@) , ce qui nous

pl‘

et comme pu(p*) <1/p*, on majore encore par: K'logx >,
X

donne :
C: il existe une constante absolue K telle que
A)= 2,1f(m) —S(@)f logn<Kwzlog xpé (f@)» /v

d) On remarque alors que:
Slenlf (n)—S(x) I*Sn S%ﬁlf(n)—S(ac‘”)+S(9c‘”)—S(w) ¥

<2 3 |f)—S@IF+2 T |S@—S@nF.

Or, tout d’abord, on a, pour un C, absolu:
2 Z/ | f(n)—S@'?) < CA), et par C
nLxll2

<C,Kz'logx SZ/ (F@» /v
pr<atl2

et de plus:
|S@)—S(@H < \Mg_,m (f@)) /vl car u(p”)<1/p

< (f(p”)z)/p”-wszmzl/p”

zl2<pv<x

<C)logz- >, (f(@»/p, C, absolue,

xl2<pY <z
par la Remarque 1.
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D’ou 'on déduit, par H,:
L) —-S@F<Cix”logx 3, (f(@))/p>,  C, absolue.
n<r pvsx
e) On écrit que:
ZE | f(m)—S@) < SZ | f(m)—S(x) +xm§g |f()—S(@)F (log n/log &)
<C, %' log xp; @M /p*+@2/log )A(x),  par d),
SC@W};@ f@)D /v, par C.
f) Pour avoir I'inégalité requise, on écrit que

_ v J®) J@) . 1-1/p
|S(x) p;;z p* <z P* (1—1/]0’1’” 1)
@) (1, 1—1/p=> \F
vz P X(p X (1—1/10’:»“))

1—-1/p™ 1 N , .
s < < C,, ou C; est absolu, et ’on majore
A-1/mA-1/p7H =~ A=1/pH = '

v 2
par: (Z J (p)> : que 'on majore, grice a l’inégalité de Cauchy-

<z pv+1

2

2

Schwarz-Bouniakovsky, par:
@M rx 2 A/pH<Ce 2 (F @)D /P,
sz yud< V%4
C; absolu, grace & H,.
g) Comme

Ex [f(m)— péz @) /pr= né [(f(n) — S@))+(S(x) — pp};.x (f@) /¥
<2[ 2 |f(n) —S(@)['1+2([S(x) — pé}w (@) /pF- PILH

on conclut par e) et f).
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