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111. Structures paragraduées (groupes, anneaux, modules). II

Par Marc KRASNER*) et Mirjana VUKOVIC**®

(Communicated by Shokichi IvANAGA, M. J. A., Dec. 12, 1986)

3. Point de vue homogéne. On considére les parties homogénes H
des groupes G avec la composition partielle xy induite par celle de G (la
composabilité des z, y € H est notée x # y et équivaut & vy e H dans ). On
appelera une structure (H; xy), ou 2y est une composition partielle, para-
groupoide si elle est de ce type. Soit Hx)={yeH;x#y}. Alors, en
traduisant les parties des axiomes 1°)-3°), qui ne font intervenir que les
éléments de H et leur composition partielle dans H, on obtient, d’abord,
les conditions (I*)—(11I*) suivantes, pour que (H ; xy) soit un paragroupoide :

(I*) 1Ilexiste 1e H tel que, pour tout x ¢ H, on ait 1§ x et lux==.

(II*) a) Si xe H, la composition xy est partout définie sur g(uw)=
{ve H; Hw)2H(u)}, et g(u) est un groupe par rapport & cette composition;

b) Sizty, onaytex, etil existe un z=2(x, y) € H tel que z  xy, yr=
2(x, y)xy et H(z)2H(x) UH(y).

Remarques. 1) Un gCH est dit un sous-groupe de H si a2y y est
partout définie et g est un groupe par rapport a cette composition;

2) Un sous-groupe g de H est dit fortement saturé si x e g implique
9(@®) 9.

(IIT*) Si ACH est tel que, pour tous x,y € A, on ait x #y, il existe
un sous-groupe fortement saturé g de H tel que AZg.

Les structures (H ; xy) satisfaisant aux axiomes (I*)-(III*) s’appellent
quasi-groupoides. Ce (H; xy) est, en fait, une amalgame de groupes, a
savoir celui de tous les sous-groupes fortement saturés de H. La structure
(H ; xy) est un paragroupoide ssi cette amalgame de groupe peut étre im-
mergé d’une maniére invariante dans un groupe G (c’est-a-dire d’une
maniere telle que I’image de tout groupe de I’amalgame devienne un sous-
groupe invariant de G) et de telle maniére que G soit engendré par H juste
avec le systéme R précédemment décrit de relations, réunion de ’ensemble
des relations H-internes

{eyz'=1; x,y,2e H; x ¢y, xy== dans H}
et celui des relations gauches de commutation
{#(x, Wayxe'y'=1; x, y e H, yr==2(x, y)xy dans G}
obtenues aprés I’immersion. Pour étudier I’ensemble de telles immersions
de (H; zy) (& (H ; xy)-isomorphie), on considére les fonctions u: H X H—H
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qui sont, en quelque sorte, candidats pour que u(«, y¥) devienne, aprés une
telle immersion invariante convenable, le commutateur yxy 'z~ des y et x.
Pour que u puisse prétendre a ce role, il faut que

a) H(u(z,y))2H(x) UH(y) et

b) ulz, y)==z(x,y) si x4y (ol 2(x, y) a été défini par 1’axiome (II*) b)).

Une telle fonction est dite morphisante. Si F=F(H) est le groupe
libre engendré par H, soit N, son sous-groupe invariant, engendré par ses
éléments xyz™' (xty et xy=2z dans (H; xy)) et u(z, y)xyx'y~* (x,y e H).
Alors, 7, : x—xN, est une application de H dans F'/N,, et on montre facile-
ment que (H; zy), en tant qu’amalgame de ses sous-groupes fortement
saturés, est immersible dans un groupe d’une telle maniére invariante que,
pour tous x, y € H, on ait yxy 'z~ =u(x, y) ssi 5, est une telle immersion de
H dans F/N, (dans ce cas, H engendre F'/N, précisément avec le systéme
de relations R=R,={v=1; ve N,}). On montre, en employant, en par-
ticulier, I’axiome (II*) que ceci a lieu ssi:

«) pour tout x e H, N, N H={x};

B vpour tous x,y € H, x2yN,NH=+ implique z § y dans (H ; xy).

Si une fonction morphisante satisfait a ces conditions, elle est dite une
fonction linéarisante, et le groupe paragradué (F'/N,; H) (considéré a
(H ; xy)-isomorphie et équivalence prés) est dit le u-linéarisé de (H; xy) et
est noté (H ; xy, w) (et (H; zy) est dit u-linéarisable). Un quasi-groupoide
peut n’avoir aucune fonction linéarisante, auquel cas il n’est pas un para-
groupoide, et aussi il peut en avoir plusieurs, auquel cas il est un para-
groupoide “de plusieurs maniéres”. Si (H; xzy) est un quasi-groupoide
commutatif (autrement dit, tel que si « § v (ce qui implique y # x) on ait yx
=zy) il est immersible, en tant qu’amalgame de ses sous-groupes fortement
saturés, dans un groupe commutatif (auquel cas (H; xzy) est dit commuta-
tivement linéarisable) ssi u(x, y)=1 (on notera cette fonction morphisante
1, et on la notera 0 si xy est écrite additivement: x+y) est une fonction
linéarisante. Done, si un quasi-groupoide commutatif est “commutative-
ment paragroupoide” il ’est d’une seule maniére, le groupe paragradué
correspondant ne pouvant étre que (H; ay, 1).

L’étude des quasi-groupoides (méme quand ils sont des paragroupoides)
peut se faire directement, sans faire intervenir les groupes paragradués
englobant quand ils existent. L’existence ou la non-existence des linéarisés
n’influe guére sur la possibilité et la maniére de définir les structures dé-
rivées, ni sur les propriétés de ces structures. Les quasi-groupoides sont,
ainsi, des structures plus générale que les groupes paragradués. Si u est
une fonction morphisante d’un quasi-groupoide (H ; xy), ce quasi-groupoide
est dit un u-extragroupoide s’il satisfait a ’axiome :

(IV#*) 1l existe un sous-groupe FF'ON, de F(H) satisfaisant & la condi-
tion suivante : si u,, U, - - -, u, € H sont tels que H(u,), i1=1,2, ---,n soient
incomparables deux a deux pour C, et si x,a, -, 2, ¥, 25 -, 2, H
sont tels que, pour tout ¢=1, - - ., n, on ait H(x,) N H(x)) 2 H(u,) (done, x,, x.
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e g(u)), 2.2, - -x,=x24 - -2, (mod F') implique H(x;'xz) DH(u,) (& remar-
quer que x;'w, € g(u,) SH).

On prouve que, si u satisfait a I’axiome (IV*), alors:

1) Elle est linéarisante, done, un u-extragroupoide est un wu-para-
groupoide;

2) F=N,.

On dit que (H ; xy) est un extragroupoide s’il est un u-extragroupoide
pour quelque u. On peut prouver pour les extragroupoides quelques
résultats supplémentaires.

Les catégories des groupes paragradués et extragradués sont fermées
par rapport aux agglutinations par les homomorphismes quasi-homogénes
(définis comme dans le cas gradué). Les catégories des quasi-groupoides
et des paragroupoides (mais pas celle des extra-groupoides) sont fermées
par rapport a la composition cartésienne et cartésienne restreinte de leurs
supports, et dans le cas commutatif, par rapport & Hom et & End.

Les groupes gradués peuvent étre considérés comme paragradués a
condition de comporter le grade vide 0 et d’ordonner 4 de maniére que tous
les grades significatifs soient maximaux, que Inf 4%, ol 4* est ’ensemble
de ces grades, soit 0, et que (4, <) soit inférieurement complet et supérieu-
rement inductif. Les groupes quasi-gradués peuvent étre aussi considérés
comme paragradués. Ils sont, d’ailleurs, extragradués.

Les groupes gradués et quasi-gradués se caractérisent, parmi les
groupes extragradués, par la forme de I’ensemble (ordonné) des grades
(4, <) de leur graduation propre. Un groupe extragradué est gradué ssi
I’ensemble des grades (4, <) de sa graduation propre (qui est unique sans
les conditions qui suivent, aux noms des grades pres) est tel que 4=4*U
{0}, ot tous les d € 4* sont maximaux et plus que 0. Et il est quasi-gradué
sans étre gradué ssi cet ensemble (4, <) est tel que 4=4*U{o, 0}, ou tous
les 6 € 4* sont plus que w et w est plus que 0.
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