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111. Structures paragradudes (groupes, anrteaux, modules). II

Par Marc KRASNER*) et Mirjana VUKOVI(**)

(Communicated by Shokichi IYANAGA, M. d. A., Dec. 12, 1986)

3. Point de vue homogene. On considre les parties homognes H
des groupes G avee la composition partielle xy induite par eelle de G (la
eomposabilit des x, y e H est notre x y et quivaut/ xy e H dans G). On
appelera une structure (H; xy), off xy est une composition partielle, para-
groupode si elle est de ee type. Soit H(x)={yeH; xy}. Alors, en
traduisant les parties des axiomes 1)-3), qui ne font intervenir que les
lments de H et leur composition partielle dans H, on obtient, d’abord,
les conditions (I*)-(III*) suivantes, pour que (H xy) soit un paragroupode

(I*) IlexisteleHtelque, pour toutxH, onaitl#xetlx--x.
(II*) a) Si x e H, la composition xy est partout dfinie sur g(u)--

{v e H; H(v)_H(u)}, et g(u) est un groupe par rapport cette composition
b) Si x y, on a y x, et il existe un z--z(x, y) e H tel que z xy, yx--

z(x, y)xy et H(z)

_
H(x) H(y).

Remarques. 1) Un g_H est dit un sous-groupe de H si xy y est
partout dfinie et g est u groupe par rapport/ cette composition;

2) Un sous-groupe g de H est dit fortement saturd si x e g implique
g(x)_g.

(III*) SiA_Hesttel que, pour tous x, yeA, on air xy, il existe
un sous-groupe ortement satur g de H tel que A _g.

Les structures (H; xy) satisfaisant aux axiomes (I*)-(III*) s’appellent
quasi-groupodes. Ce (H;xy) est, en ait, une amalgame de groupes, /

savoir celui de tous les sous-groupes fortement saturs de H. La structure
(H; xy) est un paragroupode ssi cette amalgame de groupe peut tre im-
merg d’une manire invariante dans un groupe G (c’est--dire d’une
manire telle que l’image de tout groupe de l’amalgame devienne un sous-
groupe invariant de G) et de telle manire que G soit engendr par H juste
avec le systme R prcdemment dcrit de relations, runion de l’ensemble
des relations H-internes

{xyz-= l x, y, z e H x y, xy=z dans H}
et celui des relations gauches de commutation

{z(x, y)xyx-y-= 1; x, y e H, yx=z(x, y)xy dans G}
obtenues aprs l’immersion. Pour tudier l’ensemble de telles immersions
de (H; xy) (t (H; xy)-isomorphie), on considre les onctions u" HH---H
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qui sont, en quelque sorte, candidats pour que u(x, y) devienne, aprs une
telle immersion invariante convenable, le commutateur yxy-lx- des yet x.
Pour que u puisse prtendre ce rSle, il faut que

a) H(u(x, y)) _H(x) U H(y) et
b) u(x, y)-z(x, y) six y (oh z(x, y) a t4 dfini par l’axiome (II*) b)).
Une telle fonction est dire morphisante. Si F--F(H) est le groupe

libre engendr par H, soit N son sous-grupe invariant, engendr par ses
lments xyz- (xy et xy=z dans (H; xy)) et u(x, y)xyx-y- (x, y ell).
Alors, ] "xoxN est une application de H dans F/Nu, et on montre facile-
ment que (H;xy), en rant qu’amalgame de ses sous-groupes ortement
saturs, est immersible dans un greupe d’une telle manire invariante que,
pour tous x, y e H, an air yxy-x-=u(x, y) ssi est une telle immersion de
H dans F/N (dans ce cas, H engendre F/N prcisment avec le systme
de relations R=Ru ={v=l; v e Nu}). On montre, en employant, en par-
ticulier, l’axiome (II*) que ceci a lieu ssi"

) pour tut x H, xNu H={x};
fl) pur tus x, y e H, xyN H=/: implique x y dans (H xy).
Si une nction morphisante satisfait ces cnditions, elle est dire une

nction lingarisante, et le groupe paragradu (F/N; H) (considr
(H;xy)-ismo.rphie et quivalence pros) est dit le u-lingarisg de (H; xy) et
est nt (H; xy, u) (et (H; xy) est dit u-lingarisable). Un quasi-groupode
peut n’avoir aucune fonction linarisante, auquel cas il n’est pas un para-
groupede, et aussi il peut en avoir plusieurs, auquel cas il est un para-
groupde "de plusieurs manires". Si (H; xy) est un quasi-groupode
cmmutati (autrement dit, tel que si x y (ce qui implique y x) on air yx

xy) il est immersible, en rant qu’amalgame de ses sous-groupes ortement
saturs, dans un groupe commutati (auquel cas (H;xy) est dit commuta-
tivement lingarisable)ssi u(x, y)=l (on notera cette onction mrphisante
1, et on la ntera 0 si xy est crite additivement" x+y) est une fonction
linarisante. Donc, si un quasi-groupode commutatif est "commutative-
ment paragroupo’/de" il l’est d’une seule manire, le groupe paragradu
crrespondant ne pouvant tre que (H; xy, 1).

L’tude des quasi-groupodes (mme quand ils snt des paragroupodes)
peut se aire directement, sans faire intervenir les groupes paragradus
englbant quand ils existent. L’existence u la nn-existence des linariss
n’influe gure sur la pssibilit et la manire de dfinir les structures d-
rives, ni sur les proprits de ces structures. Les quasi-groupodes sont,
ainsi, des structures plus gnrale que les groupes paragradus. Si est
une fonction mrphisante d’un quasi-groupode (H; xy), ce quasi-groupode
est dit un u-extragroupode s’il satisait l’axime

(IV*) I1 existe un sus-grupe FN de F(H) satisaisan. la condi-
tian suivante’si u, ,..., u e H snt tels que H(u), i----1, 2,...,n soient
incomparables deux deux pour , et si x, x., x, x, x, x e H
sont tels que, pour tout i= 1, ..., n, on ait H(x) H(x)@H(u) (donc, x, x
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e g(u)), xlx2. xn-- xlx’ ’. xn (mod F) implique H(x-(xi) H(u) ( remar-
quer que x71xi e g(u) H).

On prouve que, si u satisfait l’axiome (IV*), alors
1) Elle est linarisante, donc, un u-extragroupode est un u-para-

groupode
2) F=N.
On dit que (H; xy) est un extragroupode s’il est un u-extragroupode

pour quelque u. On peut prouver pour les extragroupodes quelques
rsultats supplmentaires.

Les categories des groupes paragradus et extragradus sont ermes
par rapport aux agglutinations par les homomorphismes quasi-homognes
(dfinis comme dans le cas gradu). Les categories des quasi-groupodes
et des paragroupodes (mais pas celle des extra-groupodes)sont fermes
par rapport la composition cartsienne et cartsienne restreinte de leurs
supports, et dans le cas commutati, par rapport Hom et End.

Les groupes gradus peuvent tre considrs comme paragradus
condition de comporter le grade vide 0 et d’ordonner de manire que tous
les grades significatis soient maximaux, que Inf z*, oh * est l’ensemble
de ces grades, sit 0, et que (z/, ) soit infrieurement cmplet et suprieu-
rement inducti. Les groupes quasi-gradus peuvent tre aussi considrs
comme paragradus. Ils sont, d’ailleurs, extragradus.

Les groupes gradus et quasi-gradus se caractrisent, parmi les
groupes extragradus, par la orme de l’ensemble (ordonn) des grades
(z/, ) de leur graduation propre. Un groupe extragradu est gradu ssi
l’ensemble des grades (z/, ) de. sa graduation propre (qui e.st unique sans
les conditions qui suivent, aux nms des grades pros) est tel que z=* U
{0}, oh tous les e * sont maximaux et plus que 0. Et il est quasi-gradu
sans tre gradu ssi cet ensemble (z/, ) est tel que z=* U {w, 0}, oh tous
les e z/* sont plus quew et w est plus que 0.
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