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48. Sommes de Gauss modulo p2. 11

Par J.-L. MAUCLAIRE
C.N.R.S. et Université Waseda

(Communicated by Shokichi IYANAGA, M. J. A., April 12, 1983)

On traite ici le cas ol p=2. Ona

Théoréme 2. X etant un caractére primitif modulo 2%, on note
() la somme de Gauss modulo 2* définie par

)= 2, X(x)exp (27271'—29%).

XE(Z/20Z)*

Alors
1. Sia=2k, on définit h par X(1+2’°)=exp( —2iz ) 0<h<2*;
alors, pour tout L=h mod 2%, on a

(X)) =2*.X(L) exp (217172%)

2. Sia=2k+1, £>2, soit h Uunique entier vérifiant
X1+ 2y —exp (—2in ), 0<h<2
h s’écrit en base 2 sous la forme h="h,+u2* (u=0 ou 1) ot

hl_kz;eg e e{0,1}, i=0,1,..., k—1.

1=0

h, et u sont déterminés de fagon unique. Alors, on a
e =2*1(h) exp (2in-J1 ) (L —expntu-+R/2)).

Preuve. Le cas 1 du théoréme 2 a été établi dans la partie I
(Voir [1]); il ne reste donc qu’a considérer le cas 2. On laisse de c6té
le cas k=1 qui se traite par un calcul direct. Supposons donc £>2.

En utilisant les mémes notations et méthodes qu’en [1], on vérifie
que [';,, est composé des +,, ng<2"+l 1, définis par

o+ 2m)=exp (2in 2 (—2mr2m )

on remarque que

e g si A==l mod 2%+,
et que

V(L4 25m)r, (1 +2Fn) =exp (2ur et ~(—m— n)) exp (Zm—(m2 nz))

=,((1+2"m) (1 +2%n)).
On a done
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()= > X(x) exp (2@7: St )

XE(Z/22k+1Z)*

= > > XA +2%m)) exp <2i7r w)

OE(Z/2%Z)* 0<m<2k+1-1 22k+1

= >, 0 exp (2m—£— .

) 1A+ 2%m) exp (2@77: 2 mﬂ)
o€ (ZT2kZ)* 22k+1 | pemS+1-1

22k+1
=, 5 10 exp (2.0 )

0€(Z/2kZ)*

. ; k=1 492 mo
0$m§+1 lexp <2m(2" 1( m+2 m))+ 2"“)

On calcule la seconde somme, qui s’écrit
exp <2m 0—h ) exp (2iz—Z~m2>

0<m<Te+i-1 Qk+ 1

= >, exp (2@7: 0— h2n>

0<n<ok—1 Qk+1

+ 2 exp (Zur 0—h (1+2n)> exp (2@7:%-)

0<ng2k—1

(m=2n)

(m=2n+1)

_ . (0—h | h)\). . 0—h
_<1+exp (2@7:( e +Z)> osn;]k‘l exp (2@7:- 5% n>

{0 si §—h==0 mod 2

= <1+exp <2in- 02;?) exp (2i7r %))2" si —h=0 mod 2*.
On pose h=0+u2*. Comme 0<h <21 —1 et 0<A<L2%—1, on voit que

% ne peut prendre que la valeur 0 ou 1. On obtient

e =nh—u2") exp (2in 22 )or(1+-exp (2in 12" ) exp (20 1))
. h—u2* . h
=X(h—u2¥) exp (2@7: e )2"(1+exp (zn(—u+§)).

Or
XA 42822 =x(14-2%1 +2""))

=exp (21’77: ( 2k(1+2k 1)+22k 1(1+2k l)Z))

=exp( Zur—’L), car k>2.
2k 1

D’otli le 2) du théoréme 2.

Remarque. La méthode utilisée dans le cas de Z/p*Z peut
s’étendre pour démontrer, par exemple, le résultat suivant.

Soit B une représentation de G¢*=GL,(Z/p*Z); on définit la
somme de Gauss associée & R par

«R)= > RO exp(Zin?olﬁTw(M)).

wEGW
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Alors on a

Proposition. Soit R une représentation de GL,(Z/p**Z). Soit A
la matrice @ coefficients dans Z/p*Z de dimension n définie de facon
unique par

RQA+p*C)=exp(—2ix(1/p*)Tr AC), pour tout C de M, (Z/p*Z).
Alors la somme de Gauss =(R) associée & R vérifie Iégalité

R(L)exp(Zm TZL ) -pF

R)=
k)= pour tout L=A mod p*, st Ae GL,(Z/p*Z).

0si AeGL,(Z/p*Z).
Preuve. On peut écrire de facon unique M =H.B, ou H=M mod
p*, He GL(Z/p*Z)=G{, et B=H'M=1+p*C, ou Ce M, (Z/p*Z)
=M%¥. On a donc

“(®)= 3 REW+p*Cexp(2in - TrH(1+7C))
e D

— 3 R(H)exp (2@: _plz_k TrH) 5" R(1+p*C) exp (21,7: gy HC)

HeglP ceul®
Or, le sous-groupe {1+ p*C, C € M} de GI* est isomorphe & (Z/p*Z)™,
et par conséquent R(1+4p*C)=exp izr((—1/p*)TrAC)), o Ae M est
fixée. On a donc, pour la deuxiéme somme,
ST R(1+p*C0) exp(z'ur—— TrHC) 5 exp(2m—— Tr(H— A)C)
cenll cenl®)
_{0 si H—A=0 mod p*
Tl siH=A  mod p¥,
d’out

0 sinon.
Si Ae GL,(Z/p*Z), soit L=A mod p*; alors L=A(1+p*B) et

R(L)exp(2in T”L) R(A)~R(1+10"B)exp(2i7:_T""(A—;pﬁ§)_>

2k
=R(4) exp(2iz 1124
p

.1 .
R(A 2ir —TrA) p AeGL,(Z/p*Z
r(R)={ ( )exp( wpzk r )p side (Z/p*Z)

)=:(R)-p-k"’

ce que démontre la Proposition.
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