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Nombres Ordinaux Transfinis. IV
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(Comm. by Z. SUETUNA, M.J.A., July 12, 1961)

19. Dans la suite,* nous considérons le sous-cas (viii). Pour
ce cas, nous pouvons poser
(19.1) E=n" (0" m+o+p)te e=9""olrpy+ - (2<k<s),
ol * e =(7)i(r>8), a,,1 =1, A1 ="2Al0, ai_ﬁ1+a:+; et 2,=12,,;(2<1<r—3s),
ar-n—j:nBj(l SI<k—1), 21 =A4, ,2,_,+f=1,,(23j'gk—1), ay=ay(l,—1)
FBir Arosri <Bi<a,_sip-y €t E:l‘v

Alors, pour que ¢ est représentable finiment par rapport a 7, il
faut et il suffit que ¢ est développable comme suit
(19.2) §={n"(0" i +0+ 1)) +7*((0)e + po— 1)+ (n)r s}

z
+ 3 P a ot D7),

ou 2<t, l,=1,—1,1,_,>1, (8<i<t), pour m tel que B,m=a,g (donec m> g)
et Im+g=l, et a tel que g,a=4ipy. Encore, s’il existe au moins un
1(=38) tel que l,=I,_,—1 et w”2y,+0> (1), (19.2) ne coincide pas
avec la représentation de & par rapport a .

De méme que le sous-cas (v), nous avons la

Proposition L,. St Uéquation (E*) remplit les conditions (L)
qut coincident avec (L), elle a au moins des solutions &, 7 satisfaisant
aux conditions suivantes:

e=trm @i+ o+ )+ ()i 1)
BL | (ny—ng)— ¢ Tl (ny-n
@) TG S e b o= 1)
bl gy,
ol 2<t<[ ] n,—n,=1, [—@L:|>n1 —n,, i_ﬁ—[—&‘—jl, a,=o"d+p,
m, m, ~ d m, m,
Bi=0'h+p, a=0"(@—h)+p=a,.,, 0'e=(1); (r>38), a;= B+ a,.. €t 1,=2,,,
(231:3,’._8)' a"-l+1=ﬁi (1—<-jSk_1)r ar-c+k<ﬁk9 lr—s+1=11b2! rlr—s+j'='zj’
(2<7'<k-1), % b et p,= Z;“ Encore, 8'il existe au moins un
1 Oy
#(>38) tel que n,=n,_,—1 et "A,b,+0>(n):°*", & ne coincide pas avec
sa représentation par rapport @ 7,
20. Le sous-cas (ix). Pour ce cas, pour que ¢ est représentable

* S Nagai: La solvabilité de certains équations sur les nombres ordinaux trans-
finis. I, Proc. Japan Acad., 37, 121-126; II, ibid., 175-178; III, ibid., 276-281 (1961).
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finiment ou presque finiment par rapport & 7, il faut que £ est déve-
loppable comme suit
(20°1) Ezﬂll(wplﬂl+a+#o)+er e=wﬂ(’l—l)13+l+ M)
ol o =n): (r>38), &y 1=, Ay o1 =i lto, ;=P Fa,,; et 1,=2,,,(2<1<r—s),
. ;=P (1<75<8), A,_5s1 =4, (done, si 7=28,v,=,), 4,_,, =2y 2y
<8), ap=a, (l,—1) o [,>2 et i=4,.,,.

Dans ce cas, il existe des couples &, 7 représentables finiment et
aussi presque finiment. Voici d’abord la

(I) L’existence des couples &, 7 représentables finiment.

Alors, pour que ¢ est représentable finiment par rapport a 7, il
faut et il suffit que & est développable comme suit
(202) E={n"(o"m+o+p) + 7" (tts—1)+7""1(n)r_,}

+23 @ it ot = 1)+ ),

ou2<t, l,=1,—1,1,_,>1, (83L1<t), pour m tel que B, m=a,g (donc m=>g)
et I/m+g=1, et a tel que g,a=2p. Encore, s'il existe au moins un
1(>8) tel que I,=1;,_,—1 et 0Av;+0>(n);*** (C’est-a-dire, v;>v,), (20.2)
ne coincide pas avec la représentation de £ par rapport a 7.

De méme que le sous-cas (v), nous avons la

Proposition L;. 87 léquation (E*) remplit les conditions (Lg)
qui coincident avec (L3), elle a au moins des solutions &, y satisfaisant
aux conditions suivantes:

e=mdhn o) +rlm T 1)
L) R syl R b o =)

ol Ty ),
oit 293[&} n—my=1, [&]>nl_m, l:ﬁ_[_’h} a=w'd+p,
m, m, d m, 1
Bi=w0h+p, a=o"(d—h)+p=a,.,, &°o=0); (r>38), a;=Bi+a,,; €t 1,=2,;
(237:31.-8)9 ar—s+j=‘8j (].SjSS), 1r—s+1='zlb2 (87: ’r=28’ b2=#0)’ 2,._“,_14:21-/

(2<5'<5s), %=£‘— et %:Lﬂ_, Encore, il existe au moins un 1

a, 1

1
(=3) tel que m,=n;, ,—1 et o*,b,+0>():**" (c’est-d-dire, b;>b,), &
ne coincide pas avec sa représentation par rapport @ 7.
Puis, nous discutons la
(II) L’existence des couples &, 7 représentables presque finiment.
Alors, il suffit de considérer & tel que
(20.3) E=¢"+ (0" Av+0),
ou ¢’ satisfait & ,=I,_,—1(2<i<t) et I,=1 dans (20.2), ou bien
§=¢"+9(0" A +o+m),
ou ¢’ satisfait a I,=I, ,—1(2<1<t) et [,=2 dans (20.2), ou bien
E=n" o+ 10) + 110
En utilisant le lemme 7, pour que £ est représentable presque finiment
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par rapport & %, il est nécessaire au moins que les deux relations

suivantes sont accomplies:

(20.4) ema1+$m-lao+§m—2ao+' . __|_Em—(u—1)a0

=0"0,+7" e+ 0" et 7 s,

ol %:%:% pour m convenablement choisi, et en précisant (20.3),
1 1 0

& est développable comme suit

(20.5) &=n"(0"mtotp)tn" Tt gty (L22),0

ou r=wuz, r'=lr+s=vz=>_Cu+v)z (s=v'z, 0<v'<u, (v',u)=1). Or,

pour que (20.5) satisfait a (20.4), il faut et il suffit que les deux re-

lations suivantes sont accomplies:

L=l =Pir2:= " =l -z
=== e = T A=t Ao (2<1L2),
(20.6) Prea=Mi42, =" = r-D: =Py
=A== = A (S A) = = Ay cum e =ity
10 =A;b, (donc’ £ =£=ﬂ);
4 e a

(20.7) at+pi=a,(1<i<s), a,=B+a,,; (1<j<r—s) et
=B 1<k<5).
Encore, il existe une relation suivante:

(20.8) a,v'=Pu, c’est-a-dire, dv'=hu.
Done, nous avons
L
S a®+em O 1,4 6m P 2gy - - fem O wong )

i=1
(20.9) o

t (%) @) _ D
=‘2=1 {7b® 4o Lo+ g R /A vul,

1
ol r>s, t(s["i;?) sont arbitraires, m® (>(t—i+1)u) (1<i<E)

(mY9-P>m (2<j<t)) sont choisis de fagon que B,m™®=a,g* (done
mP>g?) et ImP+gP=I?, et a° (1<i1<t) sont choisis de facon que
pa®=2b. Par suite, en revoyant (20.9) comme V’équation (E*),
nous avons la
Proposition M. Si Uéquation (E*) remplit les conditions suivantes:
(M) F(&) est similaire rationnellement a G(y) o e;=1 pour

F(¢) et G(x),
elle a au moins des solutions &, 5 satisfaisant aux conditions suivantes:

M) e=glmid@hp o+ +olmd b gl Tt ybytgb,

ol i=_“—1—[&], [&}229 ar=wrd+p, py=wh+p, a=w (d—h)+p
d ’m1 m1 ml

(20.7).

1) Dans la section 21, on voit que (20.5) contient le cas ou I;=1.
2) D’aprés la section 21, il résult que nous pouvons enlever cette condition.
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21. Le sous-cas (x). Pour ce cas, nous pouvons poser

(21.1) e=rt (Pt ot ).

Done, ¢ ne peut étre que représentable presque finiment par rapport
a 7, car il faut s<r et la forme normale de ¢ a (r+s) termes. Or,
pour que £ est représentable presque finiment par rapport & 7, il est
nécessaire que l,=1, c’est-a-dire,

(21.2) E=n(o® p,+0+1,).

Alors, £ est représentable presque finiment par rapport a 7 et ce cas

n

est contenu dans le sous-cas (ix) comme le cas spécial ou [—]:1
1

(ou I,=1). Par suite, nous pouvons enlever la condition [-:;—1]22 dans
(M") pour la proposition M. '

22. Conclusion. D’aprés les résultats que les propositions de H,
a4 M indiquent, nous avons toutes les équations (E*) solvables et en
conséquent, les théorémes suivants.

Théoréme 1. Si g<p ou bien a,.,=b,.,, Véquation (E) n’a aucune
solution limite p=¢, ¥=1.

Théoréme 2. Si g=p et a,,,=b,.,, pour que Uéquation (E)a la
solution limite p=¢, v=1, il faut et il suffit que F(£) est similaire a
G(n), Cest-a-dire,

(i) sie et ¢, sont les mombres maturels (oi e;=1 entraine
¢, >2), Uéquation (E) a la solution HY (ou t=1), ou

(ii) st e, est un mombre maturel et c,(>1) est un nmombre frac-
tionnaire, Uéquation (E) a la solution H} (o t=1), ou

(iii) s7 €,(>2)® est un mombre naturel et c,(<1) est un nombre
Sfractionnaire, Uégquation (E) a la solution Iy (ou t=1), ou bien

(iv) st e(>1) est un nombre fractionnaire, Uéquation (E) a les
solutions J”, J', K{, K}/, Ki’ et K (ou t=1).

Théoréeme 3. Si g=tp (ou t(>2) est un nombre naturel) et
a,,,=b,.,, pour que Véquation (E) a la solution limite ¢p=§, V=,
il faut et il suffit que F(§) est presque similaire a G(n) et en méme
temps une des conditions suivantes est satisfaite, c’est-a-dire,

(i) e, est un mombre naturel tel que 2<t<e, et e, <e,, et c, est
un nombre naturel, et alors, Uégquation (E) a la solution HY, ou

(ii) e, est un nombre naturel tel que 2<t<e, et e,<e,, et c,(>1)
est un nombre fractionnaire, et alors, si e,>2, Uéquation (E) a la
solution HY, et si e,=1 (o0 t=e, entraine e,=1), 'équation (E) a la
solution HY, ou

(iii) e, est un nombre naturel tel que 2<t<e, et e¢,<e,, et c,(<1)
est un nombre fractionnaire, et alors, si e,>2, équation (E) a la
solution I7, et si e,=1 (ou t=e, entraine e,=1), U'équation (E) a la

3) Il n’existe pas ¢;=1 dans ce cas, car £>7.
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solution I, ou bien

(iv) e, (>1) est un nombre fractionnaire tel que 2<t<[e,]+1 et
e, <[e,], et alors, si e,=[e,] (ot t=[e,]+1 entraine e,=[e,]), 'équation
(E) a la solution J”, si e,<[e,] et e,>2, équation (E) a les solutions
J", J", K{, K, K{ et K{, et si e,<[e,] et e,=1, Péquation (E) a les
solutions J”, J", K, Ky, KY, K, LY, LY, LY, LY et L{.

Théoréme 4. St q=tp (on t(>1) est un mombre fractionnaire)
et a,,,=b,.,, pour que Uéquation (E) a la solution limite p=§, ¥ =7,
il faut et il suffit que F(£) est similaire rationnellement a G(y) et
e,=1 pour F(¢) et G(1), et alors, Uéquation (E) a la solution M”.



