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56. Zur konformen Abbildung zweifach zusammen-
hangender Gebiete, IV.

Von Yasaku KOMATU,
Institut {iir Mathematik, Kaiserliche Universitit zu Tokyo.
(Comm. by S. KAKEYA, M.L.A., July 12, 1945.)

C. Extremaleigenschaften und Verzerrungen.

1. Eztremalitit der Kreisbogenschlitzabbildung.

Wir beginnen in der vorliegenden Note® mit einem Problem iiber Verzer-
rungen betrefi's der gogenseitigen Lagebeziehungen zwischen Pol und Nullstelle
sowie den Randkomponenten des Bildgebiets fiir eine gewisse Klasse von den in

» 1n den folgenden

einem konzenirischen Kreisringe meromorphen Funktionen.
Uberlegungen wird die Annahme der Regularitit auf den Randperipherien fiir
Letreffende Funktionen bisweilen, aber lediglich,der eventuellen Einfachheit hal-
ber, gemacht. Sie 1iBt sich, wie man leicht iibersehen kann, zwar wegfallen
oder wenigstens durch eine weit schwichere ersetzen.

Satz 1. Es sei 2(2) eine im Kreisringe (0=<)¢=<'2|=<1 meromorphe
Funltion, die daselbst, abgesehen von einem einfachen Pol z. und einer ein-
fachen Nullstelle z, requldr und nullstellenfrei sei. Sie braucht nicht not-
wendig dort schiicht 2u sein, aber ihre Umlaufszahl um jede der Randkompo-
nenten verschwinde®  Man scize ferner

Max |2 (2)] ={’m3‘.( 1zl =, und Min | 2(2)| ={m*° (lz =9),
m¥ (|z] =1) My (2] =1).
Fiuwr jede solche Funktion 2(z) gelten dann stets die Ungleichungen
< m .
m*ﬂ

2o

%0

M g1 <
my

sogar tritt jedes Gleichheitszeichen hierbei nur dann, wenn die betreffende
Funktion £(z), abgesehen von nur einem konstanten Faktor, mit der in A,
§ 2 bis § 4 betrachteten, Kreisbogenschlitzabbildung von ¢< |z| <1 wermitte-
lunden Funktion wp(2; 2., %) Ubereinstimmid.

Beweis. Es sei zuerst ¢>0. Wegen der Regularitit nebst der Nullstel-

1) Die fritheren Noten unter demselben Titel finden sich in I. Proc. 21 (1945), :85;
11. Ibid. 296; IM. Tbid. 337.

2) Uber verwandte Eigenschaft fiir Parallelschlitzabbildung vgl. man: Y. Komatu,
Uber Verzerrungen bei der konformen Parallelschlitzabbildung von zweifach zusammen-
héingenden Gebieten. Proc. 21 (1945), 1-5.

3) Diese letztgenannte Bedingung ist aber beim ausgearteten Falle ¢=0 {berfliissig,
denn sie ist dann notwendigerweise erfiillt.
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lenfreiheit sowie des Verschwindens simtlicher Umlaufszahlen von £<_z2—

mk(z)
. . e o A - 2(z) . .
(0:(2)=wi(2; %oy %)) verhilt sich jeder Zweig von }gT in g< |21 <1
il 2
regulir und sogar eindeutig. Demnach muB sie der Monodromiebedingung
1 2 .Q(ede) 1 27 g(qem) '
= lg d6— ldé
27 o) 2w e w(ge®) ;
1 (7| 2(°) 2
= do—lg| ——
2m v 2(qe®) ‘

geniigen; denn es gilt fiir my= | w(qe®®) | und mi= | wx(¢”®) | eine schon am
Ende von A, § 2 bemerkte Relation
'm,m
my

-
éoc‘

20

Somit muB tatssichlich die im Satze behaupteten Ungleichungen bestehen. In
bezug auf das Auftreten des Gleichheitszeichens ist es fast klar.
Der ausgeartete Fall g=0, d. h. der Fall, wobei die innere Randkomponente
z =gq sich auf einen einzigen Punkt z=0 reduziert, 188t sich in shnlicher
Weise erledigen; dabei hat man natiirlich my =mx,= | 2(0) | gesetzt zu denken.
Die Funktion ;(z), welche fiir diesmal am Punkte z=0 nur eine hebbare
Singularitat aufweist und den vollen Kinheitskreis |z| <1 auf ein einfach zusam-
menhingendes Kreisbogenschlitzgebiet um den Ursprung derart abbildet, daB
Zeo Und 2, in o bzw. 0 tibergehen, stellt sich, wie auch in B, § 2 angegeben wiirde,
in der Gestalt

wk(z):c zZ2—2 1—2°cz
Zo—2 1—722

dar mit einer Konstante ¢. Sodann erhalten wir nimlich mittels des GauBi-

schen Mittelwertsatzes, angewandt auf die in | z| <1 regulir harmonische Funk-

tion lg \ _ﬂz_L , die Beziehungen
w2 |
1 I ,Q( em) ’ ) ( 0 )
O0=——] lgi =x"2 |d6—1g -
2m v, (6| P @(0)
1 f‘.‘c: g(e‘ia) ‘ 2o | 1 23 | 61‘9__;:0 1_'2'0061‘0 l
=] lg dg—1lg |- ] - 10
27 / -Q(O) | 2 l 2 Y 8 2o —c* 1_5;‘310 I ‘
2 0 .
— 1 (| 2 gg_1g] 2= ,
27 , £2(0) | z |

woraus die Behauptung wieder ohne weiteres folgt.

Nun sollen wir uns auf einen zur konformen Charakterisierung der Kreis-
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bogenschlitzgebiete dienenden Satz aufmerksam machen, der wirklich eine fast
unmittelbare Folgerung aus dem soeben angegebenen Satze 1 ist.

Satz 2. Gegeben sei ein beliebiges, in der w-Ebene gelegenes, xweifach
zusammenhingendes Ringgebiet 4, das beide Putikte w=co und w=0 sicher
i Inneren enthalte, und dessen Randkomponenten wir mit I'y und I'y bezeich-
nen sollen.  Wir setzen darauf

Max|w| =m§ wund Man|w| =my; (=0, 1).
Wjel'j we)-’j

Ferner sei Dy, ein in der o-Ebene liegendes, mit 4 konform (bei jeder beide
Punkte o und 0 fizierenden Abbildung) dquivalentes Kreisbogenschlitzgebiet,
dessen beide zu I'yund [y entsprechenden Randschlitzbogen auf | @ | =, bzw.
| @] =m, liegen sollen. Dann gelten stets die Ungleichung

Mat = M my
mg M My
Hierbei tritt jedes Gleichheitszeichen dann und nur dann, wenn das gegebene
Gebiet A selbst von derselben Gestalt wie Dy ist, d. i. aus D, durch eine Drehst-
reckung um den Ursprung entsteht.
Beweis. Wegen der iiblichen Normalfamiliebetrachtungen bei Approxi-
mation fiir 4 kénnen und wollen wir hier wiederum annehmen, daf} das vorge-

gebene Ringgebiet 4 analytisch begrenzt ist. Sein konformer Modul sei lg»mlA,
q

und eine ihm zugehorige Abbildungsfunktion von R: ¢< |z| <1, die|z| =¢
und | z| =1 zu I, baw. I’; entsprechen 1iBt, sei

w=2(2), Yz)=c0, £(z)=0,
worin‘z,. und 2z, beide im Inneren von R enthaltenen Normierungspunkte bedeu-

ten; nebenbei bemerkt bestimmen sich hierbei | 2, |, | 2|, und arg %o (mod.
2

2ar) fiir 4 eindeutigerweise, und diese Abbildungsfunktion hiingt im wesentlichen
von nur einen einzigen reellen Parameter, etwa arg z., oder arg z,, ab. Nun gelten
nach dem Satze 1 jedenfalls die Ungleichungen

Zoo l < m
Zo | My

Myt <
my

und jedes Gleichheitszeichen tritt hierbei nur dann auf, wenn 4 selbst dieselbe
Gestalt wie ein Kreisbogenschlitzgebiet D, besitzt. Andererseits definieren wir
nun im Gebiete 4 eine Funktion F(w) mittels einer Beziehung

(2520 20) = CF(2(2)),
worin ¢ irgendeine notigenfalls geeignet wihlbare Konstante ist, so bildet diese
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Funktioh w=F(w) das Gébiet 4 auf ein Kreisbogenschlitzgebiet D ab, geniigt
sogar den Normiertngsbedingungen F(c0)=0c0 und F(0)=0, reduziert sich
also nur beim eben genannten extremen Falle auf eine Drehstreckung um den
Ursprung. Fiir die zusammengesetzte, eine Kreisbogenschlitzabbildung von R
vermittelnde Funkiion o= wi(z; 2., %) gilt nun eine auch bei der Beweisfithrung

des Satzes 1 benutzte Relation — 7 =
my

%o
%

, woraus der Satz ohne weiteres

folgt.

Wie schon erwéhnt wurde, kann man den soeben bewiesenen Satz verwenden,
etwa um die Kreisbogensehlitzabbildung eines beliebig vogegebenen Ringgebiets
zu charakterisieren, Man kann in der Tat den folgenden Satz sofort entnehmen:

Satz 3. Dem Satze 2 in Bezeichnungen nachfolgend, 1Bt sicl, die
Abbildungsfunktion von einem gegebenen Ringgebiet 4 auf-ein damsit konform

aquivalentes Kreisbogenschlitzgebiet Dy:
w=F}(2), Fi(e)=o, F0)=0,

durch das Extremumproblem
my My

=Minimum oder + =Maximum,
Mxo my

abgeselen nur von einem konstanten Falktor, cindeutigerweise charakterisieren;
hierbei sind zum Vergleiche solche in 4 schlichte meromorphe Funltionen
zugelassen, welche an den Punkien co und 0 die Werte co bzw. 0 nehmen.
Man darf sogar die Voraussetzung ,, Schlichtheit” weglassen, indem man
statt deven den Vergleichsfunktionen etwa, dem Satze 1 gemdf, eine Bedin-
gung hinzuauferlegt, daf sie gewisse feste Umgebungen vom unendlichfer-
nen Punkte und vom Koordinatenursprunge gerade einmal bedecken und ver-
sehwindende Umlaufszahl um jede Randkomponente besitzen sollen.

2. Extremalitit der Radialschlitzabbildung.

Die im vorigen Paragraphen angegebenen Satze besitzen simtlich die .\na-
loga, wenn wir anstatt der Kreisbogenschlitzabbildung die Radialschlitzabbildung
betrachten. Auch die Beweisfithrungen lassen sich dabei fast wortlich auf diesen
Fall tibertragen. Im folgenden sollen wir diese Sitze lauter skizzenweise aussp-
rechen,

Satz 4. Fir einc im Satze 2 betrachtete Funktion 9(z) seien fir dies-
mal®

4) Hierbei und im folgenden sollen die Zweige der Argumente jeweilig geeignet
gewahlt werden.
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Max arg _Q(z):{Xo" Clzl =), und  Minarg 2(z) ={X*" Crzl =),
xt (|z]=1) X (2] =1).
Dann gelten die Ungleichungen

/

< e *
Xx1™ Xo = mg“‘m—§X1 = X xuy

2

worin jedes Gleichheitszeichen nur dann auftrilt, wenn die betreffenden Punk-

tion 2(z) bis auf einen konstanten Faktor mit der in A, § 5 u. §6 behandelten
tadialschlitzabbildungsfunktion w,(z;2.w, 20) ident sch ist.

Satz 5.  Fiir ein im Satze 2 genannies Grundgebiet d setze mon

Max argw=xF wnd Minargw=1,y; (j=0,1)
Ferner sei jetzt D, ein mit 4 konform (bet Fizierung von oo und 0) dguiva-
lentes Radialschlitzgebiet, dessen beide zu I'y und I'v entsprechenden Rand-
schlitze auf arg w =1y, bzw. arg @ =%, liegen sollen. Dann gelten die Ungle:-
chungen
Xx1— Xo SX1— Xo=XT —Xxo
und jedes Gleichheitszeiclhen besleht NLierbei nur dann, wenn 4 durch lauter
Drehstreckung uwm den Ursprung aus D, entstchen kann.
Satz 6. Die Abbitdungsfunktion
w="F¥(2), F}(»)=o, FX0)=0,
von d auf D, laf¢ sich durch, das Extremalproblem
x¥E—xo=Minimum oder xxi—Xxs=Maximum,
abgeselien von iy einem konstanten Faktor, eindeutigerweise charakterisieren;
dabei sollen die Klasse von. Konkurrenzfunktionen dieselbe sein wie im Satze
3.

3. Eatremalitat sonstiger Spezialabbildungen.

Wir konnen auch fiir verschiedene in A betrachtete spezielle Abbildungs-
funktionen analoge Extremaleigenschaften wie oben herleiten. Wir sprechen
heispielsweise nur den folgenden Satz beziiglich der Abbildung vom Grundgebiete
R: q< |21 <1 auf ein Kreisinnere mit cinem Kreisbogen- oder Radialschlitze
aus:®

Satz 7. Eine Funktion 2(2) sei in R veguldr, verschwinde daselbst au-
Ber einer einfachen Nullstelle 2o (¢< |z | <1) nirgends, gendige dort | 2(z) |
<1 und fihre sogar die dufere Rondperipherie |z| =1 auf die volle Lin-
heitskreisperipherie.  Man setze ferner auf |z| =q:

Max | (2(2) | =m*[ L], Min| 2(2) | =m[2];
Max arg 2(2)=x*[£2], Min arg 2(2) =x[2].

5) Siitze von verwandter Arl finden sich mit anderartigen Beweisfithrungen in den scit
um 1928 in Letpzigen Berichten hintereinander veritfentlichten Arbeiten von 11. Grotzsch,
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Dann werden die Variationsprobleme
m*[ Q] =Minimum oder my[Q]=Maximum
und
x*[ 2] —x«[£]=Minimum

durch, die in A, §8 u. 89 betrachteten Funktion of” (2;2) bzw. w(z;2.) bis
auf einen konstanten Faktor mit dem Absolutbetrag Eins cindeutigerweise
gelost

Beweis. In bezug auf das letzte Problem.ist die Behauptung ganz selbst-
verstiandlich. Der iibrige Teil des Satzes 1iBt sich entweder wegen der spiegel-
bildlichen analytischen Fortsetzbarkeit an der Kinheitskreisperipherie der betref-
fenden Funktionen leicht etwa aus dem Satze 3 folgern. Oder man kann dies

auch auf mehr direkte Weise daraus entnehmen, daf} die Monodroniebedingung,

angewandt auf das Quotient _!li(?)_’
("I(' )(2; zo)
1 27 .Q( e«is ) I 1 27 Q ( qe,;e )
0= g do——— | lg| —=29 ) _ | ap
271- [} (Dgl)(em 5 Zo) l 2 2 lg mgl)(qeie ; Z{)) I

lglzol——zln_-f”iglﬂ(qe‘“)lde

bestehen muf ; denn es gelten hierbei fiir alle reelle 8: | 2(6®) | = | w$P(®;2) |

=1 und | w;’(ge*;2) | = | 20 |, und daBl man demnach die Ungleichtingen
m*[R]= |2z | = | wi°(ge”; 2) | =m.[L2]

erhiilt, wo jedes Gleichheitszeichen nur bei 2(z)=co{"(2;2) mit |¢| =1 auf-

tritt.



