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28. Sur la théorie des espaces a hyperconnexion
euclidienne, IL.*
Par Kentaro YANO.

Institut Mathématique, Université Impériale de Tokyo.
(Comm. by S. KAKEYA, M.L.A., March 12, 1945.)

8§4. Les tenseurs de courbure.
Le tenseur de courbure RZ;, de Riemann-Christoffel de V., est donné par

(41) Rown= (i} p— atat i} b} — 1A} L&) .
Il apparait dans la formule de Ricei:
(4.2) U aan—V ae =V R
et satifait aux relations algébriques :
(4.3) Riin=—Rm, R+ Rinj+ Rii=0 ’

Ryin= — Riun y Bipn= Ruij
ol 'on a posé Run= iR
De plus, il satisfait & I'identité bien connue de Bianchi:

(44) R+ Rijue+ Rijus=0 ,
d’oti
(4.5) (-Rfk - %R&);d =Y,

ol nous avons posé Ri.=g“Rj et Ru= R, Ry étant le tenseur de Ricci qui
est symétrique par rapport aux deux indices inférieurs.

Cela étant, nous allons considérer le tenseur de courbure de E,. Pour cela,
calculons V.5 — V%5, on trouve, par un-calcul facile,

(4.6) V=V au=V*K\i
ol
(4.7) =L pp—Disp+ Dol on— Lol
Les composantes du tenseur de courbure ainsi définies satisfont aux relations
algébriques
(4.8) Khiuw=—K\u, Kayw=—Kuom,

la deuxidme étant une conséquence de I'identité:
0=Gpit:n— Chrapsnste= — Gap K in— Gao Kot «
Calculons cette fois Bj*x;a— B3, alors on trouve
(4.9) Bj12— Bt 4= B} K\us— B Rija -

* La dépense de cette recherche fut réglée par le frais du Ministere de 1’Instruction
Publique pour les recherches scientifiques.
La premitre partie de cette Note fut publiée dans ce Proc., 21 (1945), 156~163.
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En substituant (2.8) dans cette équation et en tenant compte de (2.15), on
obtient
(4.10) (Hi"aw— H3F ) By — BA(H5" Hyp— HiF Hiyp)
= B..iuK-lnﬂ" B?mjkh ’

d’ott on tire

(411) Rijn=Kim+ Hir Hyp— HpF Hp
et

(4.12) 0= Kwm— H 0+ H

oli nous avons posé
(4.13) Kiu=B4OB#* Ky e Kep=BoHBi*K: .
La deuxiéme identité de (4.3) et I'équation (4.11) nous donnent
(414) K'jut+ K i+ Ko+ Nif B op+ NP He jp+ Ny H 1p=0,
oll nous avons Posé
(415) Nyr=Hr— HifF
D’aute part, I'équation (4.1,2) nous domme
(4.16) Tt Klmi+ K= N+ N5+ Nighae «
De plus, si 'on pose K= gsK% jir, on obtient, de (4.11),
4.17) K= —Kjan .
Cela étant, calculons cette fois Bg*,x;a— Bg> s, alors on trouve
(4.18) B3~ Bg*ax= B" K\ ia— B3 Riqus
oli nous avons posé
(419) Rgu=Tgs— o+ Lol mn—T o e o
Ce tengeur de courbure de E,,_, satisfait aux relations algébriques
(4.20) Rioa=—Rion, Bpgin=— Roews ,
la deuxiéme étant une conséquence de
0=gre;t;s— Jrem:t=—¢ RQR?PM —9rrR3gu .
Or, en substituant (2.15) dans (4.18), et en tenant compte de (2.8), on
trouve
(4.21) i g— Hi H'syo— B (Hngin— Hirgir)
=B*"KA ya— B3R g »

d’oti on tire

(4.22) Hion— Hirgo=— BL2B3¥ Koy s
et

(4.23) RE g+ Hi"H.po— Ha" Hipg=0.

Comme nous avons — B%,Bg* K2 u=9greg" Ktus , I'équation (4.22) est
équivalente & (4.12).
Or, nous avons déja démontré la formule de Ricci (4.6).
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Appliquons cette formule & un tenseur mixte ¥*;. Nous aurons, par un
caleul facile,

(4-24?) W:k;h;l- Vl;k;l;hz V”;k fwn— Vl;i okhl ®
D’autre part, en dérivant covariantement la formule (4.6), on a
(4.25) W;k;h;l hand Vl;;.;k;;= V"';zK}pu - V“K}w;; .

On permute les indices 4, 4, ! cycliquement dans (4.24) et dans (4.25), et
on compare les équations obtenues, alors en tenant compte de Pidentité (4.3), on
trouve

V(K g + Ko+ K uien) =0,

d’ott

(4.26) Kpma+ K2+ Kl uea=0,
V'* étant tout a fait arbitraire. La formule (4.26) nous donne l’identité de Bi-
anchi pour le tenseur de courbure K2,z .

On peut démontrer, par un procédé analogue, I'identité de Bianchi

(a.27) RZgirsi+ Regnie+ Rigan=0,
pour le tenseur de courbure R g .

§5. La détermination du tensewr de courbure K2 x4 de E,, .

Nous avons trouvé trois tenseurs de courbure, celui de V, R: ;i , celui de
E,_. R4 et celui de E,, K2, Nous allons montrer, dans ce Chapitre, que
les composantes K, du tenseur de courbure de E., peuvent se déterminer en
termes de R s, R ou et HjiT, le tenseur qui relie les connexions de V., et E,,_,
a celle de E,.

Des équations (4.10), on obtient, en contractarit B, ,

(5.1) B3* -p.(H}i-P;h"' H;F - B; 2B’ ,..(H;EPH r—HipTH  p)
=B, B;*K*us— B:*B, R jus .

D’autre part, des équations (4.21), on trouve, en contractant B2,

(5.2) i He 5 — H*H y, — BP* B2 (Hvgu— Hisgur)
=B2.B;*Kan— B:* B2 R gt «

En ajoutant (5.1) et (5.2) et remarquant que B%, B;*+ B2, B3*=3;, on
trouve

(5.3) K ua=B*B.,R.;u+ B:*B%,.Rqu
+ BB, (H3i" o~ H3F ) — BB, ((H3P Hopp— H3PH ip)
+ H Hiyy— H* By, — B *Be (H poun— Hingit)
ce qui est une géneralisation d’une formule donnée par MM. Michal et Botsford.

Le tenseur de courbure K2,.s de E,, étant donné par la formule (5.3),

nous Posons
(5.4) Ku=BuKlun,
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et I'appelons le tenseur d’Einstein-Mayer. De (5.3) on obtient
(6.5) Ku=DB. ,(Rp— Hi"Hop+ H;;FHz )

- °P-(H:"’Q:¢:_ Hfae:k)'
Cela étant, posons encore

(5.6) K=B"K,,,
alors, on aura, de (5.5),
¢ K=R—H3 Bt H D oo

K étant la courbure scalaire de E,, .
§6. Les lignes les plus droites relativement 6 E,.
La ligne géodésique de V., est donnée par

s _ & + 14 de  da*

=00
d¢  dg ds’ ds

(6.1)

Done, le vecteur% tangent 3 la courbe se déplace parallélement & lui-

méme; si I'on déplace, le long de cette courbe, le vecteur B; de E,, tangent

;‘dx
ds

& la courbe, on trouve

B; dz‘ H:: dx’ dz‘
3
par conséquent, le vecteur B> (Z ne se déplace parallélément que dans le cas
- de  da*
W nous avons H— =0,
¢ ? ds ds

Or, nous allons considérer un vecteur V> de E,, qui se déplace toujours paral-
lélement & Iui-méme dans la direction déterminée par v*=B%,V*. La direction
v* dans V, décrit une courbe. C’est la ligne la plus droite relativement a E,,
considérée par MM. Einstein et Mayer pour reprégenter la trajectoire d’une par-
ticule dans le champ gravifique et éléctromagnétique.

Posons
L g
Alors, on trouve
(6.3) pr— gy 9

ot v egt défini par
(6.4) F= B‘.’AVA.
Or, d’aprés la définition, on a, de (6.3),
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(B o Y g 82 0y 8 )

—aV}‘—‘a(.B')‘ dz’ + B P)

d’ott
& | daf d=
6.5 - HE ot —— = .
(65 o T T
et
b de’ do*
6.6 —FP+ Hpf — = _=g”,
(6:6) dr dr dr *

Si I'on suppose que V'* soit un vecteur unitaire, on aura a=0.

§7. Va.plan ou géodésique relativement a E,.

Si I'espace vectoriel linéaire E, se déplace parallélement & lui-méme quand
on déplace dans n’importe quelle direction, on dit que V7, est plan relativement &
E,.

Pour cela, on doit avoir

BE,8(B; )= Hz"vdz*=0,
pour n’importe quel vecteur +* et pour n’imorte quelle[direction d2*, donc,
(7.1) Hi*=0 ou H;?=0.

Dans ce cas, I’espace vectoriel linéaire E,,_, se déplace aussi parallélement

& lui-méme, comme on peut du reste le vérifier en tenant compte de (2.15).

Si Ie vecteur B> ‘Z de E,, tangent & une géodésique de V¥, se déplace

toujours parallélement & lui-méme le lonz de la géodésique, on dit que V, est
géodésique relativement a E,,,
Pour cela, on doit avoir

8 B dat )=H"‘£E=

ds \ ' ds *ds  ds
’ .. de .
pour n’importe quelle direction o d’oti
S
(7.2) Hp+H=0 ou Hypf+H;"=0.

§8. La théorie d’ Einstein et Mayer et la généralisation par Michal el
Botsford.

Dans leur théorie unitaire des champs, MM. Einstein et Mayer ont considere
un V.géodésique ralativement & Fs. Examinons ce cas, en supposant que V, soit
géodesique relativement & E.,.

Dans ce cas, les équations de la ligne la plus droite relativement 3 E., s’écri-
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vent

ds ds ds ds

done, v* se déplace parallélement d’aprés la connexion de Ei_p.
Or, I'équation (5.5) g’écrit dans ce cas

—+ I)b}

(8.2) Ku=B. (Rp+ H; H?1p)— B H 19,05
et I'équation (5.7)
(8.3 K=R+H'H. .r.

Posons, avee Einstein et Mayer,
(8.4) U,,szM—jlt—B,,,,(K+ R)

=B ,,,(Rj;,-— ——Rgu+ HiPHS 1p— % ol -::Pgak)

- BQ- MH okQ;a *
En dérivant (8.4) covariantement, on trouve

Uun=H’, hp.(Rjk"‘ —%jor*' H;PH p— %- <P HY, anjk)
+ B, u[Rim - ';—R @it + Hio i o wp+ HisP Hoppn

- —i— S L =P H® aP;n) gjk]
+ B{pHi-. QH kQsaT -BQ. u.H‘: kQsazh y
d’oti

(8.5) Uzt =—Bj.u( i+ Hil s+ BT ) Help— B2 WHit 00

grice & lidentité (4.5) et Rj= Ry
D’autre part, on a
H2 45— H00= Hfb.qR':m + H%G R aa— HZ2p R gt
d’oli, en posant a=Fk, b=h,
(8.6) 2H%g,0=— HZpR% a5 «
En substituant (8.6) dans (8.5), on obtient finalement

(8.7 U,;‘,=—[B’.,L(15i!,,b '+ HifFi+ Hyfa) H + B . H®-R% o]
Examinons le cas ot n=m—1. Dans ce cas, en posant

B}=B* ) LI,';,;'=H,7, ’ etc.,

nous avons, de (8.4),

Uu=DFB, p[(-Rjk - —%—-Rgﬂ) + (Ifja e — %—H‘: sz:t\qjk)] —B.H's,. s
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et de (8.7)

(8.8) U,:;&=—;— o Hipon+ Hui+ Hig) H*
parce que R% =0,

Ceux qui correspondent aux équations des champs d’Einstein et Mayer sont
Uu=0 e  HpatHuo;+ Hyx=0,

d’ot on a

(89) (Ra—t-Rou)+ (Baa— -t i) =0,
et

(8.10) H =0,
Hj;,. étant de la forme

(8.11) H,=99: _ 09

o o7’
oli @; est un vecteur covariant qui correspond au potentiel é1éctomagnétique.



