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35. Zur Theorie der hyperabelschen Funktionen, IV.

Von Hiraku TOYAMA.
Mathematisches Institut, Tokyo Koégyd Daigaku.
(Comm. by S. KAKEYA, M.L A, June, 1946.)

Der Fundamentalsatz von A. Weil® gestattet uns die Struktur der hyper-
Jjacobischen Mannigfaltigkeit sowohl von seiten der Divisorenklassen als auch
von seiten der Darstellungsklassen zu untersuchen. Hier wollen wir die Divi-
soren und Divisorenklassen genauer studieren, und damit irgend eine Einsicht
in diejenige Mannigfaltigkeit gewinnen.

Zuerst werden verallgemeinerte Divisoren und Divisorenklassen auf nor-
male Gestalten gebracht.

Sei 0 ein lokaler Divisor r-ter Ordnung

Oi5 Oygeeeeeee- 0.r
g = 621 0?2 ......... diz’.
Opy Opgeemer 0,y

wobei s eine ganze Potenzreihe der Ortsuniformisierenden z ist. In der
ersten Spalte wihlen wir ein Element mit dem niedrigsten Grad, und es
durch linksseitige Multiplikation einer Einheitsfunktion® auf die erste Zeile
bringen und durch das Euklidische Divisionsverfahren die iibrigen Elemente
O, 031'"07 1 annullieren, so dass

74y O Oig-O1r

0 fageereeee

0 P Orr
Dann wieder auf die zweite Spalte (bis auf ;) wenden wir das gleiche Ver-
fahren an und durch Euklidische Division wird das Element 6;; ein Polynom
von dem Grad < «;. Wiederholen wir dieses Verfahren, bis die folgende
kanonische Matrix gewonnen wird

Ty

wobei der Grad des 0; (< k) kleiner ist als oz .
Nun sei die Eindeutigkeit ditser Gestalt bestitigt.

(1) A. Weil, Généralisation des fonctions abéliennes, Journal de Liouville, 17 (1938),
S 47-87.

(2) Diese Terminologie, die unitaive im Sinne von Weil bedeutet," befindet sich in
Hensel-Landsberg, Theorie der algebraischen Funktionen einer Variabeln, (1902), S. 2.
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Wenn 8 = U’ ist, wo 0, 6’ oben gegebene kanonische Matrizen, und U
eine Einheitsfunktion sind, so ist

"""" 017 Uu Ulg...Ulr Tl 0'12...0I1r
A N O
0 zor U,: U, 001“‘" .

Wie leicht ersichtlich, ist U kanonisch und Uii=1, «f = ¢
012 = 0’12 + Upg 7o
Daraus, dass die Grade der 0y, 8’32 kleiner sind als «s, schliesst man Oy =
0’12, Uz = 0. Dieselbe Erorterung fiihrt zum Resultat
=0, U-=E.
Auch in folgender Weise werden die Zahlen «;, a2, ... «r bestimmt. 8 ist
der grosste gemeinsame Teiler aller i-reihigen Determinanten, die aus 1-ter,
2-ter, ... und i-ter Spalten gebildet sind, und wir setzen
oy = .31: ag, = ﬁz"‘,@b e Up = Ly — ﬁr—l:
so stimmen sie mit unseren obigen Exponenten iiberein.® .
Falls dieser Punkt verzweigt von der n Ordnung, d.i. 7 = t” ist, bleibt
8, nach Weils Deziz‘pition, gegeniiber der Substitution

C (r — S, S = ¢ * ) invariant, d.i. f¢ = U.

Ce 1o G ggeenees 6, (fac Uy U T8 fgeeeee 0y
ol I B (SR B (SR
O .......... b C’ar-l—ar 0 0 Qor / 00 Tir

Vergleich von Graden ergibt 0c 12= {% 10y, Ue= 0, so ist O;2 = 1 6%y, wo-
bei 6%;; ein Polynom von t allein ist. Dabei kann man di = <d; >n setzen,
so dass § =d; < n. Obige Resultate kann man folgendermassen zusammen-
fassen.

Satz 1. Jeder lokale ganze Divisor ist eindeutig auf die folgende Gestalt
gebracht

wobei 0 < d* < n und 0* ein Polynom von t allein ist, dessen Grad < up ist,
falls a; < ak und < ax , falls ai > az .

Diese Gestalt des Divisors kann man naturgemiss Normalform nennen.
Freilich ist ein Divisor niemals invariant gegeniiber rechtsseitiger Multiplika-
tion der konstanten Matrizen, m. a. W. die Reihenfolge der d;, ds... dr ver-

(3) Denselben Gedankengang kann man etwa als “linksseitige Elementarteilertheo-
rie” bezeichnen.

(4) Die erste Diagonalmatrix sei von nun an als D bezeichnet.
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indert, aber “im allgemeinen” ist die Reihenfolge der di < de<..<d»r
héchst wahrscheinlich, d. h. die Multiplikation fast aller konstanten Matrizen
filhrt jede Reihenfolge zu dieser Folge.

Nun sollen die Divisorenklassen O-ter Ordnung auf die Normalform
gebracht, sozusagen, normiert werden. Aber in diesem Fall wird die Sache
viel komplizierter und enthilt zahlreiche Ausnahmefille, so scheint es mir
zweckmissig, uns ausschliesslich auf den “ allgemeinen” Fall zu beschrinken.

Entsprechend dem Jacobischen Umkehrsatz, dass fast alle Divisoren-
klassen O-ter Ordnung b eindeutig dargestellt werden konnen

wollen wir die verallgemeinerten Divisorenklassen O-ter Ordnung durch ana-
loge Gestalt darstellen.
Reguldr nennen wir einen Divisor mit folgender Gestailt
0 = (Ety--4, F}, F}, ...... F?, D1V, 1,02, DIVt
wobei Jeder lokale Divisor Fﬁ in der gewohnlichen Stelle ﬁ; die

E Ii Boe

Form (0 ) I= (15 ) hat und der Divisor 2iVi in der Verzweigungs-
r-1k

stelle ¢ die Form

E Vi 1{{, déi 0
Divi =cpi|l O 1 fpio |0 df'\
0 E i

hat, und deren Variablendanzahl ersichtlich XN, Nig ist. Der Bequemlichkeit
halber sind die rp Primstellen p;. (k 1, r,az =1...p) eingeteilt in r Diviso-
ren (im Klassischen Sinne) % = pi12 ...... pkp-ter Ordnung (¢ =1, 2 ...... 7

Im folgenden beschrinken wir uns auf den Fall 7/ w, wo w= Z.‘ Z.'d',,, [ni,
welche wir Verzweigungsindex nennen. sims

Satz 2. Wenn die Verzweigungsindex w durch r teilbar ist, kann man in
fast aller Divisorenklassen regulire Divisoren finden.

Nach dem veraligemeinerten Riemann-Rochschen Satz ist die Parameter-
anzahl N der F, die 0F (Et,-?-7) ganz macht, ist

=r1(0) — r1(Ety-2-7) — P2 (p—1) — T d‘ >4+o=7r2+o0

und dabei ist ¢ im allgemeinen Null.

Wie man leicht sieht, l4sst jede konstante Matrix den Divisor 6 invari-
ant, so werden solche reprisentierenden Divisoren mit rechtsseitiger Multip-
likation konstanter Matrix zueinander gefithrt. Zunichst sieht man, wie

Zahlen I} und Vi bei Multiplikation der konstanten Matrix C sich verhalten.
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In der gewéhnlichen Stelle p;;,
E L\ (Cu C\ (E ~Vkt-1\ (Cu+lk Co, {— (Cuutlis Col'h +(Crat i sz))
(0 t) (Czl sz) (0 t-1 )_ < tCy t-1— Cy I;z + Caz
so gewinnt man T =(Cu i — Cy2) (Cn - C»). Diese projektive Trans-
formation besteht fiir allgemeine C.
In der Verzweigungsstelle g;

E Vi Vi Ciyoveeee Cls]
tDi VCV'i-1tDi = tDi | 0. E : Cagoerone :
PNV s || )
\ 0.0 E Csl ...... C”
Dann ist ) ' 0
Viz = — (Cu+ VieCoy + ... + Vis Ca)~1(Ciz + Vil + .. + Vs Cod)
| (o P YL Coreeeeereres e )

...............

...............

Also sind }a V” rationale Funktionen der C und l};,/ Vi,

Nun nennen wir einen Divisor, welcher einer Darstellung entspricht,
Darstellungsdivisor. Wir werden einen hinreichenden Satz fiir den Darstel-
lungsdivisor beweisen.

Satz 3. Wenn die folgenden Matrizen,

J@) = (%)) G =1, o) e (1)
wobei W (m =1, 2, ...p) p linear unabhingige Differentiale erster Gattung sind,

Ilyli ll,Zi ...... Iy
bt

Li = | i, P 1EZ=1,2 .... D) e, (2)
Klr—l,l : lr—l,r)
v—1 -1 -1
. - my Q-0 It o
hieehy Il 0 my :
vna m=(1, 7 : S R O (3)
lr-l,l lr-l,r lr-l,l my 0] | it lrz—l.rl

0 1/ \li2 L2
nicht singular sind, so ist der Divisor 0 = (Et—p-;, Fyl...F?, tD1 V1, tDIV1)
ein Darstellungsdivisor.
Nach der Weilschen Bedingung fiir einen Darstellungsdivisor 6, soll ein
solches Differential d1 existieren derart, dass 0d16-1—df-6-1 ganz ist.
Sei w’; ein gewdhnlicher Punkt, so zerspalten wir dI in folgende Gestalt
dl = (d Isa dlm)
dlyy dlx/.
Dazu kann man ein Differential erster Gattung
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4{1 ......... Ay
dw = Aldw, + Aldwy + ... + AP dwy Ai = | ji ..g
[ R 0

hinzufiigen, dessen r-te Zeile Null ist. Sodanp ist ‘
0416-1— df-6-1 = (dlu+17«d Ly, {—(dlu+k 4D I + (dlle +lk dln)} t~1)
tdly , ~dlyl +dly
_ (0 0 \

0 t-at,

So soll #dly; ganz sein und daher kann d Iy dort einen Pol erster Ord-
nung haben, dessen Residuum Sk (= (Sipeee- S::—l, » ) ist. Das Residuum des
Differentials d Iy ist——l}; S;. , und folglich ist das Residuum des d1

—01 Sk, (S +1)
( Sk, Skl + 1)
In dem Verzweigungspunkt g; ist
0d16-1—df-0-1 = 6(d1— Vi-1 Di ;-1 Vi t-141) 6-1
Darum ist das Residuum Vi-1D n;-1 Vi,

Nach dem Satz iiber das Differential dritter Gattung, existiert dI dann
und nur dann, wenn die Summe der Residuen iiber gane Fliche Null ist,
d. i

— Sk, h(Skl+1)
.z,( Sk, Siii + 1)
Die Bedingung fiir dlxe folgt unmitte lbar aus der des dlj;, denn durch
Spurbildung ergibt sich

Skl + D)+ Spur(—ZhSH) +w—rp+5) =0,
so sind die wesentlich unabhingigen

l
+iZ_.‘lVi—1 Din'V —(p+HNDE=0

— 2048k = By, (4)
X Sk =0 (5)
Z Sk +1) = Bg......... (6)
Bi1 Bia P
( = ZVi-1Di Vi 4 (p + HE
0 Bz
(@), (5), fassen wir in Matrizengleichung zusammen.
2 R B\ 1SE Soheeeeen Syt B
1 1. 11
Byevssoee AR =LS= (0 ) ............... (7)
Sl —1) \S22
Wenn wir speziell fiir S die Matrix Sﬁ --------- S}_l

Sif S|t 1
0 0
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wihlen, so werden (7), (6) r(r—1) Gleichungen mit r (r—1) Unbekannten.
Setzen wir den nicht-homogenen Teil Null, so werden die Gleichungen

) 1} QT Si-11
@) (3) =0, o=\ |, Si=| | P s - ASAL
? -1 Sprireenns Sto11
Nun setzen wir S; = mS; in (6), so
Bpoveeernns n kb
PmSZP=0 , WO P= l%l.x ....... § H

l;—%.l lr.—-%.,r ir—zl,l -
Wenn wir sie als die Gleichung fiir S; ansehen, so ist die Koeffizier “«nmat-
rix
ml
m2 0
M=P P
0 my

welche nicht singulir ist nach der Voraussetzung, so ist sie stets losbar fiir
jede B.

Wenn wir die Bedingung fiir dIj; genauer beriicksichtigen, so soll di:
Koeffizienten der -1 verschwinden. Dafiir geniigt eine geeignete Wahl de:-
dw. Wie im obigen Fall, setzen wir die r (r—1) p Gleichungen mit gleichzai:
ligen Unbekannten

dw)p,kﬂ' 0 k=12 ..p), (ﬁAa( ) )U.=o

Auf Grund der Nicht-Singulatitit der /* ergibt sich
2 Aaq (_d_u_)q_) pk = 0

und wieder aus der Nicht-Singularitit der J(d: ) folgt
Ae = 0.

Also ist unser Satz vollstindig bewiesen. Am Schluss sei noch bemerkt
dass die Matrix M im allgemeinen nicht singuldr ist,

1. g ...... 9 0) g _01 e __1
denn fir P=| i { i ist M =", ~ o

6 616 o o0
nicht singulér.

Aus dem Satz 3 schliesst man die Folgerung, dass die Divisoren, die
keiner Darstellung entsprechen, eine Menge niedtigerer Dimension ausmachen,
d. h. die Divisorenklassen O-ter Ordnung im allgemeinen Darstellungsdivi-
sorenklassen sind, denn ihre Dimensionszahl ist gleich der Darstellungskl as-
sen. Wie wohlbekannt, wird durch die Poincaréschen Zeta-Fuchssche
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Funktion die Zuordnung der Darstellungsklassen zu der Divisorenklassen
explizit verwirklicht Hier aber ist diec umgekehrte Zourdnung der Divisoren-
klassen zu der Darstellungsklassen gegeben als die Monodromiegruppe der
Differentialgleichungen dH = Hd 1.

Neuerdings ist es dem Verfasser gelungen, den Satz 3 ganz allgemein
ohne Beding r/w zu beweisen (Mérz, 1949).



