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Von Ha T6YAMA.

Mathematsch Instit, Tokyo KS Daigaku.

(Comm. by S. KAKEYA, M. I. A., June, 19.)

Der Fundamentalsa yon A. Weill) gtattet uns die Strukt der
jacobiscken Mannitigkeit sowohl yon seiten der Divisorenklaen als auch
yon sdt der Darslluugsk1sen zu untersuchen. Hier wollen wir die Divi-
soren und Divisorenklassen genauer studieren, und damit gend eine Einsicht

diejetdge Mnialtigkeit gennen.
Zuerst werden verallgemeinerte Divisoren und Divisorenklassen auf nor-

male Gestalten gebracht.
Sei ein lokaler Divisor r-ter Ordnung

0 O 0

wobN 0i Nne gange Potenzreihe der Ortsuniformisierenden r ist. in der

ersten Salte wlen Mr Nn Element mit dem niedrigsten GrM, uM es

dch nkeitige MulfiNikation Nn Einheitsfunktion( auf die erste ZNle
gen und dch d Euktidische Divisionserfahren die abrigen Elemente, 0...0, nullieren, so de.sg

Dn wleder auI die weite Salte (bis auf 0) wenden wit das gleiche Ver-
fren an uM dch Euklidische Division wird das Element 0 Nn Polynom

on dem Grad < (. Wierholen wit dies Verfahren, bis die folgende
koniche Marx gwonnen wd

0 r

wobei der GrM des 0o (i < ) klNner ist als
N ei die EindeutigkNt diser Gtalt besttigt.

(1) A. Weft, Gn6ralisation des fonctions abliennes, Journal de Liouville, 17 (1938),
S 47-87.

(.) Diese Terminologie, die itaire. im Sinne von Weft bedeutet,TM befindet sich in

Hensel-Landsberg, Theorie der algebraischen Funktionen einer Variabeln, (1902), S. 2.
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Wenn 0 U/?’ ist, wo 0, J’ oben gegebene kanonische Matrizen, und U
eine Einheitsfunktion sind, so ist

Wie leicht ersichtlich, ist U kanonisch und U,"

’. + U r:.
Daraus, dass die Grade der 1.o,
’12, UI. 0. Dieselbe Er6rterung fiihrt zum Resultat

=’, U=E.
Au:h in folgender Weise werden die Zahlen al, a.o ar bestimmt, rs, ist
der gr6sste gemeinsame Teiler alter i-reihigen Determinanten, die aus 1-ter,
2-ter, trod i-ter Spalten gebildet sind, uud wit setzen

so stimmen sie mit unseren obigen Exponenten iiberein.(3)

Falls dieser Punkt verzweigt yon der n Ordnung, d.i. r t n ist, bleibt, nach Weils Definition, gegeniiber der Substitution

C (r St, S e n ) invariant, d.i. 8c U8.

o......... ........
Vergleich yon Graden ergibt Oc 12 a 11,, U12-- 0, SO ist 1 r’ 8"12, WO"

bei 0"12 ein Polynom von t allein ist. Dabei kann man d (d n setzen,
so dass 8 & n. Obige Resultate kann man folgendermassen zusammen-
fassen.

Satz 1. ]eder lokale ganze Divisor ist eindeutig auf die folgende Gestalt
gebracht

0 ......r {) 0 "’,t"
wobei 0 d’ < n und Osk ein Polynom on allein ist, dessen Grad ak ist,

falls ai ak und < ak falls as
Diese Gestalt des Divisors kann man naturgemiss Normalform nennen.

Freilich ist ein Divisor niemals invariant gegeniiber rechtsseitiger Multiplika-
tion der konstanten Matrizen, m. a. W. die Reihenfolge d.er dl, d2... dr vet-

(3) Denselben Gedankengang kann man etwa als "linksseitige Elementarteilertheo-
bezeichnen.

(4) Die erste Diagonalmatrix sei yon nun an als .*D bezeichnet.
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lndert, abet "im allgemeinen" ist die Reihenfolge der dl d2 ... dr
h6chst wahrscheinlich, d. h. die Multiplikation fast aller konstanten Matrizen

fiihrt jede Reihenfotge zu dieser Folge.
/Nuri sollen die Divisorenklassen O-ter Ordnung auf die Normalform

gebracht, sozusagen, normiert werden. Aber in diesem Fall wird die Sache
viel komplizierter trod enthilt zahlreiche Ausnahmefille, so scheint es mir
zweckmissig, uns ausschliesslich attf den "allgemeinen" Fall zu beschrinken.

Entsprechend dem Jacobischen Umkehrsatz, dass fast alle Divisoren-
klassen O-ter Ordnung b eindeutig dargestellt werden konnen

wollen wit die verallgemeinerten Divisorenklassen O-ter Ordnung durch ana-
loge Gestalt darstellen.

Regulitr nennen wir einen Divisor mit folgender Gestalt
#= (0-% F], F FL n , w v, V)

wobei ]eder lokale Divisor F in dr gewohnlichen Stelle V die

’,’-.._l,,,,’ hat trod der Divisor ’V/ in der Verzweigungs-

stell q die Form

rDi V rD

hat, und deren Variableninzahl ersichtlich T,NiNi ist. Der Bequemlichkeit

halber sind die rp Primstellen p (-- 1, ...r, i 1 ...p) eingeteilt in r Diso-

ten (ira klassechen $irme) .. fp-ter Ordnung (k-- 1, r)
Im folgenden beschrinken wit uns auf den Fa!l r/w, wo w=

i"-I rn--l
welche wit Verzweigungsidex nennen.

Satz 2. Wenn die Verzweigungsindex w dutch r tdlbar ist, kann man .in

fast aller Divisorenklassen regulitre D.visoren firufen.
Nach dem verallgemeinerten Riemann-Rochschen Satz ist die Parameter-

anzahl N der F, die F (E t0--) ganz macht, ist

N r I(O)- rI (E to--i)- (p--l)- 2:<------> + a r2 + a

urd dabei ist a im allgemeinen Null.
Wie man leicht sieht, lisst jede konstante Matrix den Divisor invari-

ant, so werden solche reprisentierenden. Divisoren mit rechtsseltiger Multip-

likation konstanter Matrix zueinander geftihrt. Zuaichst sieht man, wie

Zahlen l und Vi bei Multiplikation der konstanten Matrix C sich verhalten.
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formation besteht ftir allgemeine C.
In der Verzweigungsstelle qi

rVi VCV’i-l rDi rDi 0,, E
"",,:’,,,V

0...0 E
Dann ist

V’i2 (Ci + Va2G + + VL C,)- (Cn + VxzC2 + + Vi, C,2)

v’2 (c + )- ( )

Also sind "i V"i
k, rationale Fnnktionen der C und 1,, V.

Nun nennen wir einen Divisor, welcher einer Darstellung entspricht,
Darstellungsdivisor. Wit werden einen hinreichenden Satz fiir den Darstel-
lungsdivisor beweisen.

Satz 3. Wenn die folgenden Matrizen,

zoobei Wm (m 1, 2 p) p linear unabhingige Differentiale erster Gattung sind,

(1, l,oj la,

z= (i= , z ) (2)
lr-l,1 l’r-l,r
--1 --1 --1 /

la: 12-,

Und M= tJl/-:l,, i,-, m, 10 |h, t,2-a:,
(3)

\0 0 \ln l-a,
nicht singular sin& so ist der Divisor 0
ein Darstellungsdivisor.

Nach der Weilsehen Bedingung tr einen Darstellungsdivisor 0, soll ein
solehes Differential d I existieren derart, dass OdI O---dO.O- ganz ist.

Sei ein gewhnlicher Punkt, so zerspalten wit d I in folgende Gestalt

aI (dI,,dI d I2z].
Dazu kann man. ein Differential erster Gattung
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A.!
d Ad + Ad + + A

hizufgen, deen r-te Zeile Null ist. Sodn ist

dI dl +

--(00
So soll tdI2 gz sein d daher kn dI dort einen Pol erst Oral-

hung hab, desert Residuum S ( (S,
Differfials din ist--/ S, d olglich ist das Residuum des d I

l, S,
S, S l + 1/

In dem Verzweingspunkt qs ist

Od I 0- dO.O- 0 (d I V-D ns- V t- dr) 0-
Dm ist das Reduum Vs- D hi- Vi.

Nach dem Satz fiber das Differential dritter Gatmng, exisfiert d I dn
und nut dann, wenn die Summe der Residuen fiber ge Flche NI ist,
d.i.

Die Bedinng f dI folgt unmitte lb aus der des dim de dch
Spbildg erbt sich

so sd die wesentlica unabhna
z g s B,
s =0 ()
,(s + )= ,,

B**
(4), (5), fassen w in Maengleichung zusammen.

j’1 ’,r 1 .S

Wenn r seziN1 f S die Matrix

Sl,1 S;-I,IJ
0 O]
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wihlen, so werden (7), (6) r(r--1) Gleichungen mit r(r--1)Unbekannten.
Setzen wir den nicht-homogenen Tell Null, so werden die Gleichungen

(Z,l0 sl 1112 :Sll St-l,1

\S.,
Nun setzen wir S1 mS2 in (6), so

):PmS.P’=O ,wo P= 1!1
l. il
,--1.1 ,--1., --21.1

Wenn wit sie als die Gleichung fiir $2 ansehen, so ist die Koeffizie:-’: nmat-
fix

m

1
welche nicht singullr ist nach der Voraussetzung, so ist sie stets lsbar fiir
jede B.

Wean wir die Bedingung fiir d Ii2 genauer beriicksichtigen, so soll di,

Koeffizienten der t-1 verschwinden. Dafiir gentigt eine geeignete Wahl
dw. Wie im obigen Fall, setzen wit die r (r--l)p Gleichungen mit gleichza!:
ligen Unbekannten

Pk/=0 (h=l, 2 p), a\ dt /p La=O

Auf Grund der Nicht-Singulatitit der /h ergibt sich

, dt /P =0’

und wieder aus der Nicht-Singularitit der ](bk ) "folgt
Aq 0.

Also ist unser Satz vollstlndig bewiesen. Am Schluss sei noch bemerkt
dass die Matrix M ira allgemeinen nicht singullr ist,

denn far P .1.i.1 : ist M .......-’:1
nicht sinllr.

Aus dem Sat 8 schliesst man die Folgerung, dass die Divisren, die
keiner Darstelhmg entsprechen, eine Menge niedtigerer Dimension asmachen,
d. h. die Divisorenklassen O-ter Ordnung im allgeeie Darstelltmgsdivi.
sorenklaen sind, denn ihre Dimensionsgahl ist gleich der Darstellungskl
sen. Wie wohlbekannt, wird dutch die Poincar&chen ZetaoFuchssche
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Funktion die Zuordnung der Darstellungsklassen zu der Divisorenklassen
exp|zit verwirklicht Hier aber ist di.e umgekehrte Zourdnung der Divisoren-
klassen zu der Darstellungsklassen gegeben als die Monodromiegruppe der
Differentialgleichungen dH lid I.

Neuerdings ist es dem Verfasser gelungen, den Satz 3 ganz allgemein
ohne Beding r/w zu beweisen (Marz, 1949).


