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64. Zm" konformen Abbildung vielfach zusamrnen-

hmgender Gebiete.

Von Yfisaku KOMATU.

Institut fiir Mathematik, Kaiserliche Universitlt zu Tokyo.

(Comm. by S. KKEVA, M.I.A., Dec. 12, 1946.)

1. Wir betrachten zun/chst schlichte kontorme Abbildungen eines n / 2

fach zusammenhingenden Normalgebietes auf der z-Ebene, we!ches dadurch

entsteht, daft man einen konzentrischen Kreisring R0 ( z[ R1 lngs n Kreis-

bogen mit dem Mittelpunkt z 0 aufschlitzt, atd Gebiete auf der w-Ebene,
die durch ganze Peripherien [w[ Po und [w[ P sowie n ir.gendwelche
Randkomponenten innerhalb des Kreisringes Po ([wl ( P begrenzt dabei

sollen beide Periptierien der Kreisringe miteinander entsprechen. Setzen wit

zur Abkrzung

(1) R= R1 p=
R0 P0

so gilt nach einem Satze von Gr6tzsch11 die Verzerrungsungleichung

(2) RP,
und wenn wit uns ohne Beschr/inkung der Allgemeinheit auf derartige Ab-
bildungen beschrinken, welche .die Randkomponenten. z[= Ro und w[- P0
miteinander entsprechen lassen, besteht das Gleichheitszeichen in (2) dann
und nut dann, falls die Abbildung durch w c z vermittelt wird; hierin be-

deutet c eine Konstante mit absolutem Betrag P0/R0. Bei jedex Extremal-
abbildung entsteht also das Bildgebiet aus dem Urgebiet durch eine Dreh-
streckung um den Koordinatenursprting. Aus der letztgenannten Tatsache
mgen wit vermuten, daB, wenn ein Bildgebiet angenihert dieselbe Gestalt
besitzt wie das Urgebiet, so das Verh’21tnis R" P fast gleich Eins sein muff.

Anderseits kSnnen wir abet als Normalgebiet auf der z-Ebene statt eines

Kreisbogenschlitzgebiet innerhalb eines Kreisringes auch ein Parallelschlitzge-
biet mit der Neigung Null, d. h. ein l’ngs einigen zur reellen A.chse paralle-
ln Strecken aufgeschlitztes Gebiet annehmen. Dann geniigt jede schlichte
Abbildungstunktion solches Gebietes, welche um z oo die Enticklung der
Gestalt

1) H. GrStzsch, Ober einige Extremalprobleme der konformen Abbildung, I. Leib-
ziger Ber. 8{} (1928), 267’-376; II. Ibid., 497-502. Vgl. auch E. Rengel, Ober einige Schlitz-
theoreme der konformen Abbildung. Schriften d. Math. Sem. u. Inst. f. angew. Math. d.
Univ. Berlin (1932 3), 141-162.
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( :.) f(z) =- z + cz-
besitzt, stets, wie de PosselZ} gezeigt hat, der Bediagung

(4) C 0.
Hierbei tritt das Gleiehheit.eichen dann and nut darm auf, wenn die Ab-
bildung dtlrch eine Parallelvexsehiebung w z + Co vermittelt wird.

In bezug auf die Abweichung tier Gr58e 9%C, yon ihrem Extremumwert
0 ffir solche Gebiet, dessen komplemente Menge das Gesarntinhalt A be
sitzt, hat Tsujis} die Abschitmmg

A(5) 9Cl
hergeleitet. A_nderseits mgen wir diesmal wieder erwarten, dab bei ange-
,mnert parallelschlitzf6rmigen Begreazungen eines Bi!dgebietes diese Gr68e

tC beinahe Null sein muS.
In dieser Note sollen wit die eben gestellten und verwandten Fragen

quantitativ be]ahend erledigen.
2. Wit nehmen nun ein n + 2-fach zusammenhiingendes Kreisbogenschlitz-

gebiet innerkalb e{nes Kre{sr{nges auf der z-Ebene, welches dadurch entsteht,
dab man einen konzentrischen Kreisring R0
geneinander punktfremden Schlitzbogen

S zl r, O_ argz_ 8 + ( 1, ,).
Bei einer in diesem Gebiet regular schlichten Abbildung o f(z), welche zl
=R0 und Izl =R, zu Iwl =Po bzw. Iwl =P, (Po<P0entsprechenliSt,
gehe das nnere Ufer von S

S" Izl =r-o, 8argz_8+r
und das iuSere Ufer yon S

S"I:
in die Kurve P bzw. ’$ auf der w-Ebene ber. Der Einfachheit halber

nehmen wit hierbei und auch im folgenden an, dab die Abbildungsfunktion

w f(z) sich einschlieSlich der Randteile S und S stetig verhlt.

Fiir jede im Grundgebiet e{ndeut{g regulire und einschlieSlich.des Randes
stetige Funktion F(z)gilt im allgemeinen nach dem Cauchyschen Integral-
satze die Gleichung

(6) fF<z) 0,

2) R. de Possel, Zum Parallelschlitztheorem uuendlich vielfach zusammenhangen-
der Gebiete. G6tinger Nachr. (1931), 199-202.

3) M. Tsu]i, Theory of conformal mapping of multiply connected domain. Japanese
1ourn. of Math. !8 (1943), 759-775; vgl. auch Y. Komatu, Einige Anwendungen der
VerzerrtmgssItze auf Hydrodynamik. Proc. Imp. Acad. Tokyo t9 (1943) 454-461.
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wo das Integral links tiber ganze Randkompor/enten im positiven Sinne zu
erstrecken ist. Bei unserem Falle kazan man dxin F(z)= Ig f(z)- setzen.

Wit erhalten dann die Beziehung

fo 2(ig f(R,e) f(Roei) )i dO
n ,, +

+=Jo rei --lg e-jidO O.

Trennen wit daraus den imaginren Anteil, so erhalten wit die Relation

1 foo+r ((r--OeiO[ ),.) R(7) 2 Ig f((rL+O)ei) d0=lg p

wo die P.,ezeichnungen in (I) angenommen sind.

Beztiglich der Enffernungen der Punkte auf jeder Randkomponente bezei-
ehnen wit den grOSten und kleinsten Weft yon

(a)
und m bzw. M und m. Da beide Kurven I"(’ und F(a)

die Endpunkte

gemeinsam besitzen, so ist selbstverstindlich mi’M), ma)Mi) Aus
unserer Grundrelation (7) und der Gr/Stzsehischen Beziehung (2) entnehmen
wit ohne weiteres die Ungleichung

Jedes Gleichheitszeichen tritt hierbei nut dann auf, wenn die Abbtldung in

eine Drehstreckung um z 0 ausartet, also

o m
f(z) cz mit [c I= R0 M) 1 ( 1,...., n)

it. .w fn. . MM2, 2), . i.(m, "), o erbt
sich offenbar

denn es ist stets 0 ffi= - 27r.

3. Wenn ein n + 2-fach zusammenhingendes Radialschtitzgebiet inner-
halb eines Kreisringes auf der z-Ebene als Grundgebiet normaler Gestalt ange-
nommen ist, Rit sicl auch ein hnliches Resultat herleiten. Die Begrenzun-
gen dieses Gebietes seien z[= Ro und zl= R (Ro Ra) sowie n innerhalb

Ro z <’. R gelegene Rdialschlite

"S arg z 0 r

_
z t r ( 1 n).

Bei einer in diesem Gebiet reguRir schlichten Abbildung w f(z) entspreche
z]= R0 und[z]= R zu ]w]= Po bzw. ]w]= P, und ferner gehedas linke
Ufex von S
S" argz 0 + 0,
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und das rechte Ufer von S
S arg z 0 0, t

ha die Bildkurve/4) bzw. v(.[ tiber. Ia diesem Falle k6nnen wit in (5) wieder
F(z) lg f() annehmen. Darnit erhalten wir

’(f(Rlei) lg f(Roei ) )i dOlg-

Lt r( f(rei(+-o)) f(rei-o)) ) dr+ lg reiO --lg re iob O,

ud daus gibt sich naeh Trennung des imaginren Anteils die Relation
1 tr f(re’O+o) dr R

(10) 2z ’1

R und P bedeuten wieder die in (1) angegebenen GrSen. In diesem Falle
gilt aber die zu (2) entgegengese{zte Ungleichung nach Gi’6tzsch

(11) R P;
demgemfifl ist die rechte Seite voa (10) stets nichtnegativ und frner wird

sie gleich Null dann und nut dann, wenn die Abbildung eine ausgertete

Gestalt f(z)= c z mit konstantem c besitzt.

Diesmal bezeichnen wir den grSften urd kleinsten Wert von arg w auf
/’Lt’ bzw. F mit ) und fff bzw. 2 und t); hierbei und auch" in (10), be-
deute arg w argfO’ei(:o)) nattirlich eha auf F Ft) + rr)

stetig fortge-
setzten Zweig. Da die Endpunkte von Ft)-und F gemeinsam sind, so ist
selbstverstndlich o)),),). Wir schlieen nun aus den Relationen

(10) und (11) die Abschiitzung

02) t t /"

Jedes Gleichheitszeichen gilt hierbei nur dann, wenn der triviale Fall

f(z)=cz mit [c[=-o, t) (r) R=-p--=0 (= n)

auftritt. Setzen wir ferner Max(, )), Min (, or)), so erhalten
wir speziell

Da aber definitioasgem’;i 1 t R(v 1, ) ist, so zieht die Beziehung
(13) nach sich, daft aueh die Ungleichung

2 ((I), I’,) 2=
(14) R = P<:R
erftillt werden mut.

4. Als n + 1-fach zusammenhfingendes Grundgebiet normaler Gestalt
kann man ein Kreisbogenschlitz. oder Radialschlitzgebiet innerhalbe iues Kreises
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zl< R. annehmen. In diesen Fillen kann man statt der alten. Normierungs-

bedingung, da6 bei Abbildung die inneren Peripherien zl R0 und Iwl= Po
miteinandex entsprechen sollen, die neue Normierung ffir AbbildungsfunK-

tionen"

ansetzen. Indem man sonstige Bezeichnuagen eharten bleibt, kann man dann

die Gleichung

flg f(z) _dz 2zi lgfl (0)(15)

benutzen, wo das Integral linker Hand tiber ganze Randkomponenten im

positiven Sirme z erstrecken ist. Auf Grund dieser Gleichung kSanen wir

den obigen Gedankengang wiederverfolgen. Aber wir kSnnen vielmehr kurz

und gut auch den Grenziibergang

R00 P0
R0 I’(0)1

vollzeihen. Somit ergibt sich ftir belibige Abbildungen von Kreisbogensch-
lit2gebiet innerhalb des Kreises z R, bei welchen z R in w P
iibergeht, die Verzerrangsformel

lg dO <1,If’ (o)! exp -- .-.-. f((r +o)eO)
und fiir Abbildungen ihnlicher Art von Radialshlitzgebiet innerhalb des Krei.

ses zl<R die Formel.. (.1 <_ If’ (o) exp arg-

(17)
lI t lI t
=I v----I

Jedes Gleichheitszeichen tritt nut dama auf, wenn die Abbildung dttrch to

c z mit c P R vermittelt wird,

]3ei Abbildunge yon eine n-ach zusammenhingenden Kreisbogenschlitz-

oder Radialschlilzgebiet komrnt es auf ganz ihnliche Umstinde an. In diesen

Fillen knnen wit unter Normierungsbedingungen

die GrenziibergiingEe

__
P1 ii’()lRo-+O, -+!/’(0)1; R-+, Z
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vornehmen. In der Tat betrtigt das im positiven Sinne erstreckte Integral
hierbei gerade

f’()g f(z_)_ dz 2rri lg.z -Dieselben Resultate ergeben sich gleichfalls, indem man in entsprechenden
Begiehungen (16) bzw. (173 die Grtile P/R dureh If’ (o)1 ersetzt.

5. Jhnliche 0berlegtmgen lassen sich auch auf den Fall eines Spiral-
bogenschlitzgebietes verallgemeinen, welcher gesamte bisher behandelten Fiille
als Grenzfiille enthiilt. Man nehme niimlieh ein solches Grundgebiet auf der

z-.Ebene auf, das dadttrch entsteht, da man einen konzentrischen Kreisring

R0 <1 z[ <R aufchlitzt liings n logarithmischen Spiralbogen, jede yon denen
auf der Kurve
(18) argz-- alglzl c (u 1, n)
liegt. Wird etwa die Neigung a der Spiralenschar als positiv angenommen,
und werden die Grenzen jedes Schlitzbogens dutch

O argz

_
O + r, r <__ z -< t r

geliefert, dann besteht die Beziehung

c 0 a lg r 0 + T a lg (t r )
und also ’v a lg Iv. Fiir Punkte z r eio aus unsrer Schar (18) gilt

dr dz idO q dr0--algr=c; dO a----, ---.
Wir betraehten nun eine regulir schliehte Abbildung to S (z) yore Grund-

gebiet auf ein Gebiet, welches dutch wl= P0 und wl Px sowie n son-
stige irmerhalb P0 <1 w <P gelegene Randkomponenten begrenzt ist; die
innerste und iiul3exste Randperipherien sollen dabei miteinander entspreehen.
Setzen wit nun der Einfaehheit wegen

p (0) exp 0 cv b (r) a lg r + cu

so ergibt ich die Gleichung

0 Ig f(z) dz
2,

lg [(R-lei) lg idOz z Rae

D{ 0+, ( /((o (0) 0) e/ ) f((pv(O)+O)ei) )(.) + g p (O)e g
p. (0)e i dO

Das Trermen des imaginiren Anteils fiihrt uns zur Relation

lg I(40. (O)+O)e’)



No. 11.

(20)

Zur konformen Abbilduug vielfach zusammenhIngender Gebiete. 349

$I l+ia .fturu,=l-, lg f(rei(,(,)-ol)

1 1{0+ f((O)--O)ei)dO2 rlg f((p (0)0) ei)

tr f(rei(#(r)+o)) R

hibei werden wiem die Bezeichnungen (1) benutzt. Aus dier Relation

lassen sich entsprhende Abschtzungen herleiten. Beeichnen w z.B. den

ten und kleinsten Wert yon [w[ bzw. yon gw auf der Bildke
yon v-ten auf (18) gelegenen Schlitze mit M und m bzw. % und , so

gelangen wit zur Ungleichung

R u=l<o-u+alg<mu/Mu>> II=[n ’kM/( m r,z= td<-@vz=} PR
(21) /2 (u-fu+a lg (Mulmu))12g

Nebenbei bemerke man, da dutch Trennen d reellen Anteils aus der Glei-

chung (19) sich die folgende Relation ergibt

, { 1+i,2 f+rlg f((P(O)--O)ei)}dO= f((e (0)+0) e0 )

1 + irz turu f(rei((r)+O)) dr

1 n [
2 [--o g -dO1(% (a)+o) e’O

+_, lgif((,<,>_0, =f ag

Bezglich tier Grenzfille t 0, Po o+ If’ (0)! oder danebst welter l
+ , P e li’ ()1 last es sich leicht be’eifen.

Zum Schlu bemerke m noch, da Kreisbolenschlitz-und Radialscklitz-

gebiet aus Spiralbolensehlitzlebiete dutch 8rezberganten Cz , t, 1
bzw. a 0, F 0 erzeugt gesehen werden kann.

8. Wit beohten jetzt ein n-fach zummenhngende Parallelschlitz.
gebiet auf der z-Ebene, den Berandung aus n Strecken

bteht, und die 7ilie derjeigen din schlichten Funktionen f(z), welche

um z in tier Gestalt () dgestellt werde kSnnen. Dann ist --O alas
Residuum an z- und deshalb gilt
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ff(z)dz= --2rciCl;

hierbei ist alas Integral in linker Hand wieder tiber den ganzen Rand im posi-

tiven Sinne zu erstrecken.

Setzt man nun z x + iy, so wird dies

(23) ==1 .! f(x + i (flu + 0)) ---f(x + i (flu --0))) dx 2rci

und folglich durch Trennen des imaginiren Anteils ergibt sich weiter die Re-
lation

_f’/(+iO +o-x+ ion- o) c.(24) 2 = .
Die Bildkurven der oberen und unteren Uer yon

Bezeichnet man erner den grten und kleinsten Weft yon w au F)-bzw.
Fu)

mit K und k) bzw. Ku) und kt", so ist selbstverstindlich
/f). Aus unsrer Relation (24) und der de Posselschen Ungleiehung (4)
ergibt sich die Abschiitzung

(25) 2--- :)x c<o,

und ]edes Gleichheitszeichen tritt hierbei nur dann auf, wenn die Abbildung
dutch eine Parallelverschiebung f(z) z -4- Co gelieert wird. Bezeichnen wir
ferner die Hhe, d.h. die Linge der Proektion auf der imaginiren Achse
]eder Randkomponente mit

h Osc 3w ------. Max (/fK) Min(k k),
wF

so il die

Diese Unleichun lt sich eine Erinzm tir Tisch Abschizun 5.
Anclerseits knen wit -;ilmlidm Resulae uch fir die Gre C ange-

ben. Zum Zwecke trenen wit u 2 den reellen Aneil und erhalen
rnit die

Der grSfite und kleinste Weft von w au
bzw. L: und l", und ferner die Schwankung vn
sei b. Dann ergeben sich die Bezehungen

(28)
2 =a

x

__
$ C1 < --_--2=x’ x

i(2) C I__- b x.
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Aus der letzten Abschtzung folgt iasbesondere eine merkwtirdige Tatsache,
dab C ’eel, sein mu6, falls die Bexandung des Bildgebietes lauter aus den
zur imaginarea Achse parallelen Schlitzen besteht.

Der Fall, wo das Grundgebiet allgemeiner die Neigung z beitzt, d. h. des-

sen gesamte Randstrecken auf der Geradenschar mit dem Richtungskoezi-

enten a liegen, und wo die Normierung an z- o: f(oo) oo und f’ (oo) 1

erhalten bleibt, kann sofort auf den soeben behandelten zurtickgeftkhrt wet-

den. In der Tat gehSrt die Funktion e-i,f(,ei, z) dann der eben betrachteten

Familie. Dementsprechend werden die GrSe e-2iC den entsprechenden

Beziehungen geniigen; hierbei bedeutet C natiirlich den Koezienten von
z-I der Laurentschen Entwicklung yon f(,z um z o.


