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64. Zur konformen Abbildung vielfach zusammen-
hangender Gebiete.

Von Yiasaku KomaTu.
Institut fiir Mathematik, Kaiserliche Universitdt zu Tokyo.
(Comm. by S. KAKEYA, M.1. A, Dec. 12, 1946.)

1. Wir betrachten zunichst schlichte konforme Abbildungen eines # + 2
fach zusammenhingenden Normalgebietes auf der z-Ebene, welches dadurch
entsteht, dal man einen konzentrischen Kreisring Ry < | 2| < Ry lings » Kreis-
bogen mit dem Mittelpunkt z = 0 aufschlitzt, auf Gebiete auf der w-Ebene,
die durch ganze Peripherien |w| = P, und |w| = Py sowie #» irgendwelche
Randkomponenten innerhalb des Kreisringes Py < | w| < Py begrenzt; dabei

sollen beide Peripherien der Kreisringe miteinander entsprechen. Setzen wir
zur Abkiirzung

= Ry = _.I_)_L
(1) = RO ’ - PO ’
so gilt nach einem Satze von Grotzsch? die Verzerrungsungleichung
(2) R=P,

und wenn wir uns ohne Beschrinkung der Allgemeinheit auf derartige Ab-
bildungen beschriinken, welche die Randkomponenten |z| = Ry und |w| = Py
miteinander entsprechen lassen, besteht das Gleichheitszeichen in (2) dann
und nur dann, falls die Abbildung durch w = ¢z vermittelt wird; hierin be-
deutet ¢ eine Konstante mit absolutem Betrag P,/ R,. Bei jeder Extremal-
abbildung entsteht also das Bildgebiet aus dem Urgebiet durch eine Dreh-
streckung um den Koordinatenurspring. Aus der letztgenannten Tatsache
miégen wir vermuten, dafB, wenn ein Bildgebiet angenihert dieselbe Gestalt
besitzt wie das Urgebiet, so das Verhiltnis R: P fast gleich Eins sein mu8.
Anderseits kdnnen wir aber als Normalgebiet auf der z-Ebene statt eines
Kreisbogenschlitzgebiet innerhalb eines Kreisringes auch ein Parallelschlitzge-
biet mit der Neigung Null, d. h. ein lings einigen zur reellen Achse paralle-
len Strecken aufgeschlitztes Gebiet annehmen. Dann geniigt jede schlichte

Abbildungsfunktion solches Gebietes, welche um z = o die Entwicklung der
Gestalt

1) H. Grétzsch, Uber einige Extremalprobleme der konformen Abbildung, I Leib-
ziger Ber. 80 (1928), 267-376 ; IL Ibid., 497-502. Vgl. auch E. Rengel, Uber einige Schlitz-

theoreme der konformen Abbildung. Schriften d. Math. Sem. u. Inst. f. angew. Math. d.
Univ. Berlin 1 (1932/3), 141-162.
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(3) w=fR=z+ ECM"‘

»=0
besitzt, stets, wie de Possel? gezeigt hat, der Bedingung
(4) RC; < 0.

Hierbei tritt das Gleichheitszeichen dann und nur dann auf, wenn die Ab-
bildung durch eine Parallelverschiebung w = z + Cp vermittelt wird.

In bezug auf die Abweichung der GriBe RC; von ihrem Extremumwert
0 fiir solche Gebiet, dessen komplementire Menge das Gesamtinhalt A be-
sitzt, hat Tsuji® die Abschitzung

®) e

hergeleitet. Anderseits mégen wir diesmal wieder erwarten, da8 bei ange-
nanert parallelschlitzférmigen Begrenzungen eines Bildgebietes diese GréSe
RCy beinahe Null sein muB.

In dieser Note sollen wir die eben gestellten und verwandten Fragen
quantitativ bejahend erledigen.

2. Wir nehmen nun ein # + 2-fach zusammenhiingendes Kreisbogenschlitz-
gebiet innerhalb eines Kreisvinges auf der z-Ebene, welches dadurch entsteht,
daB man einen konzentrischen Kreisring Ry < | 2| <Ry aufschlitzt lings n ge-
geneinander punktfremden Schlitzbogen

S.: |z] = 2, hh=argz=<6, + 7. =1, .., n.

Bei einer in diesem Gebiet reguliir schlichten Abbildung w = f(z), welche | z|
=Ryund |z|=Rjzu |w]| =P, bzw. |w| = P; (P, < Py) entsprechen li8t,
gehe das innere Ufer von S,

P [zl =r—0, Oo=<argz=0 +7
und das #uBere Ufer von S,

. |2l=7+0, 6Op+ro=argz=0.
in die Kurve I'/ bzw. I'\” auf der w-Ebene iiber. Der Einfachheit halber
nehmen wir hierbei und auch im folgenden an, da8 die Abbildungsfunktion
w = f(2) sich einschlieSlich der Randteile S und S© stetig verhilt.

Fiir jede im Grundgebiet eindeutig regulire und einschlieBlich.des Randes

stetige Funktion F'(2) gilt im allgemeinen nach dem Cauchyschen Integral-
satze die Gleichung

®) f F -L"zi -0,

2) R. de Possel, Zum Parallelschlitztheorem unendlich vielfach zusammenh#ngen-
der Gebiete. Gottinger Nachr. (1931), 199-202.

3) M. Tsuji, Theory of conformal mapping of multiply connected domain. Japanese
Journ. of Math. 18 (1943), 759-775; vgl. auch Y. Komatu, Einige Anwendungen der
Verzerrungssitze auf Hydrodynamik. Proc. Imp. Acad. Tokyo 19 (1943), 454-461.
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wo das Integral links iiber ganze Randkomponenten im positiven Sinne zu
erstrecken ist. Bei unserem Falle kann man darin F(2) =lg ’—f—g)- setzen.
Wir erhalten dann die Beziehung

S fsgfp o L b
0

Wit g =0 | flrt0)eh)y,
+2 5 7060 : 7, ‘ )zd0=0.

v=1

Trennen wir daraus den imaginiren Anteil, so erhalten wir die Relation

1 2z v+ 7y (r, —0)ei®) R
@ 2 u§1 0, lg\f ( +0)2t‘0)|‘w =lgp

wo die Bezeichnungen in (1) angenommen sind.

Beziiglich der Entfernungen der Punkte auf jeder Randkomponente bezei-
chnen wir den gréften und kleinsten Wert von | w | auf I""" bzw. I'® mit M
und 7 bzw. MY und m<. Da beide Kurven I'Y’ und ‘r'e die Endpunkte
gemeinsam besitzen, so ist selbstverstindlich m\' < M, m'® <MP. Aus
unserer Grundrelation (7) und der Grétzschischen Bezichung (2) entnehmen
wir ohne weileres die Ungleichung

(&) Yu/2%
®) :l(;’;@) / é—f;gl.
Jedes Gleichheitszeichen tritt hierbei nur dann auf, wenn die Abbildung in
eine Drehstreckung um z = 0 ausartet, also

2, m?

f@ =cz mit Icl——-R—, M(a)—l =1 .. n
ist. Setzen wir ferner M, = Max (M.’, " Me b, my = Min (mff’, mﬁ) so ergibt
sich offenbar

” my my Yu /2% L .
o  Igesh ()T =Fsu
denn es ist stets 0=y, < 2.

3. Wenn ein # + 2-fach zusammenhingendes Radialschlitzgebiet inner-
halb eines Kreisvinges auf der z-Ebene als Grundgebiet normaler Gestalt ange-
nommen ist, 148t sich auch ein #hnliches Resultat herleiten. Die Begrenzun-
gen dieses Gebietes seien | z|= Ry und | 2|= R; (Ry< R,) sowie n innerhalb
Ry < |z| < R; gelegene Rddialschlite

S argz=0.,, n=|z|=stnr =1, .., n.
Bei einer in diesem Gebiet reguldr schlichten Abbildung w = f(2) entspreche

|2} = Round | 2| = Ry zu |w| = P, bzw. | w| = Py, und ferner gehe das linke
Ufer von S,

o argz =0, + 0, n=lz|lshn
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und das rechte Ufer von S,

s argz=0,—0, hHLnrn=|zl=n
in die Bildkurve I bzw. I"f,') iiber. In diesem Falle konnen wir in (5) wieder
F@) =I1g : annehmen. Damit erhalten wir

(1 LR g LB
+ Z:} ty f’u(lg f (reitv+0)) —1g f (yeiiv - 0)))

reiy 7e iy

=0,

v=1.

und daraus er:’:ibt sich nach Trennung des imaginiren Anteils die Relation
W o3y [ e dE e
R und P bedeuten w1eder die in (1) angegebenen GroéBen. In diesem Falle
gilt aber die zu (2) entgegengesefzte Ungleichung nach Gtétzsch
an R=P;
demgemiB ist die rechte Seite von (10) stets nichtnegativ und férner wird
sie gleich Null dann und nur dann, wenn die Abbildung eine ausgeartete
Gestalt f(2) = ¢z mit konstantem ¢ besitzt.

Diesmal bezeu:hnen wir den gréSten und klemsten Wert von argw auf
r? vzw. 1P mit 20 und ¢ bzw. o und go ; hierbei und auch’ in (10)- be-
deute arg w = argf (rei0vi0) naturhch ein auf I = I + F.(f) stetig fortge-
setzten Zweig. Da die Endpunkte von rP-und 19 gemeinsam sind, so ist
selbstverstindlich gog) <o, go(') =< o). Wir schlieBen nun aus den Relationen
(10) und (11) die Abschatzung

(O
(12) 1< = é”t(qm-w:)/zw

Jedes Gleichheitszelchen gilt hierbei nur dann, wenn der triviale Fall
f@=cz mit lcf= g o' —pP =K —1=0 @=1 ..

auftritt. Setzen wir ferner @, = Max (d>u , dw)) ¢, = Min (;ou, 5au ), so erhalten
wir speziell
»n (Pu-gu)/2~
(13) é 5 é IT ty
Da aber deﬁmtlonsgemaﬁ 1§tu <R@=1, .., %) ist, so zieht die Beziehung
(13) nach sich, da8 auch die Ungleichung
2(@ W)/ 2

a9 R =M o por
erfiillt werden muts.

4. Als n+ 1-fach zusammenhingendes Grundgebiet normaler Gestalt
kann man ein Kreisbogenschlitz- oder Radialschlitzgebiet innerhalbe ines Kreises
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| 2| < R; annehmen. In diesen Fillen kann man statt der alten Normierungs-
bedingung, daf bei Abbildung die inneren Peripherien |z| = Ry und |w| = Py

miteinander entsprechen sollen, die neue Normierung fiir Abbildungsfunk-
tionen:

fo=0, (L2) -ro

ansetzen. Indem man sonstige Bezeichnungen erhalten bleibt, kann man dann
die Gleichung

15) J1e L@ e o aringr )

benutzen, wo das Integral linker Hand iiber ganze Randkomponenten im
positiven Sinne zu erstrecken ist. Auf Grund dieser Gleichung konnen wir
den obigen Gedankengang wiederverfolgen. Aber wir kénnen vielmehr kurz
und gut auch den Grenziibergang

Py ,
Ry =0, F = (fO

vollzeihen. Somit ergibt sich fiir beliebige Abbildungen von Kreisbogensch-
litzgebiet innerhalb des Kreises |z2| <Ry, bei welchen {2| =Ry in |w| =P,
iibergeht, die Verzerrangsformel

ﬁ my é;‘[ (L”“_)Mzné']’y ( mff))m/h

IJ=1MIJ v=1 Mu v=1 \M?
as; R 1 6, 0) ei®
RS I _ 13 wire, | —0)e?) |- )<
=p FOI - exp (5 Elfou 18 [ 5 0yey | J=1

und fiir Abbildungen #hnlicher Art von Radialschlitzgebiet innerhalb des Krei:
ses | z| < Ry die Formel

_& , _ J— 3 tury ye(0u+0))_ ..‘.11'_. )
(17) 1= P, 'f (0)' -—eXD( on El v arg f ye(ﬂu-O)) 7
< ]”T 4 @0 -9 20 = }‘T ty@ww)/Zz
v=1 ° v=1

Jedes Gleichheitszeichen tritt nur dann auf, wenn die Abbildung durch w
= ¢z mit | c| = P;/ Ry vermittelt wird.

Bei Abbildungen von einerh n—fach zusammenhingenden Kreisbogenschlitz-
oder Radialschlitzgebiet kommt es auf ganz #hnliche Umstinde an. In diesen
Fillen kénnen wir unter Normierungsbedingungen

fo=0, (L) _=ro; s =w, (£2) -5

die Grenziiberginge

Ry=0, FIf O Ri—w, == |f (@)
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vornehmen. In der Tat betrigt das im positiven Sinne erstreckte Integral
hierbei gerade

f ig FO 2 _onilg _T~ff'(°(;3) .
Dieselben Resultate ergeben sich gleichfalls, indem man in entsprechenden
Beziehungen (16) bzw. (17) die GréBe P;/R; durch |f ()| ersetzt.

5. Ahnliche Uberlegungen lassen sich auch auf den Fall eines Spiral-
bagenschlitzgebietes verallgemeinen, welcher gesamte bisher behandelten Fille
als Grenzfille enthilt. Man nehme nimlich ein solches Grundgebiet auf der
z-Ebene auf, das dadurch entsteht, da8 man einen konzentrischen Kreisring
Ry< | z| < Ry aufschlitzt lings » logarithmischen Spiralbogen, jede von denen
auf der Kurve
(18) argz—alg|z| =cv =1, .. n
liegt. Wird etwa die Neigung « der Spiralenschar als positiv angenommen,
und werden die Grenzen jedes Schlitzbogens durch

b sargz=b0.+7,, nrn=lzi=tnr
geliefert, dann besteht die Beziehung
Cv = au—'algfu =0y + v —alg(tur.,)
und also y, = «lg#t, . Fiir Punkte z = 7e® aus unsrer Schar (18) gilt
d .
6—algr=co; db =% L gy 9

Wir betrachten nun eine regulir schlichte Abbildung w = f(2) vom Grund-
gebiet auf ein Gebiet, welches durch |w| = Py und |w| = P; sowie # son-
stige innerhalb P,<|w| < P; gelegene Randkomponenten begrenzt ist; die
innerste und duBerste Randperipherien sollen dabei miteinander entsprechen.
Setzen wir nun der Einfachheit wegen

p @ =expl=% g )=ugria,

so ergibt sich die Gleichung
2n . oy
s B el

Rye®
( bu+ry f oy (0) 0) ) f ((ﬂu (0)+0) e?)
tv 7y !'(w(f) +0) #(pu(r)-0)
+ f ( (rﬁezw(r) —Ig L%L) _y—”}

Das Trennen des imaginiren Anteils fiihrt uns zur Relation

14iqg = bty » (0)—0)
3{ 27::‘ Wu@ (0§+o)zw) d"‘
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a ) il (r)+
Y
_ L2 [ | e -0
=2 2{ /. 'g\ G, @F0) )| %

v=1
+ arg t(rel(ﬁu(fho)) dr } -1g _R_

w f (ret(#‘u(r)— 0)) y | P’

hierbei werden wiederum die Bezeichnungen (1) benutzt. Aus dieser Relation
lassen sich entsprechende Abschétzungen herleiten. Bezeichnen wir z.B. den
groften und kleinsten Wert von |w| bzw. von argw auf der Bildkurve
von p-ten auf (18) gelegenen Schlitze mit M, und m, bzw. &, und ¢,, so
gelangen wir zur Ungleichung

7
2 (pu—~Pu+alg (mu/My) | 2

= é H { ( ﬁ‘ )ruIZx t:gpu»d)u)/zn } < __ﬁ‘
@1

(20)

H

tury

”
” (_Mi ) Tuizs @usplzn) R v /283 (Du-pu-+a lg (Mu/my)/2n

v ’ == v=1

Nebenbei bemerke man, daB durch Trennen des reellen Anteils aus der Glei-
chung (19) sich die folgende Relation ergibt :

Tia 2, 4% F(p,6)—0)et) )
w{n z J, ETG.or0a Y

{ 1+ iu ” toru | [(reivsn+0)  dy
1

g 7 ( f(refo@-0y “r

En]{ /0u+fuarg j((pu(ﬂ) O)eto) d0

2” v=1 f((Pv (0)+0) ezﬂ )
tury f(re (¢u(r)+0)) 1 2t f(Rye)
+ j; lg &\ [(re w5-0)) ’} =9z j(: arg f(R;e“’ do.

Beziiglich der Grenzfille R — 0, Py/ Ry— | (0)| oder danebst weiter R,
— 0, Py /R —|f ()| LBt es sich leicht begreifen.

Zum Schlu3 bemerke man noch, da Kreisbogenschlitz- und Radialschlitz-
gebiet aus Spiralbogenschlitzgebieten durch Grenziibergingen «— o, f, =1
bzw. «—0, 7, = 0 erzeugt angesehen werden kann.

6. Wir betrachten jetzt ein n-fach zusammenhiingendes Parallelschlitz
gebiet auf der z-Ebene, dessen Berandung aus # Strecken

Sv: =F, w=R=Za+n =1, .., n
besteht, und die Familie derjenigen darin schlichten Funktionen f(2), welche

um z = o in der Gestalt (3) dargestellt werden kénnen. Dann ist —C; das
Residuum an z = © und deshalb gilt
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ff(z)dz= —2niCy;

hierbei ist das Integral in linker Hand wieder iiber den ganzen Rand im posi-
tiven Sinne zu erstrecken.

Setzt man nun 2z = x + ¢y, so wird dies

”»

@) X
v=]

und folglich durch Trennen des imaginiren Anteils ergibt sich weiter die Re-
lation

@ 5 S LS B, )~ £+ B — 0) dx = RC,

Y@+ i@, + 0) —F (e + i (B, —0)) dx = — 218 C;

oy

Die Bildkurven der oberen und unteren Ufer von S, seien r¥ vzw. r¥,
Bezeichnet man ferner den gréSten und kleinsten Wert von Sw auf I'bzw.
r% mit K und 2 bzw. K* und K, so ist selbstverstandlich &2 < K%, 1%

=K. Aus unsrer Relation (24) und der de Posselschen Ungleichung (4)
ergibt sich die Abschdtzung

@5) e 3 = KDY 1, =9C, =0,
v=]

und jedes Gleichheitszeichen tritt hierbei nur dann auf, wenn die Abbildung
durch eine Parallelverschiebung f(2) = z + C, geliefert wird. Bezeichnen wir
ferner die Hohe, d.h. die Linge der Projektion auf der imaginiren Achse
jeder Randkomponente mit

ho = Osc Sw =Max (K K5 — Min (%2 £,

wEry

so gilt die Abschéitzung
@) — o 3 m S RC 0.

v=]

Diese Ungleichung 148t sich eine Erginzung fiir Tsujische Abschitzung (5).

Anderseits kénnen wir dhnliche Resultate auch fiir die GréB8e 3IC; ange-
ben. Zum Zwecke trennen wir aus (23) den reellen Anteil und erhalten so-
mit die Relation

1 » a
COR =
v=]1 dy

Der grofte und kleinste Wert von %tw auf 'Y bzw. I'V sei LY und &

bzw. L und I, und ferner die Schwankung von ®w auf I', = I'® +

sei b.. Dann ergeben sich die Beziehungen

28) U~ LY % =30 = 1P — 1Py x,,
1 . 2n v=1

v+

YR+ B+ 0) — F(x + i By — O)) dx = 3Cs.

1
2T

v=

1 n
(29) | 3G | é_Zr_ Elbuxv.
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Aus der letzten Abschitzung folgt insbesondere eine merkwiirdige Tatsache,
daBl C; 7eell sein muB, falls die Berandung des Bildgebietes lauter aus den
zur imagindren Achse parallelen Schlitzen besteht.

Der Fall, wo das Grundgebiet allgemeiner die Neigung « besitzt, d. h. des-
sen gesamte Randstrecken auf der Geradenschar mit dem Richtungskoeffizi-
enten « liegen, und wo die Normierung an z = o: f(®0) =0 und f'(») =1
erhalten bleibt, kann sofort auf den soeben behandelten zuriickgefithrt wer-
den. In der Tat gehort die Funktion e-i f(ei*z2) dann der eben betrachteten
Familie. Dementsprechend werden die GriBSe e-2%*C; den entsprechenden
Beziehungen geniigen; hierbei bedeutet C; natiirlich den Koeffizienten von
z-1 der Laurentschen Entwicklung von f(z) um z = .



