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91. Zum Verengungsideal des Primldeals*

Von Takasaburo UKEGAWA

(Comm. by Kenjiro SHOD/k, M. $. A., April 13, 1970)

In den kommutativen ttingen sind die Verengungsideale der
Primideale wieder Primideale, wobei das Verengungsideal den
Durchschnitt des Ideals mit einem Unterring bedeutet, aber in den
Schiefringen geht diese Eigenschaft verloren. Vor kurzem hat
N. H. McCoy bewiesen [2], dass das Verengungsideal eines Primideals
wieder ein Primideal ist, wenn der Unterring ein Ideal ist. Dieser
Satz wurde auch in [3] und [4] erwthnt. In der vorliegenden Note
betrachten wir den Unterring, der nicht immer ein Ideal ist und
ausserdem die obenerwthnte Eigenschaft besitzt.

Definition. Es sei o* ein Schiefring, o ein Unterring von o* (wir
nehmen die Existenz des Einselementes nieht an). Ein in o enthaltenes
grSsstes zweiseitiges Ideal von o* heisst der Fiihrer von o hinsiehtlieh
o* [1]. Wenn Verengungsideale jeder Primideale von o* wieder
Primideale yon o sind, so heissen wit "o besitzt die Eigensehaft . hin-
siehtlieh o*".

In dieser Note bezeiehnen wit mit M N, dass N eine Untermenge
von Mist, und mit MN, dass N eine eehte Untermenge von M ist.

Hilfssatz. Es sei o* ein Schiefring, o ein Unterring yon o*, und
der Fi2hrer yon o hinsichtlich o*. Ist 3 ein Primideal yon o* mit

(3, )=o*, so ist 3 fq o ein Primideal aus o.
Beweiso m sei ein Untermodul von o*, dann bezeichnen wir das

von m erzeugte zweiseitige Ideal aus o* mit , d.h. fft=(m, o’m, too*,
o*mo*). Es seien a, 5 beliebige zweiseitige Ideale aus o mit aS--0(p),

wo p=3 f o ist. Es ist 3aa5, und da= ist, so folgt

a[5 , also 3 5. Anderseits (3, ) o*, also =_ 0(3) order 5-- 0(3)
also afJo3fqo--p, oder bbfJo3o-p, demnach 3flo ein
Primideal von o.

Satz 1. Es sei o* ein Schiefring, dessen Primideal teilerlos ist,
und sei ein beliebiges zweiseitiges Ideal yon o*. Ist oo ein Unterring
yon o*, der hinsichtlich o* die Eigenschaft . besitzt, so geni2gt auch

o=(, o0) die Eigenschft . hinsichtlich o*.
Beweis. Es sei 3 ein Primideal von o*, ’ sei der Fiihrer von o

hinsichtlich o*, dann ist i’. Ist (3, i’) =o*, so ist 3 fq o nach
Hilfssatz ein Primideal von o. Wir nehmen jetzt an, es sei (3, [’):/:o*,
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so folgt c(, ’)(o*, also --(, ’), also D’D, d.h. D. Um zu
beweisen, dass ( o ein Primideal ist, genfigt es zu zeigen, dass aus
aob c o, a, b e , a e oder b e folgt [2].

Es seien a, b e o, aob o. Wegen a, b e o, gibt es Elemente
f,f’e,u, VeOo mit a=f+u, b=f’+v. Daraus folgt, dass fir
beliebige Elemente g e , w e Oo, o (f + u)(g + w)(f’ + v)=fo+ uwv,
wo fo e o, also uwv e , olglich UOoV
also uoovooo=Oo; also ueOo oder veOo, da oo die
Eigenschaft besitzt. Anderseits ist o- (o0, ()=( Oo, 0, da

ist, also a-f+ue([,Oo)=o oder b-f’+ve(,Oo)
o, demnach ist o ein Primideal.
Um zu zeigen, dass im Satz 1 die Maximalitt des Primideals

notwendig ist, geben wir ein Beispiel. Z sei der Ring der ganzen
rationalen Zahlen, und Z= Z/(6), o= Z[x], dann sind p=(x, 2), p’=(x, 3)

ePrimideale aus o o*=,= o sei der volle Matrizenring vom Grade
n 3 fiber o, dann ist die Primideale von o* nicht immer teilerlos, z.B.
(2)[x] ist nicht teilerlos. Es seien -,=ep, ’ ,= P, o
=(, Z), erner

wo c=() ist, dann sind , Neehtsideale yon oo, dennc ist, also
,=(, 1) (, ) , ebenso wie . Ninerseits

da p’=c ist, dabei beeiehnen wit mi beliebige gane rationale
ahlen. Also ’ o0, da c ist, und ebenso N’ o,, da ’ c ist.
Nnderseits c’ o, da’c ist also
o0 nicht.

Korollar 1. Es sei o* ein Schiefring mit Einselement 1, und
]edes Primideal yon o* sei teilerlos. Ist Oo ein im Zentrum yon

enthaltener und 1 enthaltender Unterring yon o*, so gengt (, o0)-o
die Eigenschaft fr ]edes zweiseitiges Ideal yon o*.

Korollar 2. Ist o* ein Schiefring mit Einselement 1, und ]edes
Primideal von o* sei teilerlos, so gengt (, 1)die Eigenschaft fr
]edes zweiseitiges Ideal yon o*.
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Satz 2. Es sei S ein Schiefring mit Einselement 1, * eine Ordn-
ung yon S, in der ]edes Primideal teilerlos ist, undo eine in *
enthaltene und mit o* iquivalente Ordnung yon S. sei der Fighter

yon hinsichtlich *. Ist o die minimale Ordnung yon S, deren
Fiihrer hinsichtlich o* ist, so genigt Oo die Eigenschaft ..

Beweis. Die Behauptung ist klar, da die minimale Ordnung,
deren Fiihrer hinsichtlich o* ist, mit ([, 1) gegeben wird.

Im Satz2 ist die Minimalitiit der Ordnung notwendig; die fol-
gende Beispiel zeigt diese Tatsache.

o sei der Ring der ganzen rationalen Zahlen, und p=(p), c=(p),
wo p eine Primzahl ist. Es seien

ij=l

o o

!:=,=eo+ ,ec-- n_>3,
i= =

o
dann ist [ ein Linksideal von o*, da o*[[ ist. Es sei Oo=([, 1), dann
wird

0 C C /C C

o

(c.... c)-n,=ec-,.
c

wo ein zweiseitiges Ideal aus o* und k eine beliebige ganze rationale
Zahl ist. Es ist klar, dass Oo eine in o* enthaltene und mit o* qui-
valente Ordnung ist, deren fihrer hinsiehtlieh o* ist; abet o,>(, 1),
d.h. o ist nieht die minimale Ordnung. Ns sei

=e=(’")’, danngilt

oc c k
* C C

,
C

C C.

Wit eigen, dass o, nieht ein Primideal ist. Ns seien
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C o--" C C C

dann ao[ c ao, boc bo, also aoOoc ao, boOoC bo, olglich sind ao, bo in 3 V Oo
nieht enthaltene Reehtsideale von Oo, Anderseits haben wit,
VI Oo, also ist V Oo ein Primideal nieht.
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