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197. Remarque sur les espaces fonctionnels
au noyau besselien

Par Masayuki IT
Institut Mathmatique d’Universit de Nagoya

(Comm. by Kinjir5 KUNU(I, M. J.,., June 12, 1971)

1o Soit R l’espace euclidien n (>__2) dimensions. Rappelons
que le noyau besselien G2 d’ordre 2a sur R est une fonction positive,
continue au sens large dans R et dont la transformation de Fourier
est de la forme

(x)- (:t + x l)
oh a est un nombre positif (voir [1]). I1 est caractris, d’autre part,
par le noyau reproduit de l’espace fonctionnel P(Rn) sur R, qui est
obtenu par la complt de C(R) par la norme

Ilul- I(x)l(l+x)dx

(voir l’article cit ci-dessus). Notons T la distribution sur R dont la
transformation de Fourier est gale k (l+]x). Alors T,G--e, oh
e est la mesure de Dirac l’origine.

Pour un ouvert 9 de R, C:(9) dsigne l’espace de fonctions
numriques, infiniment drivables dans R et k support compact dans
9. En compltant C(9) par la prsente norme, on obtient l’espace
fonctionnel rgulier P(9)sur 9, qui s’appelle l’espace fonctionnel au
noyau besselien d’ordre 2a sur 9 (voir [4]). 0n note E(9) l’ensemble

de mesures positives dans 9, support compact et avec [[G(x-y)
dz(y)dz(x) + . Alors, pour toute de E(9), il existe le potentiel
Ug de dans P(9).

0n note

o est un entier non-nfigatif tel que 0<-1 et
est la fonetion greenienne dans D obtenue ar le balayage relatif au
noyau G(_ (resp. G). Alors Gf possde les mgme proprits que la
fonetion greenienne ordinaire.

I. Higuehi a montr, dans son article [4], que s’il existe un ouvert
non-vide et born D de R tel que Gf soit le noyau reproduit de P(D),
alors 0<N1.

Cela ourra tre amlior eomme la proposition suivante"
Proposition. Soit ombre politiC. Aof e troi doed
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suivants sont ;’uivalents
(a) I1 existe un ouvert borng [2 de R et une mesure non-zgro [

de Eo(9) tels que G[ appartienne P(t).
(b) n’est pas entier 2, et il existe un ouvert borng 9 de Rnet

une mesure positive ,a(O) dans , support compact, tels que G

(c) O<al.
On note (x, y)-G(y, x) et G(x)-[G(x, y)d(y). Cette

proposition r6sultera imm6diatement du th6orme suivant"

Thorme. Soien 0<fl<min (), 1 et un ouvert borng de R.
Si, pour une fonction u de P(9), on a T,uO au sens des distributions
dans 9, alors u- O.

2. On connait que l’on peut 6crire, quelle que soit de C:(Rn),

T()=(0)+(p(0)--(x))s(x)dx et s(x)-CG+(x)

(0<a<l),
oh C est une constante positive (voir [2]).

Lemme. Soient 0<<2 et un ouvert born et non-vide de Rn.
Alors on a

f(x)f(Y)lx--Yl-’-ndydx + ,
o f, et f sont respectivement les fonctions caractgristiques de 9 et
de

On connat bien qu’il existe une constante n6gative c telle que
c(pf r--) r-au sens des distributions dans R, oh r--lx] et la signe pf. est la partie

finie de l’int6grale. On pose

g(x)__{(1--f(y))lx--Yl--ndy
0

et
xeC9

g2(x)_lf,(y)lx--yl-- xe Ct9

0 xeg.
Si l’intgrale du lemme est finie, alors g, et g sont non-ngatives et
sommables. On a, au sens des distributions,

(pf. r--n) .f,-- --g, / g.
dans R. La onction f, tant support compact, il existe une autre
constante positive c telle que

f. c’r-n * (gl g2)
presque partout sur R. La mesure gflx doit tre la mesure balay6e
de gldx sur 5’9 relativement au noyau de Riesz-Frostman r-. La
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onction g tant localement borne dans , r-n,(gl--g2) est finie et
continue dans t9 et donc, la prsente galit a lieu partout dans/2. I1
existe, d’autre part, un point x0 de la frontire de/2 tel que

lim r- (gl- g2)(y) O,
y-3g0

d’oh une contradiction.
Montrons notre thorme. On a P(9) P(Rn) et P(9)P(2)

pour 0__<?. On peut donc supposer 0al/. D’aprs le r-
sultat de [1], il existe une onction f dans R dont le carr est sommable
et telle que u=G,f. On dsigne respectivement par gl et par g la
restriction de G(_v).f sur 9 et la restriction de
Alors, d’aprs notre hypothse, gl>= 0 et, d’aprs le principe de domina-
tion pour le noyau G, on a u>=0. Cela implique g>__0. La mesure
gdx dolt tre la mesure balaye de gdx sur C/2 relativement au noyau

G. En utilisant la thorie de l’espace de Dirichlet, on a

g(x)_{[u(y)s(x--y)dy, xeCtO

(voir [3]). Si u=/=0, g est positive partout sur C/2 et, pour tout r0,
on a inf {g2(x) x e C[2 2r} O, oh tr-- (x R dis (x, tg) r}. D’aprs
le present lemme, on a, quel que soit y0,

D’autre part, on connat bien que G(_v) satisfait au principe d’enve-
loppe infrieure, car 0a--22. I1 existe donc une mesure positive

/ dans Rn telle que

G_,/-ini (G_., f/, G_, f-).

On utilise ici .[Ifldx + , qui rsulte du ait que 0a 2 et G, fest
support compact. On a donc

g.-(G(._) f)--G(._) f--in (G(._), f+, G(_) f-)

On prend une suite croissante () des onctions non-n4gatives de
et qui converge vers f,. Pour 0ya-2fl, on a

O(f(x)g(y)s(x- y)dydx- -(f(x)G.__) , (f-- )dx
<= -- G(._._) (f )(x)dx +

J

car G(._._),(f--/D=<0 dans 2 rdsulte de g2>_0 et g.-0 dans/2. En
aisant m-/, on arrive

__-[.[f (x)g(y)s(x y)dydx +
d’ofi
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(x)g(y)lx-- -r-dydx +Y C.

Mais cela est une contradiction, et la dmonstration est ainsi complete.
Remarque. Pour le cas oh 0 an, on peut montrer, de la mme

manire, que le mme thorme pour le noyau d’ordre r a lieu.
Pour notre proposition, il suffit de voir que (a) ou (b) implique (c).

Supposons que (a) a lieu, et soit a 1. Alors, pour l’entier positi avec
Oa--p<=l,

au seas des distributions dans tg. Si 0<a-p<min (, 1), on arrive

une contradiction, d’ofi 0 a __< 1 ou a- 2.
D’aprs la diseution de I. Higuehi, a :/: 2 (el. [4]), d’ofi (a)(e).
Remarque. Pour/z de E(9), G/-U/ ds que G/z appartient

P(2). Cela rsulte de l’galit

T G/-T Up-/
au sens des distributions dans/2.

Supposons que (b) a lieu. Si p0, on a, d’aprs la dfinition de

z(x)-,_,z(x)-, ’(),
off 2’ est la mesure balaye de G(_)ldx sur C/2 relativement au noyau

G. Done l’implieation (b)(e) rsultera de la proposition suivante"
Proposition. Soient 0 a fl <= 1 et [2 un ouvert borng de R. Si,

pour une mesure positive [ dans e suppor compact, T2.
au sens des distributions dans [2, alors /-0.

En effet on a

off ,a’ est la mesure balay6e de / sur C2 relativement au noyau G2.
D6signons respectivement par gl et par g2 la restriction de G2(_).
(/-/’) sur/2 et la restriction de G(_). (/’-/) sur C2. Alors, de la
m6me manire que dans le th60rme, on arrive G2/-0, d’ofi/-0.

Corollaire. Soient a > O, 0 < fl < 1 et [2 un ouvert borng et non-vide
de Rn. Alors les deux gnoncgs suivants sont gquivalents.

( a ) II existe une mesure positive (=/= O) dans [2 et support com-
pact, telle que, quelle que soit [z une mesure positive de E([2),

G(x)<=G(x) sur S([)G/(x)G,(x) dans [2,
oi S(I) ddsigne le support de ft.

(b) -a--p.
Le noyau G2(_p) satisfait au principe de domination relatif au

noyau G; c’est--dire, quelles que soient/ de E(_v)(9) et une mesure
positive dans/2 et support compact, G_v)lz(x)<G(x) partout sur
/2 ds que la mme in6galit6 a lieu sur S(/). Cela r6sulte du principe
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de domination pour G2(._) et de
Supposons que (a)a lieu. On a T. G,.>=0 au sens des distribu-

tions dans /2, et donc, d’aprs la proposition, on a
--p, il est vident que dolt tre gale 0, d’ofi
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