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146. Sur la Famille Monotone d’Ensembles Dveloppables

Par Tosiyuki TUGU]

Universit4 Mdtropolitaine, Tokyo

(Comm. by Z. SUETUNA, M.J.&., OCt. 12, 1954)

Dans la note) publide rcemment par M. Z. Okuyama et moi,
nous avons donnd la condition ncessaire et suffisante pour qu’une
famille monotone) d’ensembles sommes de m ensembles F pr&
sente un type iinaire.) Le but de cette note est de donner celle-
lh pour le cas off est, plus, gnralement, une famille monotone
d’ensembles dveloppables.

1. Nous commenc,ons par quelques dfinitions. Soit E un
ensemble contdnu dans l’espace euclidien U h r dimensions. Nous
dfinissons les ensembles R(E) pour tout nombre ordinal a (a</2)
comme il suit:
(1,1)
(1.2)

Ro(E)--E,
R(E)=R:_(E)-R_I(E) pour a isol6,

( R(E) pour a limite,

off A(a) est l’ensemble de tous nombres qui sont pairs et
Comme on sait bien, si E est dveloppable, il existe un hombre

B tel qu’on ait R(E)--O et R(E)=O pour a</, et alors, E
peut }tre dvelopp univoquement en une srie d’ensembles ferms
d$croissants

E=E-E--E+E-E-(E-E) +R(E)-R+,(E) +
Nous dsignerons par i(E) tel nombre B pour un ensemble E

dveloppable.
2. Soit une famille monotone d’ensembles dveloppables.

Maintenant, nous formons [J-Ens.[ E e , a i(E)l de sous-
familles de , de la fae,on suivante: quelque soit un ensemble E
de ,
(2.1) )--Ens. IX[ X , X--E},

1) T. Tugud et Z. 0kuyama: Sur le type d’ordination de famille monotone
d’ensembles, Proc. Japan Acad., 30 (1954).

2) Nous disons que i est monotone si i est une famille d’ensembles tels que, de
deux quelconques d’entre eux, Fun contient l’autre et est ordonn4e de faon que
l’ordination ELE soit simultande la relation d’inclusion EE. Voir T. Tugu4
et Z. 0kuyama, loc. cit.

3) Voir A. Denjoy: L’num$ration transfinie, Livre I (1946); T. Tugud et
Z. 0kuyama, loc. cit.

4) Cf. C. Kuratowski: Topologie, 1, 64.
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(2.2) )=Ens.[XIX -), R_(X)-R_(E) pour a isold,
0 pour a limite.

Nous avons alors le
Lemme 1. Pour deuz $lments .,
1) si -’, on a c’,
2) si a<a’, on a ;-0 ou bien’
Puis, dsignons par

et I)1 1.) Nous appelons une sous-famille de telle que, de
ses deux ldments quelconques, l’un contient l’autre, une suite de

I1 est bien su que chaque famille monotone et bien ordonne
d’ensembles dveloppables est au plus dnobrable. 0r, ce fair im-
plique le

Lemme 2. Chaque suite de est au plus dnombrable.. Maintenant, nous faiso correspondre chaque ensemble
E de un nombre ordinal 7(E) comme il suit:
(3.1) 7(E)-0 lorsque
(3.2) 7(E)-la borne suprieure de hombres ordinaux a tels qu’on

air )
D’aprs les lemmes 1 et 2, nous avons le
Lemme . Si la famille prsente un type lin$aire, il existe

un nombre ordinal (<) tel qu’on ait
D’ailleurs, d’aprs le lemme 1, nous avons le
Lemme 4. Si la famille prsente un type linaire, pour chaque

nombre , Ens.[)]) , a--S} est au plus dnombrable.
Par consequent, en unissant les lemmes 3 et 4, nous avons le

suivant:
Si une famille ,monotone d’ensembles dveloppables prsente un

type linaire, la famille est au plus dnombrable.
4. Ensuite, nous supposons que soit au plus dnombrable.

Maintenant, nous les dnumrons et soient:
(a.) , , ,

Ici, nous posons $(n)--a lorsque
Pour an ensemble E de et une amille de (4.1), si E

n’appartient pus , on a: ou bien F "E pour tout F de , ou
bien EF pour tout F de F. Doric, pour tout E de F, dfinissons
deux ensembles 6(E), r(E) de nombres naturels comme il suit:
(4.2) a(E)-Ens. [n( F)(F FE),
(4.3) r(E) =Ens. [n E }.

Prenons deux ensembles E, E quelconques de et admettons
que EE:. Nous voyons sans peine:

5) Ddsignons par [X la puissance de X.
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(4.5) a(E) a(E),
(4.6) r(E)-r(E) 6(E),
et
(4.7) si l’on a ,-(E1) 0 et r(E1) r(E), il existe le plus grand
hombre ordinal parmi $(n) tels que n e r(E).

Puis, soit f(X) une fonction dfinie pour tout ensemble ferm
X contnu dans U, dont la valeur est un nombre rel d’intervalle
[0, 1 et telle que XX implique f(X) <f(X). Nous posons

f(E)=f(R(E)) lorsque a est pair,

=I-f(R(E)) lorsque a est impair.
Pour tout E de , nous ddfinissons une fonction (E) comme

il suit:
1(4.8) (E)-f .e() 3 e()"S..)(E).

D’aprs les dfinitions et (4.5)(4.7), on peut voir sans peine que
(E) est biunivoque, et puis, que EE implique (E,)<(E).
Alors, (E) ralise une application conforme entre et un ensemble
linaire.

Ainsi, nous avons le
Thorme. Etant donnSe une famille monotone d’enseles

d$veloppables, pour que pr$sente un type liu$aire, il faut et il
t que soit au plus dnombrable.

6) Pour une tene fonction, voir T. Tugud et Z. 0kuyama, loc. cit.


