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17. Fonctions Presque P$riodiques du Type Special. 11

Par Shin-iehi MTSUSHITA
Osaka Citg Universitg

(Comm. by K. KUNU, ..., Feb. 18, 1955)

1. L’tude des fonctions loresque priodiques vectorielles a
tg inaugure par MM. S. Bochner et ;1. yon Neumann, en 1935;
d’ailleurs plus rcemment, MM. D. A. Rakov, A. Weil, H. Cartan,
R. Godement, I. E. Segal, L. H. Loomis, etc. ont russi tablir la
thgorie de l’analyse harmonique gnrale dans les groupes locale-
ment compacts. Cette Note va d’une part tudier les fontions
presque priodiques (p. 1o.) dfines dans un groupe et ayant ses
valeurs dans l’espace des mesures de Radon sur l’espace de caractres,
et d’autre part tablir quelques rapports entre les fonctions 1o. p.,
ainsi dfinies, et l’analyse harmonque gnralse dans les groupes
topologiques.

Pour cela, il ne sera question que de groupes localemen com-
pacts (1. c.): quand on par]era d’un groupe G sans prciser ce ait,
il sera sous-entendu que G est considr 1. c., toutefois G ne sera
suppos ablien qu’ faire mention du contraire. Rappelons que
l’espace de caractres de G, not Vo, est un ensemble des fonctions
lmentaires (continues de type positif) et leur limites aibles dis-
tinctes de la oncton identiquement nulle. Munissant de la topologie
de la convergence compact dans G, Vo est un espace 1. c., et si G
est ablien, Vo n’est alors autre chose que le groupe dual G de G.

Dans ce qui suit, nous rappelons les proprits ondamentales
desquelles nous erons usage sans dmonstrations, qui sont assez
rpandus aujourd’hui:

Soient L (.) l’espace vectoriel norm des onctions continues /

support compact sur un espace 1. c. (.), pour la topologie uniforme,
et L(.) l’adhrence uniforme de L (.); si (.) est non compact, L(.)
se compose des fonctions tendant vers 0 au point / l’infin. Soient

1) Les d4finitions et notations que nous allons utiliser ici s’en rfrent b, mes
Mmoires prcgdants, S. Matsushita: [1] Su.r le thorme de Plancherel, [2] Sur
quelques types des thormes de dualig, Iet II, Proc. Japan Acad., 30 (1954), [3]
Analyse harmonique, I et II, C.R. Acad. Sci., Paris, 955-957, 1056-1057 (1953).

2) S. Bochner-d. yon Neumann: Almost periodic functions in groups, II, Trans.
Amer. Math. Soc., 37, 21-50 (1935).

3) Pour une bibliographie complete, voir G. Mackey: Fnctions on locally compact
g’oupes, Bull. Amer. Math. Soc., 5{}, 385-412 (1950).

4) R. Godement: Les fonctions de type posigif eg la th.orie des groupes, Trans.
Amer. Math. Soc., {}3, 1-84 (1948)et S. Matsushita
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un espace vectoriel topologique des mesures de Radon complexes
dfinies sur V0, espace muni de la topologie vague, et un sous-
espace vectoriel de form par mesures bornes; t est alors un
espace localement convexe spar, dual L(Vo) pour ia topologie
de convergence simple dans celui-ci, un espace de Banach pour
la topologie ultraforte, dual L(Vo).

Or, on sait que n’est pas complet en gnral pour la struc-
ture uniforme vague, mais il est topologiquement complet au sens
de M. J. yon Neumann,) comme un espace de Montel (car une partie
vaguement borne de est toujours relativement compacte).6)

Conformment aux dfinitions de et T2, on peut poser quelques.
notions de la presque-priodicit dfinie dans G comme suit"

i) I(G) espace vectoriel des fonctions p.p. (au sens de MM.
S. Bochner et J. yon Neumann), ayant ses valeurs dans l’espace ;.

ii) I(G) espace de Banach des fonctions p. p. ayant ses valeurs.
dans ; d’autre part, on dsignera par A(G) l’espace de Banach.
des fonctions numriques continues p. p. pour la norme uniforme,
qui forme simultanment une algbre de Banach involutive com--
mutative comme on l’a dj mentionn dans ma Note prcdente.)

Ici, la topologie de I(G) (ou 2(G)) est naturellement adopte de
telle manire qu’elle soit compatible avec celle du produit topologique

(ou resp. a),s) en munissant de la topologie de convergence,
uniforme dans G.

Remarque importante---I1 y a lieu de signaler soigneusement.
une difference importante entre les fonctions p. p. dtudies actuelle-
ment par MM. S. Bochner et Neumann et notre (G); Y2 ne satisfait
pas l’axiome (2) de la Dfinition 2b de M. J. yon Neumann,) donc.
ses consequences sont videmment en dfaut pour l’espace
lar exemple, une fonction de I(G) peut possder un ensemble no
dnombrable de ses matrices d’expansion0 (contrairement ce
qui a lieu dans la thorie des fonctions p. p. ayant ses valeurs dans
l’espace mtrisable).)

2. Bornons-nous maintenant considrer le premier espace.

5) C’est-i-dire, toute partie ferrule, totalement born4e est compacte, J. yon

Neumann: On complete topological space, Trans. Amer. Math. Soc., 37 (1935),
Ddfinition 10. Puisque route partie totalement born4e est born4e, tout espace de
Montel et espace mdtrisable sont top. complet.

6) N. Bourbaki: [1] Integration, Livre 6 (1952), Prop. 9, Chap. 3, 2.
7) S. Matsushita: Loc. cit. [2J.
8) (=(G, )) ddsigne l’espace des applications borndes de G dans .
9) J. yon Neumann" Loc. cir. C’est-i-dire, /1 =(0) pour une famille dnom-

brable des voisinages de 0 darts J.
10) Voir l’Exemple qui se trouve dans b), Cor. du Th4orme 1; si G est compact,

a(x)=x(x)dz est dans (G), mais la valeur moyenne m[x.] ne s’annule pour tout
z(x) (car G est discret et dx=ds, masse+l en z).
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(G) (nous traiterons parfois mesures bornes, toutefois elles seront
toujours considrdes comme lments de
sera suppos muni de la topologie faible sur lui-mme, que nous
continuerons appeler ). Pour route t e , lui-mme et son
produit f(x). par route fonction f e A(G) appartiennent 2(G). De
faon gnrale, nous avons le

Thorme 1. Pour qu’une application a(x) e ? (ou e) soit
presque p$riodique (c’est--dire, e 2(G)), il faut et il sut que la

fonctivn num$rique

f]
v

appartient A(G) pour toute f de L(Vo) (ou resp. de L(Vo)).
Pour d6montrer ce fair, la condition 6rant 6videmment suffisante

(d’aprs la d6finition de presque-p6riodicit6 pour la topologie vague),

montrons qu’elle est n6cessaire. Puisque l’application a(x)(f, a}(x)
est uniform6ment continue pour tout x
cette application un th6orme de MM. S. Bochner et J. yon Neumann
(en consid6rant celle comme une fonction num6rique uniform6ment
continue d6finie sur (G)).)

De ce th6orme, on d6duit aussitdt:
Corollaire 1. G 6tant ablien, les trois opositions suivantes

sont $qualentes; a) G est compact,
b) pour la mesure de Haar

9I(G),
c) pour toute mesure de , sa transforme de Fourier-Stiel-

ties appartient A(G).
I1 sut de considrer une mesure d pour g L(G) de type

positff; en

transorme de Fourier de g.
Coollaie . On suppose qu’une fonction f(x) de A(G), G tant

ablien, soit telle que, pour une mesure borne d(x) sur G, f(x)

fiZ(x)d(x) (transforme de Fourier-Stieltjes). Alors i) a(,(X)

=(x)d(x) appartient (G), ii) a(,(x) est de l form;

(z.z)
o o est une mesure ponctuell.e+ 1 place en o G.

11) (, >(x) est la valeur de fonctionnelle (x) sur , c’est--dire=[()](f).
12) S. Bochner et J. yon Neumann" Loc. cir., Thgorme 5.
13) S. Matsushita [1], Thdorme A; R. Godement: Loc. cir.



No. 2] Fonctions Presque Priodiques du Type Special. I 73

i) L’application f A(G) --> f(x)-_fg(y)f(xY)dy est uniform&
G

merit continue pour route g L(G), done f est aussi p. p. sur G.

o g(.)=g(xV) et dsigne la transforme de Fourier de g; lorsque
g parcourt l’espace L(G), ses transform6es 0 forment un sous-espace

dense de L(G), d’ofi r6sult l’assertion i) en tenant compte du
Th6orme 1.

ii) Soit BX la s4rie de Fourier de f; 4tant donn4 un nombre
>0 quelconque, il existe un entier N tel que, pour route g L(G

avec m=flg(x)Idx, on ait d’ofi

On en eonelu que # est limite vague de la suite de eombinaisons
lin4aires finies des mesures ponetuelles, done # est de la forme (2.2),

laquelle g=, a, l-_f’d # I1 II, ee quidans es finie.

On va eonsid4rer la r6eiproque de l’assertion e) du Corollaire 1
ei-dessus, e’est-g-dire, si G est tel que route fonetion numrique p.
p. dans G soit une transform6e de Fourier-Stieltjes d’une mesure-
de *; alors quel type est-il ? C’est M. E. Hewitt qui le premier
a r4solu ee problme.

Thorme 2 (E. Hewitt). Si G es ablien e route fonction de
A(G) est transform& de Fourier-Stieljes d’une mesure e *, alors

G et G sont groupes finis.
En effet, d’aprs le Corollaire 2 ei-dessus, on pourrait poser

#-adg, avee lal< , done on identifiera l’espaee * avee

L*(G), espaee de Banaeh des onetions sommables pour la mesure

de Haar dxa snr le groupe dual Ga de la compacificagion de Bohr

14) H. Cartan-R. Godement: Thorie de la dualit et analyse harmonique dang

les groupes abliens localement compacts, Ann. c. Norm. Sup., 64 (1947), l’dgalit4
(,), n 9, p. 88.

15) E. Hewitt: Representation of functions as absolutely convergent tourier-
Stieltjes transforms, Proc. Amer. Math. Soc., 14 (1953).
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(A(G)) de G,) dont G est discret et sa mesure de Haar dx est
choisie de manibre que chaque point ;go de G porte une masse+ 1,
c’est--dire=dso: en outre, A(G) C((A(G))) et donc C((A(G)))
et L(G)sont isomorphes l’un l’autre par la transformation de

Fourier, ce qui montre que (A(G)) et G sont finis en vertu d’un
thdorme de M. I. E. Segal,) d’ofi l’assertion.

3. Dans tout ce paragraphe, nous nous bornerons au cas oh
G--R, groupe additif d’espace numdrique n-dimensions (espace
euclidien), dans lequel la mesure de Haar dx est l’dldment d’hyper-
volume dxdx....dx et route fonction considdrde est de n-variables
rdelles (x, x.,..., x); conformdment la notation de M. L. Schwartz,s)

nous ddsignerons par () l’espace vectoriel des fonctions inddfiniment
ddrivables et support compact sur R, muni de la topologie ddfinie
par M. Schwartz,) et par ()) l’espace des distributions, dual topo-
logique de (). En outre, () est un sous-espace de ()), espace
qui se composent des distributions borndes. C’est le dual topologique
d’espace (), espace muni de la topologie de L(R) chacune des
dervees.

Nous considdrons maintenant ()) et son dual () au lieu de
L() et de respectivement; prdsent, --R et () est partout
dense dans () comme on le vdrifie aisdment. Ceci dtant, il sera
naturel d’"etuder, au lieu de 9/(R’), l’espace vectoriel 2(R) des
fonctions p. p. dfinies sur R" et ayant ses valeurs dans (), espace

comme dual de (7)) sur G---R.
D’autre part, soit (’) l’espace des distributions p.p. au sens

de M. Schwartz, c’est--dire, distributions a telles que leur trans-
lathes r,a forment un ensemble relativement compact (r. c.) dans
(’) quand x dcrit R. On va dmontrer le

Lemme 1. En posant a(x): pour a ()t), pour que a(x)
il faut et il suit que a e ().

D6monstration. a(x) (R’) entralne que l’ensemble
[a(x)}e.= [ra}e, est r. c. dans (’), d’ofi rsulte a (’,).

Rciproquement, 6rant donn6 un voisinage quelconque de 0 dans le
produit topologique ()’, un ensemble des / (’)’ appliquant
uniformment G lui-m6me dans le voisinage Vo=-V(B, ) de 0 dans

16) Pour la ddfinition et la notation de $o(A(G)), voir S. Matsushita: Loc. cir.
[2J. Voir encore, E. Hewitt: Linear functionals on almost periodic functions,
Trans. Amer. Math. Soc., 74 (1953).

17) I. E. Segal: The class of functions which are absolutely convergent Fourier
transforms, Acts Sci. Math., Szeged, 12 (1950).

18) L. Schwartz: Thorie des distributions, Iet II, Hermann & C, Paris (1950).
19) Ibid., pp. 67-68.
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(’), oh B dsigne un ensemble born de (.); l’ensemble B=
{rB},e est alors born et V(B, ) contient toutes les translates
des , V(B, ), car ],(rf)I-]r-,(f)l<e. Or si a e (93,), on a

[}:,.(,+ v(B, )),
donc pour tout s e R,

{,} c_,(,,+,V(B, )) c,t= (%,+ V0).
D’of il vient que {r(s)}e32_(%a(s)+o), ee qui prouve le

Lemme.
En vertu de ee Lemme, le Thorme 1 peut alors se modifier

de la Iaon suivante:
Thorme 3 (L. Schwartz). Pour qu’une distribution a soi p. .

au sens de M. L. Sehwartz, e’est-&dire a e (), il faut et il suffit
que sa rbgularise a,f par toute f (3) appartienne ? A(G).

En effet, (3) est partout dense dans () et [a,(x)=a.](x-t)
a.f(t) a(x), f(t) (= (f, a} (x) par la notation dans Thr. 1), off

/(x)=f(-x);* en particulier, si a est une mesure, on a (f,

(( suivre)

20) I1 faut dire cependant que la faon de dgmontrer la rdciproque de Thr. 1 est
en dgfaut pour ce Thorme, car la topologie dual dans (’) est forte (par contre, les
topologies forte et faible dans Yt sont identifies), mais si ,fe A(Rn), les translates
des ,f forment un ensemble c. r. dans (’) comme on le vgrifie directement; pour
f e ()) telles que f distribution de Dirac dans (’), on a ,f - m dans (’) et
done (’).


