
No. 2 41.

Sur les Points Singuliers d’une Equation Diffrentielle
Ordinaire du Premier Ordre

Par Yasutaka SIBUYA
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(Comm. by Z. SUETUNA, .Z.A., Feb. 18, 1955)

1. L’quation diffrentielle
(1.1) xy’=y(a + yf(x, y)),
off f(x, y) est une fonction holomorphe pour x=y=0, admet si a est
un nombre irrationnel, une solution formelle

(1.2) y-z{1 + bx z },

z dsignant la fonction Cx. M.C.L. Siegel a dmontr la con-
vergence de la sdrie (1.2) sous la condition,

(n- 1)a + m 1>K(m+ n)-,
K et tant des nombres positifs, indpendants de m et de n.
D’autre part, M. H. Dulac a donn un exemple tel que la sdrie (1.2)
diverge. Mais son exemple est artificiel et il y aurait lieu de se
demander: la sbrie (1.2) converge-t-elle si f(x, y) est une fonction
rationnelle ? La rbponse est n$gative; c’est ce que nous allons montrer.

2. Considrons l’quation diffrentielle
(2.1) xy’= ay+ y2 + p(x)y,
oh
(2.2) p(x)=ax+ ax +... +ax +

En portant l’expression (1.2) dans (2.1), nous obtenons

(2.3) (m+ na)bxz"
I -0

Xm-n h XmZ
n=l 0 1 mO

On voit immddiatement
(2.4)
(2.5)
et

bo --a- (k 0),
b=O (m> 1),

(m+2)b,=a+...,
les ermes non 6crits ne d6pendant que de a,..., a_.
pose
(2.6)
(2.7)
on a
(2.s)

Si done on

b.=F,..(,L a, a)/(m+ n,),
..=B,.(a)a,.+ R,.(a, a,, a._,),
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pour ml, n:>3. On en conclut que B() est une fonction ration-
nelle de dont les pbles sont O, -m/2,...,-m/(n-1). On a de plus
(2.10) B(-m/n) 0 (m 1, n 3).

En effet, si l’on pose

et

C,()=2 0. C()/(m+ ,)+n(n- 1)/2

pour n :> 3. On en dduit sans peine
C,(J) C,_,(J)(m+ (n+ 1)J)/(m + (n- 1)J) + (n- 1).

Si donc on pose
H,()-- (m+ (n + 1))/(m+ (n- 1)),(2.12)

on a
(2.13) C,=(n-1)+(n-2)H+(n-3)HH_+...

+(n--,-I)H,H,_. .H,_++
+

On a par suite
,( re (n 1) + (n 2)H.( re 1,

ce qui dmontre (2.10).
Quant la fonction R, dans (2.7), elle est un polynome de a,

..., a_ dont les coefficients sont des fonctions rationnelles de n’ad-
mettant ses pSles qu’en 0 et -k/h (k+h<m+n).

3. Nous pouvons prendre, d’aprs ce qui precede, une srie
entire (2.2) telle que
(3.1) F,(-m/n, a, a,. ., a,) = O,
off (m, n) parcourt / routes les paires d’entiers positifs sans facteurs
communs. Par exemple, tant donne une srie entire
(3.2) b,x + b.x +... + b,x’*+
il suffit de poser a=eb pour b 0 et a=d pour b=0, off les
e sont des constantes elles que e I= 1, et les d sont des nombres
non nuls arbitrairement petits. Puis nous dterminons une suite
croissante d’entiers positifs [a.} de manire que
(3.3)
pour
(3.4)
P,/Q, dsignant la time rduite de la fraction continue

(3.5) /=a+ 1 1 1
a.+ a+...+ a+...

Si l’on pose = o, on aura

et la srie ormelle (1.2)est divergence. Nous sommes ainsi arrives
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( une $qution diff$rentielle (2.1) dont la solution formelle (1.2) diverge.
4. Au numro precedent, nous avons dtermin

la ois. Cette mthode a beaucoup d’analogie avec celle de M. G. A.
Pfeiffer. Mais, il y a une autre mthode qui ressemble celle de
M. H. Cremer.

Soient dorm,s tout d’abord un hombre ngatif irrationnel et
une srie entire (3.2) satisfaisant aux ingalits

(4.1) b,/(m, + n,) > Km n (i= 1 2, ..)
pour les suites croissantes d’entiers positifs Imp} et [n}, K Stant une
constante positive ind$pendante de i. En vertu de (2.7), on a ais-
ment l’lnegahte
(4.2) b(, b,..., b)
’O

(4.3) b(, b,,..., bm_, -b)
D’autre part, si i est assez grand, on a sans peine

(4.4) Hm.() 1< 3/2;
(4.5) (n,- + (n,- I>
(4.6) ]H,_()/(m +n)] <2/3 [;

Par consgquent, si i est assez grand, on a l’ingalit

(4.8)
OU

(4.9)
Si donc on pose a=b ou -b convenablement, on aura

et la sSrie formelle (1.2) est divergente.. Jusqu’ici nous avons cherch, en supposant p(x) holomorphe
en x, une quation diffrentielle (2.1) dont la solution formelle (1.2)
est divergente. Voyons maintenant que p(x) peut se choisir comme
une fonction rationnelle de x. Pour cela, il suffit de prendre une
constante a telle que
(5.1) a,. ., a) 0
pour routes les paires d’entiers positifs (m, n) sans facteurs communs.
Cela est toujours possible, car, en vertu de (2.10), F,(-m/n, a,..., a)
.est un polynome de a ne s’annulant pas identiquement. Cela pos,
dterminons une suite croissante d’entiers positi2s [%} de la mme
manire qu’au n 3. Alors, on aura de nouveau

pour l’quion diffrenielle
(.2)
e 1 solution formelle (1.2) diverge. Nos avons ainsi obten ne
qation diffentielle (1.1), dont la solution rochelle (1.) es diver-
ene et dont le second embre es n olBnoe de B e ne long,ion
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rationnelle de x. Donc, notre but est compltement achev.
5. Nos rsultats peuvent s’tendre sans aucune modification

essentielle pour les quations diffrentielles de la forme
(6.1) xy’=Y-t- P.(x)y / P(x)y +.’. + p,(x)y",
oh est un nombre irrationnel et les p(x) sont des sries eatires
de x, satisfaisant aux conditions

p (o) # o,
p (o) 0 (k= 8, a,..., n).

J’ai profit6 beaucoup des travaux de MM. H. Cremer, G. A. Pfeiffer,
et H. Poincar6. Les conditions (4.1) ont 6t6 essentielles 6galement
pour l’exemple de M. H. Dulac.

Qu’il me soit petrols, en Cerminant, d’exprimer M. le Prof.
Masuo Hukuhara route ma reconnaissance pour les conseils qu’il
m’a donn6s au pr6sent problme.
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