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10. Sur les Points Singuliers d’une é‘quation Différentielle
Ordinaire du Premier Ordre

Par Yasutaka SIBUYA
Institut de Mathématiques, Université de Tokyo
(Comm. by Z. SUETUNA, M.J.A., Feb. 18, 1955)

1. L’équation différentielle
(1.1) ay' =y +yf (=, v)),
ou f(x,y) est une fonction holomorphe pour x=y=0, admet si 1 est
un nombre irrationnel, une solution formelle
1.2) y=z{1+ ﬁ ﬁ brn®™2"}

n=1 m=0
2 désignant la fonction Cx*. M. C. L. Siegel a démontré la con-
vergence de la série (1.2) sous la condition,
|(m—1)2+m|>K(m+n)™>,

K et v étant des nombres positifs, indépendants de m et de .
D’autre part, M. H. Dulac a donné un exemple tel que la série (1.2)
diverge. Mais son exemple est artificiel et il y aurait lieu de se
demander: la série (1.2) converge-t-elle st f(x,y) est une fonction
rationnelle? La réponse est négative; c’est ce que nous allons montrer.

2. Considérons I’équation différentielle

(2.1) wy' =2y +y*+ o)y,
ou
(2.2) D(T) =0T+ OB+ - - - + ™+ - -

En portant ’expression (1.2) dans (2.1), nous obtenons
(2.8) 21 Eo(m+n/1)bmw’"z”
=2{1+ 31 S buam"} 4+ p@2 {1+ 3} b},

n=1 m=

On voit immédiatement

(2.4) by =2"* (£ =0),
(2'5) bm1=0 (mg 1)3
et

(M +2)bpe=apm+ -+ -,
les termes non écrits ne dépendant que de a,,...,a,_;. Si donec on

pose
(2'6) bmnszn(z: Apyeony am)/(m+nz):
@.7 F =B+ Byn(Rs Qyy e o oy Q_y),
on a

(2.8) B (D=1 (m =1).

En portant les expressions (2.6) dans (2.3), nous obtenons
(2.9) Bun(d) = 2 u+§n_lwamv(z)/(m+ v2) +u+v§=n—2w oDop



42 Y. Sisuya [Vol. .81,

pour m=1, n=8. On en conclut que B,,(d) est une fonction ration-
nelle de A dont les poles sont 0, —m/2,..., —m/(n—1). On a de plus

(2.10) Bu(—m[n) 0  (m=1, n=3).
En effet, si ’on pose
(2.11) Con(2)= 2" "2 By A),
on a
sz(l)zl
et

Con)=22 5] O D0+ 52 + i —1)/2
pour n=>8. On en déduit sans peine

Con( D)= Copn—(D)(m+ (n+D)A)/(m + (n—1)) + (n—1).
Si donec on pose

(2.12) H,,(2)=(m+ (n+1)2)/(m+ (n—1)2),
on a
(2.13) Con=n—1)+n—2)Hy+ 1 —3)HpnHypp—y+ - -

+(n"‘V—'1)HmnHmn—~l° . -me-v+1+ s
+2H, Hypeyo o  Hyo+ HyoHy g+« « Higg.
On a par suite
Con(—m/n)=(n—1)+(n—2)H,m(—m/n)=1,
ce qui démontre (2.10).

Quant & la fonction R, dans (2.7), elle est un polynome de a,
«ev, Oy dont les coefficients sont des fonctions rationnelles de 2 n’ad-
mettant ses poles qu’en 0 et —k/h (K+h<m+n).

3. Nous pouvons prendre, d’apres ce qui précéde, une série

entigre (2.2) telle que
(3‘1) Fmﬂ(-‘m/n’ Agy Gy e v vy am) :\: 0’
ou (m,n) parcourt & toutes les paires d’entiers positifs sans facteurs
communs, Par exemple, étant donnée une série entiére
(3.2) bx+bx?+ - +b™+ -,
il suffit de poser @,=eb, pour b, =0 et a,=d, pour b,=0, ou les
e, sont des constantes telles que |e,|=1, et les d,, sont des nombres
non nuls arbitrairement petits. Puis nous déterminons une suite
croissante d’entiers positifs {a,} de maniére que

(3.3) | B oAy Gy e+« apn) | > PrrQdn/ oy .

pour

(3.4) 124 P,/Qn | <1/0y.y,

P,/Q, désignant la niéme réduite de la fraction continue
(8.5) MPo=ay+ i —]-'- L

a, + a3+...+;;+...
Si I'on pose 2= —pu,, on aura
11,0, 1> PEnQgn
et la série formelle (1.2) est divergente. Nous sommes ainsi arrivés
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0 une équation différentielle (2.1) dont la solution formelle (1.2) diverge.
4. Au numéro précédent, nous avons déterminé 2 et les a, a
la fois. Cette méthode a beaucoup d’analogie avec celle de M. G. A.
Pfeiffer. Mais, il v a une autre méthode qui ressemble & celle de
M. H. Cremer.
Sotent donnés tout d’abord un nombre négatif irrationnel A et
une série enticre (3.2) satisfarisant aux inégalités
(4.1) | b, /(s +1,2) | > Kmpme (i=1,2,...)
pour les swites croissantes d’entiers positifs {m;} et {n,}, K étant une
constante positive indépendante de t. En vertu de (2.7), on a aisé-
ment 'inégalité
(4.2) 1B 0,35 15+« o5 O ) | 2= 1 Brayn (Db, /(110 + 70,2 |
ou
(4-3) I bmﬁnz(z’ bl) R ] bmz—n _bmz) I _Z letn‘(Z)bmll(mi+ nta) l'
D’autre part, si ¢ est assez grand, on a sans peine

(4.4) | Hipyn, (2) 1< 8/2;
(4.5) [ (g —1)+ (1, — 2) Hyp () 1 >1/2;
(4.6) | Ho -1 (D) (0 +mi2) | <2/8 | 21;

(4.7) | Hppn - 1<1 (k=2,3,...,7—3).

Par conséquent, si ¢ est assez grand, on a 1’inégalité
(4.8) | B by« bn,) | > Koo/ 8 | A ™2

ou

(4.9) [ Bmgn, (2 Bys « + 5 bn—15 —Dim,) | >EKmmit/3 | 2" 2,

Si donc on pose an=b, ou —b, convenablement, on aura
[ By, | > Kmiant[8 | A"
et la série formelle (1.2) est divergente.

5. Jusqu’iei nous avons cherché, en supposant p(x) holomorphe
en z, une équation différentielle (2.1) dont la solution formelle (1.2)
est divergente. Voyons maintenant que p(x) peut se choisir comme
une fonction rationnelle de x. Pour cela, il suffit de prendre une
constante a telle que
(5.1) Fo(—m/n,a,...,6) %0
pour toutes les paires d’entiers positifs (m, #) sans facteurs communs.
Cela est toujours possible, car, en vertu de (2.10), F,,(—m/n,a,...,a)
est un polynome de a ne s’annulant pas identiquement. Cela posé,
déterminons une suite croissante d’entiers positifs {a,} de la méme
maniére qu’au n° 3. Alors, on aura de nouveau

| bp,,q,,, | > PpnQin

pour V’équation différentielle
(5.2) xy = — oy +y* + ary®/(1—x),
et la solution formelle (1.2) diverge. Nous avons ainst obtenu une
équation différentielle (1.1), dont la solution formelle (1.2) est diver-
gente et dont le second membre est un polynome de y et une fonction
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rationnelle de x. Donc, notre but est complétement achevé.
6. Nos résultats peuvent s’étendre sans aucune modification
essentielle pour les équations différentielles de la forme
(6.1) ay' =2y + DL(X)* + Do(2)Y’ + - + - + Da(2)Y",
ou 4 est un nombre irrationnel et les p,(x) sont des séries entiéres
de x, satisfaisant aux conditions
0:(0) =0,
2,0) =0 (k=38,4,...,n).
J’ai profité beaucoup des travaux de MM. H. Cremer, G. A. Pfeiffer,
et H. Poincaré. Les conditions (4.1) ont été essentielles également
pour l'exemple de M. H. Dulac.
Qu’il me soit permis, en terminant, d’exprimer 4 M. le Prof.
Masuo Hukuhara toute ma reconnaissance pour les conseils qu’il
m’a donnés au présent probléme.
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