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37. Fonctions Presque Priodiques du Type Special. II

Par Shin-iehi MSUSHA
Osaka Cit Universit

(Comm. by K. KUNUGI, .Z.A., March 12, 1955)

4. Valeur moyenne. Pour montrer !’existence des valeurs
moyennes dans I(G), on peut oprer sans revenir aux dfinitions
primitives; de plus le procd dfi MM. S. Bochner et J. yon

Neumann est ici inapplicable, une partie totalement borne de (G)
n’tant neessairemen sparable: 6. Remarque dans [I. Toute-
2ois, en tenant compte du Thorme 1 ci-devant, on peut conduire
aisment de l’existence de valeurs moyennes des fonctions
numriques celle des 2onctions de (G).

Thorme 4. Pour toute a(x) (G) est associe une et une seule
mesure ma-m[a(x)] (dite valeur moyenne) telle qu’il existe, pour

tout voisinage =(f, ..., f; ) dans , f L(Vo) (lj/), n $1-

ments a, ..., a de G et n nombres $, 0 avec $+... +-1
tels qu’on
(4.1) .$a(xay)-m[a, pour tous x, y e G.

Thorme . La valeur moyenne possde les proprit$s suivantes;
i) l’application a m[a est linaire continue, ii) m[a-m[
(a a), o (x)=a(x-) et ra(x)-a(a-x), iii) si a(x)=p, e (constante),
on a

Thorme S% Pour la valeur moyenne m[a et pour toute

(4.2) } (f,
Dmonstrations des Thormes 4, 5, et 5. Etant donn un

voisinage =(f,..., ; ) dans 9, nous desgnerons par m(f) les

valeurs moyennes numriques des fonctions p.p. continues (f,
pour ljl (Thgorme 1), alors il existe n lments a,..., a,, G
et n nombres $:,..., $0 tels que $+...+$,=1 qui vrfient
simultanment

pour tous x, y G. D’autre part, soit H l’ensembre des translates

1) S. Matsushita: Fonctions presque priodiques du type special. I, Proc. Japan
Acad., 31, No. 2; cit4 [I] dans cette Note. Th4ormes 8, 12 de S. Bochner et J. yon
Neumann, loc. cit., et Th4orme 16 de J. yon Neumann, loc. cit., sont inapplicable
present.

2) Cf. J. yon Neumann" Loc. cir., Corollaire du Th4orme 14. W. Maak" Fast-
periodische Funktionen, Chap. II (1951).
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ra pour tout a e G, alors H est born6 (selon que a(x) est p.p.) et
pour une partie compacte quelconque KG, il existe un nombre
M_0 tel que l(f, a>(x)l-l(f, a(x)}lM:llftl pour tout

x eG et route fonction f e L(Vo) de support contenu dans K; de

l’in6galit6 (4.3) il en r6sulte que [m(f)l<Mzllfl+ et donc

lm(f)]< Mzlifl ( 6rant arbitrmre), ce qui montre alors que m
est une mesure de Radon sur V0 puisque m est clairement lin6aire
sur L(). En posant m[a]-m, cela prouve la lois (4.1), i), ii),
iii) de Th6orme 5, et (4.2). L’unicit6 de la valeur moyenne

es 6vidente, car pour =(f,...,fi; /2), si $a(xay)
-m[a]C et .8(xay)-m’Ea]C, on a,._,$a(aa))--(m’[a--’ o ma

Avant d’aller plus loin, nous examinons quelques exemples
intressants.

Exemple 1. Soit G un groupe ablien compact; son dual = Vo
est alors discret et a(x)- X(x)dx, ao(x)- Xo(x)deo, et a(x)- a(x)- ao(X)
appartiennent (G), oh dz dsigne la mesure de Haar sur , qui

est adopte comme une masse + 1 place en chaque G c’est--dire

dx-de, et o l’lment neutre de (de est albrs la distribution de
masse de Dirac). Pour tout voisinage dans , il existe videm-
ment a, a, e G et $,..., $. (nombres positifs) avec $ +... + $,-1
tels qu’on air .$a(xay) pour tous x, yG, d’ofi rsulte

m[a-O. Par contre, pour route fo L(Vo) on a

if, .o(X) ) m (x)d  o (x) f(xo) (d’apr s 2)),

d’oh rsulte m[ao-do, aussi
Dans ces circonstances, nous comprenons exactement que a(x)

ainsi dfinie admet un ensemble non dnombrable des matrices
d’expansion 0; en effet, pour tout caractre (x) de G on a

x(x-
Exemple 2. Soit G un groupe 1. c. que!conque; tout produit

f(x). d’une mesure par une f A(G), leur combinaison linaire
finie tf(x).m., et sa limite vue appartiennent (G). On a vi-
demment m[tf(x).=m,[fi]. et voit 2acilement que la
premiere et la seconde admettent expansions de Fourier tandis que

3) N. Bourbaki: Loc. cit. [1], Chap III, 2, Proposition 8.
4) Cf. Corollaire 1 de Thgorme 1
5) Darts ce cas, il est gvident que z(x-)(x)=z(x)(x)=() pour tout caractre

(continue) x(x) de G; lorsqu’on parle d’un caractre, il aura dtg toujours suppos4
d’etre continu.
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la dernibre n’est pas necessairement ainsi, p. ex. a(x)mentionnde
ci-dessus (Exemple 1) est limite vague de 2onctions de la forme
?.x(x)d.

Th6orSme 6. a) Le suppor$ de la valeur moyenne m[a] est
contenu clans la rdunion des supports de a(x), x G. ) Si a(x) est
uniformdment bornde sur G (c’est-a-dire, sup l[ a(x)[l k), il en est
ainsi de m[a.

D6monstration. En vertu de (4.2) < f, a> 0 entralne < f,
ma] >=0, d’ofl l’assertion a). Ensuite, (L m[a]l=lm[ <f,

ce qui prouve l’assertion B). En voici encore un exemple:
Exemple 3. Soit G un groups 1. c. ablien et supposons que f(x)

e A(G)) soit la transforme de Fourier-Stieltjes d’une mesure borne
e. D’aprs le Corollaire 2 du Thorme 1, on sait que a(x)

=X()d(X) est une fonction de I(G) et, de plus, de la forme
7.a,,(x)de, dont _la, < + . Or, en vertu du Thgorme 6
ci,dessus, ma est borne et son support est contenu dans l’ensemble
U:, done
k< + . D’ailleurs, il existe un filtre a- {gX} z e sur l’espace des

fonctions sommables de type positif sur G, suivant lequel (trans-
formic de Fourier de gX) converge vers la constante un uniform&

ment sur route partie compacte de et en mSme temps la mesure
g(x)dx vers la masse+l en e (troitement): de plus, ces gX peuvent
8tre considres la lois positives, de type positif, et de LLnorme
1.) D’oh il vient aussit6t que 00()1 sur G

tant donn un nombre e >0, il existe un entier N assez grand
tel qu’on air
sur le compact .X,; alors on a

f gX(tx-)f(t)dt f
ce qui est

e (/2k),Nf.,

fdma avec part, g, ma }=m (g a} (x)-,

f(x), car fi g(tx-)f(t)dt,f(x) (uniformment) avec . Enfin,m
on conclut

(4.2’)

6) H. Cartan-R. Godement" Loc. cir., n 18. S. Matsushita [1], n 3.
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5. Nous avons vu, au dbut de ma Note prcdente [I, qu’une
fonction de ?/(G) n’admet pas ncessairement l’expansion de Fourier
(au sens usuel); voir l’Exemple 1 ci-dessus. Puisqu’il en est ainsi,
notre intrSt present se porte exclusivement au coefficient de
Fourier, mais non la srie de Fourier elle-mSme. Cepandant,
comme nous montrerons ultrieurement,, il y a des cas off l’existence
exacte d’une srie de Fourier peut tre assez aisment vrifie; p.
ex. le cas oh a() appartient la lois aux deux espaces (G) et I(G).
D’abord nous allons dmontrer le

ThorSme 7. L’ensemble des entres (refines) D(x) de repr-
sensations unitaires irrductibles de G de dimension finie, telles que
m._D(x)a(x)0 pour une a(x) ?I(G) s’identifie avec la runion des

ensembles de celles pour routes (f a }(x), quand f d$crit l’ espace
L( Vo).

Dmonstration. Comme nous l’avons vu au ThorSme 5 ci-

dessus, on a (f, mD(x)a(x)}-m,[ (f, D(x)a(x)} -,_D(x) (,
a}(x), ce qui exprime que le drnier membre 0 entraine
m,[D(x)a(x)O, et rciproquement si D(.) est telle que

(f, a}(x)-- 0 pour route f L(V0), la mesure m, [D(x) a (x) est
identiquement nulle. Cela achve la ddmonstration.

Analogue au cas des fonctions numriques p.p., on appellera
coe]ficient d’expansion de Fourier pour D(.) la mesure de moyenne
Y’.m,D(x)a(x), o1 n (entier) dsigne le degr de la representa-
tion / laquelle D(.) appartien; alors on a aussit6t le

ThorSme 8 (Thorme de l’unicit). Les fonctions de I(G)
qui possdent les mm$ coecients d’expansion de Fourier sont
identiques.

Cela revient / dire que dans 2(G) route fonction peut 8tre dter-
mince par ses coefficients d’expansion de Fourier, encore qu’elle
n’admette pas l’expansion de Fourier elle-mSme. Ici, remarquons
aussi bien que la plupart des rsultats trs ldmentaires sur les
modules de representation, ce qui se fondent MM. E. R. van Kampen
et J. yon Neumann, peut 8tre ressuscite sans peine, moyennant
d’ventuelles modifications supplmentaires sur les topologies, route-
lois il faut dire que la grande partie du reste, p. ex. thorme
d’isolation, thorme de dcomposition, etc.,) sont, sous les iormes
originales, en dfaut pour I(G).

Or, les rsultats noncs ci-dessous sont assez fondamentaux et
rendront de nombreux services dans le thdorie de representation uni-
taire et l’analyse harmonique; ce donneront notamment une connexion
bien russie entre les representations de dimension finie et celles de
dimension infinie. Tout d’abord, nous nous proposons de dire, s’il

7) S. Bochner-,l. von Neumann: Loc. cit, Thormes 33, 34, et 35.
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n’y a aucune ambiguitY, qu’une a(x) 2(G) appartient un module (de
repr$sentation) M quand mDq(x)a(x)--O pour telles D,(.) que
(5.1) )(.):(D,,(.)),,, oh M.

En vertu du (2.4), on a aussitbt:
Thorme 9,. Si a(x) appartient un module M, il en est ainsi

de ( a}(x) pour route f L(Vo) et rSciproquement.
On sait que, quelque eemble des representations (de dimension

finie) de G,: {(.)}, que soit donn, il y a un module M qui est le
plus petit des modules contenants tous les de . Nous dcrirons
maintenant M:M, pour tel que se forme d’une seule

Thorme 9. Pour route a(x) eI(G) et tout M, o (.)
(D(.)),,

(5.2) au(x)--n..Dq(X) m,[D,(x)a(x)
appartient 2(G) et M; de plus, son cocient de Fourier pour
toute D,(.) dans (.) coincide avec celle de a(x) mme.

effet, on a .m[D(x)a(x)--n..q.En
n

a(x))--.m[D(x)a(x)J, comme m[D(x)D;(x)--SS (q d6-

signe la delta de Kronecker).
On appelle section de a(x) dans M la 2onction p.p. a(x) dfinie

par (5.2) ci-dessus. Si M est un module fini, c’est--dire M=M
off = [, ..., }, on peut gnraliser la notion de section en le
cas M=M de manire qu’on pose a(x) a(x). I1 est clair
que ces a(.) admettent leurs expaions de Fourier.

Dsignons maintenant par P(G) l’eemble de toutes les fonction
continues de type positif sur G, et par H(G) lenveloppe lenaire
complexe de P(G): si m[a(x) est borne, sa transformde de Fourier-

Stieltjes h(x)=fi (x)dm[a(x) est bien definite et dgale presque
v

partout une fonction e H (G).s) Montrons alors l’galit importante:
Thorme 10. Si a(x) ?t(G) est uniformdment born$e sur G,

c’est--dire, a(x) pour tout x G, on a

g(x)(x)dx,
G

pour route g e L(G) avec sa transformde de Fourier
En effet l’application de la formule de Fubini permet, par un

calcul lmentaire, d’obtenir les galits suivantes: le premier
membre=

G v
ce qui montre (5.3). ( suivre)

8) Si G est ab61ien ou bien compact, nous n’avons besoin de ce mot <presque
partout.


